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94-
Biegungs¬

moment und
Querkraft .

So grofs darf alfo A höchftens fein. Die Bedingungsgleichung für die Ermittelung von / iftfonach :

b l T — A oder l — — --- ■.
b T

In unferem Falle fei b — 25 cm ; T ift nach der Tabelle auf S . 68 für Nadelholz gleich 10 kg für
1 qcm ; es mufs alfo fein :

10 000" 25 . 10 40 cm .

Auf weitere Fälle der Schubbeanfpruchung werden wir im nächften Kapitel
zurückkommen .

4 . Kapitel .

Biegung und Biegungsfeftigkeit .

Beanfpruchungeines Balkens auf Biegung findet ftatt , wenn die äufseren Kräfte
die beiden an den verfchiedenen Seiten eines Querfchnittes (etwa aa in Fig . 86)
liegenden Balkentheile um eine fenkrecht oder geneigt zur Kraftebene flehende
Axe zu drehen ftreben. Drehung fetzt ein Moment voraus ; fonach mufs ein Moment
der äufseren Kräfte für den Querfchnitt vorhanden fein . Gewöhnlich wirkt aufser
diefem Momente noch eine abfcherende Kraft , welche weitere Beanfpruchungen
hervorruft ; letztere fetzen fich dann mit den reinen Biegungsbeanfpruchungen zu -
fammen .

Es fei hier die Annahme gemacht, dafs die Balkenaxe in der Kraftebene liege ;
wenn fomit die Bildebene die Kraftebene vorftellt , fo liegen in derfelben fowohl
die äufseren Kräfte, wie auch die Balkenaxe.

Die äufseren Kräfte , als welche die Stützendrücke und die Belattungen ein¬
zuführen find , können beliebige Richtung und Gröfse haben.

Der allgemeine Fall ift durch Fig . 85 veranfchaulicht. Die
Mittelkraft R aller an der einen Seite irgend eines Querfchnittes aa
wirkenden äufseren Kräfte fchneide die Axe des Körpers unter
dem Winkel cp. Zerlegt man R in zwei Seitenkräfte, deren eine ,
P , parallel zur Axe des Körpers an der betreffenden Stelle ge¬
richtet ift , deren andere, Q , die Axe des Körpers unter 90 Grad
fchneidet , fo nennt man die erftere die Axialkraft , die zweite die Querkraft
oder Transverfalkraft . Das ftatifche Moment der Kraft R in Bezug auf die im
Schwerpunkt des zu betrachtenden Querfchnittes fenkrecht zur Kraftebene errichtete
Axe erftrebt die Drehung des linken Balken -
theiles um diefe Axe und wird das Biegungs¬
moment des Querfchnittes genannt.

Der ganze Träger AB (Fig . 86) mufs
unter der Einwirkung aller äufseren Kräfte im
Gleichgewichte fein ; demnach mufs die alge -
braifche Summe der ftatifchen Momente aller
Kräfte in Bezug auf jeden beliebigen Punkt
der Ebene gleich Null fein . Bezeichnet man nun das ftatifche Moment der an dem
links von aa liegenden Trägertheile angreifenden äufseren Kräfte für den Drehpunkt O

Fig . 86.
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mit Mlinks , dasjenige der äufseren Kräfte an dem rechts liegenden Trägertheile eben¬
falls für 0 als Drehpunkt mit Mrechts , fo mufs fein

0 — Ulinks ' f Mr echts i

d . h .
BI rechts — BI links •

Die auf die rechte Balkenfeite des Querfchnittes wirkenden äufseren Kräfte
haben alfo ein refultirendes Biegungsmoment, welches dem Zahlenwerthe nach genau
fo grofs ift , wie das auf die linke Balkenfeite des Querfchnittes wirkende ; die Vor¬
zeichen find entgegengefetzt. Wenn das Moment an der einen Seite nach rechts

(im Sinne des Uhrzeigers ) dreht , fo ift die Drehrich-
tung des Momentes an der anderen Seite nach links (ent¬
gegengefetzt der Uhrzeigerdrehrichtung) . Beide Momente
beanfpruchen den Balken gleichzeitig entweder fo , dafs
er feine hohle Seite nach oben (Fig . 87 a) oder nach
unten (Fig. 87 b) kehrt . Die erftere Drehrichtung der
Momente foll in der Folge , wenn nichts anderes an¬
gegeben ift , als pofitiv , die letztere als negativ ein-

Fig . 87 .

geführt werden . Die Momente find daher pofitiv , wenn fie den Theil links vom

Querfchnitt nach rechts und den Theil rechts vom Querfchnitt nach links drehen .
Für die Anwendung ift zu bemerken , dafs es nach Vorftehendem ganz gleichgiltig ift , ob man das

Moment der an der einen oder der an der anderen Seite des Querfchnittes wirkenden Kräfte ermittelt ;

man wird zweckmäfsig ftets diejenige Seite wählen , welche für die Rechnung und Anfchauung die be -

quemere ift .

Die Zerlegung der Mittelkraft R in Axial - und Querkraft kann an beliebiger
Stelle der Kraft R vorgenommen werden . Gefchieht diefelbe im Punkte E , dem

Schnittpunkte von R mit dem Querfchnitte (oder feiner Verlängerung) , fo hat Q
kein Moment für 0 als Drehpunkt , und das Biegungs¬
moment , d . h . das ftatifche Moment von R ift dann
gleich dem ftatifchen Momente der im Punkte E wirken¬
den Kraft P , alfo M = P £ (Fig. 88). Zerlegt man da¬

gegen R in F , dem Schnittpunkte von R mit der Axe,
fo hat P kein Moment für 0 als Drehpunkt , und das
Biegungsmoment wird gleich dem ftatifchen Momente
von der in F wirkenden Kraft Q , alfo M = SC (Fig . 88 ) .
Wenn bei einem Balken mit wagrechter Axe nur loth -
rechte äufsere Kräfte wirken , fo ift R gleichfalls loth-

Fig . 88 .

n ?

recht , alfo die Seitenkraft P gleich Null ; dann ift R = Q .
Bei den hier zu betrachtenden Balken ift diefer Fall der faft ausfchliefslich

vorkommende; defshalb follen in Folgendem vorwiegend lothrechte Kräfte zu Grunde

gelegt werden. Dann befteht nachftehende einfache Beziehung zwifchen dem

Biegungsmomente und der Querkraft : Die Querkraft Q ift gleich dem erften

Differentialquotienten des Biegungsmomentes nach a , wenn x die Abfciffe eines

Querfchnittes bedeutet.
Der Balken AB (Fig . 89) trage eine beliebige , an den einzelnen Stellen ver -

fchiedene Belaftung q für die Längeneinheit und eine Reihe von Einzellaften Pv
P2 , PB . Die Gröfse von q werde an jeder Stelle durch die Ordinate der Curve mno

dargeftellt. Die Abfciffe irgend eines Querfchnittes II fei x \ links von diefem
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Querfchnitt wirken D0 , P x und f qdx . Die
0

Mittelkraft diefer drei Kräfte ift die Quer¬
kraft Q für den Querfchnitt I1 , d . h . es ift

Q — D 0
- P x

- f qdx .

Fig . 89.
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Q möge im Abftande b links von A an¬
greifen . Das Biegungsmoment für den Quer- ’

fchnitt II ift gleich dem ftatifchen Moment von Q für diefen Querfchnitt, d . h . es ift

M = Q {b + x) .

Betrachtet man einen zweiten Querfchnitt IIII , der um dx von / / entfernt
ift , fo ift für diefen das Moment M -j- dM .

Diefes Moment fetzt fich zufammen aus den Momenten der links von IIII
wirkenden Kräfte , d . h . der Kraft Q , und der zwifchen II und IIII liegenden

dx
Kraft qdx . Der Hebelsarm von Q ift b -f x + dx , derjenige von qdx ift ;
mithin ift

d x clx ^
M -1- dM = Q {b -f x -f dx ) — qdx = Q (b -(- x) -f- Qdx — q — - - .

Zieht man von diefer Gleichung die oben für M gefundene ab , fo bleibt :

dM = Qdx -
' u

ift eine unendlich kleine Gröfse zweiter Ordnung und verfchwindet gegen

die übrigen Gröfsen der Gleichung , welche unendlich kleine Gröfsen erfter Ordnung
find . Es ift demnach

dM = Qdx und , wie oben behauptet , Q = 53 '

qdx i

Wird Q = 0 , fo ift auch dM
d x

dx

= 0 , alfo M ein Maximum . Hieraus folgt ,

dafs das Moment für denjenigen Querfchnitt zum Maximum wird , für den die Quer-

Fig . 90 . Fig . 91 .

Y- - r

kraft gleich Null ift.
Für die Berechnung auf Biegung beanfpruchter

Balken ift es von grundlegender Bedeutung , wie die
einzelnen Balkenquerfchnitte von der Kraftebene ge-
fchnitten werden . Wenn , wie meiftens der Fall , die
Kraftebene alle Ball« nquerfchnitte in Hauptaxen
fchneidet (fiehe Art . 62 , S . 41) , fo ergeben fich für
die Spannung fehr einfache Formeln . Nach Früherem
ift jede Symmetrie -Axe eine Hauptaxe ; wenn alfo
z . B . die Querfchnitte die in Fig . 90 dargeftellten For¬
men haben und die Kraftebene durch ZZ , fenkrecht
zur Bildebene geht , fo ift die obig« Vorausfetzung erfüllt . Wefentlich verwickelter ift die Berechnung ,

wenn die Kraftebene die Querfchnitte nicht in Hauptaxen fchneidet ; diefer Fall wird durch Fig . 91 ver -

anfchaulicht , in welcher die Querfchnitte lothrecht belafteter Dachpfetten vorgeführt find.

Z

f
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a) Axiale Biegungsfpannungen,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte in Hauptaxen fchneidet.

Unter der Einwirkung des Biegungsmomentes entliehen in den einzelnen Quer -

fchnitten des Balkens an den verfchiedenen Stellen Spannungen ; diefelben dürfen

die zuläffigen Grenzen nicht überfchreiten .
Für die Ermittelung der Beziehungen zwifchen den äufseren Kräften und den

durch fie hervorgerufenen Spannungen werde der Unterfuchung Fig . 92 zu Grunde
gelegt. Der links vom Querfchnitt II gelegene
Theil des Balkens kann als dem Balken in
Fig. 88 angehörig betrachtet werden ; derfelbe
mufs unter der Einwirkung der auf ihn wir¬
kenden äufseren Kräfte , deren Mittelkraft R
fei , und der auf ihn im Querfchnitt II von
dem rechts liegenden (nicht gezeichneten)
Balkentheil übertragenen Kräfte , eben der
Spannungen, im Gleichgewicht fein.

Man macht die Annahme , dafs die fenkrecht zum Querfchnitte wirkenden

Seitenkräfte der Spannungen , die fog . axialen Biegungsfpannungen , von der erften

Potenz der Coordinaten der Querfchnittspunkte abhängen. Für irgend einen Quer -

fchnittspunkt mit den Coordinaten y und z fetzt man demnach
0 = a + ßy + T z -

Als Anfangspunkt der rechtwinkeligen Coordinatenaxen Y und Z ift der

Schwerpunkt N des Querfchnittes gewählt ; die Kraftebene fchneidet den Querfchnitt
in der Linie ZZ , welche nach der Annahme eine Hauptaxe ift ; alsdann ift die

Abfciffenaxe YY die andere Hauptaxe . Der Ausdruck für <3 enthält drei Unbe¬

kannte , nämlich die Conftanten a , ß , 7 . Für die Beftimmung derfelben flehen drei

Gleichungen zu Gebote. Da das Bruchftiick des Balkens links vom Querfchnitt / /

im Gleichgewicht fein foll , fo miiffen fich die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen
auf daffelbe anwenden laffen . Von den fechs verfügbaren Gleichgewichtsbedingungen
werden hier die drei Gleichungen aufgeftellt , welche befagen , dafs die algebraifche
Summe der in die Axenrichtung des Balkens fallenden Kräfte gleich Null fei , ferner

dafs die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aller Kräfte für die Axe YY

gleich Null fei , endlich dafs die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aller

Kräfte für die Axe ZZ gleich Null fei . Die drei Gleichungen lauten :

I) 0 = P — Ja df

II) 0 — M — J
'
cs zdf \

III) 0 = faydf

Erläuternd wird zu den vorftehenden Gleichungen bemerkt : In einem unend¬

lich kleinen Flächentheil df wirkt die axiale Spannung o df \ die gelammten axialen

Spannungen im Querfchnitt geben die Summe J
'
adf Die Integration erftreckt

fich über den ganzen Querfchnitt. In Gleichung I ift P als nach rechts und Jadf
als nach links wirkend eingeführt.

In Gleichung II bedeutet M das refultirende Moment aller links vom Quer¬

fchnitt II gelegenen äufseren Kräfte für die Axe YY, welche fich in Fig . 92 (links)

Fig . 92.

V Kalif .

95-
Axiale

Biegungs-
fpannung .
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als Punkt S darftellt ; jede Spannung o df hat für diefe Axe das Moment a . z df \die Summe aller diefer Einzelmomente ift, abgefehen vom Vorzeichen , J
'
zzdf Auch

hier , wie bei Gleichung I und III , ift über die ganze Querfchnittsfläche zu integriren.In Gleichung III haben die äufseren Kräfte für die Axe .TiT das Moment Null ,weil ihre Mittelkraft jedenfalls die Axe ZZ fchneidet; jede Spannung a . df hat das
Einzelmoment o . ydf

Setzt man in obige drei Gleichungen den oben für o angegebenen Werth ein
und beachtet , dafs bei den Integrationen die Werthe a , ß , 7 unverändert bleiben,fo erhält man aus Gleichung I

a J 'df+ ß ydf -f 7p -

fydf ift das flatifche Moment der Querfchnittsfläche für die Axe ZZ \ da
diefe eine Schvverpunktsaxe ift , fo ift das ftatifche Moment der Querfchnittsfläche
für diefe Axe nach Art . 33 (S . 26) gleich Null . J

'
zdf ift das ftatifche Moment

der Querfchnittsfläche für die Axe YY und , da diefe Axe ebenfalls eine Schwer -
punktsaxe ift, gleichfalls Null . Demnach ift

r +h r + « \
jj ’ df — 0 und i zdf = 0 ,J - h J- a2

ferner , wenn F den Inhalt der ganzen Querfchnittsfläche bedeutet,
F = Jdf \ mithin P = a. F ,

und
P

a — p ’

Gleichung II lautet mit dem Werthe für o :
/ ’+ «1 /'+ « ! /' + «]

M = a I z df -j- ß \ yzdf + 7 l s 2 d/ .

Nun ift Jzdf — 0.

Jyzdf ift das Centrifugalmornent für die beiden Axen YY und ZZ \ da
diefe nach der Annahme Hauptaxen find, fo folgt

r + “i
I y z df= 0.

/ z 2 df ift nach Früherem das Trägheitsmoment des Querfchnittes für die

Axe YY, d . h . es ift
~\~al
z 2 df = J Y -

— (Z2
die Gleichung II heifst demnach :

alfo 7 = M
~
7 f '
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Gleichung III lautet mit dem Werthe für cs :

/ ’ +h r+h
ydf -f ß lyzdf -

- h J - h J - a

/ •-Mi /•+ «] /*+h
ydf = § und lyzdf =: 0 ift (fiehe oben ) , fo bleibt 0 = ß t y 2 df'
fworaus folgt , da I y 2 df nicht gleich Null ift,

- h
ß = 0 .

Demnach find die Werthe für die drei Conftanten :
P r , r , M

a = — , ß = 0 und y = ,
■frF ’

und es ift fchliefslich
P M

Q - J Y
Z ' 54-

Wenn , wie meiftens , die Axialkraft P gleich Null ift , fo ergiebt fich für die
axiale Biegungsfpannung der Ausdruck

Mz
. 55 -Zr ’

und wenn man vereinfachend f ftatt J Y fetzt ,
Mz

a = f 56-

Gleichung 55 , bezw . 56 giebt die axialen Biegungsfpannungen für einen Balken
mit gerader Axe an , auf welchen die äufseren Kräfte nur fenkrecht zur Axe wirken
und bei dem die Kraftebene alle Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet . Diefe
Gleichung foll zunächft befprochen werden .

1 ) Die Axialkraft hat die Gröfse Null .

Gleichung 56 enthält aufser der Ordinate z eines Querfchnittspunktes auf der
rechten Seite nur die Gröfsen M und J . Bei einer beftimmten , gegebenen Belattung
haben für alle Punkte deffelben Querfchnittes , alfo für alle möglichen Werthe von z ,
fowohl M (das Biegungsmoment oder das Moment der an der einen Seite des Quer¬
fchnittes wirkenden äufseren Kräfte , bezogen auf die wagrechte Schweraxe deffelben
als Drehaxe) , wie auch das Trägheitsmoment f , welches nur von der Form und
Gröfse der Querfchnittsfläche abhängt, denfelben Werth . Demnach ift nach Gleichung 56
die axiale Spannung a an den verfchiedenen Stellen eines Querfchnittes nur mit
dem Abftande z derfelben von der wagrechten Schwerpunktsaxe veränderlich. Alle
Punkte eines Querfchnittes, welche in gleicher Höhe z über der wagrechten Schwer¬
punktsaxe liegen , werden alfo gleich ftark beanfprucht. Trägt man die in den ver¬
fchiedenen Höhen z für die Flächeneinheit wirkenden Axialfpannungen derart
graphifch auf , dafs man die z als Abfciffen , die zugehörigen a als Ordinaten
zeichnet, und verbindet man die Endpunkte der Ordinaten, fo erhält man die Linie

96 .
Balken ,

bei denen die
Axialkraft

die Gröfse Nult
hat .
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der Gleichung o = M
~
Y

Diefe Linie wird eine Gerade., weil die Veränderlichen o
und z nur in der erften Potenz Vorkommen .

Für z — 0 wird a = 0 , d . h . in allen in der wagrechten Schwerpunktsaxeliegenden Punkten ift die Axialfpannung gleich Null .
An diefen Stellen ift alfo auch die Verlängerung oder Verkürzung' gleich Null ;

denn diefelbe ift A dx = dx , alfo für a = 0 ebenfalls gleich Null .
Man nennt die Linie , welche alle Querfchnittspunkte enthält , in denen die

Axialfpannung Null ift , die Null - Linie oder neutrale Linie . Diefe Linie fälltnach Vorftehendem hier mit der wagrechten Schwerpunktsaxe YY zufammen ; defs-halb findet ftatt : Bei einem geraden wagrechten Balken , deffen Querfchnitte durchdie Kraftebene in Hauptaxen gefchnitten werden und auf den nur lothrechte Kräftewirken , fällt in jedem Querfchnitt die Null -Linie mit der wagrechten Schwerpunkts¬axe zufammen .
97 . Aus Gleichung 56 folgt ferner , dafs a defto gröfser ift , je gröfser z ift , d . h.

BeanfPmchung .ie weiter der betreffende Punkt von der wagrechten Schwerpunktsaxe entfernt ift.Die gröfsten Werthe von a finden alfo in den am weiteften entfernten Punktenftatt .
' Es feien die Abftände der am weiteften nach oben und unten von derNull -Linie entfernten Punkte (Fig . 92) bezw . -j- a1 und — «2 ; alsdann ift

M
— H— a i und M

57 -
Die Gleichungen 57 werden benutzt , um die Gröfse und Form des Quer-fchnittes an den verfchiedenen Stellen des Balkens zu beftimmen . Bedeutet M das

gröfste für einen Querfchnitt mögliche Moment , fo ift die gröfste in diefem Quer¬fchnitt vorhandene Zug- , bezw . Druckfpannung aus den Gleichungen 57 zu er¬mitteln. Ift für den betreffenden Stoff und den vorliegenden Fall die zuläffige Be-
anfpruchung für die Flächeneinheit des Querfchnittes K'

, bezw . — K" (für Zug ,bezw . Druck) , fo darf höchftens ftattfinden:
= K' und omin = — K",

d . h . die Bedingungsgleichungen für den Querfchnitt werden :
M

a9 oder K = —^J -
J

K. - y; K" = M

Die beiden Gleichungen für K' und K“ können auch gefchrieben werden :
J M , Mund 58 .a1 K' a2 K‘

Die rechten Seiten der Gleichungen 58 find bekannt ; es wird weiterhin ge¬zeigt werden , wie man für die verfchiedenen Fälle die Werthe von M ermittelt ;diejenigen der zuläffigen Beanfpruchungen, d . h . die Werthe für K' und K" findebenfalls (aus den Tabellen auf S . 64) bekannt . Sollen alfo an den meift be-
anfpruchten Stellen der Querfchnitte die zuläffigen Beanfpruchungen K‘ und K“

J , 7nicht überfchritten werden , fo find und fo zu beftimmen , dafs diea 1 . « aGleichungen 58 erfüllt find . 7 , a- x und «2 hängen aber nur von der Form undGröfse der Querfchnittsfläche ab ; man kann daher durch paffende Anordnung des
Querfchnittes diefe Bedingung erfüllen . Wenn beide Gleichungen 58 erfüllt find,fo treten gleichzeitig in den am meiften gezogenen und gedrückten Punkten des
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Querfchnittes die zuläffigen gröfsten Beanfpruchungen auf Zug und Druck ein ; diefe
Anordnung ift für die Materialausnutzung die günftigfle .

Für Bauftoffe , bei denen die zuläffigen Zug- , bezw . Druckbeanfpruchungen
(abfolut genommen ) nahezu gleich grofs find , ift in den Gleichungen 58 die Gröfse
K ‘ = K“ — K zu fetzen . Für diefe Stoffe (Schweifseifen , Flufseifen , Stahl , Holz)
ergiebt fich

M M-
y

- a x = —
y

- oder ax — a%,

d . h . die Querfchnittsform für derartige auf Biegung beanfpruchte Balken ift fo zu
wählen , dafs die am meiften gezogenen , bezw . gedrückten Punkte gleich weit vom
Schwerpunkte des Querfchnittes entfernt find , dafs alfo der Schwerpunkt der Quer -
fchnittsfläche in halber Flöhe liegt .

Bezeichnet man die halbe Höhe des Querfchnittes alsdann mit a , fo ift die
nunmehr geltende Gleichung :

59 -KaFig - 93 -
Beifpiel . Das Maximalmoment in einem fchweifseifernen Walzbalken mit

I -förmigem Querfchnitt betrage M — 280 000 kgcm.
Nach der Tabelle auf S . 64 ift für Schweifseifen K * — K “ — K — 700 für

lqcm , alfo

a x ß K 7 00
4UU *

Das neben flehende Profil Nr . 26 der » Deutfchen Normal Profile für I -Eifen «
26

(Fig * 93 ) hat ein Trägheitsmoment ^ = 5798 ; ferner ift a = — - = 18 cm , dein -

ynach — = 446 , fo dafs diefer Querfchnitt im vorliegenden Falle genügt .
a

Den Quotienten — nennt man wohl auch das Widerftandsmoment und
bezeichnet ihn mit W.

Man kann die Querfchnitte der Balken mit genau beftimmbarer Elafticitäts- 98 .
grenze auf ganz ähnliche Weife ermitteln , wie dies in Art . 84 u . 85 (S . 60 u . 62)=> o - t j \ / OuerfchmtQuerfchnitts -

beftimmungfür Stäbe gezeigt ift , die in ihrer Axenrichtung beanfprucht werden .
Derjenige Querfchnittspunkt möge der Unterfuchung zu Grunde gelegt werden , ^

welcher die gröfste Zugbeanfpruchung erleidet ; was von diefern Punkte gilt , hat baiken .
auch für denjenigen Punkt Giltigkeit , welcher den gröfsten Druck erleidet. Ent-
fprechencl den Bezeichnungen in Art . 84 (S . 60) bezeichne nunmehr amax die in dem
betrachteten Punkte höchftens auftretende Zugfpannung; diefelbe ift

max
'max

desgleichen bezeichne amia die in demfelben Punkte mögliche kleinfte Zugfpannung,
d . h . es ift

Mmm d

Wie dort, ergiebt fich wieder

für Schweifseifen : a,'max
1050

min
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für Flufseifen : a„
1350

1,5 — 0,5
M ■xrj. jnm~mJ-' -t «i'/7T.

wobei zu beachten ift , dafs M ■
~W ~ Iir ‘
■*’-*«7/73"

Bedeutet das Moment , welches im Querfchnitt durch Eigengewicht allein
und Mx das gröfste Moment , welches im Querfchnitt durch zufällige oder Verkehrs-
laft allein hervorgerufen wird , fo ift

M0
-f- Mx und M ■ — Mxruinin — ■Lr-t o >

und man erhält für Schweifseifen :
y _
a

M M
1050max

J 1,5 Mn + 1,5 M,
a _ 1050

( -t f\ -M -min \n )5 _ 0,5 — \
\ max J

1,5 M m 0,5

0,5 M 0

1050
1,5 Mx

1050
y_ _
a
7_ _
a

Für Flufseifen ergiebt fich :
7_ _
a
J_ _
a

1,5 M x
1050 )

Mx
1050 1 700 '

•̂ 0 ^ >5 Mx
1850 y

M,
1350 1 900 -

6o .

6i .

Beifpiel : Die Gröfstmomente in einem Balken , der als flufseiferner Walzbalken angeordnet
werden ioll , betragen — 180000 kgcm und Mx = 230000 kgcm , Alsdann mufs

7 180000
+ „ 230001) = 183 + 255 : BB8 cm3

99 -
Stäbe
aus

Gufseifen .

a 1850 1 900
y yfein . Das deutfche Normal -Profil Nr . 24 hat — = 357 cm 3 und das Profil Nr . 26 — rr446cm3 }- letzteres

ift zu wählen . a

Für Gufseifen ift die zuläffige Beanfpruchung auf Druck doppelt fo grofs , als
diejenige auf Zug (vergl . die Tabelle auf S . 64) , alfo K" = 2 K\ und demnach

7
n Maa = 2 ~

y
- ax und a2 = 2 av Fig . 94.

Nun ift die ganze Höhe des Querfchnittes

h = ax
-)- a2 = 3 a x , woraus ax =

O
Daraus folgt die Regel : Die Querfchnitte der gufseifernen
Balken (Fig . 94) find fo anzuordnen , dafs den Schwerpunkt „ _ 1_
um — der Gefammthöhe des Querfchnittes von der amO
meiften gezogenen Fafer entfernt liegt Befinden fich alfo
die gezogenen Fafern , wie meiftens , unten , die gedrückten

hFafern oben , fo foll der Schwerpunkt im Abftande — über der Grundlinie des
Querfchnittes liegen .

- B -
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Für Gufseifen hat nach neueren Verfuchen das Proportionalitätsgefetz keine
Giltigkeit ; die vorftehenden Entwickelungen find demnach auch nicht als unbedingt
richtig anzufehen . Für Balken verwendet man zweckmäfsig kein Gufseifen .

Die auf Biegung beanfpruchten Stäbe aus Holz werden , der Natur des Materials
entfprechend, mit rechteckigem Querfchnitt hergeftellt ; der Schwerpunkt des Quer -

hfchnittes liegt alfo in halber Höhe h , und es ift ax = a2 = Demnach wird
K ‘ — K“

, und aus der Tabelle auf S . 64 ift der kleinere der beiden Werthe,
welche als zuläffige Zug - , bezw . Druckbeanfpruchung angegeben find , einzuführen .
Wenn diefer Werth K genannt wird , fo ift

J _ M
a ~~ K ‘

Beifpiel . Es fei etwa M — 180000kgcm ; alsdann mufs für kieferne Balken ftattfinden :

J 180000

Nach Gleichung 19 ift

7 = bh3
~l2 ~ und

60

7

: 3000 .

bh3

Hr

bh2

Im vorliegenden Falle mufs alfo fein

bh2~
6

~= 3000 oder bh 2 - 18000 -

Ift b : 4 - h , fo wird 4 = 18000 und h = \V 24000 :
4 4

oa 29 cm, fonach b — 22 cm .

Bei den fchweifs- und flufseifernen Walzbalken I - und C -förmigen Querfchnittes ,
welche im Handel in ganz beftimmten Kalibern erhältlich find , kann man das für
jeden Fall nothwendige Kaliber mittels einer einfachen Figur fehr leicht ermitteln.
Die Bedingung für die Querfchnittsbildung ift

7M — K — .

Je nachdem man bei einem Balken mit gegebenem Querfchnitt, alfo bekanntem
JWiderftandsmoment — , eine gröfsere oder

/ T geringere Beanfpruchung K als zuläffig ein-
Fig - 95 -

MonunUn -Mafsstab.
Vih .' J. 1 I fc- tausend führt , kann man ihn für ein gröfseres oder

geringeres Moment M verwenden . Trägt man
nun die Werthe von K als Abfciffen , die zu -

K 7'R gehörigen Werthe - — = M als Ordinaten
auf , fo ergiebt fich für jedes Kaliber eine
Gerade , etwa OR (Fig. 95 ) , die durch den
Coordinatenanfang 0 geht und die Gröfse der
Momente angiebt , welche diefes Kaliber bei

300 600 7°° sco 9co loooKg. cjen vej-fchiedenen Beanfpruchungen Wertragen
kann . In Fig . 95 find drei folche Linien OR , OS , Ol angegeben. Bei einer als zu¬
läffig erachteten BeanfpruchungK= 700würde der zu OR gehörige Balken genügen ,
fo lange das gröfste Moment nicht gröfser als ab — Ob‘ ift ; der zu 0 S gehörige
Balken genügt hierbei noch für ein Moment a c = O c' . Wird eine gröfsere Bean-

lOO ZOO500

IOO.
Stäbe

aus Holz .

101 .
Querfchnitts -
beftimmung

mittels
graphifcher

Tafel .



fpruchung K , etwa K = 1000 k£ , zugeiaffen , fo genügt der Balken OS bis zu einer
Momentengröfse Of . Auf der neben fliehenden Tafel find für die » Deutfchen
Normal -Profile « mit I - und C -Form die Linien gezogen ; auf der Abfciffenaxe find
die Spannungen K , auf der Ordinatenaxe die Momente abgetragen .

Wenn z . B . ein Moment von 125000 kScnl aufzunehmen ift , fo würde das I -Eifen Nr . 20 diefes mit
einer gröfsten Beanfpruchung ertragen können , Nr . 18 mit einer Beanfpruchung von 765kg ,
Nr . 16 mit einer Spannung von 1060 k s . Wäre vorgefchrieben , dafs K nicht grofser fein folle , als 700 kS ,
fo würde das Kaliber zu wählen fein , welches zunächft über dem Punkte P liegt , in welchem die zu
K — 700 k£ gehörige Ordinate den Werth M — 125000 k£cm hat . Die Verwendung diefer graphifchen
Tafel ift fonach fehr bequem .

2 ) Die Axialkraft ift nicht gleich Null .
Diefer Fall wird aus Zweckmäfsigkeitsriickfichten im folgenden Abfchnitt , und

zwar im Kapitel über » Stützen « behandelt , da er für diefe befondere Wichtig¬
keit hat .

b) Axiale Biegungsfpannungen ,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte nicht in Hauptaxen fchneidet .

Axiale Auf den Quer fch n itt II in Fig - 96a wirke das Biegungsmoment M — Ql \
Biegungs- Fig . 96b giebt die Vorderanficht des Ouerfchnittes ; die Kraftebene fällt mit der

fpannungen . Bildebene der Fig . 96 a zufammen , g
Bezeichnen U U und V V die

nach bekannten Gefetzen der Statik
zwei Seitenmomente zerlegt werden ,
welche in der X U- und X F-Ebene
wirken ; das erftere ift alsdann Mu =
M sin a , das letztere M v = M cos a .
Diefe Zerlegung , fo wie die Dreh¬
richtung der Seitenmomente wird
durch die ifometrifche Anficht in
Fig . 96 c verdeutlicht , bei welcher ,
der einfacheren Zeichnung halber ,
ein Rechteckquerfchnitt angenom¬
men ift . Q zerlegt fleh im Punkte
A in Q cos a und Q sin a , welche
Kräfte bezw . in den Ebenen X V
und X U wirken . Die erftere Kraft
hat in Bezug auf die durch 0 , den
Schwerpunkt des betrachteten Quer -
fchnittes , gelegte Flauptaxe U U
das Moment :

Q cos a . £ =

;eht durch die Balkenaxe und ift die X if -Ebene .
beiden Hauptaxen des Querfchnittes , fo kann
das in der Â if -Ebene wirkende Moment M in

Fig . 96 .

Q C cos a = M cos a ;
die letztere hat in Bezug auf die gleichfalls durch 0 gelegte Axe V V das Moment

Q sin a. . C — Q C sin a = M sin a .
Jedes diefer beiden Theilmomente wirkt nun aber in einer Ebene , welche die fämmt -
lichen Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet ; die Ebene des erfteren fchneidet die
Querfchnitte in V V, die des letzteren in den Axen UU \ jedes diefer Momente



tausend Kilogramm Ceniimeter. 1000 1100

tausend Kgt

tausend Kgt

tausend Kgcm.

tausend Kgi

tausend

tausi

<poo 1000 nooKg .
joo lausend Kgcm,

Maassstab für die Momente.

Graphifche Tafel
für die Querfchnittsermittelung von I - und C-förmigen Walzbalken .

( Deutfche Normal -Profile .)
Handbuch der Architektur . I . i , b . (3. Aufi .)



t .k iV ^ /V ^ koii . -<

C" . jnlr

~1 --: ' J'

SS«#
®#|llllSii |



8i

erzeugt fonach für fich allein Biegungsfpannungen , welche nach Gleichung 56 zu
berechnen find . Das Trägheitsmoment des Querfchnittes bezogen auf die Haupt-axe UU foll mit A , dasjenige bezogen auf die Hauptaxe VV mit B bezeichnet
werden ; dann erhält man die Spannungen in einem Punkte C mit den Coordinaten u
und v mit Rückficht auf Gleichung 56 wie folgt .

JV[ COS O VWirkte nur M cos a , fo wäre die Spannung a x = - ^— ;
Jri

wirkte nur M sin a , fo wäre die Spannung a2 = ^ • u _
Die wirkliche Spannung fetzt fich aus beiden Einzelwerthen zufammen , d . h . es
wird fein

Bei der angenommenen Kraft- und Drehrichtung der Momente , fo wie bei der Lagedes Punktes C werden, falls man die Coordinaten v und u nach oben , bezw . links als
pofitiv einführt , fowohl o x wie o2 pofitive , im vorliegenden Falle Druckbeanfpruchungenbedeuten ; wenn der Punkt an der anderen Seite von V V liegt , etwa in C , fo

M sin a. . u
£

würde u negativ, demnach a2 werden . Man fieht leicht , dafs alle
Punkte , die in denjenigen von beiden Hauptaxen gebildeten Vierteln des Quer¬fchnittes liegen , welche von Q gefchnitten werden , durch beide Momente Druck,

bezw . Zug erhalten , dafs dagegen in den
beiden anderen Vierteln die Spannungen ax
und a2 verfchiedene Vorzeichen haben.

Fig- 97 -
Z

V Nach Vorftehendem ift allgemein
Null -Linie .V cos a u sin a

0 kann nur für diejenigen Querfchnitts-
punkte Null werden , für welche der Klam¬
merfactor Null wird (der Fall M = 0 ift be¬
langlos ) ; alle Punkte des Querfchnittes , in
welchen die Spannung den Werth Null hat,
genügen alfo der Gleichung

v cos a , u sin av cos a
A 1 B

Dies ift hier demnach die Gleichung der Null -
Linie (fiehe Art . 96 , S . 75 ) .

Löst man diefe Gleichung nach v auf,
fo erhält man

v — - u tg a ' ' ' 63 '
Die beiden Veränderlichen u und v kommen nur in der erften Potenz vor ; mithin
ift die Linie eine Gerade.

Für u — 0 wird auch z/ = 0 , woraus folgt , dafs die Null -Linie bei den ge¬
machten Annahmen durch den Punkt 0 , den Schwerpunkt des Querfchnittes, geht.

In Fig . 97 fei NN die Null -Linie . Die Werthe u , bezw . v find nach links ,
bezw. oben als pofitiv, nach rechts , bezw . unten als negativ eingeführt. Der

Handbuch der Architektur . I . i , b . (3. Aufl.) 6
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Winkel <p , welchen die Linie NN mit der pofitiven U-Axe einfchliefst , hat nach

Gleichung 63 die Tangente
A

tg <p = - -ß ~ tg « ■

Nach Fig . 97 ift aber auch tg cp = — tg tp
'

; demnach ift

, A
tg = ~

B
~ tg K ' ' ' ' 64.

Die Lage der Null -Linie ift alfo nur von der Querfchnittsbildung (darauf weist der

Quotient hin) und der Lage der Kraftebene zu den Hauptaxen (d . h . von a)

abhängig, nicht aber von der Gröfse des Momentes .

Gleichung 64 giebt ein .bequemes Mittel , die Lage der Null -Linie zu conftruiren . Zeichnet man

(Fig . 97) für den betreffenden Querfchnitt die Ellipfe der Trägheitsmomente ( liehe Art . 72 , S . 51 ) , fo find

die beiden Halbaxen a und b derfelben bezw.

K , 7 K
a — - - tind b = -— ■— - .

V A
24̂ V2

Die Gleichung der Ellipfe ift bekanntlich = 1 , und die trigonometrifche Tangente des

Winkels , welchen die geometrifche Tangente an die Ellipfe in einem Punkte , deffen Coordinaten u und v

find, mit der [/-Axe einfchliefst , ift
dv ub 2

dtt va 2

Die Coordinaten des Punktes D feien u\ und m ; alsdann ift für die Tangente in diefem Punkte

der Winkel mit der pofitiven U-Axe gleich 180 — ß , foinit

d v
du

= — tg ß = — b 2 u\
a 2 v\

b 2
- 2 ^ a i

b2
h - tg ß = tg a .

Aus den oben flehenden Gleichungen für a und b folgt

K 2 K 2
A = und B = —5- ;

a 2 o ‘

A A
Demnach ift tg ß = — tg a . Nach Gleichung 64 ift aber auch tg <p

' = — - tg « ; fonach
B B

tg ß = tg tp
' und ß = jp

' .

Die Null -Linie ift fonach parallel zu der Tangente , welche in demjenigen Punkte D an die Ellipfe

der Trägheitsmomente gelegt wird , in welchem die Schnittlinie der Kraftebene und des Querfchnittes die

Ellipfe fchneidet . Die Null -Linie ift alfo zur Tangente in D parallel .

Alle Querfchnittspunkte mit gleich grofser Spannung o , welche etwa die

Gröfse a = C haben möge , genügen der Gleichung

aus welcher folgt

C = . m ( -v cos a
A

u sin a
-) •

A_ C
M cos a tg a 65 .

Dies ift ebenfalls die Gleichung einer Geraden, und zwar einer folchen , welche den
•gleichen Winkel mit der U U-Axe einfchliefst , wie die Null -Linie , auf deren fämmt-

lichen Punkten ja auch die Spannung gleich grofs (d . h . gleich Null) ift . Demnach

folgt : Alle Querfchnittspunkte, in welchen gleiche axiale Spannung herrfcht, liegen
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auf einer zur Null-Linie parallelen Geraden ; die Spannung a ift alfo direct pro¬portional dem fenkrechten Abftande der Geraden von der Null-Linie .Für die Spannung a in einem beliebigen Punkte D des Querfchnittes mit den
Coordinaten u ■und v ergiebt fich durch

Fig . 98 . der Gleichung 62 ein fehr einfacher Ausdruck .
ift

Umformung
Nach

Gleichung 62

M v cos a
A B -

) ■

M cos a
~A

N i .

1 V \l s \

G N
y

A4
rS— —

f
\

/ \
/ \

/ | u A \ M
V

-
B

~ tg a) = ~
A C° S a ^ + u tg )•

Legt man parallel zur Null-Linie NN durch D eine
Linie , welche die Hauptaxe Wim Punkte E fchneidet,fo ift S E = S G -f- GE , S G = v und G E = u tg <p

' ,alfo SE — v -\ - u tg y>' . Wird SE = m gefetzt , fo
erhält man

M cos a
m . . . . 06 .A

Fällt man von .S die Senkrechte
Parallele zur Null-Linie ,

m cos cp
' und

M cos a

auf die durch D
fo ift ihre Länge

nach Fig.

Fig . 99 .

A cos cp
'

Der Fall , dafs die Kraftebene die Balkenquerfchnitte nicht in Flauptaxenfchneidet, kommt im Hochbau fehr häufig vor , fo z . B . bei den Dachpfetten, welche
99 mit einer Querfchnittsfeite in die Dachfchräge gelegt find , ferner bei

I - oder C - förmigen Walzbalken, welche Gewölbe tragen , fallsder wagrechte Gewölbefchub nicht vollftändig (durch Anker etc .)
aufgehoben ift ; aufserdem bei einer Anzahl von Querfchnitts-formen , deren lothrechte Schwerpunktsaxe keine Hauptaxe ift,wie bei gleichfchenkeligen und ungleichfchenkeligenWinkeleifen,Z -Eifen etc . , falls die Belaftung lothrecht ift ; auch die Grat-
fparren der Dächer gehören hierher. In allen diefen Fällen darf
man nicht nach der einfachen Formel 56 rechnen, mufs vielmehr
die gröfste Beanfpruchungaus Gleichung 62 entnehmen und dann
den Querfchnitt fo beftimmen , dafs die gröfste Beanfpruchungdie zuläffige Grenze nicht überfchreite .

Die Hauptaxen theilen den Querfchnitt in vier Quadranten;die gröfste Beanfpruchung wird in der Regel in denjenigen Quer-
fchnittspunkten ftattfinden , welche in den von der Kraftebene ge -lchnittenen Quadranten des Querfchnittes liegen . Allgemein kann man mittels der

Verzeichnung der Null -Linie leicht diejenigen Punkte finden , welche die gröfsteBeanfpruchung erleiden ; denn da die Beanfpruchung der fenkrechten Entfernungvon der Null -Linie proportional ift , fo ift: fie am gröfsten in denjenigen Quer-fchnittspunkten, welche, fenkrecht zur Null -Linie gemeffen , am weiteften von der-felben entfernt liegen . So werden in Fig . 99 die Punkte E und E ‘ am meiften be-
anfprucht werden , erfterer bei der gewöhnlichen Drehrichtung der Momente auf

104.
Gröfste axiale

Spannung ;
Querfchnitts -

ermittelung .
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Zug , letzterer auf Druck . Werden die Coordinaten der meift beanfpruchten Punkte
mit -f- ?^ , -j- v1 und — u2 , — v% bezeichnet, wobei diefelben nach denjenigen Seiten
als pofitiv gerechnet find , an welchen die Einzelmomente M cos a , bezw . M sin a
Zug erzeugen , fo ergiebt fich mit Rückficht auf Gleichung 62

( v, cos a. . u . sin a \ , . (= M - b - 1 und = — M I ■■v2 cos a u3 sin
A B - ) •

Falls die zuläffigen Beanfpruchungen auf Zug und Druck mit -j - K‘ und — K" be¬
zeichnet werden , fo erhält man als Bedingungsgleichungen für die Querfchnitts-

bildung:
cos aK ‘

K"

M (
3

= m ( -

A
v2 cos a

A

+ B

B

67 .

Bei denjenigen Bauftoffen , für welche nahezu K' = K" — K ift (Schweifseifen , Flufs-
eifen , Holz ) , vereinfachen fich die Gleichungen 67 in

K = M [
V C°! a

[
“ Sm

A B ~ )

Im letzten Ausdruck bedeuten v' und u' die Coordinaten des meift beanfpruchten
Punktes, bezogen auf die Hauptaxen als Coordinatenaxen.

A B
—— nennt man das Widerftandsmoment für die Axe U U, —=- dasjenige für

v u
die Axe VV \ man fetzt abkürzungsweife

A = Wu und B = W„

fo dafs Gleichung 68 nunmehr lautet :

g . M cos a M sin a 69 .
Wu

1 Wv
Für den rechteckigen Querfchnitt ergiebt fich i'ehr einfach , wenn die Breite mit b und die Höhe

mit h bezeichnet wird,

A =

B -

bh %
i h A = w u =

bh 2
~

12
~ ’ "ü ~ ~

2 ’ V* 6
~

hb 3 , b B hb2
~
W ’ “ ~ 2 ’ u' = wv = AT

mithin aus Gleichung 69

K -. QM ( cos a sin
+

QM / 1
bh \

- ) 70 .
h b

Für einen beftimmten Fall find K , M, a gegeben ; b und h find fo ;:u beftimmen, dafs vorftehende

Gleichung erfüllt ift. Meiflens wird ein mehrmaliges Verfuchen mit verfchiedenen Werthen von b und h

erforderlich fein . Man kann der Gleichung 70 auch die Form geben :

„ r , h

im Mittel ift — = 1,5 und dann
b

K =

bh 2

6M
bh 2

[ cos a. 4 — — sin aj ;

[ cos u. - j- 1,5 sin aj .

Die Gleichung für die Querfchnittsbeftimmung lautet alsdann:

6 M (cos a + 1,5 sin a)—bh 2 oder Jv’ =3 _ 6 M (cos a 1,5 sin a )
K
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In diefem Ausdruck ift auf der rechten Seite nur Bekanntes ; man findet daraus leicht h und danach

Bezeichnet man die beiden in die Hauptaxenebenen fallenden Momente kurzmit M1 und Mg , alfo

fo wird
M1 = M cos a und

K -. !/
" T

M sin a ,

W„
Wu

' Wv
~ Wt

Führt man die abkürzende Bezeichnung c

1

K + wv ) -
wu
wv

wv
ein , fo wird 23)

K = {M1
-Jr cM 2) . 71 .

Zur Ermittelung des erforderlichen Querfchuittes kann diefe Formel bequemfür rechteckige, I- und C -förmige Querfchnittsformen verwendet werden. Die Werthevon c find für die verfchiedenen Kaliber der Deutfchen Normal -Profile (I und E)wenig veränderlich ; für vorläufige Berechnungen kann man
für I -Eifen für C-Eifen

c — 7 c — 5
einführen . Alsdann ift die Bedingungsgleichung für den Querfchnitt

Mx
-f- c M2WM K 72.

Man beftimmt nach Gleichung 72 das erforderliche Wu und wählt danach ausden Tabellen das Profil ; hat diefes einen anderen Werth , als derjenige , welcher
angenommen war , fo nimmt man eine zweite , genauere Rechnung vor 24) .

Bezüglich der einfachen Behandlung unfymmetrifcher Querfchnittsformen
( Z -Eifen , T -Eifen u . dergl.) wird auf Art . 114 verwiefen .

Für die Berechnung bequem ift auch Gleichung 66 :

0 = M cos a
A m .

weil fie nur das Seitenmoment in der Ebene der einen Hauptaxe enthält. Für
alle Querfchnittspunkte, welche in der Hauptaxe V V liegen , ift die Spannungdurch das in der Ebene der U U wirkende Seitenmoment gleich Null ; für alle diefe
Querfchnittspunkte kommt alfo nur das Seitenmoment (M cos a) in Frage . Mit den
Spannungen diefer Punkte kennt man aber auch die Spannungen derjenigen Quer¬
fchnittspunkte , welche in bezw . gleichen , fenkrecht gemeffenen Abftänden von der
Null -Linie liegen , wie diefe . GrÖfste Beanfpruchung findet in den Punkten ftatt,welche den weiterten Abftand (fenkrecht gemeffen ) von der Null -Linie haben . In
Fig . 98 'find dies die Punkte A x und Ar Um ihre Spannungen zu ermitteln , legeman durch diefelben Parallele zur Null - Linie , welche die V VAxe bezw . in A ‘
und A" fchneiden. Alsdann ift in Ax

M cos a
bezw . A

g , fo wie in A ' und A“

'Jmax
min

= +

23) Siehe : Land , R . Profilbeftimmung von I - und £ -Trägem bei fchiefer Belaftung . Zeitfchr . d . Ver . deutfch , Ing .
1S95, S . 293 .

2i ) In Theil III , Band 2, Heft 4 (Abth . III , Abfchn. 2, E, Kap . 34, unter a) diefes »Handbuches « werden die Tabellenfür c vorgeführt und einige Beifpiele durchgerechnet werden.
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xo5-
Spannungen
an beliebiger

Stelle des
Querfchnittes .

c) Allgemeine Unterfuchung der Biegungsfpannungen mit Zuhilfenahme der
Trägheitskreife.

den Querfchnitt im

Fig . ioo .

Für den allgemeinen Fall , der durch Fig . ioo dargeftelit ift , fchneide die an
der einen Seite des Querfchnittes wirkende Mittelkraft R
Punkte E (bezw . E'

) ; S fei der Schwerpunkt des
Querfchnittes; die Kraftebene fchneide den Quer¬
fchnitt nicht in einer Hauptaxe . Wie in Art . 95
(S . 73 ) wird die Annahme gemacht , dafs die
axialen Spannungen 0 der einzelnen Querfchnitts-
punkte in linearer Abhängigkeit von ihrer Lage
flehen . Trägt man alfo in jedem Querfchnitts-
punkte die axiale Spannung fenkrecht zum Quer¬
fchnitt als Ordinate auf, fo liegen die Endpunkte
aller Ordinaten auf einer Ebene , der Spannungs¬

i

k

%

i1

J

_

L

* V

ebene . Die Gleichung diefer Ebene ift auch die Gleichung für a .
Spannungsebene und Querfchnittsebene fchneiden einander in
einer Geraden ; in allen Punkten diefer Geraden hat die Span¬
nung, d . h . die Ordinate der Spannungsebene, den Werth Null .
Diefe Linie ift die fog . Null-Linie (neutrale Linie ) . Fig . 101
zeigt die Spannungsebene, den Querfchnitt (welcher der Einfach¬
heit halber rechtwinkeligeingetragen ift) und die Null -Linie NN .
Eine fenkrecht zur Querfchnittsebene parallel zur Linie NN hin¬
durch gelegte Ebene fchneidet den Querfchnitt und die Span¬
nungsebene in zwei Parallelen 11 und 2 2 . Daraus folgt : Alle
Punkte des Querfchnittes , welche auf einer Geraden
liegen , die parallel zur Null - Linie ift , haben gleiche
Spannung o (vergl . auch Art . 103 , S . 81 ) . Die Spannung in
den einzelnen Punkten der Linie jz ift alfo unabhängig von
der befonderen Lage des Punktes in der Linie ; fie hängt nur
von dem Abftande der Linie 11 und der Null -Linie ab . Be¬
zeichnet man diefen Abftand , rechtwinkelig gemeffen , mit r\
diefem Ausdruck ift C eine noch zu beftimmende Conftante.

Durch den Schwerpunkt 5 des Querfchnit¬
tes (Fig . 102 ) werde eine Axe N ‘ N' parallel
zur Null -Linie NN gelegt ; der Abftand beider
Axen fei s . Alsdann fei 7j = y -|- i'

, d . h . der
fenkrechte Abftand eines beliebigen Quer-
fchnittspunktes von der Null -Linie fei gleich rj
und von der Linie N' N' = y . Die an der einen
Seite des Querfchnittesaufden Balken wirkende
MittelkraftR (Fig . 100) fchneide den Querfchnitt
im Punkte E . Die Linie ES , in welcher- die
Kraftebene den Querfchnitt fchneidet , wird
die Kraftlinie genannt. Die Beziehungen ,
welche zwifchen der Lage der Kraftlinie und
Null-Linie beftehen, fo wie die Gröfse von a

Fig . 101 .

fo ift 0 = Cr, . In

Fig . 102.
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ergeben fich aus den Gleichgewichtsbedingungen. Die MittelkraftR (Fig. ioo) wird
in die Axialkraft P und in die Querkraft Q zerlegt ; fie mufs mit den im Querfchnitt
anzubringenden Spannungen im Gleichgewicht fein , d . h . es mufs ftattfinden :

I) 0 = P — J
'
a df (algebraifche Summe der Kräfte , welche in der

Richtung der Axe wirken , gleich Null).
II) 0 — P t — J a y df (algebraifche Summe der Momente für die Axe N ‘ N‘

gleich Null) .
III) 0 = J a p df (algebraifche Summe der Momente für die Kraftlinie ,

d . h . für die Axe E S, gleich Null ) .
Unter p ift der normal gemeffene Abftand eines Querfchnittspunktes von der Kraft¬
linie ES verbanden . Beachtet man , dafs o = C -

q = C ( y -f- s) ift , fo erhält man
aus Gleichung I

P = C J ( y -f s) df = C J y df + C f s df .
Da N ‘ N ‘ eine Schwerpunktsaxe ift , fo ift

Jy df = 0 , alfo P — CsJdf = CsF , d . h .

IV > C =
TF

■

Aus Gleichung II ergiebt fich

Pi = C Jytdf + Cs Jy df und mit / y df = o

Pi = C . f y * df

Jy 2 df ift das Trägheitsmoment der Querfchnittsfläche für die zur Null -Linie
parallele Schwerpunktsaxe; daffelbe foll kurz mit f bezeichnet, eben fo Pi = M
gefetzt werden. Dann wird M = C jf und

V) C -. M
~

T
Die Gleichfetzung von IV und V ergiebt

P J Pf 7
S — ~ E M ~ F . Pt ~

VI) s = -
n .

Nach Art . 71 (S . 51 ) ift 7 = Fz 2
, worin i den Trägheitsradius bezeichnet, d . h.

2 2
VI a) S = ~

T
~ ‘

Gleichung Via befagt : i ift die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen
^ und c . Wenn c und i bekannt find , fo kann man daraus leicht den Abftand s
der Null -Linie vom Schwerpunkt finden .

Aus Gleichung III folgt endlich :

Jap df = C f (y + j ) p df = 0 ,

Jypdffs Jpdf = 0 .
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J p df ift das ftatifche Moment der Querfchnittsfläche für die Schwerpunkts-
axe E 5 , d . h . es ift Jpd/ = 0 , mithin auch

VII)
'

f -qpdf = 0 .

Gleichung VII befagt , dafs das Centrifugalmoment für die beiden Axen :
Kraftlinie E S und die zur Null -Linie parallele Schwerpunktsaxe , gleich Null ift,
d . h . beide Axen find conjugirt (fiehe Art : 67 , S . 46) . Demnach ift bewiefen : Die
Kraftlinie und die durch den Schwerpunkt des Querfchnittes parallel
zur Null - Linie gezogene Axe N ' N ' find conjugirte Axen . Daraus ergiebt
fich eine fehr einfache , unten folgende Conftruction .

P JAus der Gleichung s = - =- folgt noch , dafs falls die Axialkraft P gleich
JVL r

Null ift , ohne dafs auch M gleich Null ift , dann der Abftand s der Null -Linie vom
Schwerpunkt ebenfalls Null ift . Alfo : Wenn die Axialkraft gleich Null ift ,
fo geht die Null - Linie durch den Schwerpunkt des Querfchnittes (fiehe
auch Art . 96 , S . 75 ).

Es war n = C kj = C {y -}- s) , und mit Rückficht auf Gleichung V u . VI wird

M , J1 J M . Pi J MP
a — y y ■ j pt — j d7 + jp £ y I' t p •

P , M
^

p 1
j

y . 73 *

Dies ift genau derfelbe Ausdruck , welcher in Art . 95 (S . 73) für den Fall ge¬
funden ift , dafs die Kraftebene alle Querfchnitte in Hauptaxen fchneidet ; nur be¬
ziehen fich in der hier entwickelten Gleichung M und J auf diejenige Schwerpunkts¬
axe, welche der Kraftlinie conjugirt (d . h . parallel zur Null -Linie ) ift . In der früheren
Gleichung bezogen fich M und J auf die eine Hauptaxe , wenn die Kraftlinie die
andere Hauptaxe war. Man fleht , dafs die frühere Gleichung ein Sonderfall der
foeben entwickelten allgemein gütigen Gleichung ift.

Aus Gleichung 73 folgt :
P

~
F

~

P

M
y

y *y n̂in

74.

Maximum und Minimum der Spannungen ergeben fich in denjenigen Quer-
fchnittspunkten, durch welche die weiteft gezogenen Parallelen zur Null - Linie
möglich find.

i°6. Da die Kraftlinie ES und die zur Null -Linie parallele Schwerpunktsaxe N' N*

der Ntdf-Linie ; conjugirt find , fo ergiebt fich die folgende Conftruction (Fig . 103 ) .

^
graphifche Man conftruire den Trägheitskreis des Querfchnittes mit dem Durchmeffer Jp (fiehe Art . 68 , S . 46),
mittels des fuche Tp , den Trägheitshauptpunkt , ziehe die Kraftlinie S E und verbinde den Schnittpunkt G der Kraftlinie

Trägheitskreifes . und des Tragheitskreifes mit Tg . Die Linie G Tp fchneide den Kreis zum zweiten Male in alsdann
ift SH die zu SE conjugirte Axe , weil das Centrifugalmoment des Querfchnittes für beide Axen SE
und SH Null ift (fiehe Art . 67 , S . 46) . Die Linie SH ift alfo zur Kuli -Linie NH parallel ; der fenk -

y
rechte Abftand beider ift s , und es ift s — . In Fig . 103 wird y , bezogen auf die Axe iV ' JV7,

_ F £
dargeftellt durch die Länge L Tp. Ift der Mafsftab für den Trägheitskreis derart , dafs 1 cm n cm3
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Fig . 103 .
bedeutet , fo ift J — LT ^ . fi und L = — .

n
den Ausdruck für s , ohne etwas zu ändern ,
und Nenner durch n dividiren und erhält

Man kann

im Zähler

7_ JL
n F

Daraus folgt : Auf einer fenkrecht zur Linie N 4 N *
n
~
F

gezogenen Linie mache man CD — — L 7k , CK
n r

und fchlage über DK einen Halbkreis ; alsdann ift

CO 1
- CB . CK = F — - .

n F

Nunmehr mache man CE U — ziehe E “ 0 und in 0 die
Senkrechte OP zu OE “ . Dann ift auch CP . CE “ — CO 2

,
d . h .

CP . % z a _
?i F

oder CP - 7
n

n
1f \

s .

Die parallel zu N 4N 4 durch P gezogene Linie ift alfo die gefuchte Null -Linie NN .

Es lei z . B . 11 — 100 cm3 und F — 22 ücrn - Alsdann ift —— — — 4,54 cm .F 22
Man kann zur Auffindung von s auch die Gleichung s ^ — i 2 benutzen , indem man L Tg abgreift ,

ausrechnet und den erhaltenen Werth für J durch F dividirt . Macht man nun CO — t\ C £ “ = q , zieht
OE “ und durch 0 fenkrecht zu OE “ die Linie OP , fo ift CP — s.

Die umgekehrte Aufgabe, aus der Lage der Null -Linie den zugehörigen An¬
griffspunkt E zu ermitteln, wird in gleicher Weife gelöst.

Trägheitskreis und Trägheitshauptpunkt Tp werden verzeichnet ; es fei NN (Fig . 104 ) als Null -
Linie vorgefchrieben . Man ziehe durch den Schwerpunkt S eine Linie N N 4 parallel zur Null -Linie NN ;

alsdann ift die Kraftlinie conjugirt zu N 4N 4. Der zweite
Fig , 104 . Durchfchnittspunkt von N 4 N l mit dem Kreife fei H ;

man verbinde H mit Tp ; H Tp fchneide den Kreis
zum zweiten Male in Punkt G ; SG ift die gefuchte
zu N 4 N 1 conjugirte Axe , alfo die Kraftlinie , d . h .
auf 5 G liegt der gefuchte Angriffspunkt E . Nunmehr
ift noch der fenkrechte Abftand J des Punktes E von

der Axe N 4 N 4 zu ermitteln . Es ift £ = —— —
s n F '

Man ziehe eine Linie fenkrecht zur Null -Linie , mache

auf derfelben CK — -Z — TkZ , q £) _ AL . un j
_ n r F

fchlage über D K einen Halbkreis ; alsdann ift

7 A _
F ’CO - -

Zieht man ferner 0P und durch O fenkrecht zu OP
die Linie OQ y fo ift CO 2

— CP . CQ = s . CQ , d . h .
CO 7 l

= - — — = Die durch Q paralleln F s c

zu N 4 N 4 gezogene Linie fchneidet die Kraftlinie S G im gefuchten Punkte E , welcher beiden Bedingungen
genügt : er liegt auf der Kraftlinie und im fenkrecht gemeffenen Abftande z von der Axe N 1 N 4.

Der Winkel der Kraftlinie SE mit der Senkrechten zur Null -Linie fei o
s

(Fig . 105 ) ; dann ift S £ = s'
cos

_
J_F

und £ S = i '

oder

cos 0

J

cos 2

mithin

1~
F ~ '

107.
Weitere

Beziehungen
zwifchen

der Null -Linie
und dem

Angriffspunkt
der Kraft .
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Multiplicirt man jedes Flächentheilchen df mit dem Quadrat feines Abftandesjj/
von N' N'

, gemeffen in der Richtung der Kraftlinie ES , fo ift

fä/ . / > = fr t/ = -SLj .
JEs werde J ‘ = - - und F z 2 = J ‘ gefetzt ; dann ift

m <5 * h 1 ^

ix
2 und s'

£
' 7 5 -

Wird der Angriffspunkt der Kraft von E nach B verlegt, fo bleibt BSE die
Kraftlinie wie zuvor ; die Null -Linie läuft parallel zur Schwerpunktsaxe , welche zur
Kraftlinie conjugirt ift , d . h . zu derfelben Schwerpunktsaxe N' N'

, wie oben . Sonach
haben fowohl J und J '

, wie auch 2 denfelben Werth , mag der Angriffspunkt in E
oder B oder in irgend einem anderen Punkt der Linie E B fein ; wenn demnach
der Angriffspunkt der Kraft von E nach B verlegt wird , fo behält das Product s'

Fig . 105. Fig . 106 .
N

N

denfelben Werth ix
2 . Die dem Angriffspunkt B entfprechende Null -Linie verläuft

alfo durch E und ift parallel zu N' N'
, d . h . zu NN . Die neue Null -Linie ift N" N".

Satz : Bewegt fich der Angriffspunkt einer Kraft auf einer Geraden
{N" N"

) , fo dreht fich die zugehörige Null - Linie um einen Punkt , und
zwar um denjenigen Punkt B , welcher als Angriffspunkt der Kraft zur
Null - Linie N" N" gehören würde .

Beweis : Die zum Angriffspunkt E (Fig . 106) gehörige Null -Linie fei NN .
Die in E wirkende Kraft werde durch zwei Kräfte P x und P2 derart erfetzt , dafs
ihre Mittelkraft P durch E geht ; P3 und P2 follen in den Punkten E x und E2
wirken . P x erzeugt irgend eine Null -Linie , etwa n 1 ?i1 , P 2 eine zweite , etwa n2 n2 \
die refultirende Null -Linie mufs NN fein ; beide Null -Linien müffen fich alfo auf NN
fchneiden . Nun liege P x feft , alfo auch n 1 n1 \ dagegen gleite P2 auf N " N " und
ändere feine Gröfse dabei fo , dafs die Mittelkraft von P x und P 2 immer durch E
geht . Dann bleibt auch die refultirende Null -Linie beftändig N N \ auch der Schnitt¬
punkt von n x nx und n2 n2 mufs immer auf NN bleiben, und da nx nx ruht , fo darf
auch der Schnittpunkt nicht gleiten . Bewegt fich alfo der Angriffspunkt einer
Kraft , hier derjenige von Pv auf einer Geraden N" N"

, fo dreht fich die zugehörige
Null -Linie, hier n2 n2 , um einen feften Punkt . Die Lage diefes feften Punktes er-

giebt fich folgendermafsen. Rückt die Kraft P2 , alfo auch der Punkt E 2 , unendlich
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weit , fo wird die Linie S ■ oo , welche mit N ' N ' zufammenfällt , die Kraftlinie , und
diefer Linie conjugirt mufs die Null-Linie n 2 n2 fein . Nun find aberyV' iV' und SE
zwei conjugirte Axen ; alfo fällt für diefe Lage des Punktes E2 die zugehörige Null-
Linie n% n% mit N E zufammen . Die Null-Linie n2 n2 fchneidet demnach für eine ihrer
Lagen die Linie NN im Punkte B , und da der Schnittpunkt vom NN und n2 n2
ein fefter Punkt ift , fo ift B diefer fefhe Drehpunkt . Damit ift obiger Satz bewiefen.

Wenn die Null- Linie den Querfchnitt fchneidet , fo findet auf beiden Seiten
derfelben im Querfchnitt verfchiedenartige Beanfpruchung ftatt . Da nun jeder Null-
Linie eine ganz beftimmte Lage des Angriffspunktes E entfpricht , fo liegt die
Frage nahe : In welchen Grenzen mufs E liegen , damit ftets im ganzen Querfchnitt
nur eine Art der Beanfpruchung ftattfindet, nur Zug oder nur Druck ? Die Null-
Linie darf offenbar höchftens den Querfchnitt berühren, wenn die Bedingung gleich¬
artiger Beanfpruchungsweife im Querfchnitt erfüllt fein foll . Läfft . man die Null-
Linie alle möglichen Lagen der Berührenden des Querfchnittes einnehmen und
ermittelt die zugehörigen Angriffspunkte E der Kraft , fo ergiebt die Verbindungs¬
linie diefer Punkte eine Figur , welche man den Kern des Querfchnittes nennt.
So lange der Angriffspunkt E der Kraft innerhalb des Kernes oder der Kern¬
fläche liegt , fällt die Null-Linie aufserhalb des Querfchnittes , und im Querfchnitt
herrfcht nur Zug oder nur Druck.

Demnach ergiebt fich der Kern des Querfchnittes durch die folgende Con-
flruction. Man laffe die Null-Linie alle Lagen einnehmen , in denen fie den Quer¬
fchnitt berührt , ermittele für jede derfelben den zugehörigen Angriffspunkt E der
Kraft und verbinde die Punkte E miteinander.

Für die Conftruction ift noch das Nachftehende zu beachten . In Art . 107
(S . 89) ift der Satz gefunden : Bewegt fich der Angriffspunkt E auf einer Geraden ,
fo dreht fich die zugehörige Null -Linie um einen feften Punkt B , und zwar den¬
jenigen Punkt , welchem als Kraft-Angriffspunkt die Weggerade des Punktes E als
Null -Linie zugeordnet ift . Diefer - Satz gilt auch umgekehrt, da zu jeder Null -Linie
ein ganz beftimmter Punkt E gehört , d . h . dreht fich die Null - Linie um einen
feften Punkt B , fo gleitet der Angriffspunkt E auf einer Geraden , welche als Null-
Linie dem Punkte B zugeordnet ift.

Die Benutzung diefes Satzes foll an einigen Querfchnitten gezeigt werden .
Beim Rechteck (Fig . 107 ) lege man die Null-Linie nach einander in die vier

Seiten 11 , 22 , 33 , 44 des Rechteckes und ermittele die Lage der zugehörigen
Kernpunkte . Die durch den Schwerpunkt S zur Null -Linie 11 gezogene Parallele
ift die Hauptaxe XX ] der zugehörige Angriffspunkt / der Kraft liegt auf der con-
jugirten Axe ; zur Hauptaxe X X ifl die andere Hauptaxe YY conjugirt ; alfo liegt
Punkt / auf diefer . Der Abftand £ des Kernpunktes / von der Axe XX ift nach
Früherem aus der Gleichung

, y A bh * _ ä *
J 5 _ ~W ~ 1T ~ 12 bh ~~ 12
h

zu finden . Hier ift j = — , alfo das gefuchte

t /z 2 . 2 _ h
* =

12 h ~ IT '

Zu beachten ift, dafs Kernpunkt und Null -Linie nach der Entwickelung obiger
Formel auf verfchiedenen Seiten der SchwerpunktsaxeX X liegen müffen . Eben fo

108 .
Kern des

Querfchnittes .

109 .
Kern des

Rechteckes .
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iio .
Kern des
Kreifes .

m .
Kern des

Kreisringes .

112.
Kern des
I -Eifens .

1I3*
Graphifche
Ermittelung
des Kernes .

findet man für die Null -Linie 44 den Punkt IV , welcher
h

um — über XX liegt . Für die Null -Linien 22 und 33

Fig . 107.

Y

müffen die Kernpunkte auf der Hauptaxe XX liegen ;
die Abftände £' find , weil hier s' — —- ift,

Li

L— 1)

B~
F

h b '6
12 bh

b 2
12

oder £' = ——

4 - JL

31
« «>1

1 t
J m

Aj

mss.
JEZli

1

a __i

Damit find die Punkte II und III gefunden .
Aufser den vier betrachteten Lagen der Null -Linie

find noch andere Grenzlagen möglich , indem fich die
Null -Linie aus der Lage 11 in die Lage 2 2 bewegt und
dabei um den Punkt a dreht. Bei diefer Drehung gleitet
der Kernpunkt auf einer Geraden , für welche bereits .
zwei Punkte I und II gefunden find , nämlich für die Lagen 11 und 2 2 diefer Linie .
Die Verbindungslinie III ift demnach diefe Gerade,
punkt auf / /// , während die Null -Linie fich aus Lage
dreht und fo weiter . Man erhält in diefer Weife die in Fig . 107 fchraffirte Kernfläche .

Beim Kreis find alle Axen Hauptaxen . Die Null -Linien find Tangenten
die Gröfsen s = ,r 2

und der Abftand des Kernpunktes vom Mittelpunkt des
d 2 2 d~nr ~d

dem DurchmelTer

Eben fo gleitet der Kern-
11 in 33 um den Punkt ß

7
den Kreis ;

di n
64 ’

Kreifes für

F =

demnach
d 2 71

find der Gleichung j £ = ■

mit dem Halbmeffer

Beim Kreisring

alle Tangenten £ =
d bezw .

meffer d s D
~ ~

2
"

7
Fs ~

mit

7

= -5- . Die Kernfläche ift alfo ein Kreis
d_
4 ‘

dem äufseren Durchmeffer D und dem inneren Durch-

F = W ' ~ ^ .

(ZV - d *) 2 __ (ZV + d 2) __ D
_ -

g
-

(Z? 2 — d 2) 16 D 8 £>
Der Halbmeffer der kreisförmigen Kernfläche ift alfo

D r . d 2
k :

Beim I -Eifen liegen auf der Y F-Axe die Kernpunkte von der X X-Axe um
2 Aki = ± F h

entfernt ; auf der X X-Axe liegen die Kernpunkte von der Y F-Axe , bezw . um

^2 — ±
2 B
~F ~b

entfernt. Die Eckpunkte find wie beim Rechteck durch Gerade zu verbinden.
Bei unregelmäfsigen Querfchnitten beftimmt man zweckmäfsig die Kernfläche

mit Hilfe des Trägheitskreifes. Dabei handelt es fich hauptfächlich um die wieder¬
holte Löfung der in Art . 106 (S . 89) behandelten Aufgabe, aus der vorgefchriebenen
Lage der Null -Linie den zugehörigen Angriffspunkt E der Kraft zu ermitteln. Man
läflft die Null -Linie den Querfchnitt umhüllen ; bei der Drehung der Null -Linie um



einen Punkt aus der einen
Lage in eine benachbarte
Lage befchreibt der zuge¬
hörige Kernpunkt die Verbin¬
dungslinie der beiden Kern¬
punkte , welche zu den ent-
fprechenden Nachbarlagen
der Null -Linie gehören. Fig.
108 zeigt die Conftruction
des Kernes für ein Z-Eifen .

Man kann auch die Eck¬
punkte des Querfchnittes
nach dem Satz in Art . 108
(S . 91 ) als Angriffspunkte
der Kraft annehmen und für
diefe die zugehörigen Null-
Linien conftruiren ; denn
während die Null -Linie fich
um den Eckpunkt dreht , be-

\ fchreibt der Kernpunkt eine
2 Gerade , welche als Null -Linie

dem Eckpunkt als Angriffs¬
punkt der Kraft zugeordnet
ift . Diefe Conftruction zeigt
Fig . 109 .

Es empfiehlt fich , zuvor die
Flauptaxen des Querfchnittes zu
ermitteln, was ja nach Verzeich¬
nung eines Trägheitskreifes leicht
ift . Nunmehr verzeichne man einen
neuen Trägheitskreis fo , dafs Tp
auf feinem Durchmeffer liegt ; dann
find N X und V Y die Hauptaxen ;
ferner ift

S 2L = und Tt U — .» n
Ift E einer der Angriffspunkte
der Kraft , für welchen die zu¬
gehörige Null -Linie gefucht wird ,
fo ziehe man N E ; der Schnitt¬
punkt diefer Linie mit dem
Trägheitskreife fei G \ man ziehe
G TP H \ H ift der zweite Schnitt¬
punkt der Linie G Tp mit dem
Trägheitskreife. Dann ift SH
die Richtung der Null -Linie ; letz¬
tere ift bekannt , fobald man
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H4 -
Spannung in

einem Umfangs ^
punkte des

Querfchnittes ,
ausgedrückt

mit Hilfe des
Kernes .

noch einen Punkt kennt , durch welchen fie gehen mufs , z . B . den Punkt B , in
welchem fie die Hauptaxe N Y fchneidet . Man braucht nur durch B die Parallele
zu S H zu ziehen ; dann ift diefe die gefuchte Null -Linie . Um B zu finden ,
beachte man : Eine in B wirkende Kraft erzeugt eine durch E gehende Null -Linie ,
da B nach der Annahme auf der zu E gehörigen Null -Linie liegt ; da aber B auf
der einen Hauptaxe liegt , mufs die zu B gehörige Null -Linie der zweiten Hauptaxe
parallel fein (Kraftlinie und Null -Linie find conjugirt , zwei Hauptaxen find con-
jugirt) . Die durch E gezogene Parallele zu S X ift demnach die zu B gehörige

_ _Null-Linie , mithin nach Art . 107 (S . 89) SB . SE " = wenn A das Trägheits¬
moment des Querfchnittes für die Hauptaxe X X ift . Es fei S B = c und SE" = a ;
dann ift ac = Ferner ift N 7k = Man mache S‘ T' = S T —E n F p n

- % __ __- —, S' C‘ — —— und fchlage über O T‘ einen Halbkreis ; dann ift

iS' s 'y = s ‘ T . s ‘ c' = — .
"

n B
Verbindet man S" mit E ' und legt an S" E ' in S" einen rechten Winkel , deffen
zweiter Schenkel die Linie E ' C‘ in B' fchneidet , fo ift S' B ‘

. S ‘ E ‘ = ( S‘ S“
) 2 =

und da S/ E ' = a ift , fo mufs
A 11
n ' F

S' B ‘ — c fein.
Für einen beliebigen Querfchnitt kann

. man bei beliebiger Belaftung leicht die
gröfste auftretende Spannung ermitteln, wenn
man den Kern kennt. In Fig . 110 fei der
Kern des Querfchnittes gefunden (fchraffirt) ;
S fei der Schwerpunkt und E der Angriffs¬
punkt der Kraft ; N E ift demnach die Kraft¬
linie ; die zugehörige conjugirte Axe fei N' N' .
Gröfste Beanfpruchung findet in den Quer -
fchnittspunkten A oder B ftatt . In A ift die
Beanfpruchung nach Art . 105 (Gleichung 74)

P ]\/T /y
aA = — -]- 5— , und da M = Pi ift ,

Fig . 110 .

F J

dafür
ga = P

~
jr

p
~~
F

~

+

Pia
' ;

P F i a
f y •

Nun ift a — a ‘ cos S und i — i ' cos § , alfo
a i = ci i ' . cos 2 5 und mit der Bezeichnung aus Art . 107 (S . 89) V'

cos 2 § ’ alfo

« S «'
S
' cos 2 S af , , P , P Fa ' i '

y ~ j ' cos 2 d ~ y ' ’ demnach °a — p + 77 ’
Zieht man durch A die Parallele zu N' N'

, welche die Kraftlinie S £ in A2
fchneidet , fo ift N A 2 = a\ und der zu A A

2 als Null-Linie gehörige Angriffspunkt C
ift der Kernpunkt . Ift SC — e\ fo mufs
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T_F
fein . Mit diefem Werth erhält man

alfo e' — 7
Fa '

sA
P~
F + Pi '

Fe '
P

Te ‘7 (S + 50 ■

P (e' -\- i ') bezeichnet man als das Kernmoment ; daffelbe ift das Product
aus der Axialkraft P in den Abftand des Angriffspunktes vom Kernpunkt. Setzt
man abkürzend MK = P {e' -f- i ') , fo ift

Sa — Mk
Fe ' 76.

Der Ausdruck 76 ift fehr bequem und ganz nach der einfachen Form des Aus¬
druckes in Gleichung 55 (S . 75 ) gebildet. e‘ nennt man die Kern weite .

' Für eine
beliebige Lage der Kraftebene ergiebt die Gleichung 76 die gröfste Beanfpruchung
ohne Weiteres. Wenn die Kernweite auf beiden Seiten des Schwerpunktes ver-
fchieden grofs ift , fo ift zu unterfuchen, ob aA oder gb gröfser ift .

Falls die Axialkraft P gleich Null ift , alfo nur Kräfte parallel zur Querfchnitts-
ebene wirken , fo wird

M a M a' cos 8 M a ‘ '
sA = —

j
- =

cos 2 §
= ~

y
- ■

M ift das Moment für die Axe N ‘ N‘
; - - - ift das refultirende Moment in der

C0S § MKraftebene , bezogen auf den Schwerpunkt als Drehpunkt ; fetzt man - rr = Mr ,. . . cos §
lo wird

Mr a ‘
_ Mr a ‘ F

Sa —
ji

~ ■
yp ’

yt y /
und da e‘ a‘ = — fo ift -t = e ‘

, alfo gleich der Kernweite; mithin
r r a

Sa
Mr
A7 77-

Die gröfste Spannung ift gleich dem refultirenden Moment , dividirt
durch Querfchnittsfläche mal Kernweite . Daffelbe Moment wird demnach
alsdann die gröfste Spannung aA erzeugen , wenn es in derjenigen Ebene wirkt , für
welche e' feinen kleinften Werth hat . Man kann demnach fofort aus der Figur
ablefen , welche Lage des Kraftmomentes für eine gegebene Lage des Querfchnittes
die ungünftigfte ift .

d) Biegungsfpannungen in einem Körper , der aus zwei verfchiedenen
Bauftoffen zufammengefetzt ift.

Die nachftehenden Unterfuchungen find durch die neuerdings in ausgedehntem
Mafse ausgeführten Beton -Eifen - Conftructionen veranlafft . Man kann annehmen,
dafs die Ausdehnung beider Bauftofife , des Betons und des in den Beton einge¬
betteten Eifens , bei der Formänderung gleich grofs ift ; die Längenänderung der
entfprechenden Punkte zweier unendlich naher Querfchnitte fei X ; alsdann wird bei
unferer Annahme X die gleiche Gröfse haben , ob an diefer Stelle der eine oder

115 -
Spannungen

in Beton -Eifen
Conflructionen



96

der andere Bauftoff liegt. Um aber die (+ ) Ausdehnung X zu erzeugen , ift bei Eifen
eine andere Beanfpruchung erforderlich , als bei Beton . Es bezeichne a die Spannung
für die Flächeneinheit im Beton , Oj die Spannung für die Flächeneinheit im Eifen ,/ den Abftand zweier nahe hegender Querfchnitte vor der Formänderung , X die (3)- )
Vergröfserung diefes Abftandes bei der Formänderung , E die Elafticitätszififer für
Beton und E x die Elafticitätsziffer für Eifen ;
alsdann ift Fig . m .

= — für Beton ,
o X~ET = ~l

demnach ift
a

~
E

Setzt man

E,
= — für Eifen ;

E ,
jnd o , = E

E,1
E m . fo ift

78 .
zufammenge -

Oj = in a
Ein aus Eifen und Beton

fetzter Balken werde auf Biegung beanfprucht ;
auf den betrachteten Querfchnitt wirken das
Moment M und die Axialkraft P ; SE (Fig . 111 )
fei die Kraftlinie und NN die Null -Linie . Durch
den Schwerpunkt N des Querfchnittes werde parallel zur Null- Linie die Axe U U, fenk-
recht zu diefer durch N die Axe V V gelegt . Alsdann ergeben die Gleichgewichts¬
bedingungen die erforderlichen Gleichungen in derfelben Weife , wie in Art . 105 (S . 86)
gezeigt ift . Die mit dem Zeiger 1 verfehenen Werthe beziehen hch auf den Eifen -
theil und die Werthe ohne Zeiger auf den Betontheil des Querfchnittes.
hch folgende drei Gleichungen aufftellen :

Nun laffen

I) P = Eäf + N df x (algebraifche Summe der in die Richtung
der Balkenaxe fallenden Kräfte mufs gleich
Null fein) .

II) M„ — ^ av df -f- J
'
ax v1 df l (algebraifche Summe der Momente für die

Axe U U mufs gleich Null fein) .
III) 0 = fapdf + Jo x p 1 df x (algebraifche Summe der Momente für die

Axe 5 E mufs gleich Null fein) .
Für einen beliebigen Punkt des Querfchnittes ift a = a -

q , wenn a ein noch
zu beftimmender Feftwerth , tj der Abftand des Punktes , fenkrecht gemeffen , von
der Null -Linie NN ift . Es ift 7] = v -j- s , mithin

0 = a (v -j- s) , = ?« 5 und a1
■= a m (vx

-j- s) .
Gleichung I wird mit diefen Werthen :

-P = a (f v df + f s m f vi dA + m f s dfi ) ,
P = d vdf + m J vx df ĵ -j- a s [F -J- m F x) .

Beftimmt man den Schwerpunkt N unter der Annahme , dafs die aus Eifen
beftehenden Querfchnittstheile in «z-facher Gröfse eingeführt werden , fo ift für jede
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durch diefen Schwerpunkt gehende Axe das entfprechende ftatifche Moment des
Querfchnittes gleich Null , d . h . es findet ftatt :

J
'
v d f -)- m f v1 df x = 0 , und es ift alsdann

P = a s (F -j- m iq ) . 79.
Aus Gleichung II ergiebt fich in ähnlicher Weife

Mu = aj
'

(v -\- s) vdf -{- am J
'
(v1 -f- f ) df x ,

M u = aJv 2 df -\- as J v df -\- m a Jv %
2 df 1

-\ - ams J
'
v1 d/ j ,

M „ — a ^ v 2 df m a J
'
vx

2 df x -f- a s |

~

f v df -\ - m f A dfi ] -

Da ^ v df -f- m J v1 df 1 = 0 ift , fo wird
Mu = a -f- m y )̂ . 80.

J ift das Trägheitsmoment des Betontheiles und J 1 das Trägheitsmoment des
Eifentheiles des Querfchnittes bezogen auf die Axe U U.

Aus Gleichung III folgt , da o = a 7] ift ,
0 = f ö ?j p df + Jamr tl Pl df x = a (Jij p df + m f ^ Pl df ĵ ,

0 — Z -j- m Z1 . 81 .
Z , bezw . Zx bedeuten die Centrifugalmomente der Querfchnittstheile für die

Axen NN und A E . Conftruirt man alfo unter Zugrundelegung w -facher Quer-
fchnittsgröfse der Eifentheile das Centrifugalmoment für die Kraftlinie und die Null-
Linie , fo ift daffelbe gleich Null . Kraftlinie und Null - Linie find conjugirte
Axen .

Aus Gleichung 80 folgt

aus Gleichung 79 folgt
P

y + mj 1
’

p {J + m ? l )

und
a (F m iq ) {F -j- m Fj Mu

’

a {v -j- s) = P M„.
F + m Fx

m P
J + m
m M., v

F -j- m F x J -)- m J 1

82 .

83 .

Falls die Axialkraft P gleich Null ift , wird
M,, v

PL v
1

Die Ausdrücke 82 bis 84 ergeben folgendes für die Berechnung wichtige
Gefetz : Die Beanfpruchung kann bei einem Eifen - Betonbalken eben fo
wie bei einem einheitlich aus Beton hergeftellten Balken berechnet
werden , wenn man fowohl für die Ermittelung des Schwerpunktes , wie
für diejenige der Querfchnittsfläche und des Trägheitsmomentes die

Eifenquerfchnitte in m {= -^ T^ - facher Gröfse einführt .
Handbuch der Architektur . 1. i , b . (3. Aufi .) 7
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Man müffte bei der Berechnung nun vom Gefammtquerfchnitt denjenigen der
Eifentheile abziehen und den Reft als Betonquerfchnitt einführen ; bei der grofsen
Unbeftimmtheit jedoch , welche bezüglich der Gröfse von m herrfcht , kann man
unbedenklich den Gefammtquerfchnitt als Betonquerfchnitt einführen .

Querschnitts Bei Beton -Eifenbalken ift der Gefammtquerfchnitt ein Rechteck , deffen Breite
ermitteiung mit b und deffen Höhe mit h bezeichnet werden mag ; die Eifeneinlage beftehe aus

Beton-Eaiken e iner Anzahl Rundeifen , nahe der unteren Begrenzung des Rechteckes. Nach
Melan 2i) kann man als zuläffige Beanfpruchung des Betons einführen :

gröfste Druckbeanfpruchung des Betons . . 25 bis 30 kS für 1 qcm ,
gröfste Zugbeanfpruchung des Betons . 10 kS für 1 qcm .

Wir führen ferner
A , EEifin 0 Am — ~p = ~~

Ff
~ = 30

-t-*Beton

ein . Stellt man die Bedingung , dafs gleichzeitig die gröfste Druckbeanfpruchung
gleich 20 k§ und die gröfste Zugbeanfpruchung gleich 10 k& fei , bezw . dafs allgemein
die Beanfpruchung auf Druck, abfolut gerech¬
net , doppelt fo grofs fei , als diejenige auf
Zug , fo ergiebt fich , dafs unter Einführung
des »z-fachen Eifenquerfchnittes in die Rech¬

nung die Null -Linie in —& 3
liegen mufs (Fig . 112 ) .
Null -Linie von der Trägermitte ift alfo

Fig . ii2 .

der Balkenhöhe
Der Abftand ^ der

._ Ti _ __ .

h
S ~ ~

6
'

Weiter mufs auch 0 = b h s — m F 1 e fein , d . h .

j = m Aj e
b h

Beide Werthe für s einander gleich gefetzt, giebt
k_
6 ’F,c h . Aj e : b h %

b h 6 ’ ’ 1 ’ 6 m
Ferner ift das Trägheitsmoment des Betonquerfchnittes für die Null -Linie

bk 3
, bh . /F bk 3

12J - + und m 3:
1 = m Ai, e 2

36 9
alfo die gröfste Druckbeanfpruchung im Querfchnitt, falls die Axialkraft P
nach Gleichung 84

2
2 Mh

0 ift,

M FF h
O

b h ‘A
--j- m F t e 2 b /z 3

3 m Aj e 2

Wird für Aj e der oben gefundene Werth eingeführt, fo erhält man
2 M

b h2 85 .

25) In : Oeft . Mouatfchr . f . d . öff . Baudienft 1896 , S . 465 . — Auch als Sonderabdruck erfchienen : Wien 1896 .
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Diefe Gleichung gilt allgemein und giebt die gröfste Druckbeanfpruchung imBeton doppelt fo grofs , abfolut genommen , als die Zugbeanfpruchung. Indem man
^ max — ^

fetzt , erhält man als Bedingungsgleichung für den Querfchnitt:
b lt *

6 86.

Beifpiel : Es fei AI = 12500 kScm und .ST = 15 kg für lqcm ; alsdann wird
6 h 2

_ 12500 5000
6

15 (> + £ )
und bh 2 = ■

1 + jg _
2 h

Damit die Eifen ganz im Beton eingebettet werden können , mufs man e entfprechend kleiner als ■
wählen ; nimmt man e = — an , fo ergiebt fich

bh 2 = - 5000

1 +
. . 8 . 5000

11
8

Das der Unterfuchung zu Grunde gelegte Stück des Balkens habe lm Breite ; dann ift 5 = 100 cm , alfo

h 2 — -J — = 36,36 und h = 6 cm ( abgerundet ) ;11 • 100

es wird alfo e = A = 1 ,s cm und f \ e —
bh 2

6 m , und mit m — 30

100 . 36 nA , ^ 20
f \ ‘ = -

g g Q
= 20 oder / t = — = 13,33 qcm .

Ordnet man auf ln Breite 20 Einlagen aus Rundeifen an , fo mufs jede derfelben 0,67 qcm Quer¬fchnitt erhalten , alfo einen Durchmeffer d — 0,s2 cm.
Hätte man rjmax — K — 20 ke für 1 qcm eingeführt , fo hätte man erhalten :

bh 2
_ 12500 12500 625 - 8

6 20 » 0 + 4) li

, , 6 . 8 . 625 nn , K . bh 2/2 = TOöF = 27 ’ Ä = 5l,cm ’
Bei 20 Einlagen bekommt jede einen Durchmeffer

100 . 27 _ , . 15,0 . 4 t1- = 15 und — - -- = 11,5 qcm.

V 20 . 3,14
Die gröfste Beanfpruchung in Eifen ift alsdann :

12 500 . 1,725 - 30
100 . 5 ,23

9
-f 30 . 11,5 . 1 ,3

2

6 . 30

: 0,85 cm .

646875
2149

5,2

= 301 ks für 1 qcm .

Für die Berechnung der Betongewölbe mit Eifeneinlagen kann man die
Formeln 82 und 83 verwenden 26).

26) Bezüglich der Berechnung von Beton-Eifen-Conftructionen fei auf nachftehende Auffätze verwiefen :
Koenen , M . Berechnung der Starke der Monier 'fchen Cementplatten mit Eifeneinlagen . Csntralbl . d . Bauverw . 1886 , S . 462 .Neumann , P . Ueber die Berechnung der Monier -Conftnictionen . Wochfchr . d . oft . Ing .- u . Arch .-Ver . 1890 , S . 20g .
Melan , J . Gewölbe aus Beton mit Verbindung mit eifernen Bogen . Zeitfchr . d . oft . Ing .- u . Arch .-Ver . 1893 , S . 166.
Spitzer , J . A . Berechnung der Af<?« zW*-Gewölbe . Zeitfchr . d . oft . Ing .- u . Arch .-Ver . 1896 , S . 305 .
Thullie , M . R . v . Ueber die Berechnung der Biegungsfpannungen in den Beton - und Af<?« zV?--Conftructionen . Zeitfchr . d .

oft . Ing . - u . Arch .-Ver . 1896, S . 365 .
Melan , J . Ueber die Berechnung der Beton -Eifenconftructionen . Oeft . Monatfchr . f . d . off . Baudienft 1896 , S . 463 . — Auch

als Sonderabdruck erfchienen : Wien 1896 .
Thullie , M . R . v . Ueber die Berechnung der Manier -Platten . Zeitfchr . d . oft . Ing .- u . Arch .-Ver . 1897 , S . 103 .
Grüning , M . & H . Reissner . Eine neue Fahrbahnanordnung für eiferne Strafsenbrücken . Centralbl . d . Bauverw . 1897 , S . 190 .
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Wagrechte

Schub *
fpannungen .

TOO

Falls man den Zugwiderftand des Betons gar nicht berückfichtigt (was nur für
angenäherte Rechnung zuläffig ift) , fo find in den Ausdrücken für F und J , welche
fich auf den Beton beziehen , nur die Querfchnittstheile auf der Druckfeite als vor¬
handen einzuführen . Dann ift für den hauptfächlich hier in Betracht kommenden
rechteckigen Querfchnitt, welchen die Kraftebene in einer Hauptaxe fchneidet , ein¬
zuführen :

b f)
s

F = b und J x = F x e 2.

In diefen Formeln bedeutet f) den Abftand der Null-Linie von der oberen Rechteck¬
feite und b die Breite des Rechteckes. Das ftatifche Moment des Querfchnittes
für die Null-Linie foll gleich Null fein , wenn die Eifentheile in ;«-facher Gröfse ein¬
geführt werden , d . h . es foll

b f)
2

rr , 2 m eF— -- m A , e oder ft 2 = - =- —9 1 ' h0

fein . Die gröfste Druckfpannung im Beton ift dann

Fig . 113 .

b f)
s

- |- m F x e *
3 1 ‘ 1

und die gröfste Zugfpannung im Eifen
n £- 1™*- = m -

tl
’ fonach a 1m „ , = m e M

b f| s -|- m F x <r 2

M
b

3 e m + F x e

M
b ^
3

m F x e 2

für das Eifen

für den Beton

&

87 .

e ) Schubfpannungen .
Aufser den oben ermittelten Biegungsfpannungen treten bei den verfchiedenen

Belaftungen der Balken auch noch Schubfpannungen auf , von denen hier zunächft
die wagrechten Schubfpannungen betrachtet werden follen .

Denkt man fich eine Anzahl Lagen dünner Bretter über einander gelegt , an
den Enden unterftützt und in der Mitte
einander etwa in der Weife verfchieben ,

Diefewelche in Fig. 114 angedeutet ift .

belaftet , fo werden fich diefelben gegen

Fig . 114 .

Verfchiebung ift eine Folge der in den
Fugen aa , bb auftretenden Schubkräfte;
werden diefelben nicht durch künftliche
Mittel (Zähne , Dübel u . dergl.) oder den
Abfcherungswiderftand des Bauftoffes auf=
gehoben , fo verurfachen fie eine Ver¬
fchiebung.

Für die rechnungsmäfsige Ermittelung diefer Schubfpannungen möge , wie
oben , angenommen werden , dafs nur fenkrecht zur Balkenaxe gerichtete Kräfte
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wirken ; es follen die wagrechten Schubfpannungen aufgefucht werden , welche in
der Schicht n n (Fig . 115 ) zwifchen zwei unendlich nahe an einander gelegenen
Querfchnitten 11 und IIII wirken , wenn die Schicht n n um zl über der Balkenaxe

liegt. Dabei follen die vereinfachenden An¬
nahmen gemacht werden , dafs die Quer-
fchnitte II und IIII einander gleich feien ,
dafs die wagrechte Schubfpannung für die
Flächeneinheit in der ganzen Breite der

Fig . 115 .

Z1 n

R' dR
^ ,ix Schicht n n gleich grofs fei und dafs die

Kraftebene fämmtliche Querfchnitte in
Symmetrieaxen fchneide .

Auf den Theil des Balkenftückes zwi¬
fchen II und IIII , welcher oberhalb der

I M

Faferfchicht n 11 liegt , wirkt fenkrecht zur Ebene II die Summe R der axialen
Biegungsfpannungen und fenkrecht zur Ebene IIII die Kraft R f d R . Nun ift

R — / a df ,

und da nach Gleichung 56 (S . 75 ) : 0 = — z ift.

MfdMz df und R -j- d R

Die Mittelkraft von R und R d R ift , da beide gleiche Richtung , aber ent¬
gegengefetzten Sinn haben und in diefelbe Linie fallen , gleich d R , d . h . auf das
betrachtete Balkenftück wirkt als Mittelkraft aller axialen Biegungsfpannungen

M + dM

Für die Integration zwifchen zx und ax find M , dM und J conftant ; diefe
Werthe können alfo vor das Integralzeichen gefetzt werden , d . h . es ift

C , , M C , . dM C
■

I z df -
y

- I z df — —
y

— I idR ^
MfdM ^ z df

Damit das Balkenftück im Gleichgewicht fei , mufs die algebraifche Summe
der auf daffelbe wirkenden wagrechten Kräfte gleich Null fein ; alfo mufs noch
eine wagrechte Kraft auf das Balkenftück wirken , welche der Gröfse nach genau
gleich der obigen Kraft d R, der Richtung nach derfelben entgegengefetzt ift . Diefe
Kraft kann nur in der wagrechten Schicht wirken , mittels deren diefes Stück mit
dem anderen Balkentheile zufammenhängt, d . h . in der um zx über der Null -Linie
liegenden Schicht. Längs derfelben entfteht demnach eine Schubfpannung. Wird
die Gröfse derfelben für die Längeneinheit des Balkens mit H bezeichnet , fo be-
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trägt fie für dx Längeneinheiten Hdx , und für die Ermittelung von H ergiebt
fich die Bedingungsgleichung

H d x = d R — und H = d M
d x

Nach Gleichung 53 (S . 72 ) ift dM
d x = Q \ demnach

Q
\ zdf

ai

I- 88 .

J

'
zdf ift das ftatifche Moment des Flächentheiles zwifchen den Ordinaten

g und ax bezogen auf die Schweraxe. Setzt man nun
a

ß
fo wird

z df = S
zj ,

Q s
H — -

y 89.

Die wagrechte Schubfpannung für die Längeneinheit des Balkens und irgend
eine Schicht in n) wird demnach erhalten , indem man die Querkraft für den be¬
treffenden Querfchnitt mit dem auf die Null -Linie bezogenen ftatifchen Moment
des Querfchnittstheiles oberhalb der betreffenden Schicht multiplicirt und diefes
Product durch das Trägheitsmoment des für die Null - Linie genommenen ganzen
Querfchnittes dividirt.

Hieraus folgt :
1) Da Q und y für denfelben Querfchnitt bei beftimmter Belaftung ganz be -

ftimmte Zahlenwerthe find , fo ift die wagrechte Schubfpannung für die Längeneinheit
des Balkens an den verfchiedenen Stellen eines Querfchnittes mit S veränderlich.
H wird für diejenigen Schichten am gröfsten , für welche N feinen gröfsten Werth
hat . N ift aber für die wagrechte Schweraxe am gröfsten ; dort ift es gleich S“1 ■
S ift für die äufserften Schichten am kleinften ; dafelbft ift N = 0 .

Demnach nimmt H in demfelben Querfchnitt bei derfelben Belaftung von der
Null -Linie — der wagrechten Schweraxe — nach den beiden am weiteften ent¬
fernten Fafern bis auf Null ab.

2 ) In denfelben Schichten verfchiedener Querfchnitte ift nach obiger GleichungH mit Q veränderlich, ift demnach in demjenigen Querfchnitte am gröfsten , in
welchem die Querkraft ihren gröfsten Werth hat . Sind verfchiedene Belaftungs -
zuftände möglich , fo ruft derjenige das gröfste H hervor, welcher die gröfste Quer¬kraft Q erzeugt.
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3 ) Werden, wie üblich und zweckmäfsig , fowohl 5 , wie jf auf Centimeter be¬
zogen , alfo S in cm 3

, 7 in cm4 ausgedrückt , fo erhält man H an irgend einer
Balkenftelle als die wagrechte Schubfpannung für das laufende Centimeter .

4) Der in Gleichung 89 gefundene Ausdruck giebt die Schubfpannung für die
Längeneinheit des Balkens an ; diefe Schubfpannung kann für die Fälle der Praxis
genügend genau als gleichmafsig über die Breite der Schicht vertheilt angenommen
werden . Ift demnach die Breite des Querfchnittes in der Höhe der betrachteten
Schicht gleich w , fo vertheilt fich Hü ber w . 1 Flächeneinheiten, fo dafs fich als
.Schubfpannung für die Flächeneinheit ergiebt

OS “
iX _ *1

Im Nachftehenden follen für

Fig . 116 .

Y -

r dz |1 i a,h f- 1
i .?'

z \

90 .v w 7 .

einige im Hochbauwefen häufig vorkommende
Querfchnittsformen die wagrechten Schub -
fpannungen beftimmt werden .

1) Für den rechteckigen Querfchnitt
(Fig . 116) liegt die wagrechte Schwerpunktsaxe in halber
Höhe . Hie wagrechte Schubfpannung in der Höhe z^
über der Null -Linie ift nach Gleichung 89 zu beftimmen .

Für den vorliegenden Querfchnitt ift

n

zdf und , da df = . b dz

Da ferner J
bh 3

wird nach Gleichung

H =

12

M
&3

■
) 9i .

In diefem Ausdruck ift auf der rechten Seite nur eine Veränderliche , nämlich ; alle anderen

Gröfsen haben für fämmtliche Schichten gleiche Werthe . Das Gefetz der Veränderlichkeit wird befonders

anfchaulich , wenn man in den verfchiedenen Abftänden s-j über und unter YY die in den betreffenden

Schichten herrfchenden Werthe von H nach Gleichung 91 wagrecht nach einem beliebigen Mafsftabe

aufträgt und die Endpunkte verbindet ; man erhält die in Fig . 116 fchraffirte Fläche ; die begrenzende

Verbindungslinie der Endpunkte ift offenbar die Linie der Gleichung 91 . Die Form der Gleichung zeigt ,

dafs diefe Linie eine Parabel ift.

Für — 0 ift Hq — Hmax — —
2 h ’ Un <l fur Zl —

2
lft ~~ h ( 4 4 ) —

2
Jd

Die wagrechte Spannung für die Flächeneinheit längs der einzelnen Schichten ift § = — , d . h .

6 g '
bh

ferner § 0 : 3g
2 bk und h_ = 0 .

2

Die in Fig . 116 gezeichnete Linie giebt alfo auch die graphifche Darftellung der für die Flächen¬

einheit ftattfindenden wagrechten Schubfpannungen , natürlich in anderem Mafsftabe , als die wagrechten

Schubfpannungen für die Längeneinheit .

2) . Für den fymmetrifchen I - förmigen Querfchnitt liegt die wagrechte Schwerpunktsaxe

gleichfalls in halber Höhe , g und J find wieder für alle Schichten deffelben Querfchnittes gleich grofs ,

118.
Rechteckiger
Querfchnitt .

119 .
I -förmiger
Querfchnitt .
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120.
Blechträger «
Querfchnitt .

H — •

mithin H mit S veränderlich (natürlich nur in demfelben Trägerquerfchnitt und bei beftimmter Belüftung ) .
Die gröfste wagrechte Schubfpannung findet wieder in der Null -Linie ftatt , und nach Gleichung 89 ift

Q_
S

_
7 ’

worin S und y auf die Null -Linie bezogen find.
Bezeichnet man mit / die Querfchnittsfläche des oberen , bezw. unteren Flanfches des Trägers ,

mit {) den Abftand der Schwerpunkte der Flanfche , mit d die Stegftärke , fo ift bei kleinem d nahezu

und nach Gleichung 20 (S . 36) : J = (/ -f - U
) ;

mithin
Qf

s - -

Ift df)
Wh

gegen f klein , fo ift nahezu

H = 92 .

Fig . 117 .

3 ) Querfchnitt der Blechträger . Bei den aus einem einzigen Stücke beftehenden Quer-
fchnitten werden die in den einzelnen Fafern wirkenden wagrechten Schubfpannungen durch den Wider -
ftand aufgehoben , den der Zufammenhang der Fafern dem Verfchieben
entgegen Hellt ; die Querfchnittsabmeffungen find demnach fo zu wählen ,
dafs die erlaubte Beanfpruchung auf Schub nicht überfchritten wird .
Ift dagegen der Querfchnitt aus mehreren Theilen zufammengefetzt , fo
muffen die in den Fugen zwifchen den einzelnen Theilen entftehenden
Schubfpannungen durch künftliche Mittel aufgehoben werden . Bei den
Blechträgern dienen dazu die Niete . Die Niete find demnach fo zu
beftimmen , dafs ihr Schubwiderftand die auftretenden Schubfpannungen
aufhebt , ohne dafs die zuläffige Grenze überfchritten wird . Um den
Abftand der Niete zu ermitteln , welche zur Verbindung der Lamellen
mit den Winkeleifen dienen , fuche man demnach die für die Längen¬
einheit in der Fuge aa (Fig . 117 ) ftattfindende Schubfpannung auf die
oben gezeigte Weife .

Wieder ift H — -

Linie bezeichnet .
Länge e gleich

7
worin S das ftatifche Moment der Lamellenfläche bezogen auf die Null-

Nennt man den Abftand der Nietbolzen e , fo ift die Gefammtfchubfpannung auf die

D = QS
7

Allerdings ift die Querkraft Q auf die Länge e allgemein nicht conftant ; es genügt aber ftets ,
für Q irgend einen der auf der Strecke e fich ergebenden Werthe einzuführen ; zweckmäfsig wird man
den gröfsten wählen .

Diefe Schubfpannung erftrebt eine wagrechte Yerfchiebung der Lamelle in der Richtung der Träger -
axe ; diefelbe foll durch die Niete verhindert werden . Werden zwei einfchnittige Niete vom Durch -
meffer d verwendet , fo darf ihr Widerftand gegen Abfcheren nach Art . 92 (S . 68)

2 d2 nW - T

fein , wenn T die zuläffige Schubbeanfpruchung für die Flächeneinheit der abzufcherenden Fläche ift.
Durch Gleichfetzung beider Werthe , derjenigen für D und für W, erhält man folgende Gleichung für <? :

QSe~
T

~ 2 d2 K T , woraus e —
d 2 K TJ

2 QS

Je gröfser Q ift , defto kleiner wird e , defto näher find alfo die Niete zu fetzen .
Die angegebene Berechnung kann auch für die Ermittelung der in den lothrechten Fugen auf¬

tretenden wagrechten Schubkraft , alfo zur Beftimmung derjenigen Niete dienen , welche die lothrechten
Schenkel der Winkeleifen mit der Blechwand verbinden . Alsdann ift unter S das ftatifche Moment des¬
jenigen Theiles der Querfchnittsfläche zu verliehen , welcher durch diefe Niete mit der Blechwand ver¬
einigt wird , d . h . die Querfchnittsfläche der Winkeleifen und Lamellen .
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Fig . 118.

O I

1 zs::Jz {
stx \

l (
/ Ö

Fig . 1 19 -

(Z -dZhdxfitdVHz

Nydz -

Hdx ->
dz

H'üdH ) dx

Aufser den betrachteten wagrechten wirken auch lothrechte Schubfpannungen.
Für die Ermittelung derfelben foll die gleiche Annahme, wie oben , gemacht werden ,
dafs nur fenkrecht zur Balkenaxe gerichtete äufsere Kräfte vorhanden feien , die

Balkenaxe aber wagrecht fei (Fig. ii8 ) . Die Mittelkraft
aller links vom beliebigen Querfchnitte II wirkenden Kräfte
fei gleich Q \ alsdann verlangt das Gleichgewicht des
Balkenftückes , dafs an demfelben noch eine lothrechte
Kraft Q wirke , welche der erften an Gröfse genau gleich ,
der Richtung nach entgegengefetzt ift . Eine folche Kraft
kann aber nur längs des Querfchnittes II wirken , da nur
in diefem das linksfeitige Balkenftück mit dem anderen
Balken zufammenhängt . Diefe Kraft ift der lothrechte Ab -

fcherungswiderftand , welcher dem Verfchieben des Balkenftückes längs des Quer¬
fchnittes II entgegenwirkt.

Hieraus folgt : In jedem lothrechten Querfchnitte wirken lothrechte Schub¬
fpannungen, deren Summe genau gleich der Querkraft ift , welche fich für diefen

Querfchnitt ergiebt.
Die Vertheilung diefer Schubfpannungen über den

Querfchnitt findet nach folgendem Gefetze ftatt : Die an
irgend einer Stelle für die Längeneinheit wirkende loth¬
rechte Schubfpannung ift gleich der an derfelben Stelle für
die Längeneinheit wirkenden wagrechten Schubfpannung.

Um diefes Gefetz nachzuweifen , betrachten wir ein
im Abftande z (Fig . i ig) über der Null-Linie liegendes
Balkenftück von der Länge dx , der Höhe dz und der
Dicke y (fenkrecht zur Bildfläche gemeffen ) . Auf diefes
Balkenftück wirken im Allgemeinen folgende Kräfte :

fenkrecht zur Fläch 'e ac wirkt Nydz \ längs der Fläche ac wirkt Vdz \
» » » bd » {N -j- d yV) y d z \ » » » öd » ( V -j- d V) dz ;
» » » cd » Zydx \ » » » cd » Hdx \
» » » ab * (Z - |- d Z) y dx ; »' » » ab » d H ) d x.

Hierin bedeuten und Z -f- d Z die auf die wagrechten Flächen a b und c d
wirkenden lothrechten Spannungen , V, bezw . V -j- d V die lothrechten Schub¬

fpannungen für die Längeneinheit in den Flächen a c,
bezw . b d . Endlich wirkt noch das Eigengewicht des
Stückes , nämlich y y . d z . d x.

Läfft man diejenigen Kräfte , welche einander gegen-
feitig aufheben , fort , fo bleiben die in Fig . 120 an¬
gegebenen übrig . Diefelben halten das Balkenftück im
Gleichgewicht ; demnach müffen die Summen der ftatifchen
Momente , bezogen auf einen beliebigen Punkt der Bild¬
ebene , gleich Null fein,
alsdann ift

■d Ny d z dd — .

Vdz

t
Zydx

(N *dN)ydz
d

I
yydx . dz.

Fig .

dZydx (Kdlddz

Hdx “ d

ZHdHJdx
— dNydz

Vdx yydxdz

Diefer Punkt fei b ;
A -rrx J LJ J V I dx . dz . dx dx
0 = Vdz dx — Hdxdzy ^y - ^- j- dZydx

Die unendlich kleinen Gröfsen
2

dritter Ordnung
2

fallen gegen die unendlich
kleinen Gröfsen zweiter Ordnung fort ; fonach bleibt

121.
Lothrechte

Schub¬
fpannungen .
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Spannungen

für ein
beliebiges
Flächen¬
element .

123 .
Axiale

ßiegungs -
fpannung .
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woraus
0 = V d z d x — H d x d z ,

V = H
Dies gilt für jede Stelle des Balkens , womit der obige Satz bewiefen ift.

ift mithin nach Gleichung 89

V -
Qsr

93 -
Es

94 .

Fig . 121 .

0 =
0 \0
0 m
c5 m
a

Die in Art . 118 bis 120 für verfchiedene Querfchnittsformen ermittelten Werthe
und graphifchen Darftellungen für H gelten alfo auch für V.

Das Gefetz , nach welchem fich die lothrechten Schubfpannungen im Quer -
fchnitt vertheilen , wird angewendet , wenn es fich darum handelt , die auf die
einzelnen Niete in neben flehender Verbindung (Fig . 121 ) entfallenden Be -

anfpruchungen zu ermitteln . Der I - förmige Walzträger wird durch Winkeleifen
mit dem Blechträger vereinigt . Die im Querfchnitt aa des I -Trägers entflehende
Querkraft Q ift durch die Niete auf den Blechträger zu übertragen . Die einzelnen
Niete find nun fo zu vertheilen , dafs ihre Entfernung der Gröfse der durch
den betreffenden Niet zu übertragenden Schubfpannung entfpricht . Ift an einer
Stelle die Entfernung der Nietmitten e und die lothrechte Schubfpannung für die

Längeneinheit im Mittel in diefer Höhe gleich V, fo kommt auf einen Niet die
Schubkraft V e.

Der Niet wird in zwei Querfchnitten abgefchert ; mithin ift der Abfcherungswiderftand des Nietes

T \ es ergiebt fich alfo für e die Gleichung :

2 d 2 * r. d 2 7—
4

— T - woraus e = -
cj

-
jr ■

Da V von der Null -Linie nach der oberen und unteren Gurtung zu abnimmt , fo find die Niete
in der Nähe der Neutralen näher zu fetzen , als in der Nähe der Gurtung . Für die gewöhnlichen
I -förmigen Walzbalken kann man die oben flehende Fig . 121 als graphifche Darftellung der Veränder¬
lichkeit der lothrechten Schubfpannung annehmen , d . h . mit genügender Annäherung V als gleich grofs

über die ganze Trägerfteghöhe annehmen , worin nach Gleichung 92 : V .

Q

2 d2 K

Ve = •

In den bisherigen Betrachtungen find nur die Normalfpannungen, welche in
den lothrechten Balkenquerfchnitten, und die Schubfpannungen, welche in den wag¬
rechten und lothrechten Balkenquerfchnitten entfliehen , ermittelt worden . Um die
Frage der im Inneren der Balken auftretenden Beanfpruchungen eingehend zu löfen ,
wären noch die Normal - und Schubfpannungen in einem Querfchnitte aufzufuchen ,
welcher einen beliebigen Winkel mit der Wagrechten macht. Auf diefe Unter-
fuchungen einzugehen , mangelt hier der Raum , und es kann auch in den meiften
Fällen des Hochbaues auf eine dahin gehende Berechnung verzichtet werden . Die
Lefer, welche fich über diefen Gegenftand unterrichten wollen , werden auf die S . 57
genannten Werke verwiefen .

f ) Elaftifche Linie.
Wenn ein Balken dem Einflüße biegender Kräfte unterworfen ift , fo wird eine

Formänderung deffelben eintreten. Die Axe des urfprünglich geraden Balkens wird
eine krumme Linie (Fig . 122 ) , welche man die elaftifche Linie nennt.

Die Gleichung der elaflifchen Linie wird für eine grofse Zahl von Aufgaben
gebraucht ; bei vielen derfelben wirken nicht nur Kräfte fenkrecht zur urfprünglichen
Balkenaxe , fondern auch folche , welche in die Axe fallen , fog . Axialkräfte. Defs-
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halb foll diefer allgemeinere Fall für die Entwickelung der Gleichung zu Grunde
gelegt, im Uebrigen aber angenommen werden , dafs die Kraftebene alle Querfchnitte
in Hauptaxen fchneide .

Auf irgend einen Querfchnitt wirke das Biegungsmoment M und die Axial¬
kraft P \ in einem Punkte des Querfchnittes , welcher von der wagrechten Schwer -
punktsaxe (der zweiten Hauptaxe des Querfchnittes ) den Abftand v hat , ift unter
Bezugnahme auf Gleichung 54 (S . 75 ) die axiale Biegungsfpannung

P . Mv
a ~~p ■ 95 -

hierin bedeutet F die Querfchnittsfläche und J das Trägheitsmoment der Quer-
fchnittsfläche für die genannte Schwerpunktsaxe.

Man lege durch einen Punkt A der Balkenaxe drei Coordinatenaxen, vonMan lege durch einen Punkt A der Balkenaxe drei Coordinatenaxen , von I24-
Gleichungdenen die A-Axe mit der urfprünglichen Balkenaxe zufammenfalle , die F-Axe fenk- der elaftifchen

recht zu derfelben in der Kraftebene , die Lmie-
Z-Axe fenkrecht zur Kraftebene fteht, und
betrachte ein Balkenftück zwifchen den
Ebenen II und IIII , deffen Länge vor
der Formänderung dx war . Die Ebenen
II und IIII waren vor der Formänderung
parallel und fenkrecht zur Balkenaxe und
hatten die Abfciffen x und x dx \ die

Fig . 122 .

A

Yfk Länge einer Fafer D D ' in der Höhe v
über der Axe war d x.

y Wir beftimmen nunmehr die Form-
! änderung diefer Fafer DD '

. Durch die
beiden Punkte der gebogenen Axe C1
und (fy legen wir Ebenen fenkrecht zur

g . gebogenen Axe ; der Winkel beider fei
d x , der Winkel der durch Cx gelegten

r r

vor nach
der Formänderung .
vor

Ebene mit der F-Axe fei x . Man nimmt an (übereinftimmend mit der Vorausfetzung
in Art . 95 , S . 73) , dafs der Abftand zweier Punkte in der Höhe v über der Axe
alsdann eben fo grofs fei , wie der Abftand der Normalebenen in der Höhe v
über der Axe , d . h . dafs ftattfindet

D x D = Cx Cx
' -)- v d t .

Nennt man die Verlängerung des Stückes C C' bei der Formänderung d 5 , fo ift
C1 = d x -f- d i und D1 D^ = dx -^ di, -{- vdx .

Dies ift die Länge der gebogenen Fafer . Die urfprüngliche Länge derfelben
war D D' = d x \ folglich ift die Verlängerung

Dx D / — DD ' — dx -^ d ^ ^ vdx — dx — d % -\ - vdx
, . . d A v d x

und das Verlängerungsverhaltmis - - .

Nun ift a die axiale Faferfpannung in diefer Fafer, mithin
d i -J- V d x d ^ v d x

E d x d x ' d x
di E d x v 96.
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Nach Gleichung 95 ift aber auch
P , M

* - -
JT + -

yT
v ■

Die Gleichfetzung beider für a gefundener Werthe ergiebt
EdxEdx

woraus die beiden Gleichungen folgen :
dj _ P
d x F
d x M
d x J

97-

Demnach wird

Bei den hier in Betracht kommenden Formänderungen ift x fo klein , dafs
cos 2 x unbedenklich gleich 1 gefetzt werden kann , d . h . dafs nahezu ftattfindet:

d x d 2 y
99 .d x d x 2

cl TWird diefer Werth für —p—- in Gleichung 98 eingefetzt, fo erhält manCLCC

d 2 y M
100.d x * ~ EJ

Gleichung ico ift die Differentialgleichung der elaftifchen Linie . In derfelben
bedeutet M das Moment an einer Stelle mit der Abfciffe x , im Allgemeinen alfo
etwas Veränderliches; J ift das Trägheitsmoment für die wagrechte Schwerpunkts-axe des Querfchnittes an derfelben Stelle .

Die Gleichung der elaftifchen Linie wird durch zweimalige Integration der
Gleichung 100 erhalten ; bei der Integration ift E conftant. Es wird

und
d x -j-

(d x) 2 -)- C1 x -)- C2ff
Bekanntlich ift der Krümmungshalbmeffer für eine ebene Curve

d 2 y
d x 2
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oder, wenn tg z = d y
d x nur klein ift , angenähert

P = 1
d %y
d x 2

Danach wird die Gleichung der elaftifchen Linie auch gefchrieben werden können :
1 M

Für M = 0 wird p = oo 5 d . h . die elaftifche Linie eine Gerade . Das Moment
M ift Null an demjenigen Punkte des Balkens , bei welchem es aus dem pofitiven
in den negativen Werth übergeht, alfo das Vorzeichen wechfelt ; an diefen Punkten
hat fonach die elaftifche Linie fog . Wendepunkte.
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