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c) Allgemeine Unterfuchung der Biegungsipannungen mit Zuhilfenahme der
Trégheitskreife.

Fiir den allgemeinen F der durch Fig. 100 dargeftellt ift, fchneide die an

der einen Seite des Querfchnittes wirkende Mittelkraft & den Querfchnitt im
Punkte £ (bezw, £9); S fei der Schwerpunkt des
Querfchnittes; die Kraftebene {fchneide den Quer-

{chnitt nicht in einer Hauptaxe. Wie in .

(S. 730 wird die Annahme gemacht, dafls die

axialen Spannungen s der einzelnen Querfchnitts-

punkte in linearer Abhiingigkeit von ihrer Lz

=

ftehen. Tragt man alfo in jedem Querfchnitts- -

lenkre

punkte die axiale Spannung ht zum Quer-

{chnitt als Ordinate auf, n die Endpunkte

aller Ordinaten auf einer Ebene, der Spannungs-
ebene. Die Gleichung diefer Ebene ift auch die Gleichung fiir 4.
Spannungsebene und Querfchnittsebene fchneiden einander in

einer Geraden; in allen Punkten diefer Geraden hat die Span-

d. h.d e der Spannungsebene, den Werth Null.

Diefe Linie ift die fog. Null-Linie (neutrale Linie). Fig. 101

zeigt die Spannungsebene, den Querfchnitt (welcher der
heit halber rechtwinkelig eingetragen ift) und die Null-Linie J
Eine fenkrecht zur Querfchnittsebene parallel zur Linie V.V hin-
durch gelegte Ebene fchneidet den Querfchnitt und die Span-

nungsebene in zwei Parallelen 7 r und 2 2. Daraus folgt: Alle

Punkte des Querfchnittes, welche auf einer Gera

liegen, die parallel zur Null-Linie ift, haben gleiche

Spannung s (vergl auch Art. 103, S. 81). Die Spannung in

den einzelnen Punkten der Linie 7 7 ift alfo unabhang

in der Linie; fie hing

der befonderen Lage des Punktes
von dem Abftande der Linie r r und der Null-Linie ab. Be-

smeflen, mit 7

zeichnet man diefen Abftand, rechtwinkelig 1y

diefem Ausdruck ift € eine noch zu beftimmende Conftante.

Durch den Schwerpunkt S des Querfchnit-

tes (Fig, 102) werde eine Axe N'/N' parallel

zur Null-Linie NV gelegt; der Abftand beider
Axen fei 5. Alsdann fein =7 5, d. h. der

{enkrechte Abftand eines beliebigen Cuer-

fchnittspunktes von der Null-Linie fei gleich 7,
und von der Linie I/ V' —=y. Die an der einen
Seite des Cuerfchnittes auf den Balken wirkende
Mittelkraft & (Fig. 1o0) fchneide den Querichnitt
im Punkte Z. Die Linie E S, in welcher die
Kraftebene den Querfchnitt fchneidet, wird

die Kraftlinie genannt. Die Beziehungen,

welche zwifchen der Lage der Kraftlinie und

Null-Linie beftehen, fo wie die Grofse von 5

"ar



P
ha’
ergeben fich aus den Gleichgewichtsbedingungen. Die Mittelkraft R (Fig, 100) wird

in die Axialkraft /7 und in die Querkraft O zerlegt; fie mufs mit den im Querfchnitt
anzubringenden Spannungen im Gleichgewicht fein, d. h. es mufs ftattfinden:
[) =i f: df (algebraifche Summe der Krifte, welche in der

Richtung der Axe wirken, gleich Null).

I b=k algebraifche Summe der Momente fiir die Axe NV
gleich Null).

I1I) 0 f s udf (algebraifche Summe der Momente fiir die Kraftli

4
O
Q
B,
i

d. h. fiir die Axe E.5, gleich Null).
Unter g ift der normal gemeffene Abftand eines Querlchnittspunlctes von der Kraft-

linie £S5 wverftanden. Beachtet man, dafs o

{4+ 5 ift, fo erhilt man

P=C fu +s)df= {I.f-'n aj - (.-_f.x‘ 7
Da NN’ eine Schwerpunktsaxe ift, {o ift
_[.-" =0 Al e T f{{j': R s B T
P
57

aus Gleichung |

l\\" (:-:'.

Aus Gleichung II ergiebt fich

BE—t f_]"-’ dif4Cs f_J' 4 und mit f ar=10
Pi=0C. | gty

[_|-':=‘ df ift das Tragheitsmoment der Querfchnittsfliche flir die zur Null-Linie
parallele Schwerpunktsaxe; daffelbe foll kurz mit ¥ bezeichnet, eben fo P§= M
gefetzt werden. Dann wird M = C ¥ und

V) =

i
Die Gleichfetzung von IV und V ergiebt
P 2 F

£ — e 2t

R AR - T R 5 3

V1) =

weitsradius bezeichnet, d. h.

Nach Art, 71 (5. 51) it F= Fz% worin ¢ den Ty

VIa) $ 'I__

Gleichung VIa befagt: 7 ift die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen
s und & Wenn £ und 7 bekannt find, fo kann man daraus leicht den Abftand s
der Null-Linie vom Schwerpunkt finden.

Aus Gleichung III folgt endlich:

3
f”. et — f (g +s)paf=0,
; :

}[1 pdf-+ts }‘ pdf =1,




[oment der Querfchnit
- (), mithin auch

VI i'r gt =il
; [ s

- VII befast, dafs das Centrif

Imoment fiir die beiden Axen:

(Gleichun

ie parallele

he Art; 67, 5. 45).

verpunk

Kraftlinie £.5 und die zur Null-Li
ot (6

tsaxe, gleich Null ift,

Demnach it bewiefen: Die

d. h. beide Axen f{ind con

Kraftlinie und die durch den Schwe:

punkt des Querfchnittes parallel

Axe NN find c irte Axen. Dar
unten folgende Conftruct

."I.J :;- o - X g i ke - :
5 e folet noch, dafs falls die Axialkraft /
M I ;

zur Null-Linie
{ich

¥

d s der Null-Linie vom

Dies ift genau derfelbe
funden ift. dafs die Kraftebene
ziehen in der hier ent

axe, welc d.-h

Gleichung bezogen fich auf die eine Hauptaxe, wenn die

andere Haupt war, Man fieht, eichung ein Sonderfall der

foeben entwickelten allgemein g

Aus Gleichung 73 folgt:

i

Maximum und Minimum der Spannungen ergeben fich in denjenigen Quer-

{chnittspunkten, durch welche die :{t gezogenen Parallelen zur Null-Linie

I-Linie parall

nde Conftructio




| = [ L 7

chneide den Kreis

it die g

Kor: e, d. h.
punkt /. Nunmehr
dez Punktez £ von

V4 N' zu ermitteln, Es

n
mache

eine Li

5 und

¥
40

e \'}" ]




Multiplicirt man jedes Flichentheilchen &/ mit dem Quadrat feines Abftandes »*

von V' V¢, gemeffen in der Richtung der Kraftlinie £5. fo ift

: e . 7
f il o vl 2 [ & f z — ar
: - . cos? g Cos™ ¢
o 3 o, -
Es werde # : und  Fz? 5 ift
COS5* 6
|_J;"f
oy 3 . X
e S nat G P 75,

t. {o bleibt B85 E die

=4

Wird der Angriffspunkt der Kraft von £ nach 5 verl
Kraftlinie wie zuvor; die Null-Linie lduft parallel zur Schwerpunktsaxe, welche zur

1

Kraftlinie conjugirt ift, d. h. zu derfelben Schwerpunk

wxe NN, wie oben. S

haben fowohl ¥ und 5, wie auch 7,2 denfelben Werth, mag der Angriffspunkt in Z

oder B oder in irgend einem anderen Punkt der Linie £ 5 fein; wenn demnach

o

der Angriffspunkt der Kraft von £ nach £ {o behalt das Product 5" £

denfelben Werth 7% Die dem Angriffspunkt B entfprechende Null-Linie verlauft
alfo durch £ und ift parallel zu VAN, d. h. zu N N. Die neue Null-Linie ift N7 V.
Satz: Bewegt {ich der Angrif

spunkt einer Kraft auf einer Geraden
(W N*), To dreht fich die zugehorig

= Null-Linie um einen Punkt, und

-~

zwar um denjenigen Punkt &, welcher als Angriffspunkt der Kraft zur
Null-Linie NN gehéren wiirde,

Beweis: Die zum Angriffspunkt £ (Fig. 106) gehorige Null-Linie fei VXV
Die in £ wirkende Kraft werde durch zwei Krifte 2, und £, derart erfetzt, dafs
ihre Mittelkraft P durch £ geht; P, und P, follen in den Punkten £, und £
wirken. . erzeugt i i
die refultirende Null-Linie mufs VNV fein; beide Null-Linien miiffen fich alfo auf VN

nd eine NullLinie, etwa », #,, F, eine zweite, etwa =, #,;

{chneiden. Nun liege P, feft, alfo auch » # ; dagegen gleite /| auf NN und
indere feine Grofse dabei fo, dafs die Mittelkraft von P, und P, immer durch £
geht. Dann bleibt auch die refultirende Null-Linie beftindig &V V; auch der Schnitt-

punkt von #, 2, und 72, #, mufs immer auf VAV bleiben, und da 2, 7, ruht, {o darf

auch der Schnittpunkt nicht gleiten. Bewegt fich alfo der Angriffspunkt einer

Kraft, hier derjenige von 7, auf einer Geraden N N, fo dreht fich die zugehorige

Null-Linie, hier #,#,, um einen feften Punkt. Die I fe(ten Punktes er

giebt fich folgendermafsen. Riickt die Kraft 2., allo auch der Punkt &, unendlich




o1
weit, {o wird die Linie S * oo, welche mit AN AV zulammenfillt, die Kraftlinie, und
‘N und S £

¢ des Punktes /&, die zugehorige Null-

diefer Linie conjugirt mufs die Null-Linie #, 2, fein. Nun {ind aber NV
zwel conjugirte Axen; alfo fillt fir diefe L

Linie %, 2, mit 5 £ zufammen. Die Null-Linie 7, 2, fchneidet demnach fiir eine ihrer
Lagen d

Linie NV im Punkte B, und da der Schnittpunkt von NV und 7, %,
ein fefter Punkt ift, fo it B diefer felte Drehpunkt. Damit ift obiger Satz bewiefen,
Wenn die Null-Linie den Querfchnitt fchneidet, fo findet auf beiden Seiten

derfelben im Querflchnitt verfchiedenartize Beanfpruchung ftatt. Da nun jeder Null-

Linie eine ganz beftimmte Lage des Angriffspunktes % entfpricht, fo liegt die

Frage nahe: In welchen Gren

zen muis /& liegen, damit ftets im ganzen Querfchnitt
nur eine Art der Beanfpruchung fattfindet, nur Zug oder nur Druck? Die Null-
Linie darf offenbar hoc

hitens den Querfchnitt beriihren, wenn die Bedingung gleich-
artiger Beanfpruchungsweife im Querfchnitt erfiillt fein foll. Lafit man die Null-
Linie alle moglichen Lagen der Berithrenden des Querlchnittes einnehmen und
ermittelt die zugehérigen Angriffspunkte 2 der Kraft, fo ergiebt die Verbindungs-
linie diefer Punkte eine Figur, welche man den Kern des Querfchnittes nennt,
So lange der Angriffspunkt £ der Kraft innerhalb des Kernes oder der Kern-
flache liegt, fillt die Null-Linie aufserhalb des Querfchnittes, und im Querfchnitt
herrfcht nur Zug oder nur Druck.

Demnach erciebt fich der Kern des Querfchnittes durch die folgende Con-
S =

ftruction. Man laffe die Null-Linie alle Lagen einnehmen, in denen fie den Quer-

fchnitt beriihrt, ermittele fiir jede derfelben den zugehdrigen Angriffspunkt Z der

Kraft und wverbinde die Punkte J miteinander.
Fiir die Conftruction it noch das Nachftehende zu beachten. In Art 107
(S. 8g) ift der Satz gefunden: Bewegt fich der Angriffspunkt = auf einer Geraden,

fo dreht fich die zugehorige Null-Linie um einen feften Punkt 72, und zwar den-

jenigen Punkt, welchem als Kraft-Angriffspunkt die Weggerade des Punktes £ als

=

ein ganz beftimmter Punkt £ gehort, d. h. dreht fich die Null-Linie um einen

Null-Linie zugeordnet ift. Diefer. Satz gilt auch umgekehrt, da zu jeder Null-Linie

feften Punkt B, {o gleitet der Angriffspunkt £ auf einer Geraden, welche als Null-
Linie dem Punkte B zugeordnet ift.

Die Benutzung diefes Satzes foll an einigen Querfchnitten gezeigt werden.

Beim Rechteck (Fig. 107) lege man die Null-Linie nach einander in die vier
Seiten 77, 22, 33, 44 des Rechteckes und ermittele die Lage der zugehdrigen
Kernpunkte. Die durch den Schwerpunkt S zur Null-Linie 7z gezogene Parallele
ift die Hauptaxe X X; der zugehorige Angriffspunkt / der Kraft liegt auf der con-
jugirten Axe; zur Hauptaxe X X ift die andere Hauptaxe V V' conjugirt; alfo liegt
Punkt 7 auf diefer. Der Abftand & des Kernpunktes 7 von der Axe XX ift nach

Fritherem aus der Gleichung

i ¥ A & Je®
i R BT TR
zu finden. Hier it s = ’; , alfo das gefuchte
. i :':-
S S

Zu beachten ift, dafs Kernpunkt und Null-Linie nach der Entwickelung obiger

Formel auf verfchiedenen Seiten der Schwerpunktsaxe X X liegen miiffen. Eben fo

Ida.
Kern des

Clnerfchnittes,

104.
Kern des

Rechteckes.

SRS T




Kreisringes

Grap
Erminte]

e

IiT.

Kern des

¢ Kermes,

findet man fiir die Null-Linie #¢ den Punkt /V, welcher Fig. 107.

um —— iiber X X 1i
L]

Fiir die Null-Linien 22 und 33

i

i B bbb £ b | g

i A . - ¥

= — —— - - - pdet : - i LA |
* 9 F 12 4k 12 i XK 1 1l | X

Damit find die Punkte /7 und Z/7 gefunden. ! [1
t Null-Linie |

rlich, indem fich die

Aufser den wvier betrachteten Lagen d

ind noch andere Grenzlagen mos
Null-Linie aus der Lag

dabei um den Punkt o« dreht. Bei diefer Drehung

Irin die

der Kc_'|'[]1';',_i:]|;1_ auf einer Geraden, fiir
zwei Punkte [ und [7 ve fiir die |
Die Verbindungslinie /// it demnach diefe Gerade. Eben f[o gleitet der Kern-
punkt auf 7777, wihrend die Null-Linie fi

dreht und {o weiter. Man erhalt i

lche bereits

unden find, nimlich rr und 22 diefer Linie.

» 77 in 27 um den Punkt B

1-aus 1

1 diefer Weife die in Fig. 107 {chraffirte Kernflache,

Beim Kreis find alle Axen Hauptaxen. Die Null-Linien f{ind Tangenten

~

an den Kreis; demnach find in der Gleichung 5 & ; die Grofsen s j,

[ it Ir“ und der Abftand des Kernpunktes vom Mittelpunkt des
i s 3 s : a4 2 P . = Sene o . e
Kreifes fir alle Tangenten g T — = —. Dhe Kernfliche it alfo ein Kreis

£l

1

Beim Kreisring mit dem d&ufseren Durchmeffer 2 und dem inneren Durch-

mit dem Halbmeffer . bezw. dem Durchmeffer
@

o ; e D& — gt : v T
mefler & ift = — F= (02— g% —

lf{? AL I_.,"l 2 '_,."_,l:f 1 _,:\-".f_ f_:
Fs (D¥—df16D g 8 i_]

Der Halbmeffer der kreisformigen Kernfliche ift

Beim I-Eifen liegen auf der ¥ ¥V-Axe die Kernpunkte von der X X-Axe um

entfernt; auf der X X-Axe liegen die Kernpunkte von der ¥V ¥-Axe, bezw. un
2.8
o

entfe

Die Eckpunkte find beim Rechteck durch Gerade zu verbinden.

Bei unregelméfsigen Querfchnitten beftimmt man zweckmilsis die Kernfliche

mit Hilfe des Triagheitskreifes. Dabei handelt es fich hauptlachlich um die wieder-

in Art. 106 (S. 8§

holte Lafung dex

behandelten Aufgabe, aus der vorgelchriecbenen

re der Null-Linie den zugehorigen Angriffspunkt £ der Kraft zu ermitteln. Man

laflt die Null-Linie den Querfchnitt umhillen; bei der Drehung der Null-Linie um
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Fig. 108 einen Punkt aus der einen
G [.age in eine benachbarte
Y lLage befchreibt der zuge-
hérige Kernpunkt die Verbin

dungslinie der beiden Kern-

mkte, welche zu den ent-
fprechenden  Nachbarlagen

der Null-Linie gehoren. Fig,

e

108 zelet die Conftruction

LA

des Kernes fiir ein Z-Eifen.

Man kann auch die Eck-

punkte des Querichnittes

nach dem Satz in Art. 108

(5. o1) als Angriffspunkte
der Kraft annehmen und fiir
horigen Null-
Linien conftruiren: denn
wahrend die Null-Linie fich

diefe die zuge

um den Eckpunkt dreht, be-

fchreibt der Kernpunkt ei

e
(Gerade, welche als Null-Linie
dem Eckpunkt als Angrifis-
punkt der Kraft zugeordnet
ift. Diefe Conftruction zeigt
IFig. 1009.

Es empfiehlt fich, zuvor die
Hauptaxen des Querflchnittes zu
ermitteln, was ja nach Verzeich-
nung eines Tragheitskreifes leicht
ift. Nunmehr verzeichne man einen
neunen Triagheitskreis fo, dafs 7
auf feinem Durchmeffer liegt; dann
find 5 X und § V die Hauptaxen;
ferner ift
Sl 2 and s l— ;

d " s n
it £ ciner der Angrifispunkte
der Kraft, fiir welchen die zu-
gehorice Null-Linie gefucht wird,
fo ziehe man § Z&; der Schnitt-
punkt diefer Linie mit dem
Trigheitskreife fei &; man ziehe
G T, H; H ift der zweite Schnitt
punkt der Linie Ie 7, mit dem

- Tragheitskreife. Dann it SH
. . die Richtung der Null-Linie; letz-

Y tere ift bekannt, {obald man
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e}

L in

noch einen Punkt kennt, durch welchen fie gehen mufs, z B. den Pun

welchem fie die Hauptaxe S V fchneidet. Man braucht nur durch B die Parallele
zu S M zu zichen; dann ift diefe die gefuchte Null-Linie. Um B zu finden,

beachte man: Eine in & wirkende Kraft erzeust eine durch % eochende Null Linie,

da B nach der Annahme auf der zu £ gehd Null-Linie liegt; da aber & auf

der einen Hauptaxe liegt, mufs die zu B gehorige Null-Linie der zweiten Hauptaxe

parallel fein (Kraftlinie und Null-Linie find conjugirt, zwei Hauptaxen find con-

jugirt). Die durch /£ gezogene Parallele zu SX ift demnach die zu 5 gehiri

Null-Linie, mithin nach Art. 107 (S. 89) S8 . S E" —, wenn A das

moment des

Ouerlchnittes
; y 1 -
F & e | s

die Hauptaxe XX ift. S B = il SEY —z;

. i T A = s e
: o——;, Ferner ift § 7, . Man mache 87" =587
£ # F - b

dann

L e e v 3 i . T
o und {chl 1" einen Halbkreis: dann ift
2 £
y : S A i
(SE5 = ST . 5 -
h { 7 il

Verbindet man 8§ mit /5 an SYE" in

zweiter Schenkel die Linie £°¢" in 5’ {chn
und da SOFE — a2 ift, o mufs

STB = ¢ fein.
Fir einen beliebigen Querfchnitt kann

.man bei beliechiger Belaftung leicht die

o

grofste auftretende Spannung ermitteln, wenn
man den Kern kennt. In Fig. 110 fei der

len ({chraffirt);

Kern des Querfchnittes gefunc
S fei der Schwerpunkt und £ der Angriffs-

punkt der Kraft; S £ ift demnach die Kraft

linie; die zugehor irte Axe lei NN
Grofste Beanfpruchung findet in den Quer-
[chnittspunkten 4 oder 5 ftatt. In A it die
Bean{pruchung nach Art, 105 (Gleichung 74’

A M a : ; AT
e —— und da M ot i | e

i i

dafiir

o

: _ 5 i : :
Nun it a=a‘cos 8 und & =& cos . alfo

af=a" " cos? 8 und mit der Bezeichnung aus Art. 107 1(5. B9 ¥ : : alfo
C
a s a £ cos? g S | P ! Fa
5 S < demnach s 7 I 52
icht man durch A die zle N die Kraftlinie S £ in A,
fo it 5 4 &', und der zu 4 4. als Angriffspunkt €

ift der Kernpunkt, Ift §C lo mufs




. =74 o . _.-"l
e : o ¢ =—=
Fa
fein. Mit diefem Werth erl
I ¥ B
P & “ £ TR e
4 - & s

Pe - &) bezeichnet man als das Kernmoment; dafielbe ift das Product
aus der Axialkraft P in den Abftand des Angriffspunktes vom Kernpunkt. Setzt
man abkiirzend M= P (¢’ - &), {o ift

W &
Oy = —m > ; T S e
e

Der Ausdruck 76 ift fehr bequem und

Aus-

2 nennt man die Kernweite, Fiur eme

1z nach der einfachen Form des

: 5 H =1 1~ . - - oy 1
druckes in Gleichung 55 (5. 73) gel

£ s

beliebige Lage der Kraltebene ergiebt die Gl

ichung 76 die grofste Beanfpruchung

ohne Weiteres. Wenn die Kernweite auf beiden Seiten des Schwerpunktes ver-

[chieden grofs ift, fo it zu unterfuchen, ob 5, oder
Falls die Axialkraft 2 gleich Null ift, alfo nur Kraf

ebene wirken, fo wird

-
olser iit.

ax

te parallel zur Quer{chnitts-

Ma' cosd M a
e Jeosd s casE
e 7 . . T 174 "If . 1 o - = i
M ift das Moment fiir die Axe N NV; —— ift das refultirende Moment in der
cos &
el S : : - = M =
Kraftebene, bezogen auf den Schwerpunkt als Drehpunkt; fetzt man - _ — M.
il B i COS 6
10 ‘_'*_'l."d
M, & M a F
: S T
-'}"( o
und da ¢ af —_ fo ift —=— = ¢, allo gleich der Kernweite; mithin
il Fa - X
2 77

Die grifste Spannung ift gleich dem refultirenden Moment, dividirt
*h. Querfchnittsfliche mal Kernweite. Dafielbe Moment wird
lsdann die

dur demnach

ofste Spannung o, erzeugen, wenn es in derjenigen Ebene wirkt, fiir

welche ¢ feinen kleinften Werth hat. Man kann demnach fofort aus der Figur

ablefen, welche Lage des Kraftmomentes fiir eine geg

bene Lage des QOuerfchnittes

e 1o {¥e
die ungunftigfte

d) Biegungsfpannungen in einem Korper, der aus zwei verichiedenen
Bauftoffen zulammengefetzt ift.

Die nachftehenden Unterfuchungen find durch die neuerdings in ausgedehntem

Mafse ausgefithrten Beton-Eifen-Conftructionen veranlafft. Man kann

annehmen, ;|
dafs die Ausdehnung beider Bauftoffe, des Betons und des in den Beton einge-

betteten Eifens, bei der Formanderung

~ONICTUCIIONEN.

ift; die Lingendanderung

der

ent{prechenden Punkte zweier unendlich naher Querfchnitte fei h; alsdann wird be;

unferer Annahme A die gleiche Grof:

haben, ob an diefer Stelle der eine oder
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