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erften Wiederholung der Conftruction ein geniigend genaues Zufammenfallen der
Punkte Z und V.

terfuchung it fiir die Ermittelung der Standficherh von Ge-

Vorftehende U

wilbepfeilern, durchbrochenen Mauern, Schornfteinen etc. von grofser Wichtigkeit.

b) Gedriickte Stdbe unter Bertckfichtigung der Zerknickungsgefahr.

1) Theorie des Widerftandes gegen Zerknicken,

Wenn auf einen Stab mit gerader Axe zwei Zugkrifte 7 wirken, deren Rich-

tungslinien genau mit der Stabaxe zufammenfallen, fo findet in den einzelnen

tatt. Wirken auf einen eben folchen

Punkten des Stabes nur eine Zugbeanf{pruchung

b zwei Druckkrifte £ ebenfalls genau in der Richtung der Axe und einander

egengefetzt, {o miifften nach Fritherem an den einzelnen Stellen gleichfalls nur

Druckbeanfpruchungen ftattfinden, welche bei tberall gleichem Stabguerfchnitt in
allen Punkten fiir die Flicheneinheit gleich wiren. In Wirklichkeit kann man darauf

nicht immer rechnen. Wenn die Lai des Stabes im Vergleich zu feiner Quer-

[chnittsfliche -,;;'[11',« ift, fo wird unter dem Einfluffe der driickenden Krafte

ein Ausbiegen ftatthnden, und auf jeden Querfchnitt C (Fig. 135 Fig- 235
alsdann aufser der Axialkraft # noch ein Moment Py. In diefem B
Falle findet Beanfpruchung des Stabes auf Zerknicken ftatt, und derfelbe
ift mit Riickficht auf diefe Beanfpruchungsweife zu berechnen. 2
Es kann iffallen, dafs hier fcheinbar ein 1 zwifchen der Theorie und
Praxis obwaltet: in Wirklichkeit ift derfelbe aber nicht rhanden. So lange die Dru C1¥
k o nan in der Stabaxe und in n Richtung wirken, findet ein-Aushiegen nicht '
{tatt; fobald aber in Folge von unverme hen Fehlern die Krifte aunfserhalb der Axe |
sifen, hezw. von der Richtung der Axe abweichen, entfteht fiiv jeden Querfchnitt des I
bes ein Biegungsmoment, welches unter Umitinden ¢in Ausbiegen zur Folge hat. Man \ AP
kann daher in diefem Falle wvon einem labilen Gleichgewichtszuftande [prechen. !

Ein Ausbiegen der Stabaxe kann nicht nur in der in Fig. 1

gezeichneten Richtung ftattfinden, fondern ift nach allen mogliche

Richtungen denkbar; es ift demnach zu unterfuchen, nach welcher Richtung ein
folches Ausbiegen am leichteften ftattfindet, und der Querfchnitt des Stabes danach
anzuordnen. Fiir die folgenden Unterfuchungen foll angenommen
werden, dafs 1) als dufsere Krifte nur die Axialkrafte £ wirken,
2) die Axialkrifte in den Schwerpunkten der Endflichen angreifen X

und 3) der Stab iiberall gleichen Querfchnitt habe.

Unter Einwirkung der Kraft P mége der Stab (Fig. 136), .. *"
deffen Axe urfpriinglich mit 4 X zufammenfiel, in die Lage 4 5 ;
gekommen fein; die Bildebene X' A V| in welcher 4 5 liegt, Ichneide /
alle Querfchnitte in Hauptaxen; der Axenpunkt 5 habe nach der .
Forméanderung die Ordinate y,. Fiir irgend einen Punkt € mit der
Abfciffe x fei die Ordinate y; das Moment fiir diefen Punkt ift
M=2~FL (y,—y) und die elaftifche Linie demnach aus der Glei- . .

chung 100 zu ermitteln. Danach wird

Hierin ift ¥ das Tragheitsmoment des Querfchnittes bei €, bezogen auf die-
jenige Schwerpunktsaxe deffelben, welche fenkrecht zur Kraftebene, alfo zur X Y-

1




i

Ebene, fteht. Der Querfchnitt ift nach obiger Vorausfetzung conftant, alfo auch 7

fiir die Integration conftant; da 2 und E gleichfalls conftant find, fo hat bei der
: B : . ! ;
Integration Ea einen conftanten Werth. Abkiirzungsweife werde
R £
":l
. 15
i,
gefetzt, fo dafs die Differentialgleichung der elaftifchen Linie lautet:
azy .
e R S L G

]

d x?
Die zweimalige Integration ergiebt als Gleichung der elaftifchen Linie:

y=yp,+Asnaxr4 Bcosax R

Die beiden Conftanten 4 und B find fiir die wverfchiedenen Arten der Stabunter-

{titzung verfchieden.

Bekanntlich ift

sin e =sin (2t a)=sin(Zzn } a) und cos o =cos (27 + o) = cos (2nw | ),
Ernr b

worin # eine beliebige ganze Zahl oder Null bedeutet, alfo gleich 0,

efetzt werden kann. Es ift alfo auch

¥
o=
: e T : - 2r
sin ¢ ' = sin (& % 4+ 2 ®) = sin [ff l;= - ] I
£
und
i LA i
cos g xr—=<cos{gxrt+ 2R —=cos|a {:n‘ L — : } :
1 \ y & /
Die Gleichung 117 kann daher auch gefchrieben werden:
3 o= / O
=, + A sin |a (;ar i ] L Bcos |a (_1: L ] e e b i
= e \ i 2 i ¥
Man erhilt fonach gleich grofse Werthe fiir », wenn man 2 und wenn man
£) e G e
="  cinfetzt, d. h. die Ordinaten je zweier Punkte, deren Abfciffen um -
a

[
von einander verfchieden find, haben gleiche Werthe. Die elaftifche Linie ift dem-

:
nach eine Wellenlinie; die Wellenldnge ift

2T
G BECIE ORI R L it a0 kg

und, da nach Gleichung 115! &= \ 5 it

B F
et A 5 . - - : . : 120.

find, die Wellen-

Aus diefer Gleichung kann man, falls %, ¥ und P gegeben
linge berechnen. Ift dagegen A gegeben, fo kann man aus Gleichung 120 diejenige
Kraft P berechnen, welche die Durchbiegungen y erzeugen kann. Die Grofse von P

folgt aws Gleichung 120 zu:
O
I e n (P e 121.

.f.l':

Noch auf eine wichtige Eigenthiimlichkeit der allgemeinen Gleichung 116 ift




hinzuweifen. Diefelbe bleibt gilt

multiplicirt; fie heifst alsdann:

M —— ot a(my, #e )
{74 = 7

| N g ) ¢ a4 L
Es fei m y, =+, und my—=1; alsdann ift auch m f_ L. .allo

| i . @ A

it off . ;
;: 44 |'J 42 o 0
”.. w2 ¢ | n 122

Die Gleichung 116 gilt daher fiir beliebig grofse Werthe von 3. Sind alfo unter

der Einwirkung einer Kraft / die Durchbiegungen y moéglich, fo find auch #-mal

fo grofse, d. h. beliebig grofse Durchbiegungen miglich, alfo auch fo grofse, dafs
der Stab zerknickt wird.

Der Werth von 2 in Gleichung

her die Durchbiegungen y erzeugen

ikl kann, kann alfo auch den Stab zerknicke

Bei der vorftehenden Ableitung it ansenommen worden, dafs die Ausbiegung
| in der X ¥-Ebene erfolge; diefelbe kann aber auch in der fenkrecht zu erfterer
| {tehenden X ZEbene ftattfinden, welche die zweiten Hauptaxen der Querfchnitte
?-:i enthédlt. Die Entwickelung fir diefen Fall bleibt genau diefelbe, wie die obige,

und man erhilt fiir P denfelben Ausdruck, wie dort; nur it alsdann unter ¥ das

Trigheitsmoment des Querfchnittes, bezogen auf die zur X Z.Ebene fenkrechte

11
i Schwerpunktsaxe, zu verftehen, welche Axe parallel zur ¥-Axe ift. Nennen wir
daffelbe ¥, die entfprechenden Werthe von P und ) aber 2 und X, fo ift
! izt E ¥
& .;‘__)': i e T R R b B
1

Ein Ausbiegen des Stabes kann nun fowohl in der X V-Ebene, wie in der
X Z-Ebene ftattfinden; die wirkliche dem Stabe zuzumuthende Belaftung darf den
Grenzwerth nicht erreichen. Die Gleichungen 121 u. 123 geben zwei Grenzwerthe,

i und naturgemifs ift der kleinere wvon beiden als mafsgebend einzufiihren. Nimmi
man in i gleiche & an, fo unterfcheiden fich beide Grenzwerthe

5 nur durch die Werthe der Triagheitsmomente. In den Ausdruck fiir 2 ift demnach
von den beiden Haupttragheitsmomenten das kleinere einzufetzen.

Wenn die Ausbiegung nach allen Richtungen méglich ift, {fo nimmt man an,
dafs diefelbe fenkrecht zu derjenigen Hauptaxe erfolgt, welcher das kleinere Haupt-
trigheitsmoment entfpricht; denn diefes ift nach Art. 62 (5. 41) das kleinfte der fiir
alle Schweraxen moglichen Trigheitsmomente.,

Fiir die weiteren Betrachtungen find die verfchiedenen moglichen Fille in das

: Auge zu faffen.
5 o) Einfeitig eingefpannter, an einem Ende in der Richtung der

Axe belafteter Stab (Fig. 137). Aus der
elaftifche Linie:

eingeipanter llgemeinen Gleichung 117 fiir die

y=g,+Asinaxr+Bcosax
f\.rlg','l
ay
—
Die Conftanten A und 5 werden aus den befonderen Bedingungen fiir diefen
FFall beftimmt.

Aacos gt — B SN T e g

-
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2
Fig. 137. ; ay : . oy :
Fir =10 it — (0, weil der Stab an diefer Stelle
[ S ¢
1 wegen der Einfpannung ftets die Richtung der A-Axe hat; dem-
; ip nach ift m Gleichung 124
[f A a (),
Al
Zi | oder, da & nicht gleich Null ift, A = 0. fo it fory =1
| auch y = 0, daher in Gleichung 117: 0 =3, - oder B =—="— 4/
i | ¥ N OO 1 e .— ot - O -
i Sonach lautet die Gleichung der elaftifchen Linie fiir diefen Fall:
| =g = eosidir — (]l —epsie Ay . . o 25,
e | Fiir # = £ wird ¥ = v, * demnach ¥, — 3, (1 — cos a ). Diefe
w I - 1 LS

Gleichung kann nur beftehen, wenn
cos g £ =10 g RELERIL LAY T sk s o
ift. Soll alfo der Stab unter Einwirkung der Kraft / fich fo durchbiegen, wie
Fig. 137 zeigt, alfo im Punkte C die Ordinate y, im Endpunkte die Ordinate y,
haben konnen, fo mufs cos @ /= 0 fein; es mufs alfo
a L= 90° bezw. 270% bezw. 450° u.{ w
oder allgemein

M 1) _ : . 1 : : " . 127,

fein, worin n die Werthe 0, 1, 2, 3. .. annchmen kann. auch der
Werth von 7 welcher den Stab in der angegebenen Weile

Erklirungen in Art. 134 (S. 122) auch zerknicken kann. Fiir diefen

nach den

Fig. 135, T
it i 2 - 27—+ 1), und,

P | !;- &
Eer ety e L e ol
Lo ot i . — {2a-}+ 1); allo
Lz e=\T5 B s
e F s R e AR S Y
Die zugehorige Wellenlinge ) folgt aus Gleichung 119. Es ift
=y 2 )
A : A = =7 ! s
! a 2at1 -
| Die beiden Gleichungen geben Auffchlufs iiber die Grofse der Grenz-
' werthe P, welche bei den verfchiedenen Anordnungen des einge-
. fpannten Stabes einzufithren find.
! Bei dem in Fig. 137 u. 138 vorgefithrten Falle it die ganze
z Wellenlinge ) viermal {o grofs, als die freie Linge /, d. h. es it
»— 4/: demnach folgt fir diefen Fall aus der Gleichung 120:
= 0, und damit aus Gleichung 128

Wird ein Punkt £ im Abftande — vom Einf{pannungspunkte feft gelegt, fo
)
mufs die Forminderung lo erfolgen, dais £ = 2 L (Fig. 140) wird; dafiir folgt aus




126
Gleichung 120: A - l die Griofse
f ' A i
e . "
5, erner aus Gleichung 128 als zer Fig. 140,
#n =1, ferner aus Gleichung 128 als zer- o £
. knickende Kraft ! iy et
| () !n'.'- ey
i | 2 Bl 2 v
| F W 131. A J
Werden endlich zwei Punkte £ und | -
N = { D ord i Aefl AE
F in den Abftainden — und — ! vom Rl 2 ¥
o 5 2
o
Einfpannungspunkte feft gehalten (Fig. 139), LT
| A | et
i fo wird h = — 7 und aus Gleichung 129:
. 2 i
v
= 2: alsdann it die zerknickende Kraft
H
il = AT T
i 75
| /2
[ Man ficht, wie wefentlich der Grenzwerth durch angemeffene Conftruction
! erhoht werden kann.
| f) Stab mit beiderfeits frei drehbaren Enden (Fig. 141). Die f{ym-
1 metrifche Belaftung des Stabes wird zur Folge haben, dafs beide Stabhilften
{ oberhalb und unterhalb der Stabmitte, fich genau gleich verhalten: man kann dem-
nach diefen Fall auf den vorhergehenden da-
[ durch zuriickfithren, dals man den Anfangs- i id Fig. 142
| - - ~ . . - o = :
punkt des Coordinatenfyftems in die Stab- . "0 ¢
- fag e i -~ A
mitte legt. Jede Hailfte wverhilt fich dann Sy
' genau eben fo, wie der Stab im verigen TGt |
' - " - M N | =
| Artikel; die zerknickende Kraft P, d. h. | L |
| ‘| =2y 5 x 1 |
| der Grenzwerth von P, ift demnach aus der ety
| S H - . | Lt |
Gleichung 128 zu entnehmen, jedoch mit der ] it
! ¥ Lk -
Aenderung, dals ftatt des dortizen / hier e
einzufetzen ift, weil die dort mit / bezeichnete | i
\ 1
! 1
Lange hier nur —— betrd L= :
| Fir den vorliegenden Fall ift alfo Gk ci)
Jf -
| 4 (=)
fl| und '
/
1
1 o T
3 7 M
) - 22
L n 1 27 | ‘i

Bei dem in Fig. 142 dargefteliten Falle ift A =2/, d. h. # = 0, mithin

.H_
'H{',-:

}’J

Ty
o

Wird ein Punkt £ in der Mitte des Stabes feft gehalten, fo findet die Durch-




-

nach Fig. 143 fo ftatt, dafs /=1,

I alfo = = wird:; alsdann hat F den Werth:
e e 7 J e
e P { e
) i Ly —II’!_ .
&
! Sind endlich zwei Punkte & und & in den
1 r
\ : \ Abftinden —— von den Endpunkten feft ge-
5 | rd o i =
£ o ¥l o =
| halten, fo dals die Forminderung nach
| 3 Fig. 144 eintreten mufs; fo wird /= o
alfo » 1 und =
‘;'3l =

Die Forminderung kann auch unter Beibehaltung der Punkte %, / und der
121

Endpunkte fo eintreten, dafs die Bogenlinien auf diejenige Seite der ur{priing

Axe fallen, welche der eichneten entgegengefetzt ift.

¢} Stab mit eingefpannten Enden (Fig. 145). Beide Endpunkte des

Stabes verbleiben in Folge der Einfpannung in der Lothrechten der Axe X X die

Tangente an die Axe in diefen Punkten, d. h. die Axenrichtung, kann fich nicht

verindern. An jedem Einfpannungspunkte mufs demnach ein Kriftepaar wirken, deffen
Moment ftets geniigend grofs ift, um den Stab in der urfpringlichen Richtung zu
erhalten; diefes Moment moge M, genannt werden. Fiir einen beliebigen Punkt C

mit der Abfciffe 2 it das smoment

M=»M,— Py '_ ::;'— —J|’) i

Demnach lautet die Differentialgleichung der elaftifchen Linie hier:

r T '.’J:"_!' = 2 {__”- "r.l:.:' ‘p_ (—1"(

} oder

; G F dxt £
: 5
A\ Abkiirzungsweile werde wieder = = a? gefetzt; alsdann ift
G 3 oty :

g M, \
.-.rrzl !—’. —|)

i i
) 1 -
| Als Gleichung der elaftifchen Linie ergiebt fich
: M, e 5
yp=—n -+ Asingxr+ Beosaex; . . . . I33.
U ferner
fﬂr- il 1 & ) .
oin — A g cosat — pasinagx . . . [34.
4 4

Die Conftanten A4 und B ergeben fich in folgender Weife. Fiir =0 ifk
M, : M,

y = (), demnach in Glei 0=—5 +. B und B =— 5 Fiir + = 0 wird
- = (), folglich in Gleichung 134: 0 A a und, da @ nicht gleich Null ift,

hung der elaftifchen Linie lautet fonach im vorliegenden Falle:

M My W,
P — cosaxr=—0 (1l —cosax). . . . . I3

A P

L
L el




Fiir # =¢ it =0, demnach Fig. 146, Fig. 147,

0 U1 — cosa/) oder

' ! &
COS @& ¢ - 1. £y
: y
i Damit diefe Gleichung erfiillt werde, mufs
e A

5 n
fein, worin z die Werthe 0, 1, 2, .
Pt

haben kann.

Aus Gleichung 119 folg

lenl

‘ e |
? 0 / : i 1
[ ’ der

Qnm ! i

/ } 9}
& = =
: O : =
e : = F F:
VE
i Der erftere 1l it d 1 Fig, 146, der zweite durch o, 147 ceftellt
: letzterer tritt ein, wenn der Punkt £ in der S elt gehalten wi
il

gefpannten und einem in der Lothrechten ce-

8) Stab mit einem ein

fithrten Ende (Fig. 148}, Wenn der Punkt /& nicht in der lothrechten Linie
nommen haben ;

i cht

- fiihrt wire, wiirde er etwa die punktirte La

H  verurf;

die Fithrung mufs alfo durch eine w te Kr:

oTO1s

werden, welche ftets ¢

um ein Ausweichen von 5

zu verhiiten. I
Das Bie

der Abfciffe 2 ift nun

I 7 7 ¥
3 Hil—x)— FPy=F [ = ({—2 J .

und die Differentialgleichung der elaftifchen Linie (fieche Gleichung 100)

e Kraft A it ihrer Grofse nach nicht bekannt.

rungsmoment fur irgend einen Punkt € des

Stabes mit

oder

Man fetzt, um diefe Gleichung aufzuléfen, —— z: wieder fei abkiirzungs-
P :
weile ———= a?: alsdann ift
F

e T R e
B e ([ — ) — und ; a® ( - — ] :
o : J d a /& ax )




ferner

T &zt
Die Aufléfung diefer Differentialgleichung ergiebt wiederum genau, wie in
Art. 134 (5,123
Asinax+ bBcosax, . P s e
und wenn fir 5 der Werth eingefithrt wird,
7, :
at P (f— &) — ’ Asinax-8cosaxr [38
Die Differentiation nach x erciebt
odiald a g
(4= ‘; = }
}I fﬂlnl !

Aus den beiden Gleichungen 138 u. 139

Aacosar—Basmax. . 130.
s

ben fich die Werthe der Con-

ftanten A und B, wie folgt. 2 5
% i 5 e - el e : CE A z e it
Fiir » =0 it y = 0, alfo nach Gleichung 138: 5 L hie =1l

:! ¥ ~ 5 St = J"lir 44 F;,"r o
0, alfo nach Gleichung 139: — - -4 a« und - As End
dx - F iz

lich ift fiir z =/ auch y =0, weil der Endpunkt des Stabes in der Lothrechten

gefithrt wird, allo nach Gleichung 138
OD=Asn(ad) | Bcos(al), woraus tg a / = —

folgt, und wenn fur B und A die foeben gefundenen Werthe eingefetzt werden,

to g [ -l . : . - . . 2 : 140

=1
Diefe Beziehune findet ftatt fiir @ / = (), aufserdem aber auch fiir den Winkel

.-]-. 1954

ag7e 274 12 fir diefen Winkel ift tg a4/ al=4.4581, allo a - und
&
da 4= = ——ift, fo wird
L5
E ¥4 }2 : B
= 200 —g— - : : 141

Dies ift der Werth von 2, fiir welchen Gleichung 140 erfiillt it und einen
Sinn hat: der Werth & /= 0 ift nicht zu verwerthen. Dieles /2 vermag {onach die
in Fig. 148 gezeichnete Formanderung hervorzurufen, alfo nach Fritherem auch den
Stab zu zerknicken.

In Art. 135 bis 138 find diejenigen Werthe der zerknickenden Kraft entwickelt

worden, welche fur die Praxis hauptfdchlich von Bedeutung find. Nachftehend find
diefelben in Fig. 149 bis 152 iiberfichtlich zufammengeftellt, wobei iiberall der Stab
auf feine ganze Linge frei angenommen ift; der Werth von 7 im vierten Falle ift
. ‘ - : . e A
des bequemen Veroleiches wegen ebenfalls als Product mit dem Factor —

] 24 5 T

dargeftellt.

Die Tragfahigheit der Stibe verhidlt fich demnach

in den Fillen I 2 4 3
, ] 5
wie — N WS PR BT L
-+
Hand 1 der Archi | e -1 Aufl) 0
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Beanspruchung.

Durch entiprechende Endanordnung wiirde man alfo die Tragfahigkeit des

Stabes verfechzehnfachen konn

1.

Die angegebenen Krifte find thatfdachlich im

nicken, und defshalb find Sicherheits-Coefficienten ein-

Stande, den Stab zu ze

fithren.

2} Querfchnittsermittelung bei centrifcher Druckbelaftung.

1

Die unter 1 entwickelten Formeln geben die Gréfse derjenigen Kraft P an,
welche im Stande ift. den Stab oder die Stiitze zu zerknicken, Die dem Stabe
wirklich zuzumuthende Laft darf naturgeméafs diefen Werth niemals erreichen; fie
darf nur einen Bruchtheil des ermittelten Knickwerthes betragen. Verfteht man
unter s den fog. Sicherheits-Coefficienten, unter € einen von der Endbefeftigung
des Stabes abhingigen Coefficienten, fo ift die Kraft, welche mit Riickficht auf die
Zerknickungsgefahr auf den Stab wirken darf,

142,

Diefer Werth it aber nicht ohne Weiteres fiir alle Fille anwendbar. Wenn

die Stablinge /, alfo auch die im Nenner vorkommende Grofse /2, fehr klein ift, {o

eroeben fich fir 7 fehr grofse Werthe, orofsere Werthe, als die einfache Druck-

bean{pruchung des Stabes geftattet. Wird die zuliffige Druckbean{pruchung fiir die
Fliicheneinheit des Querfchnittes mit A, die Querfchnittsfliche mit / bezeichnet, fo
darf hochftens fein
A T G T O LRy Gyaly AL =R S
Grifser, als der Werth in Gleichung 143 ift, darf ” mit Riickficht auf die zu-
laffige Druckbeanfpruchung nicht werden; grofser, als der Werth in Gleichung 142
ift. darf P der Zerknickungsgefahr halber nicht werden; defshalb ift ftets der kleinere
diefer beiden Werthe fiir diejenige Belaftungsgrifse mafsgebend, welche dem Stabe
zugemuthet werden darf. Bei grofser Stablinge / ergiebt die Gleichung 142, bei
geringer Stablinge / die Gleichung 143 kleinere Werthe fir . Der Grenzwerth
von /, etwa /,, wird derjenige fein, fir welchen aus beiden Gleichungen derfelbe
Werth von P folgt. Diefer Grenzwerth ergiebt fich durch Gleichfetzung der beiden
Werthe von £ in den Ausdricken 142 u. 143 zu

5 7

[ \ & \,":R_ \ 7 e 144,
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