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Vorwort .

Man dürfte wohl allgemein anerkannt haben , daß die
Elemente der Differential- und Integralrechnung zum Pensum der
höheren Schulen gehören müssen . In der Tat geht eine immer

gröber werdende Anzahl der allgemein bildenden sowohl wie
der technischen Anstalten dazu über , diese Elemente in den
eigentlichen Mathematikunterricht sowohl wie auch in die
Anwendungsgebiete, z . B . in die Mechanik , einzuführen.

Die analytische Geometrie ist stets auf diesen Schulen
gelehrt worden. Durch die Einführung der Differentialrechnung
wird der Unterricht in diesem Fach insofern eine Änderung
erfahren , als jetzt die Möglichkeit besteht , die Differential¬
rechnung auch hierbei anzuwenden. Durch diese Anwendung
wird die analytische Geometrie vereinfacht und gewinnt zu¬
gleich an Interesse .

Zwar wird in dem vorliegenden Leitfadön eigentlich die
Kenntnis der Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt ,
doch wird sich auch derjenige einigermaßen zurechtfinden
können, der wenigstens die Bedeutung des Differenzierens und
Integrierens verstanden hat und die Potenz differenzieren und
integrieren kann.

Im vorliegenden Leitfaden ist alles fortgelassen , was für
den Zusammenhang nicht notwendig ist und keine Anwendung
gefunden hat . Eine vollständige Diskussion der Gleichung
zweiten Grades z . B . würde zu weit führen , ein allgemeiner
Hinweis genügt wohl.

Die Bemerkungen über die Ähnlichkeit der Kurven dürften
wohl in keinem Lehrbuch zu finden sein , und doch fördern sie
die Anschauung und damit auch das Verständnis sehr.

Die Menge des gebotenen Stoffes dürfte genügen ; wenn
nötig, kann man auch schwierigere Kapitel wie die allgemeine
Ableitung von Krümmungskreisen an Kurven überspringen .
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Die analytische Geometrie kann infolge ihrer algebraischen
Methode in der Hand eines pedantischen Lehrers zu einer
trockenen Wissenschaft und zu einer Qual für die Schüler
werden. Wenn man aber Prinzipienreiterei vermeidet und
stets den einfachsten Weg wählt und jede Scheingelehrsamkeitvermeidet, wird jeder mit Interesse folgen . Zugleich werden
Anschaulichkeit und Anwendungen aus der Praxis den Lernenden
mit sich fortreißen.

Die meisten Anwendungsbeispiele aus der Technik hat
mein Kollege Herr Diplom ■Ingenieur Ernst Preger , das
Beispiel über die Evolventen- und Zykloidenverzahnung Herr
Diplom -Ingenieur G. Puschmann ausgearbeitet .

Auf den allgemein bildenden Anstalten herrscht
heute noch die formale Mathematik vor . Es beginnt aber
langsam ein Umschwung ; während früher der Hauptwert der
Mathematik in ihren Beweisen gefunden wurde , tritt heute
die Bewertung ihrer Anwendung immer mehr in den Vorder¬
grund . Wer sich mit diesen modernen Anschauungen vertraut
gemacht hat , wird das vorliegende Buch mit Nutzen zu ge¬brauchen wissen.

Die Darstellung in diesem Leitfaden ist möglichst einfach
und anschaulich gehalten , um zu erreichen , daß er auch ohne
Hilfe eines Lehrers , also auch bei Selbststudium ver¬
ständlich ist . Hierbei sind die angeführten Aufgaben stets
zu berechnen , die Übungen jedoch nur nach Bedürfnis.
Daher ist am Schlüsse des Buches zur Kontrolle ein Ver¬
zeichnis der Resultate angehängt . Zuweilen sind diese
nicht vollständig ausgerechnet , um den Gang der Ableitung
durchblicken zu lassen . Auch auf den Schulen sollte man
die Schüler häufiger zum Selbststudium 1 ausgewählter
Kapitel veranlassen, denn es befördert das selbständige Denken.

Kiel .

Der Verfasser.

1 Zeitschrift für gewerblichen Unterricht 1908.
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Punkte.

Die Lage eines Punktes .
Ein Punkt hat keinerlei Ausdehnung, keine Länge, keine

Breite und keine Tiefe , also auch keine Form und Größe . Er
kommt nur durch seine Lage gegen andere Punkte oder
Linien in Betracht . Um diese Lage eines Punktes in einer
Ebene zu bestimmen, teilt man diese Ebene durch zwei sich
meist senkrecht schneidende Gerade in vier Teile , und zwar
zieht man dann gewöhnlich die eine wagerecht und die andere
lotrecht . Diese Geraden heißen Achsen .
Kennt man nun die Längen der senk¬
rechten Entfernungen eines beliebigen
Punktes P von diesen Achsen , so ist
die Lage dieses Punktes bestimmt.

Schneidet man in Fig. 1 auf der wage¬
rechten Achse ein Stück von der Größe
der wagerechten Entfernung x ab und
errichtet nun im Endpunkt ein Lot von
der Größe der lotrechten Entfernung y , so
gelangt man zum Punkte P . Das auf der wagerechten Achse
„ abgeschnittene “ Stück heißt „ Abszisse “ und wird gewöhn¬
lich mit x bezeichnet . Das zugehörige oder „ zugeordnete“
Lot heißt „ Ordinate “

, und seine Länge bekommt den
Buchstaben y . Beide jedem Punkte „ zugeordnete “ Stücke
heißen auch „ Koordinaten “ .

Mißt man die Koordinaten in irgendeiner Längeneinheit
( cm, m) , so kann man ihre Länge in Zahlen angeben . Dabei
wird die Abszisse vom Schnittpunkt der Achsen ab . nach
rechts positiv , nach links negativ gerechnet . Ebenso

Dftsing , Leitfaden der analytischen Geometrie 1

P

y

x
Fig . 1.
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wird die Ordinate nach oben positiv und nach unten negativ
genommen . Der Achsenschnittpunkt oder Koordinatenursprunghat also die Koordinaten x = 0 und y — 0 . Die Koordinaten
sind demnach im ersten Quadranten positiv ; z . B . hat in
Fig. 1 der Punkt ' P die Abszisse x = + 7 und die Ordinate
y — + 5 Längeneinheiten.

In Fig. 2 hat z . B . P 2 die Koordi¬
naten x2 = — 1 und y2 = + 3 , P3 hatQ

A a;8 = — 2 und ys = — 4 , P4 hat aq = + 4
und «/4 = — 2 , $ hat xa = 0 und j/6 = + 7 .
E hat a?6 = — 6 und j/fi = 0 Längenein-

p, heiten usw.
Bezeichnung : Den Punkt mit den

Koordinaten x\ und yx kann man kurz als
Punkt (aq ; y± ) oder Punkt (x1 y1) be -

Fig . 2.

zeichnen . Ist aq = 3 und y1 ~ — 5 Einheiten , so kann man kurz
Punkt ( Xj = 3 ; y1 = — 5 ) oder auch Punkt ( 3 ; — 5 ) schreiben.

Übung : Man benutze quadriertes Papier , wodurch
das Abtragen und Messen erleichtert wird . Zwei passendesenkrecht zueinander stehende Gerade macht man zu Achsen.

Tafil

w w
3£ 3£

47 \
-47 Hydrant

Ji'lg . 6.
Fig . 6 .Fig . 5 .Big . 4 .

1 . In diesem Achsensystem nehme man beliebige Punkte
an und bestimme durch Messung ihre Koordinaten.

2 . Man konsterniere die Punkte , die folgende Koordinaten
haben :

a) aq = 3 und y± = 1 cm d) xA = + 4 und yi = — 3 cm
b) x2 = — 2undj /a = 5 „ e) xs = — 2 und y5 = — 3 „c) xs = 0 und y&= 2 „ f ) x6 = — 4 und y6 = 0
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Au Wendung : Die Lage der Hydranten , der G-a sanschlüsse und

der Anschlußkasten für elektrische Leitungen ist an den Häusern durch
Täfelchen gekennzeichnet . So bedeutet in Pig . 3 oder 4, daß ein Hydrant
3,2 m nach vorn und 1,7 m nach der in Pig . 3 und 5 gezeichneten Seite

/ 777777 ?77777777 %

Fig . 7. Längsschnitt des Panamakanals .
Maßstab der Längen 1 : 1250 000. Maßstab der Höhen 1 : 1250 .

Fig . 8. Längsprofil einer Rohrleitung .
Maßstab der Längen 1 : 50 000. Maßstab der Höhen 1 : 12 500.

liegt . Es ist auf diese Weise dem Feuerwehrmann auch bei schnee¬
bedeckter Straße möglich , den Hydranten ohne Probieren sofort auf¬
zufinden . Er braucht nur nach Angabe des Täfelchens gemäß der
Skizze Pig . 5 senkrecht von der Tafel weg 3,2 m nach vorn und von
dem gefundenen Endpunkt 1,7 nach links zu messen .

1 *



Auch bei Vermessungen von Grundstücken wird die Lage
aller Punkte durch die Länge ihrer Koordinaten festgelegt . Zum Bei¬
spiel zeigt Fig . 6 den Plan eines Grundstückes von der Form eines un¬
regelmäßigen Fünfecks , dessen Eckpunkte durch Angabe der Abszissen
und Ordinaten bestimmt sind . Als Abszissenachse wählt man in der
Praxis zweckmäßig eine Seite des Grundstücks . Es ist bei den Geo¬
metern üblich , die Koordinaten in der aus Fig . 6 , 7 und 8 ersichtlichen
Weise einzuschreiben .

Bemerkung : Abszissen und Ordinaten werden gewöhn¬
lich in demselben Maßstab abgetragen . Das Gegenteil
geschieht zuweilen aus besonderen Gründen und muß dann
ausdrücklich hervorgehoben werden.

Anwendungen : Bei der Zeichnung des Profils von Landstraßen ,
Eisenbahnen , Schiffahrtskanälen , größeren Rohrleitungen oder Gebirgen
werden oft aus Platzersparnis , oder um die verschiedenen Erhebungen
besser hervortreten zu lassen , die Höhen (Ordinaten ) in bedeutend
größerem Maßstab gezeichnet als die Längen (Abszissen ).

So sind in Fig . 7 die Höhen des Panamakanals in lOOOfach
größerem Maßstab gezeichnet als die Längen .

In Fig . 8 sind die Höhen in 4 fach größerem Maßstab gezeichnet ,
um die Knickpunkte in der Rohrleitung für ein Kraftwerk besonders
deutlich hervortreten zu lassen . Die gestrichelte Linie zeigt dieselbe
Rohrleitung , wenn man die Höhen in demselben Maßstab zeichnet wie
die Längen . Man sieht hieraus sofort , daß eine Darstellung , bei welcher
die Höhen in größerem Maßstab als die Längen gezeichnet sind , be¬
deutend übersichtlicher ist .

Bekannt sind auch die Mittelbachschen deutschen Straßen¬
profilkarten für Radfahrer , in welchen ebenfalls die Höhen der
Straßenprofile in lOfach größerem Maßstab als die Längen gezeichnet sind .

Die Entfernung zweier Punkte.
Aufgabe : Die Entfernung

zweier Punkte aus ihren gegebenen
Koordinaten zu berechnen (Fig . 9 ) .

Die Koordinaten des Punktes
P 1 seien x1 y1 , die des Punktes
P 2 seien xa y2 , und die Entfernung'
P , P 2 heiße r . Zieht man von 1\
aus eine Parallele zur X - Achse ,
so entsteht ein rechtwinkliges,Fig . 9.
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Dreieck mit den Katheten x2 — x± und y2 — Ui - Dann ist
r 2 = (acz — flßi) 2 + (2/2 — y \f • • • • ( ! )

Bemerkung : Zieht man , um r zu erhalten , die Wurzel,
so ist das Resultat von der ersten Dimension , und zwar gilt
nur das positive Vorzeichen, da r als absolute Größe gesucht
wird. Die Formel gilt für jede Lage der Punkte P , und P 2.

Übung : 1 . Wie groß ist die Entfernung der Punkte P 1
und P 2 , wenn xx = 5 , yi = — 4 und x2 = — 3 , y2 = 7 cm ist ?

2 . Wie groß ist die Entfernung eines Punktes mit den
Koordinaten % = 3 , y1 = 4 m , vom Achsenschnittpunkt ?

3 . Wie groß ist die Entfernung der Punkte 1\ und P 2,
wenn x1 = 5 , x2 = — 2 und yt = 3 , y2 = — 3 m ist ? Zeichnung.

4 . Man berechne aus Fig. 7 die Höhen, welche die ein¬
zelnen Schleusen zu überwinden haben.

5 . Man berechne aus Fig . 8 die genaue Länge der Rohr¬

leitung zwischen dem Wasserschloß und dem Turbinenhaus .
Wie groß ist der Höhenunterschied zwischen den Enden der

Rohrleitung ?

Berechnung von geradlinig begrenzten Flächen .
Aufgaben : 1 . Aus den gegebenen Koordinaten (xx yt

und x2 y2) zweier Punkte sind die Koordinaten (xa ys) des

Kg . 11 .

Halbierungspunktes ihrer Verbindungslinie
Nach Fig . 10 ist :

Xo —
X \ d -

Va
2/i +

zu berechnen.

2 2
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2 . Die Fläche eines Dreiecks zu berechnen , wenn die
Koordinaten der Endpunkte gegeben sind . Das gesuchte Drei¬
eck ist die Differenz von Trapezen (Fig. 11) :

-P Pa Ps - P P Fa Fx - I\ P3 Fa F, - P8 P2 F2 Fs.
Diese Inhalte sind aus den Koordinaten der Punkte zu be¬
rechnen . Man erhält schließlich die Formel :

F = ll *1 ~ iJz) + x * ( lJi ~ lJa ) + Xs (y2 — ^i )] -

Bemerkung : Die Formel hat zwei Dimensionen. Die *
lassen sich vertauschen , ebenso die y ; es ist also gleichgültig,
welchen Punkt man als 1 , 2 oder 3 bezeichnet . Ferner lassen
sich die x gegen die y vertauschen ; man kann also das
Achsenkreuz um 90 ° drehen , ohne daß sich F ändert .

Übung : 1 . Man berechne den Inhalt eines Dreiecks, von
dem der eine Eckpunkt die Koordinaten xt = 2 und = 4,
der zweite x2 = 8 , y2 == 7 und der dritte x8 = 5 , y8 = 2 cm hat .

2 . Man berechne den Inhalt des in Fig . 8 gezeichneten
Grundstücks. Die Maße der Koordinaten sind in m einge¬
schrieben.

Zeichnung einer Linie aus einer gegebenen Gleichung.
Durch die Gleichung x1 = 3 und y% = 1 Einheiten ist

die Lage eines Punktes in einem Achsenkreuz bestimmt . Hier
sind die Koordinaten xx und y1 als konstante Größen gegeben.

In der Gleichung y8 = ax dagegen sind * und y variabel
d . h . veränderlich ; sie können also verschiedene Werte
annehmen. Mit a , b , c usw. dagegen bezeichnet man eine
konstante , d . h . unveränderliche Zahl , wie z . B . a; = 8 .
Die Gleichung würde dann lauten : y8 = 8 *.

Man gibt jetzt der einen Veränderlichen z . B . x der Reihe
nach die Werte 1 , 2 , 3 usw . Dann gehört zu jedem * ein oder
mehrere bestimmte Werte - von y . Man sagt y ist abhängig
von x oder eine Funktion von * , und man schreibt :
y = f {x) . Ist z . B . * = 1 , so ergibt obige Gleichung für
« = 8 , daß y — 2 ist . Man rechnet nun zu jedem x mit



7

Hilfe der Gleichung den zugehörigen Wert von y aus und
trägt die erhaltenen Werte in eine Tabelle (wie untenstehend )
ein , die Werte von x links , die zugehörigen Werte von y
rechts daneben.

X y X y X y

+ 4 + 3,175 + 0,5 + 1,587 — 0,75 — 1,817
+ 3 + 2,885 ! -f 0,25 + 1,260 - 1,0 — 2,0
+ 2 + 2,520 S! ± o + 0 — 2 + 2,520

+ 1,0 + 2,0 i - 0,25 — 1,260 ! — 3 + 2,885
-1- 0,75 + 1,817 | — 0,5 ■ — 1,587 — 4 + 3,175

Alsdann schneidet man auf der X -Achse die angenommenen
Werte von x ab und trägt zu - jedem x das zugehörige y senk¬
recht zur X -Achse auf . Man er¬
hält eine Reihe von Punkten , die
man verbindet , so daß eine Kurve
entsteht . Diese Zeichnung kann
man auch nach links vervoll¬
ständigen , indem man die Tabelle
weiter für negative x berechnet
und dann die Werte in die Zeich¬
nung einträgt (Fig. 12) .

Entsteht an einer Stelle ein
Zweifel über den Verlauf der Kurve , z . B . zwischen x = 0 und
x = 1 , so nimmt man für einige Zwischen werte von x wie
£ = 0,25 ; £ = 0,5 ; x = 0,75 usw . , berechnet die hierzu ge¬
hörigen Werte von y und trägt auch sie in die Zeichnung ein .

Alle Punkte der erhaltenen Kurve entsprechen
der gegebenen Gleichung . Hiervon kann man sich
durch Nachmessen überzeugen. Man mißt in der Zeichnung
die Ordinate der Abszisse x = 1,5 von der X -Achse bis zur
Kurve zu 2,3 . Wird £ = 1,5 und y = 2,3 in die gegebene
Gleichung eingesetzt , so sieht man , daß die Gleichung durch
diese Koordinaten erfüllt wird. Dasselbe läßt sich von jedem
anderen beliebigen Punkt der Kurve nachweisen.



Die Kurve ist also die Darstellung der Gleichung .
Da man an solchen Kurven die Abhängigkeit der Ordinaten

von den Abszissen bequem übersehen kann , so wählt man
gerade in der Technik sehr oft die zeichnerische Darstellung
und zwar hauptsächlich für verwickelte Gleichungen und
Gesetze.

Man zeichne die Kurve der Abhängigkeit des Dampf¬
druckes p von der Temperatur t = 0 0 bis t = 200 0 :

Passender Mähstab für t : 1 ° = 1 mm , für p : 1 kg/qcm — 10 mm .

Die gerade Linie .
Die Gleichung der Geraden.

Eine Linie ist gerade , wenn sie stets dieselbe Pach¬
tung beibehält . Die Richtung ist durch den « der Linie
mit dem positiven Teil der X-Achse gegeben 1. Die Tangens
dieses Winkels bezeichnen wir mit M und nennen sie die
Steigung der Geraden. Den Winkel a nennt man den
Steigungswinkel . Eine Gerade hat also überall dieselbe
Steigung.

Die Ordinaten und Abszissen müssen im allgemeinen in
demselben Maßstab aufgetragen werden , weil sonst die Steigung-
unrichtig würde. In dem auf Seite 4 erwähnten und in Fig . 7
und S gezeichneten Fällen , wo die Höhen in größerem Maß¬
stab aufgezeichnet wurden als die Längen, sind die Steigungen
der Linien auf der Zeichnung größer als in Wirklichkeit . Um
eine jedesmalige Berechnung der Steigung zu vermeiden,
schreibt man dann meistens die Steigungen direkt an die be¬
treffende Linie , z . B . 1 : 200 ; 1 : 15 ; 1 : oo , wie es auch in
Fig. 8 an einer Stelle geschehen ist . .

b Daher sagt man auch wohl statt „Winkel “ das Wort „ Rieh -
tungsunterschied “ . — Die Drehung erfolgt in demselben Sinne wie in der
Trigonometrie beim Einheitskreis .
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In der Fig. 13 ist nun eine beliebige Gerade gezeichnet und
auf ihr ein beliebiger Punkt P angenommen, dessen Koordinaten

y — vb
x und y seien. Wie die Figur zeigt, ist tg a — M - - — . Wenn

oc
die Linie nun eine Gerade sein soll , so muß dieser Wert für
alle Punkte der Linie gleich bleiben. Dann ist für alle Punkte
der Geraden . y = Mx -\- n . ( 2)

Dies ist die Gleichung einer Geraden.
Bemerkung : In der Gleichung y = Mx + n sind alle

Glieder von der ersten Dimension , da M nur ein Verhältnis ,
also eine unbenann¬
te Zahl ist . Auch
x und y sind ersten
Grades ; die Glei¬
chungeinergeraden
Linie ist also ersten
Grades. Die Stei¬
gung M der Gera¬
den , also die Tan¬
gens des Steigungs¬
winkels a ist zu-

d u
gleich der Differentialquotient der Funktion y = M x + n *) .

£ . . . .
Ist die Steigung, also Tangens a positiv , so steigt die

Gerade von links nach rechts . Ist die Steigung negativ , so
fällt die Gerade nach rechts ; die negative Steigung ist ein
Gefälle . Den Verlauf einer Linie betrachten wir
stets von links nach rechts .

Setzt man x = 0 , so erhält man y = n . Letzteres ist
also das Stück , das die Gerade auf dem positiven
Teil der Y- Achse abschneidet . Trifft die Gerade die
Y-Achse unterhalb des Schnittpunktes der Achsen , so ist n
negativ . Für eine Gerade, die durch den Achsenschnittpunkt
geht , ist n = 0 , sie hat also die Gleichung y = Mx .

b Siehe Elemente der Differential - und Integralrechnung von K . Düsing .
Mit Beispielen aus der technischen Mechanik von E . Preger . 2. Auflage .
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In der Gleichung der Geraden sind x und y die Variablen ,
die also für jeden Punkt der Geraden andere Werte haben.
Dagegen sind M und n die Konstanten , die für alle Punkte
gleich bleiben ; sie sind die Bestimmungsgröhen der Ge¬
raden , und zwar wird durch M die Richtung und durch
11 die Lage bestimmt .

Die Gleichung ersten Grades.
Wir waren zu dem Resultat gekommen , daß die Gleichung

einer Geraden vom ersten Grade ist . Umgekehrt kann
man auch fragen, welche Art von Linien durch eine beliebige
Gleichung ersten Grades dargestellt wird . Man nehme irgend¬
eine Gleichung ersten Grades mit den Variablen x und y.
Die allgemeine Gleichung ersten Grades würde lauten :
ay + b x + c = 0 . Man kann sie leicht nach y entwickeln

— b cund erhält y = x - , d . h . die Normalform der GleichungOj Ct

einer Geraden. Eine Gleichung ersten Grades stellt
also stets eine Gerade dar .

Dies kann man auch durch eine Zeichnung erläutern :
Man gibt a , h und c feste Werte , z . B . 4 , 5 , 6 , ferner der
Abszisse der Reihe nach die Werte 1 , 2 , 3 usw. und rechnet
zu jedem x mit Hilfe der gegebenen Gleichung die Werte von
y aus . Diese Werte kann man zunächst , wie auf Seite 7
geschehen ist , in eine Tabelle eintragen . • Alsdann schneidet
man die einzelnen x auf der Abszissenachse ab und errichtet
im Endpunkt von jedem x ein Lot von der Länge des zu¬
gehörigen y . Verbindet man jetzt die erhaltenen Endpunkte
der Ordinaten , so ergibt sich eine Gerade. Bei ihr ist
M = — - und n = — - .a a

Übung : 1 . Man zeichne die Geraden : a) y = 3 x + 5 ,
b) y — — 2 x —- 5 , c) y = — x und d ) y = x.

2 . Welche Gleichung hat die Gerade, wenn ihr Steigungs¬
winkel = 45 0 und n — 3 cm ist ? Man zeichne diese Linie.
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3 . Welche Gleichung hat die Gerade, wenn ihr Steigungs¬
winkel= 60 ° (80 °

, 120 u
, 150 ° ) und n = 5 cm ist ? Man zeichne sie .

4 . Welche Linie hat die Gleichung y = 8 cm oder aus¬
führlicher geschrieben y = 0 x + 8 ? Zeichnung.

5 . Welche Linie hat die Gleichung a) y = 7 cm , ferner
b ) y — Q und c) x. = 0 ?

6 . Welche Winkel bilden die Geraden y = x + 2 ,
y = V3x + 5 , Y$ y + x — 2 = 0 mit dem positiven Teil der
X-Achse ?

00 'if
7 . Man zeichne die Gerade '— b r = 1 für a = 2 , h = 3 cm .

a b
8 . Man berechne die Steigungen der Rohrleitungen Fig. 8

in den einzelnen Strängen.
9 . Die Formel für den Beschleunigungsdruck p eines

Kolbengestänges bei unendlich langer Schubstange lautet

(
00 \

1 — - j — . Dabei ist x der Kolbenweg (x min - 0 ? Xmax - 2 V
'
jy.

r der Kurbelradius = 0,4 m , v die Umfangsgeschwindigkeit des
Kurbelzapfens = 3,5 m/sec . Man zeichne die Kurve , welche
dieser Gleichung entspricht zwischen x = 0 und i = 2r auf.

Die Lage eines Punktes zu einer Geraden.
Die Koordinaten eines bestimmtenPunktes haben wir

mit xx yx oder x2 y2 usw . bezeichnet , die Koordinaten eines be - .
liebigen Punktes einer Geraden aber allgemein mit x und y .
Den beliebigen Punkt einer Geraden nennt man auch wohl
den „ laufenden“ Punkt .

Liegt der Punkt mit den Koordinaten yr oder kurz,
ausgedrückt der Punkt (xx yx) auf der Geraden y = Mx + n,
so erfüllen auch seine Koordinaten diese Gleichung der Ge¬
raden , also ist yx = Mx x + n.

Erfüllen seine Koordinaten die Gleichung nicht , so liegt
er nicht auf der Geraden. Wäre z . B . y1 > ■ M x t -b n , so würde
der Punkt über der Geraden y = M x + n liegen. Wäre
yx ■< M xx -f n , so würde der Punkt unterhalb dieser
Geraden liegen.
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Die Gleichung einer Geraden , die durch zwei gegebene
Punkte geht .

Da eine Gerade stets dieselbe Richtung beibehält , so
bildet sie , wie wir gesehen haben , mit dem positiven Teil der
XAchse überall denselben Richtungsunterschied , also den¬

selben Winkel , sie hat überall
dieselbe Steigung. Legt man z . B .
(Fig. 14) durch zwei Punkte P1
und P 2 eine Gerade , so ist
zwischen ihnen die Steigung

Ui Vi

Die Steigung von P 1 bis zu einem
beliebigen Punkt P ist

?/ .

Diese Steigungen müssen für jeden
Punkt gleich groß sein, wenn die

Linie gerade sein soll . Also ist die Gleichung der Geraden,
die durch zwei gegebene Punkte geht :

th — th = V ~ th
Xi — X % X — Xi

. ^ '

Bemerkung : Die Punkte P x , P 2 und P kann man in
ihrer Lage vertauschen ; man kann also die linke Seite auch
—- — und die rechte auch —- - oder —- - oder - - -2
rp _ _ rp rp ._ rp pp _ rp rp _ rp■ tAŷ i/rj^ Ar Xg Ar A d-2
schreiben .
Aufgabe : 1

y —

. Diese Gleichung (3 ) auf die Normal¬
form zu bringen .

Vi Vi 2/2 (x — xt)

y — y±- Vl X
OC-t

- - — + Virp _ rv x ^

M
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2 . Die Richtigkeit dieser Gleichung ist an Fig . 15 nach¬
zuweisen.

Übung : 1 . Gegeben sei Punkt (xx = 3 ; yx = 5 cm) und
Punkt (xx = 4 ; yx = — 3 cm). Wie
heißt die Gleichung der Geraden, die
durch diese Punkte geht ?

2 . Die Koordinaten der End¬
punkte einer Strecke sind xx = 2 ,
yx — — 3 und x2 = ■— 4 , y2 = 2 cm .
Wie lang ist die Strecke , und wie
groß ist ihre Steigung und ihr Kg - 15.
Steigungswinkel?

Aufgabe : Den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden.
Die Gleichung der einen Geraden sei :

y = Mx x + nx
und die der anderen

y — M2 x + n2
Wenn ein Punkt zugleich auf zwei Linien liegt , so müssen

seine Koordinaten die Gleichungen beider Linien erfüllen. Hat
der Schnittpunkt also die Koordinaten xx und yx, so ist

Vi = Mx xx + nx
und

yx == M2 xx + n2
Diese zwei Gleichungen haben die zwei Unbekannten xx

und yx, die sich demnach berechnen lassen :
Mx xx + nx = M0_ xx + n2

xx (Mx — M2) = w2 — nx
fln — n -.

Mx - M2
n, =

Mx - M2
Mx n2 — Mx nx + Mx nx M2 nt

M, — Mn

yi
Mx n2 — M2 nx

M
~
^^ Mn

Bemerkung : Die Gleichungen der Geraden sind vom ersten
Grade , wir erhalten aus ihnen nur ein x und ein y , und
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•diese entsprechen nur einem Schnittpunkt ; durch die
Rechnung wird also bestätigt , daß zwei Gerade sich nur in
einem Punkte schneiden. — Ist nx = n2 , so wird xx = 0
und yx = n , d . h . die Geraden schneiden sich auf der Y-Achse
in der Entfernung n vom Achsenschnitt . — Der Ausdruck
für xx und yt ist in bezug auf Mx und M2 sowie nx und n2
symmetrisch ; diese kann man also zugleich vertauschen , d . h .
es ist gleichgültig, für welche von den beiden Geraden man die
BezeichnungenMx und n1 und für welche man M2 und n2 wählt .

Übung :

und y ■■ 4_
8

1 . Den Schnittpunkt der Geraden y = — x + 2
ö

x — 3 zu berechnen . Die Richtigkeit prüft
man durch Einsetzen und durch eine maßstäbliche Zeichnung.

2 . Die Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit den
Achsen zu bestimmen.

Parallele Gerade .
Parallele Gerade haben dieselbe Steigung, also dasselbe M.

Hierdurch wird in obigen Gleichungen für die Koordinaten
(% und yx ) der Schnittpunkte der Nenner gleich Null ; diese
Koordinaten werden also unendlich groß , d . h . der Treffpunkt
von Parallelen liegt im Unendlichen.

Die Gleichung einer Geraden, deren Steigung bekannt ist,
und die durch einen gegebenen Punkt geht .

Die gegebene Steigung sei M. Wenn nun der Punkt ,durch den die Gerade gehen soll , die Koordinaten xx und y1hat und wie immer x und y die Koordinaten eines beliebigen
Punktes sind , so ist die Steigung ^ Demnach lautet

•die Gleichung der gesuchten Geraden
ŷ Yji = m
Xi — X (4) .

Aufgabe : Man bringe diese Gleichung auf die Normalform .
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Übung : 1 . Die Gleichung einer Geraden aufzustellen,
2

die der Geraden y = — x + 5 parallel ist und durch den Punkt

(xx
— 3 , y1

— — 2 Einheiten ) geht .
2 . Die Gleichung einer Geraden aufzustellen , die durch

den Punkt (xx = — 2 , yx = 4 Einheiten ) geht und den
Steigungswinkel 45 0 (30 °

, 60 °) hat .
Anwendung : Die Selbstkosten K in Mark eines Meters Schweiß¬

naht bei s mm Blechstärke können näherungsweise nach folgenden
Formeln berechnet werden (Fig . 16 ) :

K = 0,15 + 0,095 s bei Azetylen -Sauerstoffschweißung ,
K = 0,4 + 0,06 s bei Wassergasschweißung .

Fig . 16.

Man stelle die Formeln zeichnerisch dar . Welche Art Linien er¬

gibt sich für die Gleichungen ? Von welcher Blechstärke an ist Wasser¬
gasschweißung billiger als Azetylen -Sauerstoffschweißung ?

Anleitung : Die gesuchte Blechstärke ergibt sich als Abszisse
des Schnittpunktes der Azetylen -Sauerstofflinie mit der Wassergas¬
linie (Fig . 16).

Der Winkel zweier Geraden.
Die Geraden seien y = Mx xn x und y = M2 x -1- n2 .

Man zieht durch den Schnittpunkt der Achsen Parallele
zu den Geraden (Fig . 17 ) . Diese
schließen mit der X- Achse dieselben
Steigungswinkel a bzw . ß ein
wie die gegebenen Geraden. Der
Winkel zwischen den Geraden ebenso
wie derjenige zwischen den Parallelen
ist a — ß.

Aus der Trigonometrie ist nun
bekannt , daß Fig . 17.
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ist . Also ist
tg (a — ß) = tga — tgß

1 + tgatgß

tg (a — ß) = M1 ~ M\
1 • ,1/ , M,

Damit ist der Winkel zweier Geraden bestimmt.
Bemerkung : Die Formel zeigt , daß die Tangens des

Winkels zweier Geraden desto größer wird , je mehr die
Steigungen der Geraden verschieden sind. Bei stumpfen
Winkeln ist auf das Vorzeichen zu achten.

Wann stehen zwei Gerade aufeinander senkrecht?
Wenn zwei Gerade einen Rechten einschließen , so ist

in Fig . 17 auf voriger Seite a — ß = 90 ° . Demnach wird

tg (« — ß)
M. — M,

1 + M x M2
Dies tritt ein , wenn der Nenner 1 + Jf 1 ilf2 = 0 ist .

. <5 >

Aus letzterem folgt

Die Steigung der einen Geraden ist also der negative und
reziproke Wert der Steigung der anderen.

Fig . 18.
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Bemerkung : Daß M1 ■ Ms = — 1 ist , läßt sich auch
aus nebenstehender Fig . 18 ableiten.

M1 = tga = h -. q . M2 = tg ß = — tg y = — (q : h)

Die Gleichung des Lotes .
* Errichtet man ein Lot auf der Geraden y — Mx + n , so

ist seine Steigung gleich — Geht das Lot nun durch den

Punkt xt yv so lautet gemäß Gleichung (4 ) seine Gleichung

V — Vi _
SC — fiCi M (6)

Übung : 1 . Diese Gleichung auf die Normalform zu
bringen.

2 . Auf der Geraden y = Y 3 • a: + 2 in dem Fußpunkt ,
dessen Abszisse xx = 1 ist , ein Lot zu errichten.

Man bringe die erhaltene Gleichung des Lotes auf die Normal¬
form und prüfe M und n an einer maßstäblichen Zeichnung .

3 a . Man fällt vom Punkt (xx jh ) ein Lot auf die Gerade

y = Mx + n und es soll die Gleichung des Lotes aufgestellt
werden . Ferner suche man die Koordinaten des Fußpunktes .

b . Es sei z . B . vom Punkt (x1 = 3 , = 2 dm) auf die
Gerade y — VIT • x + 4 ein Lot gefällt . Wie groß sind die
Koordinaten x2 y2 des Fußpunktes ? Zeichnerische Prüfung.

4 a . Die Länge dieses Lotes zwischen xl y1 und x2 y2 zu
finden . Man berechnet zuerst x2 und y<>, und dann aus xx x2 yx y%
nach Gleichung ( 1 ) das Lot , Dann berechne man die Länge
des Lotes von x1 y1 bis zum Schnitt mit der X -Achse im
Punkte % y,t. Man berechnet hierbei zuerst xa aus der Gleichung
des Lotes und aus der Bedingung, daß ys = 0 ist .

b . Man berechne r für das vorige Zahlenbeispiel (Übung 3)
und prüfe das Ergebnis an einer Zeichnung.

5 . Die Koordinaten des Schnittpunktes der zwei Geraden

y — ~ x + 2 und y ~ x + 1 und den Winkel derselben zu
2i

bestimmen.
Düsing , Leitfaden der analytischen Geometrie . 2
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6 . Wie groß ist die Steigung der Geraden , die mit der
gegebenen Geraden y = 2 x + 3 einen Winkel von 45 0 (30 °,
60 ° usw.) einschließt?

7 . Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner Eck¬
punkte gegeben : xx = 3 , yx = 2 ; x.2 = — 2 , y2 = 1 ; % — 1 ,
ys = — 4 m . Wie heißen die Gleichungen der Seiten, wie lang
sind die Seiten , und welche Winkel schließen sie ein ? Aan
beachte , daß man nicht die Außenwinkel berechnet .

8 . Man berechne die Winkel an dem in Fig . 6 gezeich¬
neten Grundstück.

Der Kreis .
Die Mittelpunktsgleichung des Kreises.

Ein Kreis ist eine Linie , deren Punkte von einem ge¬
gebenen Punkte , dem Mittelpunkte , gleiche Entfernung haben.

Zieht man von einem beliebi¬
gen Punkte F seines Umfanges
(Fig . 19 ) den Radius r und
die Koordinaten x und y , so ist

r 2 = x 2 + y 2 . . . ( 7)
Da diese Gleichung von den
Koordinaten eines jeden Punk¬
tes der Kreislinie erfüllt wird,
so ist dies die Gleichung des
Kreises.

Bemerkung : Beide Ko¬
ordinaten x und y kommen
quadratisch vor , die Gleichung
eines Kreises ist also vom

zweiten Grade . Setzt man in der erhaltenen Gleichung
des Kreises x = 0 , so wird y == + r . Setzt man y = 0 , so
wird x = + r . Der Kreis schneidet also die Achsen viermal
in der Entfernung r .

Fig . 19.
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Da y — + Vr2 — x2 ist , so gehören zu jedem x zwei

gleiche , aber entgegengesetzte Werte von y , d . h . die Peri¬

pherie liegt symmetrisch zur X -Achse . Ebenso geht aus der

Gleichung für x = ± TV2 — y2 hervor , daß sie symmetrisch
zur X-Achse liegt . — Für ein x, das größer als r ist , wird y
imaginär , d . h . dort befinden sich keine Punkte des Kreises
mehr. Ebenso gibt es für ein y , das größer als r ist , keine
Punkte des Kreises.

In der Formel des Kreises kann man x und y vertauschen ,
d . h . man kann das Achsenkreuz um 90 ° drehen , ohne daß
sich die Gleichung des Kreises ändert .

Übung : 1 . Man zeichne die Kurve mit der Gleichung
x2 -f y2 = 25 und überzeuge sich durch Nachmessen von der
Art der Kurve.

Der Schnittpunkt eines Kreises und einer Geraden .
Wenn ein Punkt auf zwei Linien liegt , so müssen , wie

schon erwähnt , seine Koordinaten die Gleichungen beider
Linien erfüllen.

Gegeben ist ein Kreis mit der Gleichung r 2 = x2 4- y2

und eine Gerade y = M x + n . Der Schnittpunkt beider
Linien liegt sowohl auf der einen Linie wie auf der anderen.
Hat er also die Koordinaten xx und yx , so müssen sie beide

Gleichungen erfüllen. Also ist :
»•* = * i

2 + Vi
= Mx 1 + n

Wir erhalten hiermit zwei Gleichungen mit den zwei
Unbekannten x1 und yu die wir jetzt berechnen können.

Man quadriert die zweite Gleichung , setzt sie in die erste
ein und erhält schließlich zwei Werte :

— Mn + Vr2 ( 1 + M 2 ) — n2
x

\
= T + M2

Setzt man xx in die zweite Gleichung , nämlich yx == Mxx + n
ein , so erhält man die zugehörige andere Unbekannte y^ , ver -

2*
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fährt man ebenso mit x2 , so erhält man den zu x2 gehörigen
Wert von y2 : _ __

n + M Vr 2 ( 1 + M? ) — n2
y \

^ : r +
~w

Wir haben also zwei Paare von Koordinaten erhalten ,
d . h . Kreis und Gerade schneiden sich im allgemeinen in
zwei Punkten : P t mit den Koordinaten xt yx und P 2 mit
den Koordinaten x2 y2.

Bemerkung : Hierbei sind drei Fälle möglich :
1 . Ist r 2 ( 1 + M2) > n2

, so erhält man zwei Weite für
xlt d . h . die Gerade ist eine Sekante.

2 . Ist r 2 ( 1 + M 2 ) = n 2
, so er¬

hält man einen Wert für xlt d . h . die
Gerade ist eine Tangente.

3 . Ist r2 ( 1 + M 2) < in 2
, so^er-

hält man keinen reellen Wert für xlr
d . h . die Gerade schneidet den Kreis
nicht .

Nachweis dieser Fälle an Figur 20 :
Man beschreibt einen Einheits¬

kreis , d . h . einen Kreis mit dem
Radius P = 1 Längeneinheit . Errichtet man im Endpunkt
eines beliebigen Radius ein Lot , so ist dies eine Tangente .
Dann ist B 0 = 1 und B S = tg a — M. Folglich ist beijler
Tangente :

n2 = OS2 = B 0 2 + BS 2 = 1 + tg 2 a = 1 + M 2.
Die Figur zeigt ferner , daß bei einer Sekante der Abschnitt n
auf der F-Achsc kleiner und bei einer außerhalb des Kreises
liegenden Geraden größer als OS = Yl + M2 ist .

Aufgabe : 1 . Die Schnittpunkte einer Kurve mit der
X -Achse bestimmt man , wenn man in der Gleichung der Kurve
y = 0 setzt und dann x berechnet . Wie groß sind also beim
Kreise die Abschnitte auf den Achsen?

Übung : 1 . Die Schnittpunkte des Kreises 36 = x2 + y&
und der Geraden y = 2 x + 4 zu bestimmen.

-s
/ / ' \p<

SW \ o \^ > I -

Fig . 20.
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2 . In dem Kreis x2 + y2 = 16 lege man durch den Punkt

ajj = 1 , y1 = 0 eine Sehne , die um 120 ° gegen den positiven
Teil der X - Achse geneigt ist . Man suche die Gleichung
dieser Sehne , die Koordinaten ihrer Schnittpunkte und ihre

Länge .
Die Steigung einer Kurve.

Eine Sekante möge eine Kurve in zwei Punkten schneiden.
Dreht man die Sekante , so rückt der eine Schnittpunkt dem
andern immer näher , bis er ihm schließlich unendlich nahe
ist ; die Sekante ist damit zur Tangente geworden.

Die Verbindung dieser unendlich nahe liegenden Punkte
ist eine unendlich kleine Sehne , die mit der Peripherie zu¬
sammenfällt. Die Dichtung dieser Sehne ist die Richtung der
Kurve an dieser Stelle . Die Verlängerung
dieser Sehne ist eine Tangente . Letztere
hat also dieselbe Steigung wie die Kurve
am Berührungspunkt .

Die Schnittpunkte der Sehne mögen
die Koordinaten xy und xx yt haben (Fig . 21 ).
Dann ist die Steigung der Sehne

, «i — y A y
xx — x A ,r

Wird die Sehne zur Tangente , so
werden die Stücke A y und A x unendlich
klein ; man schreibt sie d y und d x . Die Steigung der

Tangente ist gleich derjenigen der Kurve und zwar gleich dy
ix '

Diese Größe wird Differentialquotient genannt 1) .
Der Differentialquotient der Gleichung einer Kurve ändert

sich ständig mit den Koordinaten des Punktes .

Ü Düsing , Elemente der Differential - und Integralrechnung ' S . 5 .
Die Kenntnis der einfachsten Differenzierungen und Integrierungen ,

namentlich die der Potenz werden vorausgesetzt :
^ - = m x m ~~ 1

, , a yr r »»+ l a
und / x m ■ dx = - + C.J m + 1
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Die Steigung des Kreises.
Der Differentialquotient der Gleichung des Kreises ergibt

sich wie folgt :

2 x + 2 y

y = r-
dy
dx 0

dy _ _ x_
dx y

( 8 )

Im ersten Quadranten sind x und y positiv, der Differential¬
quotient ist also negativ . In der Tat ist die Steigung hier
negativ , denn die Kreislinie fällt.

Im zweiten Quadranten ist x negativ und y positiv. Setzt
man dies ein , so wird der Differentialquotient , d . h . die
Steigung , positiv , der Kreis steigt von links nach rechts .
Man vergleiche Fig . 22 . Den Verlauf einer Linie haben wir
ja stets von links nach rechts gerechnet .

Beim Übergang aus dem zweiten in den ersten Quadranten
geht der Differentialquotient aus dem positiven ins negative
Gebiet, muß also durch Null gehen . Solange der Differential¬
quotient positiv ist , steigt der Kreis ; sobald er negativ wird,
fällt er. Der Kreis hat also seinen höchsten Punkt , sein
„ Maximum “ erreicht , wenn der Differentialquotient gleich
Null ist . In der Tat ist hier die Steigung gleich Null , denn
die Tangente geht parallel zur X-Achse .

Wie stark der Kreis steigt oder fällt , ersieht man aus
dem absoluten Werte des Differentialquotienten. Je größer
der absolute Wert von x und je kleiner also der von y ist ,
desto stärker steigt oder fällt der Kreis .

Für j = o wird der Differentialquotient, also auch die
Steigung, unendlich groß , d , h . die Tangente geht zur X-Achse
parallel.

Das Vorzeichen des Differentialquotienten gibt uns also
die Art des Verlaufs des Kreises und auch jeder Kurve
an , d . h. ob sie steigt oder fällt . Die absolute Größe des
Differentialquotienten gibt uns die Stärke der Änderung,
also der Steigung oder des Gefälles an .
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Übung : Wie verhält sich der Differentialquotient und

der Verlauf des Kreises im dritten und vierten Quadranten ?

Die Tangente an den Kreis.
Die Tangente hat , wie wir gesehen haben , dieselbe Rich¬

tung und damit dieselbe Steigung wie der Kreis im Berührungs¬

punkt , nämlich gemäß Gleichung (8) :
d y x_
dx y

Dies ist die Steigung des Kreises im allgemeinen ; sie ändert

sich von Punkt zu Punkt . Die Steigung beim Berührungs¬
punkt (x1 y-j) ist also

d y x1
dx )/i

Diese Steigung ergibt sich auch aus Fig . 22 , m welcher

M = tg a

ist . Wir kennen jetzt von der Tangente die Steigung ^
und einen Punkt , nämlich den Berührungspunkt . Die Gleichung
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einer Geraden, deren Steigung M wir kennen , und die durch
den Punkt (x1 ys ) geht , war nach Gleichung (4) :

M = dj = Vi — l
dx x1 — x

Wird die Steigung M am Berührungspunkt eingesetzt, so
erhält man als Gleichung der Tangente :

_ _ yi — y
y1 xx — x

Diese Gleichung kann noch vereinfacht werden :
*i 2 — xx x = — yß + yyx
« i 2 + Vi2 = xx x ^ y %ji

r % = + yy x . ( 9 )
Bemerkung : Jedes Glied dieser Formel ist von der

zweiten Dimension . Auch in dieser Formel kann man ~wie
immer am Kreis x und y vertauschen . Man vergleiche diese
Gleichung mit der des Kreises ; statt der Quadrate x2 und
iß haben wir hier die Produkte xx x und yy l .

Aufgabe : Die Gleichung (9) der Tangente auf die Normal¬
form zu bringen . Man erhält :

Übung : 1 . Für welchen Berührungspunkt des Kreises
geht die Tangente parallel zur X -Achse ?

2 . Für welchen Berührungspunkt des Kreises geht die
Tangente parallel zur Y-Achse ?

3 . Für welchen Berührungspunkt bildet die Tangente
einen Winkel von 45 0 mit dem positiven Teil der X -Achse ?

4 . Man suche die Koordinaten der Berührungspunkte der
Tangente , die eine Steigung von 30 ° (60 °

, 120 °
, 135 °

, 150 ° )
hat . Dann stelle man die Gleichung der Tangenten auf.
(Man setze zunächst die Steigung der Tangente gleich der
des Kreises im Berührungspunkt ) .

5 . Man bestimme die Steigung des Kreises 49 = x2 + y2
in den Punkten mit den Abszissen 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 . (Man
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berechne zuerst die zu den Abscissen gehörigen Ordinaten der
Punkte des Kreises.)

6 . An welchen Punkten ist die Steigung des Kreises
gleich 1 ?

Die Normale des Kreises.
Errichtet man auf der Tangente einer Kurve im Be¬

rührungspunkt ein Lot , so nennt man dies die Normale . Wir
wissen zwar aus der Planimetrie , daß dies beim Kreis der
Radius ist , doch soll die Gleichung der Normalen zur Übung
analytisch abgeleitet wei'den.

Die Steigung der Tangente war = — — . Da die
ci oo y^

Normale senkrecht zur Tangente steht , so ist ihre Steigung

wenn M1 die Steigung der Tangente ist . Also ist die Steigung
der Normalen

M, = + ^
2 Xx

Setzt man dies in die Gleichung (4) einer Geraden ein , deren
Steigung gegeben ist , und die durch einen Punkt , nämlich
hier den Berührungspunkt (xx yx) , geht , so erhält man als
Gleichung der Normalen :

! l = y — yi
Xx

■X — xx
y1 x — xj1 x1 = yxx — yx xx

Uiy = — xxx
Bemerkung : In dieser Gleichung ist n = 0 , also geht

die Normale durch den Achsenschnittpunkt , d . h . durch den
Mittelpunkt des Kreises. Hierdurch wird bestätigt , daK die
Normale ein Radius ist ; und die Steigung eines Radius ist ,
wie die Fig. 23 zeigt, gleich — .
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Die Berührungsgrößen .
Unter der Subnormalen OF (Fig. 23) verstellt man die

Projektion der Normalen auf die X -Achse , und unter der Sub -
tangente FS versteht man die Projektion der Tangente auf
die X -Achse . Die Länge der Tangente FS und die
der Normalen OP mißt man vom Berührungspunkt bis
zum Schnitt mit der X -Achse .

Die Längen dieser vier Strecken sollen berechnet werden.
1 . Auf planimetrischem Wege.
Die Subnormale ist nach Fig. 23 offenbar xt .

Die Ordinate y1 ist die mittlere Proportionale zwischen
der Subtangente und x1 . Also ist

. . „ . , , i/i
2 r 2 — x -i

2
die Subtangente = — = -

/V» /y>

die Normale = r .
Die Tangente t ergibt sich aus der Ähnlichkeit der

Dreiecke OPS und 0 PF — == — oder t =
Vx ■ * 1 ■

2 . Auf analytischem Wege.
Die Subnormale und Normale ergeben sich sofort

wie oben .
Die Länge der Subtangente und der Tangente kann aber

zur Übung auch analytisch abgeleitet werden :
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In der Gleichung der Tangente r 2 = xx x + yyx möge
der Schnittpunkt der Tangente mit der X -Achse S heißen
und die Koordinaten x2 und y2 haben . Dann lautet die
Gleichung für diesen Schnittpunkt r 2 = x2 xx + y2 yx . Da nun

ry2

y2 = 0 ist . so ist x2
— — . Zieht man xx von dem soeben

erhaltenen x2 ab , so bleibt :
y2 y % _ zp 2

die Subtangente = — — xx = - — wie oben .
■ xx

■ xx
Um die Länge der Tangente zu erhalten , kann man die

Koordinaten von P und S in die Gleichung ( 1 ) für die Ent¬
fernung zweier Punkte einsetzen :

t2 = (Vi — ]hf + Oi — %2 )2

t 3 = (3h . — ° ) 2 + ( ®i —

= Vi 2 + a?! 2 — 2 r 2 +
.Lj

= — r 2 + —g/yi Ld
iA/i

= (— *1
* + rS )

X x

r 2 yx
2

xx
2

T il
Also ist die Tangente = — - wie oben .

/yi.Ul

Übung : 1 . Man lege eine Tangente unter 30 ° Steigung
an den Kreis , stelle ihre Gleichung auf und bestimme die
Abschnitte dieser Tangente auf den beiden Achsen. (Siehe
Seite 24 Übung 4 . Man setze in der Gleichung einmal x
und einmal y gleich Null.)

2 . Man bestimme ebenso die Abschnitte der Tangenten
unter 45 ° (60 °

, 120 °
, 135 °

, 150 °) Steigung.
3 . An den Kreis x2 + y2 = 25 lege man im Punkte

(xx = 2) des Kreises eine Tangente an und bestimme die
Berührungsgrößen .
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Die Ähnlichkeit der Kreise .
Die Gleichungen aller Kreise , bezogen auf den Mittel¬

punkt , unterscheiden sich nur durch die Größe der Kon¬
stanten r ; alle Kreise müssen also einander ähnlich und ent¬
sprechende Strecken in ihnen proportional sein.

In Fig. 24 ist ein Kreis mit r und einer mit 2 r als
Radius geschlagen. Für den kleinen Kreis ist :

x2 -)- y2 = r 2 und y = Vr 2 — x2

Für den großen Kreis ist :
| 2 + rt 2 = ( 2 r ) 2 und rj = y ( 2 r ) 2 — g2

Nimmt man nun in dem doppelt so großen Kreis eine
doppelt so große Abscisse (g = 2 x} , so erhält man eine doppelt
so große Ordinate rj = V (2 r ) 2 — ( 2 xf = 2 Y r 2 — x2 = 2 y.

Dies ist in Fig . 24 für 45 0 ge¬
zeichnet.

Auch entsprechende Bogen
sind einander ähnlich , z . B .
die Bogenstücke, die in Fig. 24
hervorgehoben sind . Das größere
flachere Stück entsteht aus dem
kleineren durch Zeichnung in
einem größeren Maßstab .

Da sich die Flächen ähn¬
licher Figuren wie die Quadrate
entsprechender Strecken ver¬
halten , so verhalten sich die

Flächen der Kreise oder entsprechender Sektoren oder
Segmente wie die Quadrate der Radien oder entsprechender
Strecken .

Verbindet man bei zwei ähnlichen Figuren entsprechende
Punkte , so gehen diese Geraden durch einen Punkt , den
Ahnlichkeitspunkt . Legt man z . B . die Kreise kon¬
zentrisch aufeinander, so ist der gemeinschaftliche Mittelpunkt
der Ähnlichkeitspunkt , und die gemeinsamen Radien verbinden
entsprechende Punkte .
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Veränderung des Koordinatensystems .
Parallele Verschiebung des Systems.

In einem Achsenkreuz « «/ , das in der Fig. 25 ausgezogen
ist , sei ein beliebiger Punkt P mit den Koordinaten x und y
gegeben. Ein neues Achsenkreuz § r] , das in der Figur ge¬
strichelt ist , liege zu dem obigen , dem alten , parallel , und
zwar habe der Achsenschnittpunkt des alten Systems in dem
neuen die Koordinaten h und v . Diese Größen entsprechen der
horizontalen ( h ) und der vertikalen Verschiebung (V)-

Alsdann ist x = § — h
y = rj — v.

7] \ y

U -
I

~+ —

Fig . 25 . Fig . 26 .

Beispiel : 1 . Die allgemeine Gleichung des .
Kreises . Ein Kreis habe im alten System die Gleichung
r 2 = x2 + y2 . Soll nun seine Gleichung für das neue System
gefunden werden , so müssen wir die alten Koordinaten
durch die neuen ausdrücken und in die alte Gleichung ein-
setzen . So erhalten wir eine Gleichung mit neuen Koordinaten-
Die Fig. 26 zeigt für einen beliebigen Punkt , daß x = £ — h
und y = rj — v ist .

Wir erhalten :
r 2 = ( | — 7%f + (rj — v.) 2 . ( 10)

Die vier Größen der rechten Seite beziehen sich nur auf
das neue System, und zwar sind v und h konstant , t und jj,
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aber die laufenden Koordinaten des Kreises. Man multi¬
pliziere Gleichung (10) aus :

r 2 = + ä2 — 2 h £ + rf + v2 — 2 vr]
§2 — 2 h £ + rf — 2 vrj h2 v 2 — r 2 — 0 . . (10 a)

Aufgabe : Man vergleiche diese Gleichung mit folgender
allgemeinen : x2 + ax + y 2 + by + c = 0

und stelle fest , wie sich hieraus die Verschiebungen v und h
und der Radius r berechnen läßt . Man erhält :

a _ b
~ ~

2
V ~

2
h — Vh2 + v2 — c .

Die Gleichung (10 ) heißt die allgemeine Gleichung
des Kreises .

2 . Die Scheitelgleichung des Kreises . Bei der
Scheitelgleichung des Kreises wird ein
Durchmesser als X-Achse gewählt und die
zugehörige Achse steht im Endpunkt dieses
Durchmessers senkrecht zu ihm (Fig . 27 ).

Man betrachtet einen beliebigen Punkt
P mit den Mittelpunktsordinaten x y und
den neuen Koordinaten £ y . Die Ordinate y
bleibt dieselbe ; dagegen ist die Abszisse
verändert . Die frühere Abszisse x ist aus¬
zurechnen und in die Mittelpunkts -Gleichung

•des Kreises einzusetzen. Es ist : x = £ — r . Eingesetzt gibt :
r 2 = (£ — r) 2 + y2
0 = £2 — 2 r £ + t/2

Fig . 27 .

Die Scheitelgleichung lautet also :

y 2 = 2r £ — £3 oder y 2 = Zrx — X3 . . (11)

Übung : 1 . Man zeichne die Kurven mit den Gleichungen
x2 + y2 — 6x = 0 und y 2 + x2 — 12 y + 20 x + 111 = 0 .

Man überzeuge sich durch Nachmessen , welcher Art diese
Kurven sind . Man vergleiche mit der allgemeinen und mit
•der Scheitelgleichung.
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2 . Man stelle die Gleichungen für die Linie auf, deren
Punkte von dem festen Punkte (x1 = 3 , yx = 5 cm) den Ab¬
stand 4 cm haben.

3 . In welchen Punkten trifft der Kreis
x2 + y2 + 4cc — 2 y — 10 = 0

die Achsen? Wie groß sind die Verschiebungen?
4 . In welchem Punkte hat die Kurve x2 + y2 — 6 x = 0

ein Maximum ? Anleitung : Wo ist die Steigung gleich Null ?
5 . Wie groß sind die Koordinaten des Mittelpunktes des

Kreises x1 — 10 x y 2 —: 12 y — 3 = 0 , und wie groß ist sein
Halbmesser ?

6 . Wie groß sind diese Größen beim Kreise
x2 — 20 x + y2 — 12 y + 111 = 0 ?

Drehung des Achsenkreuzes.
In dem alten Achsenkreuz X T sei ein beliebiger Punkt P

mit den Koordinaten x und y gegeben (Fig . 28 . ) . Das neue
Achsenkreuz £ rj sei gegen das
alte um den Winkel a gedreht ,
wobei die Drehung links herum
als positiv gezählt wird (wTie
in der Trigonometrie) . Die
Koordinaten von P im neuen
System sind £ und rj . Als¬
dann kehrt in der Figur bei
P zwischen t] und y der Winkel
« wieder. Die alte Koordinatey
besteht aus einer Summe und
x aus einer Differenz von
Strecken : „„„y = rj cos a

oe = £ cos a -

\
\
\

\

7»
\

- j

VX

\

§ sin a
rj sin a

Pig . -. 8 .

} ■ (12)

Diese Koordinaten setzt man in die auf das alte Achsen¬
kreuz bezügliche Gleichung ein und erhält so eine neue
Gleichung , in der die neuen Koordinaten Vorkommen .
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Beispiele : 1 . Für

y = JL + - L
y 2 y 2

= 45 0 wird

und x ■

2 . Für a =

T

5
_

V_Y 2 V2
45 0 ist die Drehung rechts herum erfolgt:

V
Y 2 V2

Vund * = —= +y 2 y2 ( 13)

Übung : 1 . Man drehe das Achsenkreuz, das durch den
Mittelpunkt des Kreises geht , und stelle die neue Gleichung
des Kreises auf.

2 . Man wandle die Gleichung einer Geraden in derselben
Weise um.

Parabel .
Die Gleichung der Parabel .

Einleitung : Man suche und zeichne den geometrischen
Ort für alle Punkte , die gleich weit entfernt sind : 1 . von
einem Punkte ; 2 . von einer Geraden ; 3 . von zwei Punkten ;

4 . von zwei Graden ; 5 . von einer Geraden
und einem Punkte .

Erklärung : Die Parabel ist
der geometrische Ort für die¬
jenigen Punkte , die von einer
Geraden und einem Punkte gleich
weit entfernt sind . Die Gerade
nennt man die Leitlinie , Richt¬
linie oder Direktrix (L) und den
Punkt den Brennpunkt (F ) . (Fig . 29.)
Fällt man von F ein Lot auf L , so wollen
wir dies Lot mit p und den Schnitt

dieses Lotes mit der Parabel als Scheitel der Parabel be¬
zeichnen ; p wird durch die Parabel halbiert . Die Verlängerung
dieses Lotes ist die X -Achse und senkrecht hierzu durch den
Scheitel legen wir die Y -Achse . Dann ist für einen beliebigen
Punkt P der Parabel :

Fig . 29.
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LP = PF

* + f - = ]/y
2 + FQ 2

x + f = + {* - Yy
p

'2 p 2
,'("9 + xp + = 1I2 + x2 — xp + -—

4 4
?y2 = 2px . . (14 )

Dies ist also die Gleichung der Parabel , und zwar ist es
die Scheitelgleichung , weil wir beide Achsen durch den
Scheitel gelegt haben . _ _ _

Besprechung : Beide Seiten der Gleichung sind von "

der zweiten Dimension , da p eine Länge ist .
Aus der Gleichung der Parabel folgt , daß y = + V 2px

ist . Also gehören zu jedem x zwei gleiche und entgegen¬
gesetzte y ; die Kurve ist demnach zur X - Achse symme¬
trisch . Diese wird daher auch als Achse der Parabel
bezeichnet . Für ein unendlich großes x wird y ebenfalls un¬
endlich groß , und für ein negatives x wird y imaginär, d . h.
die Parabel liegt nur auf der rechten Seite der Y -Achse und
erstreckt sich in zwei Zügen , sogenannten Asten bis ins Un¬
endliche . Die Y -Achse ist k e i n e Symmetrieachse . Ferner
wird für x = o auch y = o . Die Parabel geht durch den
Scheitel.

Stellt man die Gleichung für zwei Punkte auf : yt2 = 2p xx
und y2

2 = 2 px 2 , so ergibt sich y^
2 : y2

2 — x1 : x2 . Die
Abszissen einer Parabel verhalten sich also wie
die Quadrate der Ordinaten .

Ist die Parabel um 90 ° links herum gedreht , so steht
sie gleichsam auf dem Kopf und hat als tiefsten Punkt den

Scheitelpunkt ; jetzt lautet ihre Gleichung x2 .= 2 py , und die
Ordinaten verhalten sich wie die Quadrate der Abszissen.
Allgemein kann man also sagen : Stellt man bei einer
Parabel die Scheitelgleichung auf , so verhalten
sich die einen Koordinaten wie die Quadrate der
anderen .

Dtising , Leitfaden der analytischen Geometrie . 3
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Konstruktionen der Parabel.
1 . Aus der Erklärung ergibt sich eine einfache Kon¬

struktion der Parabel , wenn Leitlinie und Brennpunkt
gegeben sind . Man zieht eine beliebige Parallele zur Leit¬
linie und schlägt mit dem Abstand beider Linien einen Kreis
um den Brennpunkt . Wo dieser die Parallele trifft , ist ein
Punkt der Parabel . So verfährt man beliebig oft .

2 . Aus dem Satz , daß sich die Abszissen wie die Quadrate
der Ordinaten verhalten , ergibt sich die Konstruktion , wenn

Scheitel S , Scheiteltan -0 p ’
. . .•* gente S 0 und ein beliebiger

Punkt P gegeben sind (Fig. 30 ).
Man fällt von P ein Lot auf

S () , teilt O V und S 0 in gleich
viel Teile . Durch die Teile von
0 5 zieht man Parallelen zu 0 P
und verbindet die Teile von 0 Pmit
S, dann sind die in Fig. 30 hervor-

3
Fig . 30.

gehobenenPunkte Parabelpunkte .
Beweis : Punkt P habe die Koordinaten x1 y1 und Punkt C

sei ein laufender Punkt mit den Koordinaten x und y . Dann ist :

oder

Ferner ist : SC = ^- SO5
oder

V i und y
‘

Durch Division erhält man :
X X -, .. X M2

~T = —s oder — = ^f Hi */i 2
Also verhalten sich die Abszissen wie die Quadrate der

Ordinaten und der Punkt E gehört ebenso wie die andern
konstruierten Punkte einer Parabel an .
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3 . Sind von der Parabel zwei Punkte P 1 und P2 und die
Tangenten 0 P t und 0 P2 in diesen Punkten gegeben, so teilt
man 0 P1 und 0 P 2 in gleich viele Teile und verbindet die
Teilpunkte , wie Fig. 31 zeigt. Die Verbindungslinien sind die
umhüllenden Tangenten , in welche die eigentliche Parabel
leicht eingezeichnet werden kann.

Fig . 32.

Anwendung : Letztere Konstruktion wird im Maschinenbau häufig
angewendet , um Ubergangskurven zwischen zwei rechtwinklig oder
schief zueinander stehenden geraden Begrenzungslinien zu zeichnen .
Die Parabel ergibt in solchen Fällen eine dem Auge besonders gefällige
Form , z . B . Fig . 32.

Übung : 1 . Die Gleichung der Parabel zu suchen, wenn
die Leitlinie zur K-Achse gemacht wird .

2 . Die Gleichung der Parabel zu suchen , wenn das im
Brennpunkt errichtete Lot zur V-Achse gemacht wird.

3 . Man zeichne in ein Achsenkreuz die Kurven y2 = 4 a;

und y
'1 = x und gebe die Leitlinien und Brennpunkte an .

Man wähle hierzu einen großen Maßstab . Man schließe auf
die Art der Kurven und überzeuge sich durch Nachmessen
davon , daß beliebige Punkte der [Kurve der Erklärung der
Parabel genügen.

4 . In der Parabel y2 = 18 x soll der Punkt bestimmt
werden , für den die Ordinate dreimal so groß ist wie die
Abszisse .
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Anwendung : Aus einem Gefäße , Fig . 38 , strömt horizontal ein
Wasserstrahl heraus . Man bestimme die Gleichung der Kurve , welche

der Strahl beschreibt unter Vernach¬
lässigung sämtlicher Reibungs - und
Ausfluß wi derstände .

Anleitung : Jedes ausfließende
Wasserteilchen , z . B . das in Fig . 33
schwarz hervorgehobene , hat eine
gleichbleibende horizontale Geschwin¬
digkeit i\ = t/2 g H und eine nach
den Gesetzen des freien Falles gleich¬
mäßig zunehmende , vertikale Ge¬
schwindigkeit v2.

Nach t Sekunden ist also der
horizontale Weg s = ■t und der

vertikale Wegh = ~ - t — —— . Man

eliminiere t . Die Gleichung der
Kurve erhält man zu sa = A - PL - li. Was für eine Kurve beschreibt
also der Strahl ? Man zeichne die Kurve maßstäblich für H = 1,20 m .
Man bestimme rechnerisch und zeichnerisch die Entfernung s '

t , in
welcher ein 0,75 m unter der Ausflußöffnung des Gefäßes liegender
Wasserspiegel vom Strahl getroffen wird .

Der Parameter .
Errichtet man die Ordinate im Brennpunkt , so ist diese

nach der Erklärung der Parabel gleich dem Abstand des Be¬
rührungspunktes von der Leitlinie , also ist
in diesem Falle P 1 F = PX L = p ( Fig . 34 ).

Verlängert man diese Ordinate um sich
selbst , so erhält man 2 p und nennt diese
Länge den Parameter . Zieht man also durch
den Brennpunkt eine Sehne senk¬
recht zur Achse , so ist diese gleich
dem Parameter .

Man kann demnach sehr einfach freihändig
eine der Parabel nahe kommende Kurve zeichnen ,

wenn der Scheitel S und der Brennpunkt F gegeben sind . Man trägt
senkrecht zur Achse die Strecken FP t = FP 2 = 2FS auf und ver¬
bindet die Punkte P lt 8 und P s durch eine Kurve , welche die Achse
FS in S rechtwinklig schneidet .

L

5
71F
V
Fig 34.
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Aufgabe : Die Koordinaten der Schnittpunkte einer
Geraden y = Mx + n und der Parabel y2 = 2 p x zu finden .
Man erhält schließlich : p — Mn + Yp ( p — 2 Mn )

M i
und

Vi
2

p + Yp (p — 2 M n)
M

Die Parabel hat mit einer Geraden also im allgemeinen
zwei Schnittpunkte .

Übung : 1 . Die Schnittpunkte der Parabel y a = 10 x
und der Geraden y = 2 x — 4 zu bestimmen.

2 . Die Schnittpunkte der Parabel y2 — 2 p x und des mit
p als Radius um die Mitte der Leitlinie beschriebenen Kreises
zu finden .

3 . In der Parabel y2 = 4 x sei eine Gerade gezogen , die
mit dem positiven Teil der X-Achse einen Winkel von 60 0
einschließt und durch den Brennpunkt geht . Die Schnitt¬
punkte und die Länge der Geraden zu bestimmen.

4 . Man bestimme die Endpunkte der gemeinsamen Sehne
des Kreises x2 + y2 = 25 und der Parabel y2 = 8 x .

Ähnlichkeit der Parabeln.
Vergleicht man verschiedene Parabeln mit einander , z . B.

y2 = 4 x und y2 — 6 x , so unterscheiden sich diese Gleichungen
nur durch den Faktor p = 2 und p = 3 .

Angenommen, in einer Parabel sei der Parameter n mal
so groß wie in einer kleineren Parabel mit der Gleichung
y2 = 2 p x , so wäre die Gleichung der größeren y2 = 2 (np ) x.
Nimmt man nun in der kleineren Parabel eine beliebige Ab¬
szisse x1 und in der größeren Parabel eine wmal so große ,
also n xu so erhält man als zugehörige Ordinate in der kleineren
Parabel V2 p xx und in der größeren

Y2 (np ) {nx t ) = nY2px 1.
Zu einer n mal so großen Abszisse gehört also auch eine n mal
so große Ordinate. Diese Stücke der Parabeln entsprechen
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einander. Man sagt , die eine Parabel ist » mal so groß als
die andere . Alle Parabeln sind einander ähnlich .

Fig . 35.

Fig. 35 zeigt zwei Parabeln siit gemeinsamer Leitlinie . In
der größeren ist p dreimal so groß als in der kleineren . Die
dick gezeichneten Stücke entsprechen einander.

Die Steigung der Parabel .
Die Steigung einer Kurve erhält man bekanntlich durch

Differenzieren ihrer Gleichung :
_ _ 1,

y = V2px = V '2 p ■x ^

Ai = t7 2 p = p_ = p
dx

2 öd ~/2px V
' ‘ ' ' 1 0J

Besprechung : Der Wert ^ des Differentialquotienten
der Gleichung der Parabel ist für positive y positiv ; die Kurve
steigt also . Sie steigt bei kleinem y stark ; je mehr die Ordinaten
wachsen, desto weniger. Bei negativem y fällt sie , und zwar
anfangs stärker , später schwächer. Auch aus den Figuren,
der Parabel ist dies leicht ersichtlich.
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Der Differentialquotient wird für keinen endlichen Wert
von y zu Null , also ist kein „ Extremwert “

, d . h . kein Maximum

und kein Minimum vorhanden. Für y - V0 wird — unendlich ;
y

der Steigungswinkel im Scheitel der Kurve ist also 90 ° .
Übung : 1 . Wie groß ist die Steigung der Parabel y2 = 4 x

an den Punkten mit den Abszissen 1 , 2 , 3 , 4 usw . ?
2 . In welchen Punkten ist die Steigung gleich 1 ?
3 . Unter welchem Winkel trifft der in Fig . 33 berechnete

Wasserstrahl den 0,75 m unter der Ausflußöffnung des Ge¬
fäßes hegenden Wasserspiegel ?

Die Tangente der Parabel.
Im Berührungspunkt hat die Parabel dieselbe Steigung

wie die Tangente . Die Steigung der Parabel war durch
Differenzierung ihrer Gleichung gefunden :

dy = P_
dx y

Dies ist die allgemeine Größe der Steigung. Die Steigung
P

der Parabel im Berührungspunkt (x1 ; yt ) ist also — . Von der
Vi

Tangente kennen wir jetzt die Steigung und einen Punkt ,
nämlich den Berührungspunkt .

Die Gleichung einer Geraden, die durch einen Punkt geht ,
und deren Steigung gleich M ist , war nach Gleichung (4) :

M y — yi

Setzt man hierin die berechnete Steigung ein , so erhält man :

jl = y ~~ sfr
Vi x — « i

'

Dies ist die Gleichung der Tangente . Sie läßt sich noch ver¬
einfachen : yyi — !h =

yyi — 2 px 1
— px — px1

Wi — p (x + -* i) (16 )
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Bemerkung : Diese Gleichung der Tangente unter¬
scheidet sich von derjenigen der Parabel dadurch , daß man
statt des Quadrates y9 das Produkt yy1 und statt 2 x die
Summe (x + xt ) hat . Die Gleichung ist von der zweiten
Dimension, da p eine Länge ist .

Der Abschnitt der Tangente auf der Y -Achse .
Die Gleichung der Tangente ist y yt = p> (x + ^i ) .

den Schnitt mit der YAchse ist x — 0 . Setzt man dies
so erhält man

Xi
y = p ■—

Vi
th

2 1

2 yi
= ~

2 yi

Für
ein ,

Der Abschnitt der Tangente auf der Y-Achse ist also halb
so groß wie die Ordinate des Berührungspunktes .

Bemerkung : Aus dieser Tatsache ergibt sich eine sehr
einfache Konstruktion der Tangente . Man halbiert die
Ordinate des Berührungspunktes , trägt die erhaltene Hälfte
vom Scheitel auf der Y-Achse nach oben bezw . unten ab und
zieht durch den erhaltenen Punkt und den Berührungspunkt
eine Gerade. Dies ist die Tangente.

Übung : 1 . An die Parabel y2 = 4= x in einem ihrer
Punkte mit der Ordinate yx = 8 cm eine Tangente zu legen .
Wie heißt die Gleichung der Tangente in der Normalform ?
Maßstäbliche Zeichnung .

2 . Für welchen Berührungspunkt der Parabel würde die
Tangente parallel zur X-Achse gehen ? Für welchen parallel
zur Y-Achse ?

3 . Man stelle die Gleichungen der Tangenten auf , die
eine Steigung von 30 °

, 45 °
, 60 °

, 120 °
, 135 °

, 150 ° haben . Man
bestimme . die Koordinaten ihrer Berührungspunkte und die
Größe ihrer Abschnitte auf den Achsen . Maßstäbliche Zeichnung
für p = 2 cm.

4 . Die Gleichung der Tangente aufzustellen , deren Be¬
rührungspunkt senkrecht über dem Brennpunkt liegt . Wie groß
ist ihr Steigungswinkel? Maßstäbliche Zeichnung für p — 4 cm .
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Die Normale.
Errichtet man auf der Tangente in ihrem Berührungspunkt

ein Lot, so heißt dies die Normale . Ihre Gleichung soll auf¬
gestellt werden . Die Steigung eines Lotes war nach Gleichung ( 5 )

wenn M die Steigung der Geraden ist , auf der das Lot senk¬
recht steht .

d y pDa nun die Steigung der Tangente - v - = — war , so ist
a oc yj

die der Normalen ^ = — 1h
ax p

Dies wird wie bei der Tangente in die Gleichung (4) einer
Geraden eingesetzt , die durch einen Punkt , nämlich den Be
rührungspunkt xx yx , geht und eine gegebene Steigung hat :

. . !h H ,'h

p x — x1
Aufgabe : Diese Gleichung ist auf die Normalform zu

bringen und n zu bestimmen.

Die Berührungsgrößen .
Beim Kreise konnte man alle vier Berührungsgrößen

planimetrisch bestimmen. Bei der Parabel berechnen wir eine;
dieser Größen analy¬
tisch und leiten aus
ihr die anderen plani¬
metrisch ab ( Fig . 36 ) .

1 . Länge der Sub -
t a n g e n t e .

Die Tangente
V\h = P 0 + *i )

schneidet die X -Achse
im Punkte P 2- Die
Koordinaten dieses
Schnittpunktes er-
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füllen die Gleichung y2 yx = p (x2 -\- x )̂ . Für P 2 ist aber
2/2 = 0 . Also ist

0 = J9 (x2 + X-! )
x2 = — x1 . ( 17a)

Demnach ist die Subtangente = 2 x1 , also doppelt so
groß als die Abszisse des Berührungspunktes ; sie wird dem¬
nach im Scheitel der Parabel halbiert .

Bemerkung : Hieraus folgt eine weitere einfache Kon¬
struktion der Tangente , wenn der Berührungspunkt
gegeben ist , durch Abtragen von xx (siehe auch Seite 40) .

2 . Länge der Subnormalen .
Hat man die Subtangente auf diesem analytischen

Wege gefunden, so lassen sich die übrigen Größen sehr leicht
planimetrisch bestimmen.

Die Ordinate des Berührungspunktes ist die mittlere
Proportionale zwischen der Subtangente und Subnormalen

yt
2 = Subtangente x Subnormale

Subnormale == = p . . . ( 17 b )2 xx 2 Xj ■
Die Subnormale ist also für jeden Punkt der Parabel konstant ,
nämlich gleich dem halben Parameter .

3 . Längen der Tangente und Normalen .
Beide werden mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes

berechnet :
Tangente == Y4 xt 2 + 2 p xx . . . . ( 17 c)
Normale = Yp2 + yx

2 . (17d)
Bemerkung : Man prüfe , ob die Formeln für die Be¬

rührungsgrößen von der ersten Dimension sind.
Aufgaben : 1 . Die analytische Ableitung soll

auch für die drei letzten Strecken gesucht werden . Man
sucht zunächst aus der Gleichung der Normalen die Koordinaten
des Schnittpunktes der Normalen mit der X-Achse zu ge¬
winnen und erhält dann die Länge der Subnormalen als

«>
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Differenz zweier Abszissen . — Die Länge der Tangente und
die der Normalen ergibt sich dann als Abstand ihrer End¬
punkte I \ und P2 bzw . P 1 und P 3.

2 . Man beweise , daß Subtangente und Subnormale zu¬
sammen gleich dem doppelten Brennstrahl FB = LB (Fig. 37)
sind .

Benennungen : Die Verbindung eines Punktes der
Parabel mit dem Brennpunkt nennen
wir Brennlinie oder Brennstrahl
(Radius vector) . Zieht man durch
einen Punkt der Parabel eine
Parallele zur X - Achse , so nennen
wir diese Linie „Durchmesser,, .

Lehrsatz : Die Tangente
der Parabel halbiert den
Winkel zwischen der Brenn¬
linie und der Verlängerung
des Durchmessers , die Normale den zugehörigen
N eb enwinkel .

Beweis : A F = (Fig . 37 .) ,
Li

LB = x1 + (Fig. 37 ) ,
LB = FB nach der Erklärung der Parabel ,

also ist A F = F B.
Daher « = X ß als Basiswinkel,

a jC y als Wechselwinkel ,
demnach jC ß = y.

Also halbiert die Tangente AB den Winkel LBF und
demnach die Normale6 PN den Winkel FBI ).

Anwendung : Ein Hohlspiegel , dessen spiegelnde
Fläche ein Rotations - Paraboloid ist (siehe unten ) , heißt
parabolisch. Ein vom Brennpunkt eines parabolischen Spiegels
ausgehender Lichtstrahl (FB ) wird parallel zur Achse der
Parabel zurückgeworfen (BI )) . Ebenso alle anderen von F
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ausgehenden Lichtstrahlen . Die Spiegel der Scheinwerfer
sind deshalb parabolisch. Das Licht ist dem Spiegel meist etwas
näher gerückt , damit die Strahlen ein wenig divergieren.

Umgekehrt werden alle parallel zur Achse eintretenden
Lichtstrahlen im Brennpunkt vereinigt. Richtet man die Achse
eines solchen Spiegels gegen die Sonne , so werden die Sonnen¬
strahlen vom Spiegel zurückgeworfen und im Brennpunkt ver¬
einigt ; daher sein Name .

Inhalt eines Abschnittes der Parabel .
Senkrecht zur X -Achse schneiden wir ein Stück von der

Parabelfläche ab (Fig . 38 ) . Wir berechnen den Inhalt des
oberen Teiles dieses Abschnittes ,
indem wir ihn in senkrechte schmale
Streifen von der Höhe y und der
Breite Ax zerlegen. Wenn jeder
Streifen unendlich schmal ist , so
kann er als Rechteck aufgefaßt
werden , und sein Inhalt ist y ■ d x .
Die ganze Fläche wäre also :

V 2 p x • d x

Die Fläche bis zum Ende der Ab¬
szisse xt ist :

ßF = / V 2 p x ■ dx
Fig . 38 . x — 0

0

Integriert man diesen Ausdruck, so erhält man :

Setzt man hierin die Grenzen ein , so wird :

F = Y 2 p x1 Y 2 p x1 ■yasil/i • - ( 18 )
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Besprechung : Diese Formel ist von der zweiten Di¬
mension . Die Fläche ist 2/b des u m s c h 1 i e ß e n d e n R e c h t -
ecks , was auch dem Augenmaß entspricht . In der Formel
kann man x und y vertauschen , d . h . man erhält denselben In¬
halt , wenn man die Parabel um 90 0 dreht und den Abschnitt,
bis y1 rechnet .

Rotations-Paraboloid.
1 . Berechnung nach dem Prinzip von Cavalieri .

Nach diesem Prinzip sind alle Körper inhaltsgleich , die
in gleicher Höhe gleichen Querschnitt haben.

Läßt man eine Parabel um die X-Achse rotieren , so ent¬
steht ein Rotations-Paraboloid , das wir uns aufrechtstehend

_

denken ( Fig . 39 a ) . Da in einer Parabel sich die Abszissen x
wie die Quadrate der Ordinalen y verhalten , so ist :

Xl ; ; y *

also auch xx : x2 =-= 2h2 n : j/2
2 n .

Diese horizontalen Querschnitte durch das Paraboloid verhalten
sich also wie die Höhen x . Dies ist auch bei dem danebengezeich¬
neten Dachkörper der Fall . Denn hx : h2 = sx : s2

— sx t : s2 1.
Beide Körper haben in gleicher Höhe gleiche Querschnitte, sind
also inhaltsgleich . Ihre Grundflächen sind sx t — yx

2 n .
Der Dachkörper ist aber die Hälfte des zugehörigen

Prismas und sein Inhalt demnach y G ■ h . Diese Formel gilt

also auch für das Paraboloid und sein Inhalt bis zu den Ko¬
ordinaten xx und yx ist

F= ^ G ■ h = ?/i 2 n . ( 19>
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2 . Berechnung durch Integration .
Denken wir uns wie in Fig . 38 die Parabel in unendlich

dünne Streifen zerlegt und lassen wir sie jetzt um die X-Achse
rotieren , so entstehen unendliche dünne Scheiben von der
Grundfläche y2 n , der Dicke d x und dem Inhalt y2 n ■ d x.
Der Gesamtinhalt ist also

£ = J.\ Xi
V = fy 2 n d x = f 2 p x n ■ dx =

x = 0 0

0
Setzt man die Grenzen x = x1 und x = 0 ein , so erhält man
denselben Wert wie vorher.

Y = 2 p x^ TC _ 0 = J /A
2 x1 n

2 2
Bemerkung : Die Formel ist von der dritten Dimension .

In ihr lassen sich x und y nicht vertauschen ; läßt man also
die Parabel um die andere , d . h . um die X-Achse rotieren , so
erhält man einen anderen Köx-per . Der Inhalt des berechneten
Paraboloids wächst mit dem Quadrat seiner Höhe x.

Aufgabe : 1 . Wenn man eine Parabel um die X-Achse
rotieren läßt , so soll der entstehende trichterförmige Körper
durch eine ähnliche Integration gewonnen werden.

2 . Bei dieser Rotation um die X - Achse beschreibt die
Parabel einen ringförmigen Körper, der den vorigen zu einem
Zylinder ergänzt . Man berechne ihn als Differenz oder durch
Integration aus einer Summe von Hohlzylindern.

3 . Bei der Rotation der Parabel um die X-Achse bleibt
ein haubenartiger Außenkörper übrig. Man berechne ihn durch
Integration aus einer Summe von Hohlzylindeni . Der Körper
■ergänzt das Paraboloid zu einem Zylinder, kann also auch als
Differenz gewonnen werden.

Verschiebung der Parabel .
Eine Parabel habe die Scheitelgleichung r 2 = 2 p £ und

gegen ein neues Achsenkreuz die horizontale Verschiebung h
und die vertikale Verschiebung v (Fig . 40 ).
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Ein beliebiger Punkt der Parabel hat also jetzt die
Gleichung : (y — v) 2 = 2 p (x — h)

y 2 — 2 v y + v2 = 2p x — 2 p h
oder : y2 — 2 vy — 2p x + v2 + 2 p h — 0 .

Es sei nun folgende Gleichung einer allgemeinenParabel gegeben:
y 2 + a y + b x + c = 0 .

So ist hierin :
der Parameter

b
P = ~ Y • • '

die Vertikalverschiebung
a

v = ~
Y • ' •

die Horizontalverschiebung

c — v '!
2 p

4 c
4 b . (20 c)

Die allgemeine Parabelgleichung .
Eine Gleichung zweiten Grades ist dann eine Parabel -

gleichung, wenn die eine Koordinate nur in der ersten Potenz,
die andere Koordinate in der zweiten oder in der ersten und
zweiten Potenz und außerdem kein Produkt beider Koordinaten
vorkommt.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades
y2 + ay + b x2 + c x + dy x + e = 0

stellt also dann eine Parabel vor , wenn b = 0 und d — 0 ist .
Diese Gleichung stellt dagegen einen Kreis dar , wenn

d = 0 und 6 = 1 ist . Siehe Gleichung ( 10 ) .
An Wendungen : 1 . Ein Geschoß verläßt das Geschützrohr , welches

um den Winkel a gegen die .Horizontale geneigt ist , mit der Geschwindig¬
keit v , Fig . 41 . Man soll die Gleichung der Geschoßbahn bestimmen ,
wenn der Luftwiderstand nicht berücksichtigt wird .

Anleitung : Das Geschoß behält die horizontale Geschwindigkeit
■Vx — .v • cos « während der ganzen Flugzeit bei , so daß es nach t Sekunden

einen horizontalen Weg s = vx ■t zuriickgelcgt hat . Die vertikale Ge -
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schwindigkeit i\ des Geschosses ändert sich nach den Gesetzen des
freien Falles . Sie ist beim Verlassen des Geschützrohres v2 — v • sin «,
vermindert sich bis zum Augenblick , wo das Geschoß seinen höchsten

Fig . 41.

Punkt erreicht , auf Null und wächst , dann ins Negative , d . h . ist dann
nach abwärts gerichtet . Die Flughöhe h ist nach t Sekunden

7 , d t 3
n = Vf t -

g
- •

Man eliminiere t . Die Gleichung der Kurve erhält man zu
7 , () s s
h = tg a ■s — ~ s- 5-2 v i ■ eos l a

Welcher Art ist die Kurve ? Welches sind die Koordinaten sx und \
des höchsten Punktes der Kurve ? Man bestimme Tragweite s2 und
höchste Erhebung/ (j für ein Infanteriegeschoß mit v — 800 m/sec und « = 20° .

2 . Ein Freiträger trägt an seinem nicht eingespannten Ende eine
Einzellast Q . Wie groß ist in jedem Querschnitt das Biegungsmoment
Mi ? (Bezeichnungen nach Fig . 42 .) Wie groß werden die Biegungs¬
momente bei gleichmäßig verteilter Last Qt Welche Kurven entstehen ,

1
/ /

IlliiillllliliSülilf
/
! •- 1 — J —

Fig . 42.

wenn man in jedem Trägerquerschnitt das Biegungsmoment für Einzel¬
last und für verteilte Last aufträgt ? In welcher Beziehung stehen die
beiden Kurven zueinander ? Zeichne beide Kurven für Q — 1000 kg
und i = lm . Maßstab für die Längen 1 : 10, für Mi 1 mm = 2000 cmkg

3. Die obere und die untere Gurtung des in Fig . 43 gezeichneten
Brückenträgers sollen die Form einer Parabel mit dem Scheitel in A
bezw . B haben . Die eingeschriebenen Maße des mittleren Stabes sind
gegeben . Man bestimme rechnerisch die Länge der übrigen sechs senk¬
rechten Stäbe , welche gleiche Entfernung voneinander haben .
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Ellipse .
Die Gleichung der Ellipse.

Erklärung : Die Ellipse ist der geometrische Ort für
diejenigen Punkte (P ) , für welche die Summe der Entfernungen
von zwei gegebenen Punkten
( Pi und P 2) gleich groß ist . In
Fig . 44 ist PPj + Pi \, = Kon-
stante = 2 a.

Ableitung der Gleichung :
Wir legen die X - Achse durch
F , F 2 und die X-Achse als Lot
hierzu durch die Mitte von F , F 2.
Wir setzen F,F 2 = 2 e . Wenn
nun P ein beliebiger Punkt xy der Ellipse und die Summe

. seiner Entfernungen von F 1 und F 2 gleich 2 a ist , so wird :
PF ,
PF 2 _ _

2 a.

Fig . 44.

Y ( e + xf + y2
Y ( e — xf + y2

Also : Y {e + xf + y2 + V ( e — xf + y2

Um die Wurzeln fortzuschaffen , quadriert man zweimal
und erhält schließlich : a2 y2 -f -x2(a2 — e2) = a2( a2 — e2) .

Hierin setzt man a2 — e2 = b 2 (Fig. 45) und erhält :
x 2 b2 f y 2 a 2 = a 2 b21

oder : X “
+

(21 )Ml = i
a “ b2

Bezeichnung : Die große Achse heißt Hauptachse
(= 2 a), die kleine heißt Nebenachse (= 2 b) . F , und F2
sind die Brennpunkte , PF , und PF 2 sind die Brenn¬
linien , Brennstrahlen oder Fahrstrahlen . Der Abstand der
Brennpunkte vom Zentrum , z . B . OF 2 , heißt die Exzen¬
trizität (== e) . Jede Gerade , die durch den Mittelpunkt
geht , ist ein Durchmesser .

Besprechung : Aus der Formel (21) der Ellipse folgt , daß

D ü s i n g , Leitfaden der analytischen Geometrie . 4
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ist . Zu jedem x gehören also zwei gleiche und entgegen¬
gesetzte y ; die Kurve ist demnach zur X -Achse symmetrisch.
Dasselbe läßt sich für die Y-Achse nachweisen.

Liegt der Punkt P auf der X-Achse , so ist y = 0 und
x = + a , also ist die große Achse = 2 a .

Liegt der Punkt P auf der Y-Achse ( Fig . 45) , so ist = 0
und y = + b , also ist die kleine Achse gleich 2 b .

Nach Fig . 45 ist a die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks , dessen Katheten e und b sind . Sind von diesen
drei Größen zwei gegeben, so läßt sich die dritte leicht kon¬
struieren oder berechnen.

Für x > a wird y imaginär und für y ,> b wird x
imaginär. Hier liegen also keine Punkte der Ellipse.

Wird a = b , so wird die Ellipse zum Kreis . Dieser ist
demnach nur ein besonderer Fall der Ellipse .

Konstruktionen der Ellipse .
1 . Aus der Erklärung ergibt sich eine einfache Konstruktion

der Ellipse aus der großen Achse und den Brennpunkten .
Man teilt die große Achse in zwei beliebig große Teile und
schlägt mit dem einen Teil um den einen Brennpunkt , mit
dem anderen Teil um den anderen Brennpunkt einen Kreis.
Die erhaltenen Kreise schneiden sich in zwei Ellipsenpunkten .
Dies Verfahren wiederholt man beliebig oft .
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2 . Bei der Fadenkonstruktion befestigt man zwei
Stifte in den Brennpunkten und schlingt einen unelastischen
Faden herum . Dann spannt man durch die Spitze eines Blei¬
stiftes den Faden an und fährt mit ihr an der Innenseite des
Fadens hin , indem man zugleich auf das Papier zeichnet. Es
entsteht eine Ellipse. In der Praxis ist diese Konstruktion
nur dann angebracht , wenn keine grobe Genauigkeit der Ellipse
verlangt wird (z . B . zum Anreißen elliptischer Tischplatten
oder elliptischer Gewölbebogen ) , weil es keinen Faden gibt,
welcher unelastisch und gleichzeitig für den vorliegenden
Zweck geschmeidig genug ist .

3 . Die bequemste Konstruktion der Ellipse aus den beiden
Achsen ist folgende (Fig. 46) . Man trägt auf einem Papier -

90 ° - (x

Fig . 47 .Fig . 46 .

streifen mit genau gerader Kante die beiden Halbachsen PQ = a
und PR = b von P aus aufeinander ab , so daß QR = a — b ist .
Dann verschiebt man den Papierstreifen derart , daß sich der
Punkt Q auf der kleinen Achse und der Punkt 11 auf der
großen Achse bewegt . Der Punkt P beschreibt dann eine
Ellipse . Man zeichnet bei verschiedenen Stellungen des
Streifens den Punkt P von diesem auf das Zeichenpapier mit
einem scharfen Bleistift.

Die letztere Ellipsenkonstruktion ist sehr vorteilhaft , weil
in der Praxis meist die Achsen der Ellipse gegeben sind und
weil keine Hilfslinien auf das Papier gezeichnet werden.
Diese Konstruktion gibt auch die Grundlage zu einem
Ellipsenzirkel .

4*
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Der Beweis für die Richtigkeit der Konstruktion ergibt
sich nach Fig. 47 wie folgt :

y PR ■ sin a -= b • sin a
Quadriert : y2 = b 2 ■ sin 2a
Erweitert : a2 y2 = a2 b 2 • sin 2« . I

x — FQ ■ sin (90 ° — a ) = a ■ cos «
b 2 x2 = a2 b 2 ■ cos 2a . . II

- a2 y 2 + b 2 x2 = a2 b 2 (sin 2a + cos 2a) . . . . I + II
a2 y2 + b 2 x2 = a2 b 2. Diese Gleichung stellt aber die

Ellipse mit den Halbachsen a und b dar.
Übung : 1 . Wie groß ist x für y = 0 , und wie grob y

für x = 0 ?
2 . Die Koordinaten des Schnittpunktes der Ellipse x2 b2

+ y 2 a2 = a2 b 2 mit einer Geraden y = Mx + w zu berechnen.
Anleitung : Man vergleiche die entsprechende Aufgabe

beim Kreis (S . 19) .
3 . Bei einer Ellipse die Brennpunkte zu zeichnen , wenn

die Achsen gegeben sind.
4 . Man zeichne die Kurve der Gleichung 16 x2 + 9 y2 = 144 ,

schließe auf die Art der Kurve und überzeuge sich durch
Nachmessen, daß beliebige Punkte der Erklärung der gefundenen
Kurve genügen.

5 . Ein Punkt der Ellipse 25 x2 + 16 y2 = 400 hat die
Ordinate yt = 2 . Wie groß ist seine Abszisse ?

6 . Zwei Punkte der Ellipse 25 x2 + 16 y2 = 400 haben die
Abszissen x1 = 2 und x2 = 3 . Wie groß ist die zugehörige Sehne?

7 . Yon einer Ellipse ist e — 4 cm und « = 5cm gegeben .
Wie lautet ihre Gleichung?

8 . Auf der Ellipse 25 x2 + 16 y2 = 400 ist ein Punkt mit
der Abszisse xt = 2,5 gegeben. Wie lang sind seine Brenn¬
linien ?

Der Parameter .
Wir berechnen die Ordinate yt im Brennpunkt , indem

wir die Abszisse x1 = e in die Gleichung der Ellipse einsetzen :
e2 b 2 + yr

2 a2 = a2 b2
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Nach Fig . 45 ist aber e2 ~ a2 — b2 . Dies wird eingesetzt
und ergibt : a2 b 2 — b * + y 2 o? = a2 b2

6 4 b 2
Also ist : w , 2 = —^ und y-, = + —

a2 a
Bei der Parabel war die Ordinate im Brennpunkt y1 = p .

b2
Bei der Ellipse kann man nun die Ordinate yx = — = pcc

setzen. Dann ist die ganze Sehne des Brennpunktes ,
die senkrecht zur Achse steht , gleich 2 p . Auch hier nennen
wir diese Sehne den Parameter (Fig . 48 ) .

Fig . 48 .

Anwendung : Die Eigenschaft der Ellipse , daß die Summe der
Fahrstrahlen konstant ist , findet unter anderem Anwendung bei ellip¬
tischen Zahnrädern , welche man an manchen Textilmaschinen
findet . Der Zahnkranz hat die Form einer Ellipse , und beide Zahnräder
sind einander kongruent . Die Bohrungen der Zahnräder liegen in den

Brennpunkten der Ellipse . Wenn sich nach Fig . 49 das obere Rad mit

gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit dreht , so dreht sich das untere
Rad mit veränderlicher Geschwindigkeit . Fig 49 a zeigt die Stellung der
kleinsten , Fig . 49 b diejenige einer mittleren und Fig . 49 c diejenige der -

größten Winkelgeschwindigkeit des unteren Rades .

Die Tangente an die Ellipse .
Wie bisher berechnen wir auch bei der Ellipse ihre

Steigung durch Differenzieren der Gleichung der Ellipse :
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x2 1) 2 -f iß a? = a 2 i

02 x b 2 + 2 y a 2 -f -—J dx

Die Steigung ist also : = — ’—^
.2

(aj OC 1/ d
(22 )

Folglich ist
x -1 &2

2/x «2 die Steigung der Kurve im Punkte I \

mit den Koordinaten xx yx
( Fig . 50) . Diese Steigung
ist aber auch zugleich
die Steigung der Tan¬
gente im Berührungs¬
punkt I\ . Man setzt
diese Steigung in die
Gleichung (4) einer Ge¬
raden ein , deren Steigung
bekannt ist , und die durch

einen Punkt geht , nämlich in die Gleichung M = ~- W

Man erhält dann als Gleichung der Tangente :
■x x b 2

Vi ^
y
x -

yi_
Xx

Diese Gleichung läßt sich wie beim Kreis vereinfachen :

yy x a 2 — yx
2 a 2 = — xx x b 2 + x 2 b 2

y Vi «2 + xx x b 2 = x x
2 b 2 + yx

2 a2

x xx b 2 yy x a 2 = a 2 b 2

xx i yy x =
a 2 ^

&2 ( 23)

Bemerkung : Wie beim Kreis unterscheidet sich diese
Gleichung der Tangente von der der Ellipse dadurch , daß aus
x 2 und y2 die Produkte x xx und yy x geworden sind .

Aufgabe : 1 . Man verfolge die Änderung des Differential¬

quotienten mit dem Verlauf der Kurve .
2 . Man bringe ■ die Gleichung ( 23) der Tangente auf die

Normalform .
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Normale.
OC 1) ^

Da die Steigung der Tangente — - —
2 ist , so ist die der

Mi a

Normalen + man diese in die Gleichung ( 4 ) einer

Geraden ein , deren Steigung gegeben ist und die durch den
Berührungspunkt geht , so erhält man als Gleichung der
Normalen: Vi = y — yi

rp 7i2 rp _ /y*

Aufgabe : Diese Gleichung auf die Normalform zu bringen
und n zu bestimmen.

Berührungsgrößen ,
Wie bei der Parabel wird auch bei der Ellipse von den

Berührungsgrößen mindestens eine analytisch berechnet . Wir
wählen auch hier die Subtangente . Die Berechnung ist
ähnlich der bei der Parabel.

Aus der Gleichung der Tangente berechnet man die
Abszisse x2 des Schnittpunktes P 2 der Tangente mit der
X -Achse (Fig. 50) . Alsdann ist die Subtangente die Differenz
der Abszissen von P 2 und I\ . In der Gleichung der Tangente :

x.2 xx b 2 + y2 iji = a2 b 2 wird y2 = 0 und daher :

x2 =

Subtangente = x2 — xx = - xx = -
O x /y* rptA'J lA/J

Ferner ergibt sich die Subnormale daraus , daß die Ordinate
i/i des Berührungspunktes P , die mittlere Proportionale zwischen
der Subtangente und Subnormalen ist .

y -= Subtangente x Subnormale

Subnorm
W -

Subnormale = '
-p - =

_ rjß £
—'- ! - x Subnormale

'JC-̂

- 2 nr.. ])%
a•
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Die Längen von Tangente und Normale ergeben sich aus
dem pythagoreischen Lehrsatz.

Tangente =

Normale =

V
-

V
( .a 2 — %!

2) 2

+ Vi

~ ~7 + Vl
2

Bemerkung : Man prüfe , von welcher Dimension die
Formeln sind.

Oben war die Entfernung des Punktes P 2 von dem Achsen -
( 2̂

Schnittpunkt berechnet worden , nämlich x2 = — Dies Re-

Fig . 51,

sultat ist von der kleinen Achse b
unabhängig und nur von a und xt
abhängig. Die Tangenten aller
Ellipsen mit gleicher horizontaler
Achse , deren Berührungspunkte
senkrecht übereinander liegen,
shneiden sich also in einem Punkte
auf dieser Achse (Fig. 51) .

Übung : 1 , Die Gleichung der
t Tangente aufzustellen , deren Be¬

rührungspunkt senkrecht über dem Brennpunkt liegt . Maß¬
stäbliche Zeichnung für a = 6 und b = 4 cm.

2 . Wie groß ist derWinkel dieser Tangente mit der X-Achse ?
8 . Für welchen Berührungspunkt der Ellipse geht die

Tangente parallel zur X -Achse ? Für welchen parallel zur
X-Achse ?

4 . Man stelle die Gleichungen der Tangenten auf , die
eine Steigung von 80 °

, 45 °
, 60 °

, 120 °
, 135 °

, 150 0 haben.
Man bestimme die Koordinaten ihrer Berührungspunkte und
die Größen ihrer Abschnitte auf den Achsen. Maßstäbliche
Zeichnung für a = 6 und b = 4 cm .

5 . An die Ellipse 16 x2 + 25 y2 = 400 in dem Berührungs¬
punkte , dessen y i = 3 cm ist , eine Tangente zu legen . Normal¬
form . Maßstäbliche Zeichnung in cm.
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6 . Man bestimme die Steigung der Ellipse 16 x2 + 25 y2
400 an den Punkten mit der Abszisse 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 cm-

7 . Wo hat die Ellipse die Steigung 1 ?

Die Scheitelgleichung der Ellipse .
OĈDie Mittelpunktsgleichung war : — + a2 b2

' b2
Yerschiebt man die senkrechte Achse in den Scheitel links

(Fig. 52) , so bleibt für den Punkt P die Ordinate y unverändert ;
dagegen wird x — | — a . Die Scheitelgleichung der Ellipse
lautet also :

( £ — a ) 2
+ 11 = i-1-

b 2

■f- = l
b 2
tfi

V = 1

2 a § + a2
a2

+ — ■
a

2 — - £ -'
b 2
ä ® (24)

=
_p und für £ das gebräuchlichere

b2

y 2 =
b 2.Setzt man auch hier — =a

x , so erhält man :

y 2 = 2 p x — — x 2
CL

Bemerkung : Diese For¬
mel unterscheidet sich durch
das Glied mit x2 von derjenigen
der Parabel .

Aufgabe : 1 . Man ver¬
schiebe die I r-Achse in den
Brennpunkt und stelle die
Gleichung auf.

2 . Man verschiebe die X-
Achse in den oberen Scheitel und stelle die Gleichung auf.

3 . Man zeichne die Kurve der Gleichung y2 + 2 x2 — 40 a; = 0 .
Man schließe auf die Art der Kurve und überzeuge sich durch
Nachmessen, daß sie der Erklärung genügt.

Fig . 52.
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4 . In welchem Punkte hat die Kurve y2 = 4 x — 2 x2
ihr Maximum ?

Der Inhalt der Ellipse .
Wenn die Gleichung der Ellipse x2 b 2 + y 2 a2 = a? b 2 ist,

so ist die Ordinate der Ellipse :

Schlägt man nun um den Mittelpunkt der Ellipse einen
Kreis mit der halben groben Achse , so ist die Ordinate des
Kreises :

yk = + Ya2 — x2

Diese beiden Werte für die Ordinaten vergleichen wir mit¬

einander und finden , daß ye jedesmal — mal so groß ist wie das

betreffende y d . h . dasjenige yk, das zu demselben x gehört.
. b

Multipliziert man also die Orchnaten des Kreises mit — , so
erhält man die Ellipse. —

Denkt man sich jetzt die Ellipse in unendlich schmale senk¬
rechte Streifen zerlegt (Fig. 5 " ) , so ist der Inhalt eines jeden

ye ■ d x = — yj; ■ dx

Der ganze Inhalt der Ellipse :

yt ■ d xyu • d x

Dies Integral ist aber der In¬
halt des gezeichneten Kreises, also
a 2 7t .

Demnach ist der Inhalt der
Ellipse :dx

Fig . 53. b
— a 2 n — a b n . . ( 25 )a

Besprechung : Die Formel ist von der zweiten Di¬
mension. In ihr kann man a und b vertauschen , d . h . dreht
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man das Achsenkreuz um 90 °
, so erhält man dieselbe Formel.

Wird a = b , so wird die Ellipse zum Kreis. Ein Vergleich
mit dem umschließenden Rechteck (4 ab ) bestätigt , daß die
Ellipse (a b n ) kleiner ist als dies Rechteck.

Die Ellipse als Bild des Kreises .
Blickt man senkrecht auf die Fläche eines Kreises , so

erscheint dieser als Kreis. Dreht man ihn jetzt um einen
Durchmesser , so erscheint der senkrecht hierzu stehende
Durchmesser verkürzt . Nehmen wir den Durchmesser , um
den sich der Kreis dreht , als X -Achse , so sind alle y , also
alle Ordinaten verkürzt .

Wenn der Durchmesser des Kreises 2 ci ist und der ver¬
kürzte 2 b lang erscheint , so beträgt die Verkürzung auch
für alle parallelen Strecken , also
für alle Ordinaten b : a (Fig. 54 a) .

Betrachtet man zwei andere
senkrecht zueinander stehende
Durchmesser, z . B . AD und CD
des Kreises, so werden die Ordi¬
naten ihrer Endpunkte A F und ^
CP im Verhältnis b : a verkürzt ,
und man erhält die Durchmesser
LM und N 0 der Ellipse. Man
nennt sie konjugierte Durch -J ° Fig . 54 a .
messer.

/ /, ! \

H \
s 1 f ]
\ ! Jl
\\ ' /
\ \ x /- W

In einem Kreise halbiert ein Durchmesser alle auf ihm
senkrecht stehenden Sehnen , d . h . solche Sehnen , die dem
konjugierten Durchmesser parallel sind . Folglich halbiert
auch in der Ellipse ein Durchmesser alle Sehnen ,
die dem konjugierten parallel sind ; denn parallele
Linien erscheinen in demselben Maße verkürzt.

Zwischen zwei konjugierten Durchmessern muß stets eine
Achse liegen.



60

Ähnlichkeit der Ellipsen .
Alle Kreise sind einander ähnlich. Sieht man nun ver¬

schiedene Kreise unter demselben Winkel an , so werden bei
ihnen entsprechende Strecken in demselben Maße verkürzt .
Sie bleiben also proportional, und die entstandenen Ellipsen

sind einander ähnlich. Ellipsen
sind dann ähnlich , wenn bei
ihnen das Verhältnis b : a das¬
selbe ist .

ÄhnlicheEllipsen lassen sich
konzentrisch aufeinander legen
(Fig. 54b) , sodaß die Achsen
und konjugierten Durchmesser
sich decken. Sie gehen durch
entsprechende Punkte beider
Ellipsen. Der Mittelpunkt ist hier
„ Ähnlichkeitspunkt “ .

Die Fläche einer Ellipse ist a b n . Haben die Achsen
der größeren Ellipse (Fig. 54) dasselbe Verhältnis a : b , sind
aber beide doppelt so groß , so ist die Fläche der größeren
Ellipse 2a ■ 2b • Jt = ±ab7t , also 4 mal so groß als die der
kleineren . Kurz : Die Flächen ähnlicher Ellipsen verhalten sich
wie die Quadrate ihrer Achsen oder sonstiger entsprechender
Strecken .

Hyperbel .
Die Gleichung der Hyperbel.

Erklärung : Eine Hyperbel ist der geometrische Ort
derjenigen Punkte (P ) , für welche die Differenz der Abstände
von zwei gegebenen Punkten (Pj und Pj ) gleich bleibt . In
Figur 55 ist PPj — ZW, - Konstante - 2 a . Die Punkte
F t und P 2 heißen Brennpunkte , ihr Abstand vom Zentrum 0
heißt Exzentrizität ( e) . Die Verbindungslinien PPj und
PP 2 eines beliebigen Punktes P der Hyperbel mit den Brenn-
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punkten heißen Brennstrahlen
Fahrstrahlen (P F x und P F s) .

Wie bei der Ellipse , legt
man die X - Achse durch die
Brennpunkte und die iE - Achse
als Mittelsenkrechte dazwischen.
Die Entfernung der Brennpunkte
F x F 2 sei auch hier gleich 2 e
und die Differenz der Brenn¬
strahlen gleich 2 a . Dann ist :

Brennlinien oder

V y2 + (x + e) 2 —
V y2 + (x -

Durch
■ef = 2 a.

zweimaliges Qua¬
drieren schafft man die Wurzeln
weg und erhält schließlich:

x2 (e2 — a2) — a2 (e2 -
Wir setzen e2 — a2

x2 b 2 — y2 a2
:2

Yp

F,y
^ / / !
* U \

1—7— e —»*— e —V—i

Bemerkung : Die

y

a 2
) =

= A 21 )
= a2 b2

_̂ = .
b2

Formel ergibt , daß

+ h

Fig . 55.

y*

xi
ii

( 26)

V1
ist ; wie bei der Ellipse ist also auch die Hyperbel zur X -Achse-

symmetrisch, und dies läßt sich auch für die YAchse nachweisen.
Liegt P auf der X -Achse , so ist y = o und x = ± ay

also 2 a gleich der Achse und jede Achsenhälfte gleich a.
Diese Achse heißt Hauptachse .

Für x <C a wird y imaginär ; senkrecht über der Strecke 2 a
liegen also keine Punkte der Hyperbel. Die Länge der Neben¬
achse ist imaginär. Dagegen gibt es für alle Werte von y
zwei Werte von x.

Die Fig . 55 zeigt, daß die Hauptachse immer kleiner sein
muß als die Exzentrizität .

Die geometrische Bedeutung von b kann erst später erörtert
werden (S . 64). . -



Konstruktion : Aus der Erklärung der Hyperbel ergibt
sich auch ihre Konstruktion. Wenn die beiden Brennpunkte
gegeben sind , so schlägt man um diese Brennpunkte Kreise ,
deren Radien dieselbe Differenz haben . Die Schnittpunkte
zweier zugehöriger Kreise sind jedesmal Punkte der Hyperbel.

Parameter .
Wie bei der Ellipse berechnen wir die Ordinate im

Brennpunkt und erhalten auch hier :

Vi = ± - - = P ■ ■ ■ ■ ■ (27 )

Die ganze Sehne des Brennpunktes , die senkrecht
zur Achse steht , ist 2 p , und wir nennen diese Strecke den
Parameter (Fig . 56) .

Die Scheitelgleichung der Hyperbel.
Ähnlich wie bei der Ellipse findet man (Fig . 56) :

b 2

******9

. b 2 .2 — x + —. (28)
b 2

Setzt man auch hier — = p , soa
erhält man :

r P2 p x + — x2
a (29)

Übung : 1 . Man berechne die
Koordinaten der Schnittpunkte der Ge¬
raden y = Mx + n mit der Hyperbel

Fig . 56.
x 2 b *

: 2T « a2 -b 2.
2 . Die Hyperbel*2 b 2 — y 2 a 2 — a2 b 2

■ist gegeben. Man verschiebe die Y-Achse in den Brennpunkt
und stelle jetzt die Gleichung der Hyperbel auf.

3 . Man zeichne die Kurve der Gleichung
9 x2 — 16 y2 — 114 = 0 .

Man schließe auf die Art der Kurve , bestimme a , b und e ,
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suche die Brennpunkte und prüfe dann durch Nachmessen
ob sie der Erklärung genügt.

4 . Man bestimme die Ordinate des Punktes obiger Hyperbel ,
dessen Abszisse gleich 5 Längeneinheiten ist .

5 . Für welchen Punkt obiger Hyperbel ist die Ordinate
doppelt so groß wie die Abszisse ? Für welchen Punkt ist
die Abszisse doppelt so groß wie die Ordinate?

Tangente.
Als Steigung der Hyperbel erhält man ähnlich wie

bei der Ellipse durch Differenzieren der Hyperbelgleichung
dy _
dxden Wert : + x b 2

y a“
Die Gleichung der Tangente wird wie bei der Ellipse

hieraus abgeleitet und heißt :
xx 1 a2 — yy1 b 2 = a2 b2

oder :
XX 1
a 2

Vih = 1 (30)

Auf entsprechende Weise gewinnt man auch die Gleichung
der Normalen .

Aufgabe : Man vergleiche den Verlauf des Differential¬
quotienten mit dem Verlauf der Kurve .

Berührungsgrößen .
Auch diese erhält man ebenso wie bei der Ellipse . Man

leitet zunächst analytisch die Größe der Subtangente ab und
kann dann die anderen drei Größen entweder planimetriscli
oder ebenfalls analytisch bestimmen

Übung : 1 . Für welchen Berührungspunkt der Hyperbel
geht die Tangente parallel zur X -Achse ? Für welchen parallel
zur F -Achse ?

2 . An die Hyperbel 16 x2 — 2b y2 = 400 soll in dem
Berührungspunkte mit der Ordinate 3 cm eine Tangente gelegt
werden . Normalform . Maßstäbliche Zeichnung.
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3 . Die Gleichung der Tangente aufzustellen , deren Be¬
rührungspunkt senkrecht über dem Brennpunkt liegt . Maß¬
stäbliche Zeichnung für a = 3 und b = 2 cm .

4 . Man bestimme die Steigung der Hyperbel
16 x2 — 25 if, = 400

an den Punkten mit der Abszisse 6 , 7 , 8 , 9 cm usw .
5 . Wo hat diese Hyperbel die Steigung 1 ?

Asymptote .
Wir suchen den Schnittpunkt der Hyperbel mit einer

Geraden, die durch den Achsenschnittpunkt geht . Für diese
Gerade ist n = 0 (Fig. 57 ) .

Gegeben ist die Hyperbel :
x 2 b 2 — y2 a2 = a2 b2

und die Gerade : y = Mx
Für ihren Schnittpunkt (xx t/x) gilt also :

xi 2 b 2 — a2 M2 xt 2 — a2 b 2
Xt 2 (b 2 — a2 M2) = a2 b2

a2 b2
b 2 — a2 M2

a b+

Fig . 57) .

Vb 2 — a 2 M 2
'

Hierbei können drei Fälle
eintreten , je nachdem a2 M 2
größer , gleich oder kleiner als
b 2 ist .

Ist a2 M2 -< b '2
, so erhält

man zwei reelle gleich große,
aber entgegengesetzte x. (Die
dünn gezeichnete Sekante in

Aus der Gleichung der Geraden y = Mx folgt

Fig . 57 .

dann , daß auch die y gleich groß und entgegengesetzt sind.
Demnach wird die Gerade im Achsenschnittpunkt halbiert ,
sie heißt Durchmesser .
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Ist ö2 M 2 > b2
, so wird a; imaginär , d . h . die Gerade

trifft die Hyperbel überhaupt nicht.
Ist aber a3 M - = Ir , so wird xx — oo . Alsdann heißt die

b
Gerade Asymptote . Jetzt ist M = + — die Steigung

Cb

der beiden Asymptoten (Fig . 57 ) und b ist das auf der
X-Achse im Scheitel der Hyperbel errichtete Lot
gemessen bis zur Asymptote . Dann ist die Gleichung der
Asymptoten 6

y = d- x.

Die Scheiteltangente berührt die Hyperbel im Scheitel,
die Asymptoten treffen die Hyperbel im Unendlichen. Die
Berührungspunkte der übrigen Tangenten liegen dazwischen.
Alle Tangenten werden daher die Hauptachse zwischen
dem Scheitel und dem Achsenmittelpunkt schneiden .
Der Steigungswinkel einer Tangente liegt zwischen den
Steigungswinkeln der beiden Asymptoten.

Aufgabe : Man stelle die Gleichung der Tangenten an
eine Hyperbel mit a = 2 und b 3 cm auf, die eine Steigung
von 30 °

, 45 °
, 60 °

, 120 °
, 135 °

, 150 ° haben . Welche von
diesen Tangenten sind möglich ? Man bestimme die Be¬
rührungspunkte und die Größen ihrer Abschnitte auf den
Achsen. Maßstäbliche Zeichnung .

Die Näherung der Kurve an die Asymptote .
Für einen beliebigen Punkt (mit der Abszisse xx) be¬

rechne man die Ordinate bis zur Asymptote (yx) und bis zur
Hyperbel (yx ) . Erstere ist

b
— — Xi

und letztere

yx = — Yx2 — ax
2.

Die Vergleichung dieser beiden Größen ergibt sofort, daß ihr
Unterschied desto kleiner sein wird, je kleiner a im Vergleich

Dü sing , Leitfaden der analytischen Geometrie . 5
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zu x ist , d . h . je größer x ist . Wird x = oo , so verschwindet
der Unterschied . Die Kurve nähert sich also der Asymptote
beständig und erreicht sie im Unendlichen .

Ähnlichkeit bei Hyperbeln,
Wie die Ellipsen , so sind auch die Hyperbeln ähnlich ,

wenn bei ihnen das Verhältnis a : b dasselbe ist , wenn sie
also dieselbenÄsymptoten haben . Man zeichne mehrere
Hyperbeln mit gemeinsamen Achsen und Asymptoten . Der
Achsenschnittpunkt wird Ähnlichkeitspunkt .

Gleichseitige Hyperbel.
Wird in der Gleichung der Hyperbel x2 b 2 — y2 a2 = a2 b 2

die Länge a = b , so erhält man
131 )

als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel . Die Steigung der
Asymptote ist a : a = 1 ; also steigt sie unter 45 0 und steht
auf der anderen Asymptote senkrecht . Die Hyperbel in Fig . 57
ist als gleichseitige gezeichnet .

Aufgabe : 1 . Wie groß ist e bei der gleichseitigen
Hyperbel ?

2 . Wie groß ist bei ihr die Ordinate im Brennpunkt ?

Die Asymptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel.
Denkt man sich das Achsenkreuz um 45 ° nach rechts

gedreht , so werden die Asymptoten zu Achsen und der
Drehüngswinkel ist — 45 0 (Fig . 59) .

Wenn x und y die alten und | und ')) die neuen Koordi¬
naten sind , so ist nach Gleichung ( 12 ) :

y = t] cos a + £ sin a
x = £; cos cc — rj sin a

und bei einer Drehung - um — 45 0 nach Gleichung (13) :

y 2 y 2 und , x =
V 2 y 2
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Setzt man diese Koordinaten in die Gleichung der gleich¬
seitigen Hyperbel x2 — y2 = a2 ein , so erhält man :

Y (§2 + 2 | ij + rf) (£2 — 2 £ r] + rf )
2 £ a? = a2

| jy =

CL
£ 7] oder xy = 0 = Konstante = C . . (32

u

Für jeden Punkt der Hyperbel ist also das Rechteck
aus Ordinate und Abszisse gleich groß (Fig. 59) .

Aufgabe : Man bestimme die kürzeste Entfernung der
gleichseitigen Hyperbel vom Achsenschnittpunkt .

Diese ist die frühere Halbachse a . Nach Gleichung (32)
muß das in Fig. 59 gestrichelte Quadrat gleich — = Kon-

u

stante C sein. Also ist die Diagonale a = V2 C und die
Seite des Quadrates gleich Y C. Man bestimme diese Größen
für die in Fig. 59 gezeichnete Hyperbel vp = - 8 .

Konstruktion.
Aus Gleichung (32 ) ergibt sich eine Konstruktion der

gleichseitigen Hyperbel aus den Asymptoten OX und 0 I
und einem Punkt P (Fig. 58) .

Man zieht durch P
die Geraden P Q parallel
zu OY und P U parallel
zu OX , verlängert PU
und trägt beliebige Teile
auf 'der Verlängerung ab.
Man verbindet diese Teil¬
punkte mit 0 und zieht
durch die Schnittpunkte
dieser Verbindungen mit
PQ Parallelen zur Achse O X . Durch die Teilpunkte zieht
man dann Parallelen zur anderen Achse 0 Y. Die Schnittr

5 *

Fig . 58.
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punkte der horizontalen mit den entsprechenden vertikalen
Parallelen sind Punkte der Hyperbel.

Beweis : Nach einem Satz der Planimetrie sind die
Rechtecke TJPQO und 0 Ji S T inhaltsgleich.

Aufgabe : 1 . Man stelle die Gleichung der Tangente
der gleichseitigen Hyperbel im alten Axenkreuz wie in dem
der Asymptoten auf.

2 . Man verschiebe das Achsenkreuz parallel , bis der
Achsenschnittpunkt auf den Scheitelpunkt fällt und , bestimme
die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel :

Anwendungen : 1 . Darstellung des Mariotteschen Ge¬
setzes . Hat man ein Volumen Gas in einem Zylinder unter einem
bestimmten Druck , und preßt es dann bei gleichbleibender Temperatur
mit dem doppelten Druck zusammen , so wird es auf die Hälfte des
Raumes zusammengedrückt . Allgemein ausgedrückt kann man sagen ,

daß sich die Volumen
umgekehrt wie die Drucke
ve r h a 11 e n . Dies Mariotte -
oder Boylesche Gesetz '

gilt für
vollkommene Gase wie Luft ,
und zwar solange die Tempera¬
tur dieselbe bleibt .

Ist nun v0 das Anfangs¬
volumen und p 0 der anfängliche
Druck , vt ein späteres Volumen
und p x der dazugehörige Druck
so verhält sich

Vo_ = Pi
«i Po

'

Oder es ist
®o Po — viPi = Konstante .

Wir denken uns einen Zylinder mit 1 cbm Gas gefüllt und durch
einen Kolben abgeschlossen , so daß das Gas unter einem Druck von
8 Atmosphären steht . In der Fig . 59 sei unten der Zylinder angedeutet .
Wir denken uns die Abszissenachse parallel zum Zylinder und errichten
am linken Ende desselben die Ordinatenachse . Als Anfangszustand tragen
wir 1 cm als Abszisse ab , wobei jeder Zentimeter 1 cbm vorstellt . Dann
tragen wir 8 cm als Ordinate auf , was einem absoluten Druck von
8 Atmosphären entspricht .

Wir berechnen uns nun wie auf Seite 7 eine Tabelle , indem wir
annehmen , das Gas von 1 cbm würde auf 8 cbm ausgedehnt , und indem

Volumen .
Fig . 59.
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wir nach der Formel v ■ p — = 8 den zugehörigen Druck
ausrechnen .

Man trage nun die verschiedenen Volumen (v = 1 , 2 , 4 , 8) auf der
horizontalen und die entsprechenden Drucke (p = 8 , 4 , 2, 1) senkrecht
nach oben auf . Man legt durch die erhaltenen Punkte eine Kurve , die man
Isotherme nennt , weil das genannte Gesetz nur bei gleichbleibender
Temperatur gilt . Die Rechtecke aus den Koordinaten eines Punktes sind

gleich groß , wie Fig . 59 zeigt . Also ist die Isotherme eine gleichseitige
Hyperbel . Im vorliegenden Fall erhält man stets das Produkt 8.

2. Beispiel aus der Elektrotechnik : Die in einen Haupt¬
schlußmotor (z . B . einer Straßenbahn oder eines Krans ) eingeführte
elektromotorische Kraft , also die Klem¬
menspannung E \ , wird um den Spannungs¬
verlust in dem Motor vermindert . Dieser
beträgt J - B , d . h . Stromstärke mal
inneren Widerstand des Motors . Der Rest
E — Ei — J - B ist der elektromotorischen
Gegenkraft des Motors gleich , hält ihr
das Gleichgewicht und die ihr ent¬
sprechende Energie wird in die mechani¬
sche Arbeit des Motors umgesetzt .

Diese Gegenkraft des Motors ent¬
steht durch die Drehung , wobei der
Motor als Dynamomaschine wirkt . Diese
Gegenkraft ist demnach der Zahl der
Umdrehungen (n ) und der Kraftlinien (N)
proportional . E — C Nn , wenn C eine Konstante ist .

Also ist G Nn = E \ — J - B .
Hierin ist die eingeführte elektromotorische Kraft Eh konstant

und J • B sehr klein .
a) Vernachlässigt man letzteres , so muß Nn eine Konstante sein .
Nun ist bei nicht zu starker Magnetisierung der Pole N = C1 - J ,

d . h . die Kraftlinienzahl ist der Stromstärke proportional . Also ist nicht
nur Nn , sondern auch J • n eine Konstante .

Trägt man nun J auf einer horizontalen Achse und die zugehörigen
n vertikal darüber auf , so erhält man eine gleichseitige Hyperbel , wie
in voriger Figur (Fig . 59). Jedes J bildet mit seinem zugehörigen n
ein Rechteck , und alle diese Rechtecke J ■n sind gleich groß .

Bei kleiner Stromstärke , d . h . unbelastet , läuft der Motor sehr
rasch ; bei großer Stromstärke läuft er langsam .

b ) Vernachlässigt man den kleinen Betrag von J • B aber nicht , so ist :
C Nn = Ek — J - B oder
C2 J n = Eit — JB .

JShromstärke J .
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Yon jedem früheren Kechteck von konstanter Größe ist also ein
kleiner Betrag J ■B abzuziehen , der proportional der Stromstärke J ist .

Gehen z . B . bei 10 Ampere von der eingeführten Spannung 5 Volt
verloren , so ist der Verlust bei 2 Ampere nur 1 Volt .

Von jedem früheren Rechteck ist also ein kleines Rechteck J ■B
abzuziehen , welches eine ebenso große Grundlinie J wie die früheren
Rechtecke J ■n und eine konstante Höhe proportional B hat . Diese
Rechtecke , die abgezogen werden müssen , sind in der Fig . 60 schraffiert .

Die rechten unteren Ecken dieser schmalen Rechtecke geben uns die
wirklichen Tourenzahlen an . Sie liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel ,
die um diesen Betrag , der proportional B ist , nach unten verschoben ist .

Beide Kurven nähern sich bei kleiner Stromstärke , d . h . der Unter¬
schied zwischen den Umlaufszahlen ist verhältnismäßig gering . Bei
großer Stromstärke ist dieser Unterschied verhältnismäßig viel größer
und bei zu großer Belastung schneidet die neue Kurve die X -Achse ,
d . h . der Motor bleibt stehen .

Der Inhalt eines Abschnittes der gleichseitigen Hyperbel .
Wir denken uns die Fläche der Hyperbel x y = — in

Li
senkrechte unendlich schmale Streifen zerlegt, von denen jeder
den Inhalt y ■ dx hat . Die Fläche des Abschnittes von xx
bis x2 ist dann :

Xo

a2
2 x dx — - ■ dx

*1

F = ^ ( löge a?2 — löge (Kl) = - - log « ^ . . (VA )

Anwendung : Bei der
Isotherme dient diese Formel
zur Berechnung der Arbeit ,
die das Gas bei seiner Aus¬
dehnung vom Volumen x 1 auf
das Volumen * 2 leistet . Auf der
horizontalen Achse sind näm¬
lich nicht nur die Kubikmeter ,
sondern zugleich auch die
Wege des Kolbens aufge¬
tragen , während vertikal dar¬
über die Drucke angegeben
sind (Fig . 59). Multipliziert
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man den kleinen Teil des Weges dx mit dem zugehörigen Druck y ,
so erhält man die auf dem Wege cl x geleistete Arbeit .

Beim Integrieren erhält man dann die Arbeit , die auf dem ganzen
Wege x t x s geleistet wird 1).

Ähnlichkeit der gleichseitigen Hyperbeln.
d?

Aus der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel x y = —
u

geht hervor , daß die verschiedenen gleichseitigen Hyperbeln

Fig . 62.

(3/
sich nur durch die Konstante — unterscheiden . Sie sind also

u

ähnlich. In Fig . 62 sind unter anderen auch die Hyperbeln
( 2 äfx y — —- und x y - gezeichnet. Bei der flacherenHyperbel

sind die Flächen der Rechtecke 4 mal so groß wie bei der

gewölbteren . Einem doppelt so großen x entspricht ein doppelt

i ) Die Ausführung eines Beispiels findet man : Elemente der Diff .

u . Intg . in geom . Methode von Düsing . 2 . Auflage , Seite 75.
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so großes y ; die flachere Kurve ist nur ein aufs Doppelte ver¬
größertes Stück der gewölbteren.

Die entsprechenden Stücke sind in der Figur hervor¬
gehoben. Verbindet man entsprechende Punkte miteinander , so
gehen die Verbindungslinien durch 0 . Dieser Achsenschnitt¬
punkt ist der Ähnliclikeitspunkt.

Die Fläche der gewölbteren Kurve von x1 bis x2 ist
«2 , x2
T log V

Die entsprechende Fläche der flacherenHyperbel von 2 x1 bis 2 x2
4 a 2

, 2 x * , a 2 , x 9ist _r los 2^ _ 4 t Io® xp
sie ist also 4 mal so groß . Entsprechende Flächen gleich¬
seitiger Hyperbeln verhalten sich demnach wie die Quadrate
entsprechender Seiten .

'
Anwendung : Die oben gezeichneten Hyperbeln stellen zugleich

die Isothermen für verschiedene Temperaturen dar . Erhöht
man die Temperatur eines Gases , ohne daß es sich ausdehnen kann , so
steigt der Druck desselben proportional seiner absoluten Temperatur .
Bei der flacheren Hyperbel sind die Ordinaten 4 mal so groß als die
zu demselben x gehörigen Ordinaten der gewölbteren Hyperbel . Wenn
letztere für den Gefrierpunkt (t = 0 ° und T = 273 °) gehört , so gilt die
flachere für 4 • 273 ° = 1092 ° absolute Temperatur .

Vergleicht man die Flächen über denselben Abszissen miteinander , so
findet man , daß sie sich wie die Ordinaten verhalten . Bei gleichem Volumen
verhalten sich die Arbeiten der Isothermen wie die absoluten Temperaturen .

Verwandtschaft von Parabel , Ellipse
und Hyperbel .

Der Parameter .
Bei den betrachteten Kurven sind die im Brennpunkt

errichteten Ordinaten yx bereits berechnet worden.
a) In die Gleichung der Parabel y% = 2 p x hatten wir

. . 'üdie Abszisse des Brennpunktes xx — ^r eingesetzt und erhielten :
<U

Ui = + Pp
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b) In die Gleichung der Ellipse y = +
setzten wir die Abszisse des Brennpunktes

= + j/ a2 — b 2 ein

hl
a

und erhielten :

xx = e ■

Vi = ± ■

Vi = ± ±Pe
b

c) In die Gleichung der Hyperbel y = + j/ x2

wird auf dieselbe Weise xx = e = + V a1 + b2

eingesetzt und man erhält :
, b 2

%h = ± — = ± PhJ a
Bei allen drei Kurven ist die senkrecht zur X - Achse

durch den Brennpunkt gezogene Sehne gleich 2p ,
d . h . gleich dem Parameter . Ellipse und Hyperbel von
gleichem a und b haben gleichen Parameter .

b 2
Bemerkung : Aus der Gleichung p = — folgt , daß b

Qj

die mittlere Proportionale zwischen der halben großen Achse
und dem halben Parameter ist . Aus zwei dieser Stücke kann
das dritte stets konstruiert werden.

Beim Kreise und der gleichseitigen Hyperbel ist die im
Brennpunkt errichtete Ordinate gleich p — r bezw . = a.

. Die Scheitelgleichungen .

Die Scheitelgleichungen der bisher betrachteten Kurven
hatten wir bereits — Gleichung (24) , (28) , (29) — festgestellt .
Schreiben wir sie statt mit £ und ry mit x und y , so erhalten
wir folgende Gleichung:

Parabel : y2 = 2 p x
b 2 b2

Ellipse : y2 = 2 — x — x2

b 2 V-
Hyperbel : y2 = .2 — x + x2
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Um diese Formeln besser vergleichen zu können , setzen
b 2

wir wieder — = P und erhalten :
Parabel : ßi = 2 p x
Ellipse : y2 = 2 p x

Hyperbel : y2 2 p x +

V_
a
P

Bei der Ellipse wird
also von dem Gliede
2 p x ein zweites Glied
-
ĵ x2 abgezogen , bei der

Hyperbel aber ein gleich
großes Glied hinzuge¬
zählt.

Bei den zwei Spe¬
zialfällen der gleichsei¬
tigen Kurven wird

a = b = p (== r) , und
wir erhalten folgende
Scheitelgleichungen :
Kreis : y2 — 2 p x — x2
Gleichseitige Hyperbel :

y2 — 2 p x + x2
Bemerkung :

Setzen wir in der Schei¬
telgleichung der Ellipse a — cd , so entsteht die Gleichung
der Parabel . Die Parabel ist also gleichsam eine Ellipse mit
unendlich großer Achse . —

Wenn in diesen Scheitelgleichungen die drei Kurven die-
b2

selben p = — und a haben , so sind für eine bestimmtea
Abszisse xx die verschiedenen yL verschieden groß . Die Or¬
dinate der Ellipse ist kleiner , die der Hyperbel größer als die
der Parabel . In Fig. 63 sind diese drei Kurven gezeichnet,
sie haben gleiches a, b und p .
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Schnitte durch einen Kegel.
Unter einem „ Kegel “ versteht man gewöhnlich einen

geraden Kreiskegel, der dadurch entsteht , daß sich ein recht¬
winkliges Dreieck um eine Kathete dreht . Durch die Be¬
wegung der Hypotenuse entsteht hierbei der Mantel des Kegels ,
und in jeder Lage bildet sie eine Seitenlinie desselben. War
die Hypotenuse über die Spitze des Kegels hinaus verlängert ,
so entsteht bei der Drehung zu¬
gleich ein umgekehrter Kegel . Das
Ganze nennt man dann einen
Doppelkegel.

Die Grundfläche ist ein Kreis
und ebenso alle ihre parallelen
Schnitte durch den Kegel , wie
man sich am besten an einem
Holzmodell klar macht.

Legen wir durch einen solchen
kreisförmigen Schnitt zwei senk¬
recht zueinander stehende Durch¬
messer und drehen die Ebene des
Kreises etwas um einen dieser
Durchmesser , so ändert sich der
andere Durchmesser ; es entsteht
dann eine neue Schnittfigur, eine
Ellipse .

Dreht man die Sehnittebene noch weiter , so wird der
immer größer werdende Durchmesser in dem Moment unend¬
lich , wo die Schnittebene einer Seitenlinie des Kegels parallel
geht . Die Schnittfigur ist jetzt eine Parabel .

Will man jetzt die Drehung noch weiter verfolgen , so
muß man sich den Kegel zu einem Doppelkegel vervoll¬
ständigen . Dreht man dann weiter , so entsteht auch oben
eine Schnittfigur. Beide haben die gewölbten Seiten einander
zugewandt , während die abgewandten Seiten offen sind ; es
sind die beiden Hälften einer Hyperbel .

In Fig. 64 sind diese drei Schnitte senkrecht zur Papier-

Kreis .

Fig . 64.
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ebene durch einen Doppelkegel geführt , erscheinen also als
Gerade und sind dann in die Papierebene herumgeklappt , um
sie zu zeigen .

Ein Schnitt durch einen Kegel liefert also einen Kreis,
eine Parabel , Ellipse oder Hyperbel . Diese Kurven heißen
daher „ Kegelschnitte “ .

Die Abbildung des Kreises.
Es sei K B ein Kreis , der senkrecht zur Papierebene

steht , und A das Auge des Beschauers (Fig . 65) . Verbindet
man A mit allen Punkten des Kreises , so erhält man die
Sehstrahlen (z . B . AK und A B) , die einen Kegelmantel
bilden. Will man den Kreis auf einer Bildebene , z . B . auf

K R G

Fig . 65.
K & R

Fig . 66.

H G , abbilden , so erhält man als Bild den Schnitt dieser
Bildebene mit dem Kegel .

Ist die Bildebene parallel zu KB , so erhält man als
Bild einen Kreis . Dreht man die Bildebene um G rechts
herum , so wird der Durchmesser K B verkürzt , man erhält
eine Ellipse , deren kleinere Achse in der Papierebene liegt.
Die Verkürzung ist am stärksten , wenn H G auf A K senk¬
recht steht . Dreht man weiter , so wird dieser in der Papier¬
ebene liegende Durchmesser wieder länger, bis man aber¬
mals einen Kreis erhält , wenn H G senkrecht zu K B steht .
Dreht man noch weiter , so wird der in der Papierebene
liegende Durchmesser weiter verlängert , und man erhält eine
Ellipse , deren größere Achse in der Papierebene liegt.
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Wenn die Bildebene HG lotrecht steht und der Kreis
K R so grob ist , daß R senkrecht unter A liegt (Fig. 66) , so
fällt das Bild von R ins Unendliche, und man erhält als Bild
auf der Bildebene H G eine Parabel .

Liegt der Kreis so , daß R noch weiter nach rechts fällt,
so besteht das Bild aus zwei Ästen , und man erhält auf H G
eine Hyperbel .

Befindet man sich z . B . in einem Zirkus oder unter einem
Brückenbogen, so erscheinen die sichtbaren Stücke der Kreise
als Bogen von Hyperbeln . Sie sind in dem Punkte , der dem
Auge gegenüberliegt, am stärksten gekrümmt.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades :

x1 + ax -f by2 + cy + dxy -f e = 0
stellt stets einen Kegelschnitt dar .

Man gebe den Größen a, b , c , d , e beliebige Werte und
zeichne die den entstandenen Gleichungen entsprechenden
Kurven ; es sind Kegelschnitte.

Auch auf folgende Weise kann man sich dies verdeut¬
lichen :

Man verschiebe bei der Parabel , Ellipse und Hyperbel
das Achsenkreuz parallel und leite die allgemeinen Gleichungen
für diese Kegelschnitte ab .

Wenn h die horizontale und v die vertikale Verschiebung
ist , so erhält man für den Kreis (Gleichung 10 und 10a) :

x2 + y2 — 2 hx — 2 vy + h2 + v2 — r 2 = 0
für die Parabel (Gleichung 20) :

y 2 — 2px — 2 vy + v2 -\- 2ph — 0
Für die Ellipse bezw . Hyperbel erhält man in ent¬

sprechender Weise :
x2 b 2 + y2 a2 — 2 h b 2 x + 2 va 2 y + h2 b 2 + v2 a2 — a2 y2 = 0 .

Diese Gleichungen vergleiche man mit der bereits ge¬
nannten allgemeinen Gleichung . Man bemerkt dabei folgendes ::
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Sind die Vorzahlen (Koeffizienten ) von x2 und y2 gleich
groß und von gleichem Vorzeichen , und fehlt ein Glied mit
x y , so liegt die Gleichung eines Kreises vor .

Sind die Vorzahlen von x2 und y2 ungleich , aber von
gleichem Vorzeichen , und fehlt ein Glied mit xy , so ent¬
spricht die Gleichung einer Ellipse .

Haben unter den eben genannten Umständen die Vorzahlen
von x2 und y2 ungleiches Vorzeichen , so liegt die Gleichung
einer Hyperbel vor . Sind diese Vorzahlen zwar entgegen¬
gesetzt , aber gleich , so stellt sie eine gleichseitige Hyperbel dar.

Fehlt ein Glied mit x y und entweder x2 oder y2
, so

liegt die Gleichung einer Parabel vor .
Dreht man jetzt das Achsenkreuz dieser Kegelschnitte,

so muß man Gleichung (12) in die Gleichungen derselben
einsetzen und erhält dadurch das Glied mit x y der all¬
gemeinen Gleichung .

Wenn also in der gegebenen Gleichung das Glied mit
x y fehlt , so geht eine Achse des Kegelschnitts parallel zur
X- oder X-Achse ; ist das Glied mit xy vorhanden , so liegen
die Achsen des Kegelschnitts geneigt zum Achsenkreuz.

Parabeln höherer Ordnung .
Der Verlauf der Parabeln höherer Ordnung.

Bei der gewöhnlichen Parabel verhalten sich die Abszissen
wie die Quadrate der Ordinaten. Verhalten sich aber die
Abszissen wie andere Potenzen der Ordinaten, so heißen die
zugehörigen Kurven Parabeln höherer Ordnung . Die allgemeine
Formel wäre y r = (j x .

Man zeichne die Kurven zu nebenstehenden ly 1 = q - x
Gleichungen. Man setze 2 = 1 , gebe x ver¬
schiedene Werte und rechne die zugehörigen y aus .
Die Abszissen werden dann wie früher auf der hori¬
zontalen Achse und die Ordinaten alsdann vertikal y* = q - x
aufgetragen. ZusammengehörigePunkte bilden die usw.
betreffenden Parabeln.

ym = q - x
y2 = q -x
ys = q - x

4
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Aus' der Fig . 67 sieht man , daß die Parabeln gerader
Ordnung symmetrisch zur X-Achse , und zwar auf der rechten
Seite , liegen ; zu jedem positiven x gehören zwei gleiche, aber
entgegengesetzte y , und für negative x werden die y imaginär.
— Die Parabeln ungerader Ordnung aber, z . B . die kubische

Parabel y% — q x , biegt auf die andere Seite der F -Achse
herüber , weil für negative x auch die y negativ werden und
zu jedem x nur ein y gehört . — Die flachste der gezeichneten
Parabeln ist die semikubische oder Neilsche Parabel

2 — q • x . Sie liegt symmetrisch zur y -Achse .
Bei allen diesen Parabeln wächst mit jedem x auch y ; sie

bestehen also aus zwei Zügen , die sich ins Unendliche er-
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strecken . Sie treffen sich alle im Achsenschnittpunkt und im
Schnittpunkt der Koordinaten y = 1 und x = 1 , wenn q — 1 ist .

Je höher die Potenz von y ist , desto stärker ist die
Krümmung der Parabel zwischen x — 0 und x = 1 bezw .
x = — 1 und desto flacher außerhalb dieser Punkte .

Der Inhalt eines Abschnittes .
Die Formel für den Inhalt des Abschnittes einer Parabel

höherer Ordnung wird ebenso abgeleitet wie die bei einer ge¬
wöhnlichen Parabel . Die Gleichung einer Parabel beliebiger
Ordnung sei

-fi = q x,
und ihre Ordinate ist demnach

y = 1ix .
Denken wir uns , wie in Fig. 61 , die Fläche in unendlich

schmale Streifen zerlegt , so ist der Inhalt jedes Streifens
y ■dx . Die Fläche bis zu den Koordinaten x1 und y1 ist demnach :

X ~ X1 xt

F = j
'

y ■ dx = j
’

g 1/r
X = 0

/•yVl' zy> r
x 1/r ■ d x =

T + 1

- + i

o

r Vf
F x-ijr X-t

A_ ,
r t

T - )- 1

r
r + 1 * i l/i

Bemerkung : Die Formel stellt eine Fläche dar , denn
r ist nur eine unbenannte Zahl . Nimmt man den Fall der
gewöhnlichen Parabel , setzt also r = 2 , so ist

7- 2
F =

y Vi

Je höher die Potenz ist , desto mehr nähert sich der Tnha.1t,
des Abschnittes dem des umschließenden Rechtecks. In
Fig. 67 sieht man dies sehr gut in dem Quadrat aus den
Koordinaten 1 und 1 . Man] erhält der Reihe nach bei den
in Fig. 67 gezeichneten Kurven für den Inhalt F folgende
Werte :
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Gerade : F = 1
1 + 1

3
Semikubische ] , , 2' ; ]j -

Parabel j

Gewöhnliche P . : F -

Kubische P . : F -

P . vierter Ordn . : F -

P . fünfter Ordn . : F =

T + 1

2
2 + 1

3
3 + 1

4
.4 + 1

5
B + 1

XilJi

ZiVi

xiVi

x1 y1

X 1 iJi

:
y + t2/i

3 xi Vi

=y xiVi

xi Vi

1
^

xiVi

xi Di — ~tt x\ th

0,50 xx yr

0,60 x1 yl

0,67 aq y1

0,7B x± y1

0,80 xx y1

0,83 aq yt

Die Tangenten an die Parabeln höherer Ordnung und ihr
Abschnitt auf der Y-Achse.

1 . Bei der gewöhnlichen Parabel y2 = 2 px ist
die Gleichung der Tangente : yy 1 = ■■ p (x + Xj) . Die Normal -
form dieser Gleichung ist :

p , x1
y = — x + p —

Vi Vi
Das zweite Glied der rechten Seite stellt den Abschnitt

(n) dar , den die Tangente auf der Y - Achse abschneidet.
Dieser ist also :

Xi «i2 1

Der Abschnitt auf der Y -Achse ist demnach halb so groß wie
die Ordinate yx des Berührungspunktes.

2 . Bei der kubischen Parabel ys = qx erhalten wir

durch Differenzieren ^ 3 y2 = q

Der Differentialquotient ist also
dy = JL
dx 3 y2

Dü sing , Leitfaden der analytischen Geometrie . 6
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Wie früher bei der Ableitung der Gleichung einer Tangente,
setzen wir auch hier den Differentialquotient P

3 2/i
s als Steigung

am Berührungspunkt in die Gleichung (4) einer Geraden ein ,
deren Steigung bekannt ist und die durch einen gegebenen
Punkt , hier den Berührungspunkt , geht . Man erhält :

y — yi

3 y yi — 3 «/!3
_ 2
3 Vi2

= q x - qx i
3 y yi = qx + 2 qxx

yyi = q (.£ x + f
Dies ist die Gleichung der Tangente ; wir bringen sie auf die

Normalform : y

Folglich ist n

q x + 2 q x1
3 yi 1 ' 3 yi »

2 qx t _ 2 y t
8

' 3 y ^
~

3 y x
2 3 y 1

Hier ist also der Abschnitt auf der Y - Achse gleich
2— der Ordinate yx des Berührungspunktes . In der GleichungO

aller Tangenten steht y immer in der ersten Potenz.
3 . Bei einer Par abel beli ebiger Ordnung yr = q x

leitet man die Steigung wie oben ab und erhält als Differential¬

quotienten : = —r^ dx r y/ — 1

Die Gleichung der Tangente ist also : y — y1
x ■

oder wie
*1 r yi

r — 1 x-

r — 1

oben umgeformt z/ 2/i
’ 1 = x + y

Ihr Abschnitt auf der Y - Achse ist demnach :
r — 1 q Xi _ r — 1n ■

„r — 1 r 1h.

Zusammenstellung : Man erhält der Reihe nach für
die zum Teil in Fig. 67 gezeichneten Kurven folgende Ab¬
schnitte auf der Y -Achse :
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Gerade Linie :

Semikubische I
Parabel |

'

Gewöhnliche P . :

Kubische P . :

P . vierter Ordnung :

P . fünfter Ordnung :

n =

n =

n =

n =

n =

n =

1 — 1
1 Vi

3
2

— 1

3
“ 2/1

2

= = 0

= “
g

" Ui == 0 )33 y%

= { »1 = 0,5 Vi

= | Ji = 0,67 y1
3= -£ Vi = O, 75 Vi
4= y Vi = 0,80 y1

Konstruktion der kubischen und semikubischen Parabel .
1 . Die Konstruktion der kubischen Parabel (Fig . 68 )

ähnelt derjenigen der gemeinen Parabel . Gegeben sei der
Scheitel 0 , die Achse
0 X und ein beliebiger
Punkt P der kubischen
Parabel . Man ziehe
PP parallel ÖX und
OP senkrecht zu OX
und teile die Strecken
PP und OP in die¬
selbe Anzahl gleicher
Teile (in der Zeichnung
fünf Teile) . Die Tei¬
lungspunkte sind a , b ,
c , d und 1 , 2 , 3 , 4 ge¬
nannt . Man schlägt
über PP als Durch¬
messer den Halbkreis,
und um P als Mittelpunkt die Kreisbogen a a , b b '

, e c '
, d d'.

Dann fällt man die Lote dl , b ' II , c ' III , d' / Fund verbindet
6 *
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die Fußpunkte 1 , II , III , IV mit 0 durch Strahlen . Zum
Schluß zieht man durch 1 , 2 , 3 , 4 Parallelen zu OX und er¬
hält als Schnitte mit den Strahlen die Parabelpunkte H G F JE.

Beweis : Es ist F 3 = — B III5
und B P ■ Will = (Je '

)2 = (B cf =

also WlTl = • UP
_ / 3 \ 3 _

Oben eingesetzt gibt : F B = I — } •B P

(t bp)
’

Außerdem ist aber 0 3 = 4 - ■ OB5
Die beiden letzten Gleichungen kann man auch schreiben :

oder y8 = ■ Vi
3

Durch Division folgt :
P- oder oder y8 = — • x'S /y>tX/J

Dieses ist aber die
Gleichung der kubi¬
schen Parabel , welche
durch den Punkt P
mit den Koordinaten
%x und geht.

2 . Die semiku -
P bische Parabel

(Fig. 69 ) wird wie
folgt konstruiert . Ge¬
geben sind wie oben
0 X und P . Man teilt
auch hier die Strecke
BP durch die Punkte
a , b , c , d und die
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Strecke OB durch die Punkte 1 , 2 , 3 , 4 in dieselbe Anzahl
gleicher (in der Zeichnung fünf) Teile . Dann errichtet man
die Lote au , b V , c c '

, d d'
, schlägt um B die Kreisbogen

dl , VIT, c' III , d' IV , und zieht die Strahlen 01 , 0II ,
0III und 0 IV . Die entsprechenden Schnittpunkte E , F ,
G und H dieser Strahlen mit den Parallelen durch 1 , 2 , 3
und 4 sind dann Punkte der semikubischen Parabel .

Beweis : Es ist -F 3 = — B III5 Bc '

und

also

(B c '
) 2 = Bc - BP

Bc ' = V-
(f SF) BP

BP

Oben eingesetzt gibt :
JS_
5F 3 n i ;! i BP

a _4 - OB5Außerdem ist noch 0 3

Die beiden letzten Gleichungen kann man auch schreiben :

^ i f / 3 \ |
r- • !h oder y = Ir

8.
2/i

3

Durch Division folgt :

y X— oder r yv_
X xyp ^

Dieses ist aber die Gleichung der semikubischen Parabel ,
welche durch den Punkt P mit den Koordinaten x, und y , geht .

Übung : Man zeichne die kubische und die semikubische
Parabel durch den Punkt xt = 8 ; y1

— 6 cm . Stelle ihre
Gleichungen auf und berechne den Inhalt eines Abschnittes ;
man zeichne ihn , schätze und planimetriere ihn. Man stelle
die Gleichung für die Tangente am Berührungspunkte (x, yx)
auf und berechne den Abschnitt der Tangente auf der T-Achse .
Man zeichne ihn und messe ihn nach .
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Anwendungen : Die Form der verschiedenen Parabeln spielt
eine nicht unbedeutende Bolle bei den Trägern gleicher Festig¬
keit , d . h . solchen auf Biegung beanspruchten Balken , Wellen oder
Achsen , bei denen die Biegungsspannung über die . ganze Länge des
Trägers dieselbe sein soll . Die wichtigsten Arten der Träger gleicher
Festigkeit sollen im Folgenden behandelt werden .

a ) Balken von re chte ckigem Quer s chnitt mit gl eich¬
bleibender Breite b und Einzellast P (Fig . 70) . Für den Quer¬
schnitt im Abstand x vom rechten Auflager gilt nach den bekannten
Bezeichnungen der Festig -keitslehre :

Mi = W - ko

oder B - x = P =—^ -1- - x =
h + k o

In anderer Anordnung lautet die Gleichung :

• x
l-j -f Ix b •

~
ko

T -

h

P

Fig . 70.

Für die linke Seite des Trägers würde sich ergeben :

-f- b • ko
Beide Gleichungen stellen gemeine Parabeln dar , wie sie in Fig . 70
gestrichelt eingezeichnet sind . An Hobelmaschinen -und Brückenträgern
findet man vielfach die parabolische Form . Aus praktischen Gründen
nimmt man häufig statt der Parabel die Tangente an sie im höchsten
Punkt . Nach Seite 40 und 81 weiß man dann , daß die Balkenhöhe
am Auflager Vs % sein muß .

Die Höhe h des Balkens im Angriffspunkt der Last P findet man ,
indem man für x in eine der vorher gefundenen Gleichungen ^ bzw .

einsetzt .
Dann wird j/m«x2 = h - = P ~ -kh ■h 6

+ I2 b ■ko
b ) Achse von kreisförmigem Querschnitt und Einzel¬

last (Fig . 71).
Hier ist für den Querschnitt mit dem Abstand x vom Auflager :



n
B - x = P ,

h
k T k

Also ist :

(2 yf
10

' la i ö
__ lj_ io
h + \

y* . 1; h (weil -g - = ~ i
)

8 • kb

Für die linke Seite des Trägers würde sein :

^ = P - k
h + h

10
8 • kb x

Beide Gleichungen stellen kubische Parabeln dar , wie sie in die Fig . 71

eingestrichelt sind . In der Praxis ersetzt man die Parabel durch die

Fig . 71.

Fig . 7:

Tangente im höchsten Punkt . In den Auflagern hat diese nach Seite 82

den Abstand r von der Mitte .
O

Der Halbmesser r am Angriffspunkt der Last P ergibt sich wie

oben zu : ymüx3 h ‘ k 10
k P k 8 • kb

c) Freiträger mit gleichförmig verteilter Last und

sich verjüngendem rechteckigen Querschnitt vom Seiten¬

verhältnis — = a (Fig . 72).
y
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Für den gezeichneten Querschnitt ist :
’ • «/2m n x xMt = Q ■— ■— =

Da nun aber z ■-

oder

l 2 6
■y ■a ist , so folgt weiter :

kt

rviJ
« • fr a V

6
■kt

r • l ■ kt
Dieses ist die Gleichung einer semikubischen Parabel .

Die angenäherte Form des Freiträgers ergibt sich durch die
Tangente an die Parabel im höchsten Punkt . Am freien Ende hat der

1%
Träger nach Seite 83 eine Höhe von - - •

ö
Die Höhe h an der Einspannstelle ergibt sich zu :

3 = h3 -- 3 «
: - l ■ kb

■Pymax
und die Breite zu : b — a - h.

Übung : Man bestimme die Form der Balken nach den drei be¬
sprochenen Formen für P = Q = 1000 kg , l = 60 cm und kt = 2S0 kg/qcm .

Rollkurven .
Evolute und Evolvente .

Um ein beliebiges Vieleck sei ein Faden geschlungen.
Faßt man diesen an einer Ecke an und wickelt ihn ab , indem
man ihn straff hält , so beschreibt sein Endpunkt einen Kreis¬
bogen um jede Ecke . Die Kreisbogen setzen sich zu einer
Kurve zusammen , die Evolvente genannt wird . Das

Vieleck heißt Evolute . Die
Radien der Kreisbogen heißen
Krümmungsradien , sie sind
zugleich die Normalen der
Evolvente.

Aus der Fig. 73 gehen
sofort folgende Sätze hervor :

1 . Der Krümmungsradius
der Evolvente ist gleichdem ab¬
gewickelten Stück der Evolute
(z . B . gleich a + b + c) .
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2 . Die Normalen der Evolvente umhüllen die Evolute.
3 . Die Krümmungsmittelpunkte der Evolvente liegen auf

den Ecken der Evolute.
Läßt man die Seiten des Vielecks unendlich klein und

ihre Anzahl unendlich groß werden , so wird das Vieleck zu
einer Kurve und die obigen drei Sätze lassen sich fast un¬
verändert auf die Kurve übertragen :

1 . Der Krümmungsradius der Evolvente ist gleich dem
abgewickelten Stück der Evolute.

2 . Die Normalen der Evolvente umhüllen die Evolute,
sind also die Tangenten der letzteren .

3 . Die Krümmungsmittelpunkte der Evolvente sind die
Berührungspunkte dieser Tangenten.

Mit der Abwicklung kann man an einer beliebigen Stelle
beginnen. Eine Evolute hat demnach unendlich viele Evol¬
venten , die einander parallel sind ; es sind also „ Parallelkurven “ .

Zykloide .
Erklärung : Rollt ein Kreis auf einer seiner Tangenten

so beschreibt jeder Punkt dieses Kreises eine Zykloide . Der
Kreis heißt Rollkreis , die Tangente heißt Bahn und F
der Fußpunkt (Fig . 74) .

Konstruktion : Sie ergibt sich aus der Erklärung.
Man teilt den Umfang des Rollkreises in beliebig viele Teile ,
z . B . in 8 gleiche Teile durch die Punkte A , B , C usw . und
trägt die erhaltenen Bogen auf der Bahn vom Fußpunkt aus



90

bis zu den Punkten Ax , B x , C\ usw . ab . Dann zieht man
durch A , B , C usw . Parallelen zur Bahn und schlägt um jeden
Teilpunkt der Bahn A lt 71, . Cj usw . mit der entsprechenden
Sehne des Rollkreises einen Kreis, z . B . mit A F um A , . Die
Schnittpunkte P 1 , P 2 , P 3 usw . der Kreise mit den zugehörigen
Parallelen sind die Punkte der Zykloide .

* Bei der Lage des
Rollkreises über Ax kommt die Sehne FA in die Lage Äx J \ .
Bei der Lage über / >' , kommt die Sehne FB nach P 2 BX.

Tangente der Zykloide .
Lehrsatz : Die Tangente der Zykloide halbiert den

Winkel zwischen der zugehörigen Tangente des Rollkreises
und der Parallelen zur Bahn (Fig . 75 ) .

Beweis : Wir zeich¬
nen zwei auf einander
folgende Lagen des Roll¬
kreises , z . B . über den
Fußpunkten 2 und S .
Dann sind P 2 und P 3
Punkte der Zykloide ;

w
. . .

* 3 4 zieht man hierdurch Pa-
Fig . 75.

rallelen zur Bahn , so er¬
hält man A und E als Schnittpunkte mit den Rollkreisen.

Der Linienzug AP 2 F P 8 besteht aus gleichen Stücken,
in unserer Zeichnung ist z . B . jedes Stück gleich Ls des Um¬
fanges vom Rollkreis. Je näher die beiden Rollkreise liegen,
desto mehr nähert sich dieser Linienzug einem Rhombus.

Rücken P 2 und P 8 einander näher , so wird das Stück P 2 P3
im Grenzfall zu einer Tangente der Zykloide . Rücken zu¬
gleich A und P 8 einander näher , so wird das Stück A P3
im Grenzfall zu einer Tangente des Rollkreises.

Da nun die Diagonale im Rhombus die Winkel desselben
halbiert , so halbiert die Tangente der Zykloide den Winkel
zwischen der zugehörigen Tangente des Rollkreises und der
Parallelen zur Bahn.
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Tangente und Normale.
Lehrsatz : Die Tangente der Zykloide geht durch den

höchsten , die Normale durch den tiefsten Punkt des Rollkreises.
Beweis : Man zieht an den Rollkreis eine beliebige

Tangente , verbindet seinen tiefsten Punkt F (Fig. 76 ) und
seinen höchsten Punkt H mit dem Berührungspunkt B und mit
einander und fällt von B die Senkrechte auf den Durchmesser
FH . Dann ist :

a — a als Sehnen- und
Tangentenwinkel ,

a = a" als Komplemente
desselben Winkels.

Folglich ist a = a"
, d . h .

B H halbiert den Winkel
zwischen der Tangente des
Rollkreises und der Horizon¬
talen , ist also eine Tangente
der Zykloide und B F die zu¬
gehörige Normale . Demnach
geht die Tangente der Zykloide
durch den höchsten und die Normale durch den tiefsten Punkt
des zugehörigen Rollkreises.

Evolute der Zykloide .
Man läßt einen Kreis auf seiner Bahn abrollen, bis z . B . 3/s

seines Umfanges abgerollt ist . Dann zeichnet man symmetrisch
unter der Bahn F Q zwei gleich große Kreise (Fig . 77).

Verbindet man nun den ZykloidenpunktB mit dem tiefsten
Punkt Q des Rollkreises und verlängert diese Gerade bis
zum Schnitt C mit dem untern Kreis , so sind die ab¬

geschnittenen Bogen B Q und G Q gleich und zwar hier gleich
sl 8 des Umfanges vom Rollkreis.

Denkt man sich jetzt den unteren Kreis nach links auf
der unteren Bahn Q1 F 1 abrollen, so beschreibt jeder Punkt des

Fig . 76.
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Kreises, z . B . C, eine Zykloide . Sind 8/s des Umfanges abgerollt,
also der Kreis bei F 1 angekommen, so muß C seinen höchsten
Stand erreicht haben, also bei F angekommen sein. C und F
sind also Punkte einer unteren Zykloide .

Da B C durch Q also den tiefsten Punkt des oberen und
den höchsten Punkt des unteren Rollkreises geht , so ist B ü

die Tangente an die untere und
zugleich Normale an die obere
Zykloide (nach dem vorher¬
gehenden Lehrsatz) ; dies läßt sich
auch für die übrigen Stellungen
des Rollkreises beweisen . Die
untere Zykloide ist also die
Evolute und die obere die
zugehörige Evolvente . B C
ist demnachder Krümmungsradius
der oberen Zykloide und C der
Krümmungsmittelpunkt.

Die Konstruktion der Evolute einer gegebenen Zykloide
besteht darin, daß man die Normalen der Zykloide über den
Fußpunkt Q um sich selbst verlängert . Umgekehrt kann man
auch die Tangenten über den höchsten Punkt des Rollkreises
hinaus um sich selbst verlängern und erhält dann die zu¬
gehörige Evolvente der gegebenen Zykloide .

Auch die Länge der Zykloide ist jetzt leicht ab¬
leitbar . Da die Tangente gleich dem abgewickelten Stück
z . B . B C — F C ist , so ist die ganze Länge der Zykloide
gleich dem vierfachen Durchmesser des Rollkreises L = 8 r .

Die Fläche der Zykloide.
Man zeichne eine Zykloide und die zugehörige Evolute

(Fig. 78 ) , ziehe dann einen beliebigen Krümmungsradius ,
z . B . P 1 ( '

, dicht daneben einen benachbarten P 2 C2 und durch
P 2 eine Parallele P 2 F zur Bahn A B . Die beiden Krümmungs¬
radien werden in G und H durch die Bahn halbiert . Liegen

Fig . 77.
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Pj und P2 , also auch G'
t und C2 unendlich nahe aneinander,

so wird F P 2 C2 L \ zum A PP 2 (72. Also ist das untere

Dreieck H G ( \ = des ganzen P P 2 (72.
Denken wir uns nun die ganze Fläche AJJBD = F 1 -\- P 2

in unendlich viele schmale Dreiecke zerlegt, so ist die Summe
der unteren Dreiecke also

Also ist

P ^ -^ i + P, ) . /»

Die beiden Hälften
von F 2 sind kongruent
den Zwickeln rechts
und links über der
Zykloide A J B , er¬
gänzen also die Fläche F 1 der oberen Zykloide zu einem Recht¬
eck vom Inhalt :

P 1 + F 2 == 2 r ■ 2 r n = 4 r 2 n oder d ■ dit = rt d2.
Demnach ist die Fläche der Zykloide

F \ = § r 2 n = n d 2.

Die Gleichung der Zykloide .
Wir nehmen die Bahn des Rollkreises zur X-Achse und

den Anfangspunkt F der Zykloide zum Schnittpunkt eines
rechtwinkligen Achsenkreuzes (Fig . 79 ) .

Hat sich nun der Rollkreis von F nach Q gewälzt und
sich dabei um den Winkel cp gedreht , so ist

FQ ~ PQ — r - q>
worin cp der „ Rollwinkel“ ist . Wenn man nun beachtet , daß .

P N = r • sin qt)
und
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MN =
ist , so ergibt sich :

X = F Q — P N = r cp -
y = MQ — MN = r -

r ■ cos cp

- r sin cp = r (cp — sin cp) . I
- r cos cp = t ( 1 — cos cp) . II

In diesen beiden Gleich¬
ungen sind x und y von einer
dritten Variablen, nämlich dem
Rollwinkel cp abhängig. Be¬
rechnet man sin (jp oder cos cp aus
der einen Gleichung und setzt
es in die andere ein , so erhält
man eine einzige Gleichung
zwischenx und «/ ohne die dritte
Variable cp . Diese Gleichung
ist aber wenigübersichtlich und
man behält daher besser obige
einfachere Gleichungen bei.

Die Steigung der Zykloide .
Aus Gleichung I folgt durch Differenzieren nach x :

dcp1 = r -
dx

dcp- r cos cp -j —
(X00

also
dcp
dx ■— r cos cp r ( 1 — cos cp)

Aus Gleichung II folgt ebenso und durch Einsetzen von dcp _

dy_dx r sm cp ■dcp
dx r sm cpr ( 1 — cos cp)

sin cp 1 / 1 — cos2
cp | / 1 + cos cp

1 — cos cp ’ ( 1 — cos cp) 2 ' 1 — cos cp
Bemerkung : Diese Formel zeigt , daß die Steigung einer

Zykloide nur vom Rollwinkel cp und nicht vom Radius des
Rollkreises abhängig ist . Wenn cp = 90 °

, so ist die Steigung
= 1 , also der Winkel der Tangente = 45 ° . Wenn cp = 0
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oder 360 °
, so ist die Steigung = oo und der Steigungswinkel

= 90 ° . Ist cp = 180 °
, so ist die Steigung = 0 ° . Im allgemeinen

nimmt die Steigung mit dem Cosinus des Rollwinkels zu und ab.

Epizykloifle .
Erklärung : Rollt ein Kreis auf einem anderen als Bahn,

den er von außen berührt , so beschreibt jeder Punkt des
Rollkreises eine Epizykloide . — Die bisher betrachtete Zykloide
rollte auf einer Geraden . Da diese als Kreislinie mit unend¬
lich großem Radius aufgefaßt werden kann , so ist die Zykloide
nur ein besonderer Fall der Epizykloide .

Konstruktion : Aus
der Erklärung ergibt sich ,
daß die Konstruktion ' der
Epizykloide derjenigen der
Zykloide entspricht . Der
Unterschied besteht nur
darin , daß die Parallelen
zur Bahn hier konzentrische
Kreise um den Mittelpunkt
des festen sind . Das übrige
Verfahren ist dasselbe wie
bei der Zykloide (Fig. 80) .

Lehrsatz : 1 . Die
Tangente der Epizykloide
geht durch den höchsten , d . h . hier den äußersten , die Nor¬
male durch den tiefsten , d . h . hier den innersten Punkt des
Rollkreises.

Beweis : Läßt man den Kreis um ein unendlich kleines
Stückchen rollen, so unterscheidet sich der entstandene Bogen
der Epizykloide nicht von dem der Zykloide , weil dies Stückcken
der Bahn als unendlich kurze Gerade aufgefaßt werden kann.
Durch den entstandenen Bogen der Epizykloide ist die Richtung
der Tangente und die der Normalen gegeben , folglich haben
diese dieselbe Richtung wie bei der Zykloide , jene Sätze der
Zykloide gelten also auch für die Epizykloide .

P
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Lehrsatz : 2 . Ist der Radius des festen Kreises n = —
r

mal so groß wie der des Rollkreises, so ist nach einer vollen
Abwicklung des rollenden Kreises die abgelaufene Bahn

1 V— = -t ; des Umfanges des festen Kreises.n li
Beweis : Die Umfänge verhalten sich wie die Radien.

Die Evolute der Epizykloide .
Hilfssatz : Rollen zwei Rollkreise (M1 und M2 ) auf je

einem von zwei konzentrischen festen Kreisen ( C) , sodafi der
innere Rollkreis (M2) beide festen Kreise berührt und die

Fig . 81.

gemeinsame Tangente (B1 11.2) der Rollkreise durch den Mittel¬
punkt C der festen Kreise geht , so verhalten sich die Radien
der Rollkreise wie . die der festen (Fig. 81 ) .

Beweis : Man zieht die Radien r t und r 2 zu den Be¬
rührungspunkten der gemeinsamen Tangente . Dann ist :

r2 _ Afx C _ r x + -Ri
r2 Jü2 C r 2 + ü 2
r i r s + r x E 2 = r x r 2 + r2

r l _
r 2 B 2
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Die Konstruktion dieser Kreise ergibt sich auä
der Proportion 't\ : Rt = r2 : R2 und Jt' , = 2 r 2 + ii 2. Wäre
z . B . r 1 \ B,1 = 2 : 3 gegeben, so teilt man

-ßj, in 2 • 2 + 8 = 7 Teile
und der zweite Teilpunkt ist der Mittelpunkt des inneren
Kreises. Das Verhältnis der Kreise ist dann

B1 : R -2 = 7 : 3 = rx : r2
Die Evolute . Ähnlich wie bei der Zykloide zeichnen

3wir den Stand des Rollkreises, wenn z . B . — seines Umfanges
abgerollt ist (Fig. 82) ;
alsdann zeichnenwir auch
die inneren Rollkreise
nach der vorigen Kon¬
struktion hinzu . Dann ist :

BQ = FQ
nach Konstruktion . Wir
ziehen jetzt die Sehne
B Q und verlängern sie
bis zum Schnitt C mit
dem innem Kreise. Da
sich die Radien der Roll¬
kreise wie die der festen
verhalten , so verhalten
sich auch ebenso entsprechende Bogen . BQ : CQ = FQ : F 1 Q1.
Da nun B Q = FQ nach Konstruktion ist , so ist auch
G Q = F 1 Qt .

Wenn also der kleine Rollkreis auf dem inneren festen
Kreis von Qx bis F L rollt , so hat sich der Punkt C um Q C
gedreht , ist also an die höchste Stelle, also nach F gerückt.
G und F sind also Punkte einer zweiten Epizykloide .

Wie bei der Zykloide , so ist auch hier B C sowohl
Tangente der inneren , als auch Normale und Krümmungsradius
der äußeren Epizykloide . Die innere ist also Evolute der

Düsin g , Leitfaden der analytischen Geometrie . 7

Fig . 82.
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äußeren , die äußere ist Evolvente der innern und C der
Krümmungspunkt für B.

Konstruktion der Evolute : Man erhält die Evolute
der Epizykloide , indem man die Normale , z . B . BQ der
Epizykloide über den Fußpunkt Q hinaus im Verhältnis der
Radien der Rollkreise verlängert . — Dies Verhältnis war bei
der Zykloide 1 : 1 . — Durch entsprechende Verlängerung der
Tangente nach außen erhält man die Evolvente aus der Evolute.

DieLänge derEpizykloideF ’ C' ist ähnlich wie bei
der Zykloide gleich dem Krümmungsradius B C ihrer Evol¬
vente ; also ist die ganze Länge einer Epizykloide gleich der
doppelten Summe der Durchmesser der Rollkreise.

r i + B -
i = 4 (n + r 2) 2 r x + B

Hypozykloide .
Erklärung : Rollt ein Kreis in einem anderen ab , den

er von innen berührt , so beschreibt jeder seiner Punkte eine
Hypozykloide (Fig. 83) .

Die Konstruktion .ist der der Epizykloide entsprechend.

Fig ; 83.

Die konzentrischen
Kreise liegen hier
nnerhalb .

Die Tangente
geht durch den höch¬
sten , d . h . hier den
i nnersten , die Normale
durch den tiefsten , d . h.
hier den äußersten
Punkt des Rollkreises.
Beweis wie oben.

Auch hier ist die
nach einer vollen
Abwicklung abge¬

laufene Bahn
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2 T— = -= des festen Umfanges , wenn der Halbmesser des
n n

M
festen Kreises n = — mal so groß ist , wie der des Rollkreises.

Hypozykloide ßradführung.
Lehrsatz : Ist der Halbmesser KG des Rollkreises

halb so groß wie der des festen F 1 G , so ist die Hypozykloide
eine Gerade und zwar der Durch¬
messer (Fig. 84).

Beweis : Wir wollen den Weg
eines beliebigen Punktes B , des Roll¬
kreises feststellen . Wir verbinden B1
mit den Mittelpunkten K und G.
Dann ist F 1 K Bx doppelt so groß
wie F 1 G I » , . Da sich also die
Zentriwinkel umgekehrt verhalten wie
die Radien , so sind die zugehörigen
Bogen gleich , d . h . B r F r

Fig . 84.

b 2 f, .
Der Kreis ist also vom
Fußpunkt F x bis ß 2 ge¬
rollt und B 1 bewegt sich
hierbei auf dem Durch¬
messer von -/>| nach
R2 ; ebenso bewegt sich
gleichzeitig F 1 nach F 2.
Die Punkte des Roll¬
kreises bewegen sich
also auf geraden Linien
und zwar auf Durch¬
messern.

Kreisevolvente.
Erklärung : Denkt

man sich um einen Kreis Fig . 85.
7
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einen Faden gelegt und wickelt man diesen von einem Punkte ,
z. B . A aus ab , so beschreibt dieser Punkt A eine Kreis¬
evolvente (Fig. 85 ) . Stellt man sich statt dessen vor, daß eine
Tangente auf einem Kreisumfang rollt , so beschreibt jeder
Punkt der Tangente ebenfalls eine Kreisevolvente.

Die Konstruktion ergibt sich aus dieser Erklärung.
Man trägt von A aus gleiche Teile auf dem Kreise ab . Durch
jeden Teilpunkt des Bogens zieht man eine Tangente und
macht die erste gleich 1 , die zweite gleich 2 dieser Teile usw.
Die Endpunkte sind Punkte der Kreisevolvente.

Übersicht über die bisherigen Rollkurven .
Die erwähnten Rollkurven können als Spezialfälle der

Epizykloide oder der Hypozykloide aufgefaßt werden . Bei
der Zykloide ist der Bahnkreis unendlich groß . Bei der Kreis-
evolvente ist der Rollkreis unendlich groß . Außerdem kann
man die Hypozykloide als eine Epizykloide mit negativem
Rollkreis auffassen .

Verlängerte Zykloiden .
Denkt man sich mit dem Rollkreis einen Punkt außer¬

halb (z . B . Dj ) oder innerhalb ( -/ ] ) fest verbunden , so beschreibt
Verlängerte Zyk loide.
Gememe lykloide

Zyklone .

Fig . 86.

dieser Punkt eine verlängerte (Ax) oder verkürzte Zykloide (Jj )
(Fig. 86) .

Dasselbe tritt bei verlängerten Epi- und Hypozykloiden ein .
Bei der verlängerten wie verkürzten Zykloide ist die

Bahn dieselbe geblieben ,
"während bei der verlängerten der-



101

Punkt Aj einem größeren , bei der verkürzten Zykloide der
Punkt •/ , einem kleineren Kreis als der Rollkreis entspricht .

Trochoiden entstehen ähnlich wie die Zykloiden . Der
Kreis rollt aber nicht bloß , sondern eilt gleichzeitig durch
Vorwärtsgleiten vor oder bleibt durch Rückwärtsgleiten zurück.
Man trägt statt der Teile der Peripherie beliebige, aber gleiche
Stücke auf der Bahn ab ; diese Wegestücke können länger
oder kürzer sein als die Teile der Peripherie .

Die stärker gekrümmte Trochoide entsteht , wenn Jder
Rollkreis trotz seiner Drehung auf einer glatten Bahn im
Vergleich zum reinen Abrollen zurückbleibt (bei den Loko-
motivrädern während des Anfahrens und beim Slip der Schaufel¬
räder) . Bei ihrer Konstruktion trägt man kleinere Stücke
auf der Bahn ab , als die Teile des Umfanges betragen . Die
gekrümmtere Trochoide ist mit der verlängerten Zykloide iden¬
tisch. Als Grenzfall , wo die Vorwärtsbewegung gleich Null
ist , entsteht ein Kreis.

Die flache Trochoide entsteht , wenn der Rollkreis sich
rascher fortbewegt , als seiner Abwicklung entspricht (bei der
Kurbel eines Fahrrades ) . Ebenso entsteht sie , wenn ein Rad
n seiner Umdrehung so gebremst wird, daß es zum Teil auf
der Bahn gleitet (beim Einfahren in die Station) . Bei ihrer
Konstruktion trägt man größere Stücke auf der Bahn ab ,
als die Teile des Umfanges betragen . Die flache Trochoide ist
mit der verkürzten Zykloide identisch . Als Grenzfall , wenn
das Rad sich nicht mehr dreht , entsteht eine Gerade .

Der Mond macht im Jahre etwa 12 Umdrehungen um
die Erde im Abstand von rund 384 000 km , während die Erde
gleichzeitig einen Umlauf um die Sonne im Abstand von rund
150000000 km macht. Der Mond beschreibt folglich angenähert
eine verkürzte Epizykloide, d . h . eine flache Trochoide .

Zykloiden - und Evolventenverzahnung .
Das Übersetzungsverhältnis zweier zusammenarbeitender Zahnräder

soll konstant bleiben , die Bäder sollen sieh also 'gleichförmig , d . k .
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit drehen . Diese Bedingung wird
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nach dem Verzahnungsgesetz erfüllt , wenn die Normale im jeweiligen
Berührungspunkt (Eingriffpunkt ) der Zahnprofile stets durch denselben
Punkt 0 der Verbindungslinie Mt M2 der Wellenmitten geht (Fig . 87).
Dieser Punkt 0 teilt dann die Gerade im umgekehrten Verhält¬
nis der Winkelgeschwindigkeiten der beiden Räder . Die durch 0
gehenden Kreise sind die Teilkreise , ihre Punkte haben dieselbe Um-

_ MtJ_ ]_
!

Plg . 87.

fangsgeschwindigkeit . Die Eingriffpunkte können auf einer ganz be¬

liebig gestalteten Kurve (der Eingrifllinie ) liegen . Die Beurteilung der
Verzahnung gestaltet sich indessen leichter , wenn man als Eingrifflinie
einen Kreis oder eine gerade Linie wählt . Man erhält dann als Zahn¬
flanken zyklische Kurven und hat dadurch den weiteren Vorteil der ein¬
fachen Konstruktion der Zahnprofile und der genauen Formgebung bei
der Bearbeitung der Zähne .

Daß die zyklischen Kurven das oben genannte Verzahnungsgesetz
erfüllen , zeigen folgende «Betrachtungen :
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1 . Zykloidenverzahnung (Fig . 87) : Läßt man auf jedem der
beiden Teilkreise I und II die Eollkreise Bi und B2 sich abwälzen , so
erhält man die Epizykloiden 0 Ei und 0 E 2 sowie die Hypozykloiden
0 H 1 und 0 ü 2. Einem beliebigen Bogen des Rollkreises Bi , z . B.

OA , entsprechen die Wälzungsbögen 0 A t und Ö A2 , und diesen die

Kurvenpunkte Bi bezüglich B2 , die man in der früher (Seite 95) an¬

gegebenen Weise erhält . Der Rollkreis Bi hat dann die Lagen Bi
bzw . Bi " . Denkt man sich nun diese Kreise Bi und Bj " sowie die

Kurven 0 Ei und 0 mit den Teilkreisen I und II starr verbunden ,
und dreht die Teilkreise im Sinne der Pfeile so , daß sie aufeinander -

rollen , ohne zu gleiten , so werden , weil Ö
~
Ai =*= Ö

~
A2 ist , die Punkte

Ai und A2 zugleich nach 0 kommen ; die Kreise Bi und Bi " decken sich
dann mit R, , und weil At Bi = A2 B2 — 0 A = 0 B ist , fallen die

Punkte Bt und B2 mit B zusammen , d. h . die Eingriffpunkte liegen auf

dem Kreise Bv Da weiter A t Bi und A2 B 2 die Normalen der Kurven
sind , weil sie durch den tiefsten Punkt des Rollkreises gehen , so muß

auch OB die gemeinsame Normale im Berührungspunkt B sein ; diese

geht demnach durch Punkt 0 , erfüllt also das Verzahnungsgesetz . Ähn¬

liche Verhältnisse liegen beim Eingriff der Kurven OE 2 und OH 2 vor ,
welche vom Rollkreis B2 erzeugt werden .

Wird der Radius des Teilkreises II unendlich groß , so geht dieser

Kreis in eine Gerade über , man erhält eine Zahnstange ; die Epizykloide
0 Ei und die Hypozykloide 0 ü 2 werden dann Zykloiden .

2 . Evol ventenverzahnung (Fig . 88) . i.Die Gerade AiO A 2 ist

die gemeinsame Tangente der beiden Grundkreise I und II . Die Punkte

Ai und A2 sind ihre Berührungspunkte . DurchWälzen der Geraden 0 Ai
auf Grundkreis I entsteht die Evolvente OE ) , durchWälzen der Geraden

0 A2 auf dem Grundkreis II entsteht die Evolvente 0 E 2. Die Wälzungs¬

bögen Ai Bi und A2 B 2 seien gleich . Dem Punkte B t entspricht der

Kurvenpunkt P 1? dem Punkte B 2 der Kurvenpunkt P 2. Denkt man sich

die so entstandenen Kurven und die Geraden BjPi und B 2 P 2 mit den

Grundkreisen starr verbunden , und diese so in Richtung der Pfeile ge¬
dreht , daß ihre Punkte dieselbe Umfangsgeschwindigkeit haben , so werden

zugleich Punkt Rj nach At und B 2 nach A2 fallen . Die Kurvenpunkte
P t und P 2 kommen dann auf die Tangente Ax A2 zu liegen , da ja auch

Bt P t bzw . B 2 P 2 Tangenten der Grundkreise sind . Punkt Pi und P 2
müssen auf AiA 2 zusammenfallen , da :

BiPi = AiO + Ai Bi

B^P2 = ÄJO — A^ B2

Bi Pi + B 2 P 2 = AiO + A 2 0 = At A2 = Konstante .
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Die Evolventen berühren sieh also stets auf A 1 A 2 , d . h . die Eingriff -
linie ist eine Gerade . Da ferner S t P 1 und S 2 P 2 Normalen der Evol¬
venten sind und bei der Drehung auf A1 A 2 fallen , so gebt die gemein¬
sam Normale im Berührungspunkt .stets durch Punkt . 0 .

|Fig . 88.

Da ferner

so ist M1 Al. _ MiO
m2 A <, Jd2 ö

Bei gleicher Umfangsgeschwindigkeit in den Grundkreisen sind also
auch die Umfangsgeschwindigkeiten in den Teilkreisen gleich , und
0 teilt die Gerade M 1 M 2 im umgekehrten Verhältnis der Winkel¬
geschwindigkeiten der Kader . Das Verzahnungsgesetz ist also erfüllt .
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Andere Kurven .
Die Adiabate.

Ähnlich wie bei der Isotherme (Seite 68) nehmen wir
1 cbm Gas von 8 atm Druck und lassen dies Gas sich aus¬
dehnen (Fig . 89) . Bliebe die Temperatur des Gases dieselbe,
so würde es sich isothermisch ausdehnen, wie früher besprochen
wurde. Wird aber keine Wärme von außen zugeführt , so
sinkt die Temperatur während der
Ausdehnung. Infolgedessen sinkt
der Druck in stärkerem Maße , als
das Volumen zunimmt, und zwar ist :

1h =
Po \ U ) ’

wobei 1c = 1,4 , dem Vei’hältnis der
spezifischen Wärmen der Gase ist .
Die Gleichung der Adiabate ist also :
v„

k ■p 0 = •pi Konstante = C.
Wir berechnen nun eine Ta¬

belle , indem wir der Reihe nach
v, = 8 , 4 , 2 und 1 setzen und die
zugehörigen Drucke berechnen ; die
Konstante ist hier C — 1 3,4 • 8 = 8 .

Alsdann wird auf der horizon¬
talen Achse das Volumen und auf
der vertikalen der zugehörigeDruck
abgetragen , und man erhält eine Kurve , die der adiabatischen
Ausdehnung des Gases entspricht . Diese Kurve ist steiler als
die Isotherme .

Inhalt : Um den Inhalt einer unter der Adiabate liegenden
Fläche zu finden, zerlegen wir diese Fläche in vertikale Streifen.
Jeder hat die Höhe p und die Breite Jv bzw . dv , sein In¬
halt ist also äF = p ■ dv .

' Die Fläche ist demnach im all¬
gemeinen :

Fig . 89.
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F = fdF dv = fC • v ~ l ■ d v

Die Fläche von bis v2 ist also

C ■v ~ l + r
G • v ~ k • dv

]c -j- 1

0,4 U ’i
Die so berechnete Fläche stellt die Arbeit dar , welche das

Gas bei seiner adiabatischen Ausdehnung von vx bis v ,2 leistet .
Als Beispiel sei (7 = 8 und % = 2 cbm , v2

— 3 cbm .
Polytropische Kurven : Kurven , deren Gleichungen

die allgemeine Form vn ■p = Konstante = C haben , nennt man
polytropische Kurven . Für n = 1 ergibt sich die Isotherme ,
deren Inhalt früher berechnet wurde .

Die Sinuslinie .
Man teilt den Umfang eines Kreises vom Radius B = 1

Längeneinheit in beliebig viele Teile und trägt die Länge der
Bogenstücke aneinander auf eine
horizontale Achse ab . Die ganze
Strecke ist also gleich 2 n - Ein¬
heiten , gleich dem ganzen Um¬
fang ; in Fig . 90 ist nur der
halbe Umfang -ic abgewickelt .
Alsdann trägt man den zu jedem
Bogen x des Einheitskreises ge -

o
Fig . 90.

hörigen Sinus y an der zugehörigen Stelle der horizontalen
Achse als Ordinate senkrecht nach oben ab . Die Verbindungs¬
linie der Endpunkte der Ordinate heißt Sinuslinie . Ihre
Gleichung ist y = sin x .

Die Steigung : Durch Differenzieren der Gleichung

y = sin x erhält man die Steigung = cos x . Die Sinuslinie

steigt also so , wie der Cosinus des betreffenden Winkels angibt .
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Bei 0 ° beträgt der Cosinus 1 , mithin ist die Steigung
hier gleich 1 . Dera zugehörige Steigungswinkel ist demnach
45 °

, da tg 45 ° = 1 ist . Bei 0 ° steigt also die Tangente der
Sinuslinie unter 45 ° an .

Setzt man die Steigung y' = cos x gleich Null, so erhält
t <fC . 1

man die Lage des Maximums bei — , d . h. bei — des Umfangs und

3 tc 3
des Minimums bei —— , d . h . bei — des Umfangs . Beide Extrem¬

werte sind gleich dem Radius, also hier gleich + 1 .
Setzt man den zweiten Differentialquotienten y

" = — sin x
gleich Null , so erhält man bei 0 , n und 2 u einen Wendepunkt .

Ähnlichkeit : Ist der Radius des Kreises nicht 1 ,
sondern r , so sind alle Längen der neuen Sinuslinie r mal so
grob . Alle Sinuslinien sind einander ähnlich.

Die Steigung (cosa ;) ist nur vom Winkel x abhängig ,
nicht vom Radius ; sie ist also bei allen Sinuslinien an ent¬
sprechenden Punkten gleich groß .

Inhalt : Wenn man sich die von der Sinuslinie be¬
grenzte Fläche in senkrechte unendlich schmale Streifen zer¬
legt denkt , so hat jeder Streifen die Höhe r • sin x und die
Grundlinie r ■ dx , demnach die Fläche

dF = F • sin x ■ d x.
Die gezeichnete, dem halben Umfang entsprechende Fläche

ist also :
71 jt 7t

F = fF ■ sin x ■ dx = Ff sin x ■ dx = — F [cos x]
0 0 0

= — F (cos tc — cos 0) = — F (— 1 — 1) = 2 F

Die Fläche der Sinuslinie ist also gleich dem doppelten
Quadrat des Radius. Man prüfe dies Resultat durch Zeichnung.

Die Inhalte verschiedener Sinuslinien verhalten sich wie
die Quadrate der Radien *).

i) Elektrotechnische Anwendungen der Sinuslinie finden sieh :
Elemente der Differential- und Integralrechnung v . Düsing . Seite 78 u. 79.
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Sinoide .
Trägt man nicht die Sinus selbst , sondern Vergrößerungen

oder Verkleinerungen dieser Stücke senkrecht nach oben auf,
so erhält man als Kurve eine Sinoide . Eine solche Kurve be¬
kommt man auch , wenn man die Sinus zwar selbst in wahrer
Größe , aber die Bogen vergrößert oder verkleinert aufträgt .

3

Allgemeine Betrachtungen an Kurven.
Die Bogenlänge .

Die Länge s einer beliebigen Kurve (Fig. 91) , die zwischen
zwei den Abszissen xx und x2 entsprechenden Punkten der

Kurve liegt , denkt man sich in
unendlich kleine Teile zerlegt.
Jedes Teilchen ds ist dann :

d s = V (dx ) 2 + (dy) 2 —

y

Die Länge der Kurve zwischen den
Abszissen x1 und x2 ist also :

X1

Fig . 91.

Die Fläche .
Den Inhalt der Fläche zwischen einer Kurve, der Abszissen¬

achse und den Ordinaten yx und y , haben wir bei den Kegel¬
schnitten wiederholt berechnet . Ähnlich wie bei diesen zer¬
legen wir auch bei einer beliebigê Kurve mit bekannter
Gleichung die Fläche in senkrechte Streifen von der Länge yund der Breite dx t Dann ist jeder Streifen y ■ dx . Die Fläche
zwischen yx und y2 ist also :
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x2

J y ■ d x = j = f(x)
•U xt

Oft sind Flächen von Kurven begrenzt , deren Gleichung -
nicht bekannt oder sehr verwickelt ist . Der Inhalt kann
dann auf verschiedene Weise ermittelt werden.

Fig . 92.

a) Trapezregel (Fig. 92) : Man teilt die gegebene Fläche
in eine beliebige Anzahl Streifen von der gleichen Breite h
und sieht die Streifen als Trapeze an . Dann ist Streifen.
Fu Fz usw . :

Fi = h h . ±yi
u

F 9 = h ^ 4 -l -

Die ganze Fläche F = h + Vi + Uz + • • • • -| ^ -

An Stellen mit starker Krümmung zerlegt man die Streifen
in schmälere Streifen durch Zwischenordinaten und - kann die
zerlegten Streifen für sich nach der Trapezregel berechnen..
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b) Simpsonsche Regel : Man teilt die gegebene
Fläche durch Ordinaten in eine gerade Anzahl von Streifen

mit gleicher Breite h , z . B . in Fig . 93
in 2 Streifen . Die Ordinaten sind y0,
j/i , y2 . Wir verbinden A mit G und
ziehen durch E eine Parallele zu A G.

Bei der Simpsonschen Regel
wird angenommen, daß der Bogen
A G ein Parabelbogen sei . Dann ist
der Inhalt des Segmentes AE G = 2la
vom umschließenden Parallelogramm.
Dieses Parallelogramm hat die Höhe
2 h und seine Grundlinie A y ist die
Differenz von y t und der Mittellinie
des Trapezes AB F G .Big . 93.

A y = y1 Do + Vs 1!Ji Ho Dz

Das Parallelogramm hat also den Inhalt 2 h • A y.

Parabelsegment = 2 h ■ A y = • 2 • h ^ 1- —- —
SS 2

=
y A Vi — 2 y 0 — 2 y 2) .

Hierzu kommt noch das Trapez :

A B F G = 2 h | (3 y0 + 3 y2 )

Als Summe von Parabelsegment und Trapez erhält man
h

■die Fläche I 1 = -
g

- (4 y% 2 y0 2 y2 + 3 y0 + 3 y2)
hF i = Y (yo. + 4 yi + y2)

Diese Formel gilt auch für Flächen , welche oben und
unten durch Kurven begrenzt sind, z . B . F 1 in Fig. 94 .

Ist nun die Fläche AB CD (Fig. 94 ) zu ermitteln , so
-.teilt man sie in eine gerade Anzahl von Teilen von gleicher
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Breite h . Die berechnete Fläche i \ ist
der erste Teil der gegebenen Fläche
A B CD . Letztere ergibt sich als Summe
der Teile :

F 2 = y ( y2 + 4 ys + y4 )

F s = — ( Vi + 4 ys + y6)

F ■= -j (j/o + 4 Vi + 2 Vs + 4 ys + 2 y4 + 4 ya + 2/«).

Diese Formel liefert größere Genauigkeit als die Trapez-

rege! , weil sich die Parabel besser als die Gerade an eine
Kurve anschmiegt.

c) Der Integrator (Fig. 95 ) . Den Inhalt einer beliebig
begrenzten Fläche kann man auch ohne Rechnung durch Aus¬
messen mit dem Integrator finden . An einem um D dreh¬
baren Arm sitzt eine Spitze 8 und zugleich eine Rolle B,
welche beide auf dem Papier aufliegen. Umfährt man mit der
Spitze S die Umrisse der gegebenen Fläche , so wird die Rolle
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durch Reibung auf dem Papier in Umdrehung versetzt . Wir
nehmen zunächst an , die Rolle befände sich an der Spitze S.

Man denkt sich jetzt die gegebene Fläche durch Parallelen
in Streifen zerlegt (Fig. 96) ; diese kann man so schmal an¬
nehmen , daß man sie als Rechtecke ansehen darf. Parallel
zu ihren langen Seiten legt man ein Lineal , an dem die mit

dem Drehpunkt D fest verbundenen Rollen A und 1! entlang¬
rollen. Fährt man mit der Rolle über eine Seite , z . B . von
R bis R '

, so können wir uns diese Bewegung der Rolle
zusammengesetzt denken aus einem Schieben der Rolle
längs ihrer Achse und einem Drehen der Rolle senk¬
recht hierzu um ihre Achse (Fig. 96) . Also ist die Drehung
auf dem Wege R K

d = RR ' • sin «j .

Die Drehung ist also proportional dem Sinus
des Winkels zwischen dem Arm und der durch¬
laufenen Strecke .

Befindet sich die Rolle nun nicht an der Spitze S , son¬
dern bei R (Fig. 95) , so führt sie bei ihrer Drehung sowohl
wie bei ihrer Schiebung dieselben Bewegungen aus wie die
Spitze S, was man sich in Fig. 96 leicht hineinzeichnen kann.
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Beim Durchlaufen der Seite ST = a (Fig . 97 ) beträgt
die Drehung also + a ■ sin alt
Beim Zurücklaufen auf der unteren Seite NF beträgt die
Drehung — a ■ sin a2.

Nach Fig. 97 ist : sin ax =
v

r + b
sin a2 = — , —

Fig . 97.

Die Drehung beim Durchlaufen der oberen und unteren
Seite beträgt also :

r r + b a , 7 . aba i a = t (r - r ~ 6) = - —

Diese Drehung derRolle ist also proportional
dem Inhalt a b .

Es bleibt noch das Durchfahren der Abstände links (S F )
und rechts ( TN ) . Denkt man sich diese in unendlich viele
kleine Teile zerlegt , so werden entsprechende Stücke links
und rechts in entgegengesetztem Sinne und unter demselben
Winkel durchlaufen. Die Drehungen auf beiden Rechtecks¬
seiten b heben sich also auf , auch wenn die Rolle B sich
nicht an der Spitze befindet.

Die Gesamtdrehung beim Umfahren des ganzen Recht-
a b

eckes bleibt also —
l

also proportional dem Inhalt .

Umfährt man nun das folgende , z . B . in Fig . 96 unter
8 F N T liegende Rechteck , so heben sich die Drehungen
auf dem gemeinsamen Stück der Seite FN auf.

Düsing , Leitfaden der analytischen Geometrie . 8
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Statt also sämtliche Rechtecke einzeln zu umfahren , braucht
man nur ihren Gesamtumriß, d . h . den Umriß der gegebenen
Fläche , zu umfahren. Die Rolle hat sich hierbei um einen

Betrag weitergedreht , der proportional dem Inhalt ist und
welchen man an der auf dem Umfang der Rolle angebrachten
Teilung abliest . Die Teilung ist so gewählt , daß man direkt

den Inhalt zahlenmäßig erhält .
d ) Polarplanimeter . Ge¬

bräuchlicher als dieser Integrator
ist das Polarplanimeter (Fig . 98
und 99) . Es unterscheidet sich
vom vorherigen dadurch , daß die
Punkte A und B (Fig. 95 und 96)
zu einem vereinigt sind , der einen
festen Drehpunkt F bildet.

Wir denken uns die gegebene
Fläche durch konzentrische Kreise
in Ringe zerlegt und stecken die
feste Nadel F des Planimeters in
ihren Mittelpunkt.

Auch hier können wir uns die Bewegung der Rolle über ein
Stück der Kreise aus einem Schieben der Rolle längs ihrer Achse
und einem Drehen senkrecht hierzu um ihre Achse zusammen¬
gesetzt denken . Die Drehung ist hierbei wie oben proportional
dem Sinus des Winkels zwischen Arm und der durchlaufenen
Strecke , d . h . hier zwischen Arm und Tangente an dem Bogen .
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Die Drehung der Rolle (Fig. 99 ) beim Bewegen über den

Bogen r x ■ ß des inneren Kreises ist demnach + r t ■ ß ■ sin a,
und beim äußeren Kreis — r 2 • ß ■ sin u ., .

Nun ist aber in den gleichschenkligen Dreiecken FDR
und FB ' R ':

sin «i
Diese Werte werden eingesetzt und

sin «2 = y : Z

die Drehung beim Bewegen über den inneren und äußeren
Bogen ist also :

+ r x ■ ß ■ sin ßj — r 2 ■ ß ■ sin «2
r 2 ■ r 2 • ß

2 l
ri ■ n ■ ß

2 i

r 2 ■ r 2 ■ ß

r i ' ri ’ ßT-t ' V-t ' $ 1
Der Ausdruck ——^—— , oder — >< Radius x Bogen ist

aber der Inhalt eines Sektors , dasselbe gilt von
u

Also ist die Drehung = -j - x Differenz der Sektoren,

-i - x Inhalt des Ringes.
Diese Drehung ist also proportional dem In¬

halt des Ringes .
Die Drehung beim Überfahren der Abstände der Kreise

hebt sich wie oben auf .
Ebenso braucht man nicht jeden Ring zu umfahren,

sondern nur den gesamten Umriß der Ringe , d . h . den Umriß
der gegebenen Fläche. Die Gesamtdrehung der Rolle ist also
auch hier proportional dem Inhalt der ganzen Fläche. Man
liest diesen Inhalt an der Teilung auf dem Umfang der Rolle
ab . Wegen der einfacheren Handhabung wird in der Praxis
das Polarplanimeter dem Integrator vorgezogen .

8 *
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Allgemeine Ableitung der Berührungsgrößen .
Es sei der Punkt P 1 einer beliebigen Kurve (Fig. 100) mit

den Koordinaten xx und yx gegeben. Dann sei t die Länge
der Tangente und n die Länge der Normalen zwischen dem
Berührungspunkt P x und der X-Achse ; t ' und ri seien die ent¬
sprechenden Projektionen von t und n auf die X-Achse .

Fig . 100,

Letztere seien zuerst berechnet : x)
Die Subnormale ri = y1 • tg a = yx ■ ?/
Die Subtangente U — = ~

tg « y'
Hieraus ergibt sich :

Die Normale
n = tV 2 + yx

z = Yy^ y^ fy ? = yx Yi + t/ 2
Die Tangente

Vi '2 + yx

Diese Formeln gelten für jede Kurve , deren Gleichung
bekannt ist .

dt !’) Anm . : Statt ~ schreibt man kurz y ’.



117

1 . Anwendung auf die Parabel . Man berechnet
den Differentialquotienten y der Gleichung der Parabel

y2 = 2 p x
aus und setzt ihn in obige Formeln ein . Es ergibt sich , daß

d 'y _ py = dx y
Pist . Die Steigung beim Berührungspunkt I\ ist also — . Setzt

2
^1

man dies ein und y x = 2 px x, so erhält man :
PSubnormale ri — yx — = p2/i

Subtangente H = - -1— -1- = — = = 2 xx° ppp
Normale

+ -fr = + P 2 = ■• ^ yi + P 2
Vi ih

Tangente

= * l/ » +lM477%-V-,yi
4: p xx 2 -j- 4 ^ 2

r ■
p

» r p
*

2 . Anwendung auf die Ellipse .
“ Der Differential¬

quotient der Ellipsengleichung ist nach Gleichung (22 ) :
x b2

2/ y a
Die Steigung am Berührungspunkt P x ist also : — xx b2

2/i «3

und wird in obige Formeln eingesetzt unter Fortlassung des
Vorzeichens , weil nur die absolute Länge in Betracht kommt .

xx b 2 xx b2
Subnormale ri -

Subtangente t ' =

Normale n -

Tangente t -

=2/i

=2/i

=2/i

= 2/i

2/i «
j/i «! __
aq &2 % b 2

2/j
2 <%2 a2 b 2 — aq 2 &2 - aq -

aq 62

1/
1/

1 +
xx

2 b4

2/i
2 «4

1 + x-,
2 b4
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3 . Anwendung auf die Hyperbel . Der Differential-
quotient der Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich von
dem der Ellipse nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen.
Da auch hier das Vorzeichen ohne Belang ist , so stimmen die
Formeln mit denen der Ellipse überein.

Sämtliche Formeln , die wir unter 1 , 2 , 3 für die Berührungs-
groben der Kegelschnitte erhalten haben , sind dieselben wie
die früher auf Seite 41 , 55 und 63 abgeleiteten .

Übung : 1 . Man berechne die Subtangente der gleich¬
seitigen Hyperbel xy = C.

2 . Welche Konstruktion von Tangenten ergibt sich hieraus ?
3 . Man berechne die Subtangenten der höheren Parabeln

xf = q x.
Die Krümmung .

Legt man an eine Kurve , z . B . an eine Ellipse, Fig . 101 ,
eine Tangente , so kann man durch ihren Berührungspunkt

unendlich viele Kreise
zeichnen , welche die¬
selbe Tangente berühren .
Ellipse und Kreise haben
hier dieselbe Steigung,
also auchdenselben ersten
Differentialquotienten .

Da nun eine Tangente
durch Drehung einer
Sehne entstanden ist , so
hat sie mit der berührten

Kurve zwei im Berührungspunkt zusammenfallende Punkte
gemeinsam . Alle in Fig . 101 gezeichneten Kurven haben eine
Tangente und demnach zwei im Berührungspunkt zusammen¬
fallende Punkte gemeinsam, sie berühren sich .

Unter den gezeichneten Kreisen schmiegen sich viele am
Berührungspunkt der Ellipse durchaus nicht an ; die links¬
hegenden krümmen sich sogar nach der entgegengesetzten
Seite , obwohl sie zwei zusammenfallende Punkte mit der
Ellipse gemeinsam haben.

Fig . 101.
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Fig . 102.

Schon der Augenschein lehrt , daß unter den vielen mög¬
lichen Kreisen einer sein wird , der sich der Krümmung der
Ellipse im Berührungspunkt besonders gut anschmiegen wird,
also wohl mehr als zwei , vielleicht drei zusammenfallende
Punkte mit der Ellipse gemeinsam haben wird. Ein solcher
Kreis heißt Krümmungskreis , sein
Radius Krümmungsradius . Seine
Beziehungen zur Kurve sollen untersucht
werden.

Während wir früher eine Sehne
drehten , bis ihre beiden Schnittpunkte
zusammenfielen und sie zur Tangente
wurde , wollen wir jetzt zwei benach¬
barte Sehnen nehmen (Fig. 102) . Sie
haben einen Schnittpunkt gemeinsam und werden so lange
gedreht , bis auch die beiden anderen Schnittpunkte mit
diesem zusammenfallen und aus den zwei Sehnen zwei
unmittelbar benachbarte Tangenten werden , die mit der Kurve
drei zusammenfallendePunkte
gemeinsam haben.

DerKrümmungskreis
einer Kurve hat mit ihr drei
Punkte und demnach zwei
auf einander folgende Tan¬
genten gemeinsam.

Um dies besser über¬
schauen zu- können , sind in
Fig . 103 zwei solche unmittel¬
bar nebeneinander liegende
Tangenten angedeutet . Je mehr
die Steigung der beiden Tangenten von einander abweicht,
desto stärker ist auch die Krümmung der Kurve an dieser
Stelle .

Die Steigung der Tangente ist dieselbe wie die der Kurve

an der betreffenden Stelle , ist also gleich dem Differential¬

quotienten y der Kurvengleichung an der Stelle I\ bezw.

Hi

Fig . 103.
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P 2 j dieser sei mit y\ bezw. y
'
2 bezeichnet. Der Unterschiedder Steigung der Tangenten ist also :

y
'i — y\ = 4 y'

Wir bestimmen das Verhältnis dieses Unterschiedes J y
' zuJ x und erhalten :

y
'
2 — y\ = 4 y

'
J X J X

Rücken die beiden Punkte P 3 und P 2 zusammen, so wirddieser Ausdruck zum zweiten Differentialquotienten 1) :

ä (y
'
) = = d (dy)

dx d x (d x)2
Obigen Ausdruck schreibt man nun der Kürze halber :

d2 y „
d ^ ° äery

Da Krümmungskreis und Kurve zwei benachbarte Tangenten
gemeinsam haben , so nimmt die Steigung der Tangenten für

beide Kurven um
denselben Betrag,
nämlich um den des
zweiten Differential¬
quotienten zu . Der
Krümmungskreis
einer Kurve hat mit
ihr also nicht nur den
ersten , sondern auch

den zweiten Differentialquotienten gemeinsam. Ein Kreis,der eine Kurve berührt , hat mit ihr nur den ersten
Differentialquotienten gemeinsam.

Ist y
'
2 > ■ y\ , so ist y" positiv , und die Kurve ist von

oben betrachtet hohl (konkav) . (Fig. 104 a und d.)Ist y
'
2 < y\ , so ist y

" negativ und die Kurve von oben
betrachtet gewölbt (konvex) . (Fig. 104 b und c .)

y pos . y ney
y ‘ p °s -

y r>eg . y pos .
y ‘ neg .

Fig . 104 a —d.

]) Elemente d . Differential- u . Integralrechnung v. Düsing , S . 30.
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Ist y2
' = yi , so ist y

" — Null , und die Kurve schmiegt
sich an dieser Stelle in drei zusammenfallenden Punkten an
die Tangente an . War y

" auf der einen Seite des Berührungs¬
punktes positiv, auf der anderen negativ, so wechselt die
Kurve hierbei ihre Krümmung . Einen solchen Punkt nennt
man Wendepunkt .

Die Art und das Maß der Krümmung wird also durch
den zweiten Differentialquotienten bestimmt . Die
Art und das Maß der Steigung wird , wie wir früher ge¬
sehen haben , durch den ersten Differentialquotienten
bestimmt.

Hat man einen Extremwert bei einer Kurve gefunden,
indem man y

' - 0 setzte und hieraus das x des Extrem¬
wertes berechnete , so kann man für diesen Punkt y

" berechnen
und sieht hieraus , ob die Kurve an dieser Stelle gewölbt oder
hohl ist , ob hier also ein Maximum {y

" negativ) oder ein
Minimum (y

" positiv) gefunden wurde.

Lage der Krümmungskreise .
Um sich die verschiedenen Arten der Berührung eines

Kreises und eines Kegelschnittes, z . B . einer Ellipse, klarzu¬
machen, legt man zunächst einen Kreis quer durch die Ellipse
(Eig . 105 Ä) . Er schneidet sie im allgemeinen in vier Punkten .

Dann schiebt man den Kreis allmählich nach unten . Die
Schnittpunkte I und II nähern sich und fallen schließlich
zusammen (Fig. B) . Der Kreis hat also bei der Berührung
zwei zusammenfallendePunkte mit der Ellipse gemeinsam und
schneidet die Ellipse noch in zwei andern Punkten .

Läßt man den Kreis allmählich wachsen, so fällt schließ¬
lich auch Punkt III in den Berührungspunkt III . Wir haben
also eine Berührung mit drei zusammenfallenden Punkten ;
der Kreis ist ein Krümmungskreis (Fig . C) .

Schiebt man den Kreis von Fig . A nach links, so nähern
sich die Punkte I und IV . Liegt nun der Mittelpunkt des
Kreises auf der X -Achse , so fallen schließlich Punkt I und
IV auf der X-Achse zusammen (Fig . IJ) .
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Läßt man diesen Kreis jetzt kleiner werden , so nähern
sich auch II und III dem Scheitel und fallen schließlich mit
ihm zusammen (Fig . h ) . Hier haben Kreis und Ellipse vier
züsammenfallende Punkte gemeinsam . Einen solchen Krümmungs¬
kreis nennen wir „ Hauptkrümmungskreis “ .

Fig . 105 (A—E).

Aus Fig . D und E geht hervor , daß die vier Schnittpunkte
nur dann zusammenfallen können , wenn sie sich symmetrisch
nähern , d . h . wenn der Mittelpunkt auf der Achse liegt .
Tf ; :uptkrüm m u ngskrcise können also nur an den vier
Scheiteln der Ellipse liegen . Bei der Parabel und jedem
Hyperbelast gibt es nur einen Hauptkrümmungskreis .

Berechnung der Hauptkrfimmungskreise der Kegelschnitte.
Diejenigen Krümmungskreise , welche die Kegelschnitte

an einem Scheitel berühren , sind wie gesagt die Haupt¬
krümmungskreise . Ihr Radius kann auf folgende einfache
Weise berechnet werden :

1 . Bei der Parabel : Der Scheitel ist beiden Kurven
gemeinsam , seine Koordinaten müssen also sowohl die Gleichung
der Parabel wie die Scheitelgleichung des Krümmungskreises
erfüllen . Erstere lautet :

y2 = 2 p x
Letztere (Gleichung 11) : y 2 = 2 rx — x2
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Folglich gilt für den Scheitelpunkt xx ,//j :
2 p xx = 2 r %x — xx

2
2 p = 2 r — xx

Da nun für den Scheitel xx = 0 ist , so ist
r p .

Der Radius des Hauptkrümmungskreises einer Parabel ist
also gleich dem halben Parameter und gleich der Ordinate
im Brennpunkt (Fig. 106 ) .

2 . Bei der Ellipse : Ihre
Scheitelgleichung (Gleichung 24)
lautet :

r 2 b2

Die Scheitelgleichungdes Kreises:
y2 = 2 r x — x2

Die Koordinaten x1y1 des Scheitel¬
punkts erfüllenbeide Gleichungen:
2 b 2 b 2 „ 2

a a2
2 b2 b2
- 5- xx = 2 r — xxa a2

Da nun x1 = 0 ist , so ergibt sich
2 b 2

=
a
b2

2 r

r a P

Fig . 108.

Auch hier ist der Radius des Hauptkrümmungskreises
gleich der Ordinate im Brennpunkt . Rechnet man auf
ähnliche Weise den Radius des oberen Hauptkrümmungs¬
kreises aus , so erhält man



124

3 . Bei der Hyperbel . Die Rechnung wird ebenso durch¬
geführt wie bei der Ellipse und liefert dasselbe Resultat :

ö 2
r = —

a
Auch hier erhalten wir also einen Radius , der ebenso

groß ist wie die Ordinate im Brennpunkt .
4 . Hauptkrümmungskreise der gleichseitigen

Kegelschnitte . Sowohl für den Kreis wie für die gleich¬
seitige Hyperbel ergibt sich’

r = a .

Konstruktion der Hauptkrümmungskreise .
1 . Bei einer gezeichneten Parabel ist p durch den

Brennpunkt oder die Leitlinie gegeben ; gegebenen Falls kann
man p auch als Subnormale
finden .

2 . Bei der Ellipse : Man
schlägt über S 0 einen Halb¬
kreis (Fig. 107) und mit b als
Radius einen Kreis um S ; beide
schneiden sich in P . Dann
ist die Projektion S M1 von
der Strecke SP oder b auf
die grobe Achse gleich dem
gesuchten Radius r des Haupt¬
krümmungskreises. Es ist
nämlich

b 2 = S P 2 = r a, also r — —
a

Sucht man den oberen Hauptkrümmungskreis , so verbindet
man die Endpunkte von b und a , nämlich B und A , mit¬
einander und errichtet in A auf AB ein Lot , welches auf
der unteren Hälfte der Y-Achse eine Strecke abschneidet , die
gleich dem gesuchten Radius B des Hauptkrümmungskreises
ist . Hier ist nämlich

e L
Fig . 107.
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b ■ B , also JR =

3 . Bei der Hyperbel : Man errichtet auf der Asymptote
(Fig . 108) im Schnittpunkt mit b , nämlich in B , ein Lot. Dann
ist die Projektion dieses Lotes
auf die X - Achse der gesuchte
Radius r . Es ist nämlich

b %
b z = a • r , also r = —

drei Kegel -Bei allen
schnitten kann man auch im
Brennpunkt eine Ordinate er¬
richten . Diese
gesuchten Radius
krümmungskreises.

ist gleich dem
des Haupt-

r \ M

Fig . 108.

M

Allgemeine Ableitung der Krümmungskreise von Kurven.
Obige Formeln und Konstruktionen gelten nur für die

Hauptkrümmungskreise der Kegelschnitte. Diese liegen an
den Scheiteln . Will man den Krümmungskreis an einem
anderen Punkt der Kegelschnitte
oderfür irgendeine andere Kurve
berechnen , so bedarf man einer
allgemeinen Formel , die jetzt
abgeleitet werden soll .

Der gesuchte Kreis hat an
der Berührungsstelle denselben ^ s
ersten («/

'
) und zweiten Differen - -

tialquotienten (y
"
) wie die Kurve .

Wenn die Gleichung der Kurve
gegeben ist , so kann man ihre
Differentialquotienten berech¬
nen . Setzt man diese in die
allgemeineGleichung des Krei ses «
ein , so läßt sich aus der er- Fig . 109.
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. haltenen Gleichung die Lage des Kreises, also die Länge von a
und b der Figur 109 berechnen.

Angenommen , der Kreis um M sei der Krümmungskreis
für Punkt (x, y) einer Kurve , so ist seine Gleichung :

(x — a)2 + (y — b) 2 — r 2 . (I)
Durch Differenzieren nach x erhält man :

2 (x — a) + 2 {y
■durch nochmaliges Differenzieren bekommt man :

2 + 2

i ) + _ 0d x • • (II)

Ferner durch 2 dividiert und kurz geschrieben gibt :
i + (y

'f + yy" — bf = o
Also ist :

i + (y
’f + yy"

= + 1 + ( ?/ )2
, . . ( in )— y y

Setzt man b in die obige Gleichung (II ) des ersten
Differentialquotienten ein , so läßt sich hieraus auch » berechnen :

f l + ( y )2
X —

Also ist :
a + y y

' — y
'

y y y = o

y, i + ( y
'f

nV (IV )

Aus diesen Formeln geht hervor , daß durch die Ko¬
ordinaten des Berührungspunktes (x und y ) und die Differential¬
quotienten (y und y

"
) der Kurve die Lage d . h . die Koordi¬

naten des Mittelpunktes des Krümmungskreises bestimmt sind .
Damit ist auch der Radius r des Krümmungskreisesgegeben,

.indem wir a und b in die Gleichung (I ) des Kreises, die ja r
ênthält , einsetzen :

' i + (y'f V , fi + 0/ )2

y _ r3(y
’f ( -

y,
-T + C

r2 (1 + (yTf
(i/r ( V)
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Hiermit ist also der Radius des Krümmungskreises einer
beliebigen Kurve in einem beliebigen Punkte bestimmt.

Bemerkung : Da r = + Vd + (j/T )3
y
"

ist , so wechselt das Vorzeichen von r mit demjenigen von //
”.

Wir hatten früher gesehen , daß bei Zunahme der Steigung
der Kurve y

" positiv und die Kurve von oben gesehen hohl
ist (Fig. 104 a und d). Alsdann liegt der Krümmungsmittel¬
punkt oberhalb, und der Krümmungsradius sei dann positiv. —
Wird die Kurve flacher, so wächst der Krümmungsradius schließ¬
lich ins Unendliche. Dies ist der Fall , wenn z . B . die Kurve
zu einer Geraden wird oder bei einem Wendepunkt der Kurve ;
y

” ist hier gleich Null . — Wird die Kurve von oben ge¬
sehen gewölbt , so wird der Krümmungsradius negativ. Der
Krümmungsmittelpunkt kommt gleichzeitig aus dem Un¬
endlichen auf der negativen Seite zurück ins Endliche , der
zweite Diffei-entialquotient ist negativ (Fig. 104 b, c) . — Wird
die Krümmung der Kurve stärker , so wird der Krümmungs¬
radius schließlich Null und es entsteht ein Punkt .

1 . Anwendung auf die Parabel .
Man leitet die beiden Differentialquotienten ab und setzt

sie in obige Formel (V ) für r 2 ein .
Die Gleichung der Parabel ist : y% = 2 p x
Der erste Differentialquotient :

r
y = p

y
_ p

__
V 2 p x 1/JL

2 x
Der zweite Differentialquotient :

y - V Vs V:IL2 rr;8

Diese Größen werden in die Formel (V) für r 2 eingesetzt :

( 1 + jlY
r 2 \ 2x) _ (2 x + pf 8 x3

__ (2r -f jo)°

p 8 x3 p p
8 x3
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Bemerkung : Die Dimension der Formel ist richtig . Zur
weiteren Prüfung setzen wir x = 0 , was am Scheitel der
Parabel der Fall ist , und erhalten :

p3
r 2 = — und r = p .p

Dies stimmt mit der früher ( S . 123) gefundenen Formel für
den Radius des Hauptkrümmungskreises überein.

2 . Anwendung auf die Ellipse .
Die Gleichung der Ellipse ist :

x2 b2 + y 2 a2 = a2 b2
Man differenziert und erhält :

2 b 2 x + 2 a2 y y
' — 0

Also ist
, b 2 x

l> ~
®2 y

Man differenziert: abermals :
2 b 2 + 2 a2 (y ) 2 + 2 a2 y y

" = 0
Also ist

■« 2 (y
'
f b 2 a2 y2 + &4 x2

a2 y
b 2 (a2 y2 + b 2 x2)

a4 y8

a4 ys
a 2 6 4
a4 y3

64
a2 y8

Die erhaltenen beiden Differentialquotienten werden in
die Formel für r 2 eingesetzt :

v,2\ 8/
v + « 4 W

b8
a4 ?/6

(A4 y2 + /P at2) 3 a4 w 6 (A4 w2 + 6 4 a?2) 8
a12 y6 b 8 =

Bemerkung : Die Formel hat die richtige Dimension .
Zur weiteren Prüfung setzen wir x = a und y — 0 . Dann wird :

2 (b4 a2)8 b 12 a% b4
a 8 5 8 a 8 6 8 a 2

b 2
Also ist r = —

a
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Setzt man dagegen x — 0 und y = b , so erhält man
a2

r ~
T '

Beide Resultate stimmen überein mit den Formeln für die
Radien der Hauptkrümmungskreise der Ellipse .

3 . Anwendung auf die Hyperbel .
Die Differentialquotienten sind dieselben wie bei der

Ellipse , nur hat der erste das entgegengesetzte Vorzeichen .
Da beide in der Formel für r 2 als Quadrate Vorkommen , so
erhält man dieselbe Formel für r 2 wie bei der Ellipse.

Aufgabe : 1 . Bei einer Ellipse soll man den Radius
desjenigen Krümmungskreises zahlenmäßig berechnen , dessen
Berührungspunkt senkrecht über dem Brennpunkt liegt , also
etwa wie bei Fig . 105 C. Bei der Ellipse sei gegeben :

a == 9 und b = 7 cm.
Anleitung : Man berechnet das x und y des Berührungs¬

punktes und setzt es ebenso wie das gegebene a und b in
die Formel für den Krümmungsradius der Ellipse ein :

3 _ (a4 y2 + b 4 x2)8
aFT6

Oder man berechnet aus x, y , a, b zuerst y und y" und
setzt diese Größen in die allgemeine Formel (V) des Krümmungs¬
radius ein :

. .. ( i + (y
'YT~~

(y
"r

2 . Die Parabel y2 = 2 px und der Hauptkrümmungskreis
sollen verglichen werden , und zwar sollen die Ordinaten in

der halben Brennweite ( xt == ^ I für beide Kurven berechnet

und verglichen werden.
Das Ergebnis wird zeigen , daß die Gestalt der Parabel

in der Nähe des Scheitels sich nur wenig von der des Haupt¬
krümmungskreises unterscheidet . Daher nimmt man oft statt
der parabolischen Spiegel kugelförmige , die sich leichter

Düsing , Leitfaden der analytischen Geometrie . 9
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herstellen lassen . Doch dürfen sie im Vergleich zur Brenn¬
weite nicht zu groß sein. Der Brennpunkt liegt dann in der
Mitte des Radius (Fig . 106) .

3 . Man untersuche die Krümmungen der Kegelschnitte.
Hierbei wird man finden , daß y

" stets beide Vorzeichen hat ,
wenn es durch x ausgedrückt ist , weil zu jedem x eine ge¬
wölbte und eine hohle Stelle gehört . Drückt man aber y

"
durch y aus , so hat es entweder das positive oder das negative
Vorzeichen . Für negative y sind die Kurven von oben be¬
trachtet hohl , für positive oberhalb der X-Achse sind sie da¬
gegen gewölbt.

4 . Man untersuche , ob die Kegelschnitte Wendepunkte
haben.

5 . Man bestimme für die Kurve
x2 . x*

y = ~
2

~ _ ~
8

~

Maximum , Minimum und Wendepunkt , ferner den Radius der
Krümmungskreise an den Stellen des Maximums und Minimums ,
sowie die Koordinaten der Mittelpunkte dieser Krümmungs¬
kreise . 1)

6 . Man führe dieselben Rechnungen für die Kurve mit
folgender Gleichung aus :

y = 2 x3 + 5 x2 + 4 x + 1

Andere Koordinatensysteme .
Unter besonderen Umständen ist es angebracht , andere

Koordinaten als die rechtwinkligen zu gebrauchen.

Gebogene Koordinaten.
1 . Bei vielen Registrierapparaten , z . B . bei einem

selbstschreibenden Barometer , dreht sich eine Trommel von
einem Uhrwerk getrieben langsam um ihre Achse . Auf sie ist

b Weitere Beispiele über Minim ., Maxim , u . Wendepunkte findet man :
„Elem. d. Diff.- u . Integ .-Rechnung “ v . Düsing, 2 . Aufl ., S . 54—67 . .
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ein Papierstreifen gewickelt , über den ein Stift fährt und
den Barometerstand aufschreibt.

' Da der Stift aber an einem
langen Hebelarm sitzt , der sich um einen Drehpunkt bewegt,
so würde er bei stillstehender Trommel Kreisbögen auf das
Papier schreiben. Die Ordinaten sind daher Kreislinien, deren
Radius gleich der Hebellänge ist . Jede horizontale Linie
entspricht einem bestimmten Barometerstand (Fig . 110) ; jeder
Kreisbogen einer bestimmten Stunde . Auf dem Registrier¬
papier sind solche Kreislinien für jede zweite Stunde vor-

Pig . 110.

gezeichnet. Bei der Bewegung der Trommel zeichnet nun
der Stift eine Kurve auf, welche den Verlauf des Barometer¬
standes angibt.

2 . Auch die geographische Breite und Länge ,
die bekanntlich zur Bestimmung der Lage eines Ortes auf der
Erde dient , mag als eine Art gebogener Koordinaten hier er¬
wähnt werden . Die Messung geschieht wie bekannt nach
Graden, Minuten und Sekunden.

Schiefwinklige Koordinaten.
Umformung : Die rechtwinkligen Koordinaten x und y

eines Punktes sollen in die Koordinaten £ und rt eines Systems
umgerechnet werden , dessen Achsen einen schiefen Winkel
(hier ß — a) miteinander bilden (Fig. 111 ).

9 *
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x =± 0Q = OR + QR = OR + ST ,
x — £ cos a + 7] cos ß,

weil P T S = ß,
y = PQ = PS + SQ = PS + RT ,
y = t} sin ß + § sin a.

Diese Umrechnung wird in die
gegebene Gleichung des Punktes
oder der Linie eingesetzt , und man
erhält eine Gleichung , die die Ko¬
ordinaten des neuen Systems enthält .

Als Beispiel soll die Gleichung
einer beliebigen Hyperbel in

bezug auf ihre Asymptoten aufgestellt werden. Der
Winkel der Asymptoten (Fig. 112) sei 2 q>, dann ist unser

a — — cp und ß = + cp

Fig . 113.

Ferner ist : sin a — sin ß —

cos a n ^
COS ß = —

e

wird in die
Gleichungen
für x und y
eingesetzt :

x = £ - + ?? — = (§ + ??) —
1 e e

: 0 ? — £ ) -
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Eingesetzt in die Gleichung der Hyperbel
x2 b2 — y2 a 2 = a2 b 2 gibt :
a2 62

(g2 + 2 | rj + rf ) (f

§2 + 2 | ij + ??
2 - rf + 2 £ ^ — e2

4 £ t] == e2

11? £ "
4

Also ist auch hier das Produkt der Koordinaten eine
Konstante . Für die gleichseitige Hyperbel ist a — b , also

e2 = a 2 + a2 — 2 a2.

Demnach § rj = — , wie früher gefunden .
u

Polarkoordinaten .
Die Lage eines Punktes P in einer Ebene kann auch

durch die Länge r der Verbindungslinie mit einem festen
Punkte 0 und durch den Winkel tp
bestimmt werden (Fig . 113) , den diese
Verbindungslinie mit einer festen Ge¬
raden OX bildet , die durch den
Punkt 0 geht . Der Winkel wird wie
beim Einheitskreis durch eine Drehung
links herum , also von 0 X nach 0 P
positiv gerechnet .

Die Länge r heißt Leitstrahl (Radius vector ) und

q> der Polarwinkel (Anomalie ) ; beide heißen Polar¬
koordinaten . Der feste Punkt 0 heißt Pol und 0 X die
Polarachse . Die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten
hat also im allgemeinen die Form r = f (<jp) oder auch cp —

f (r ) . Die Polarkoordinaten werden unter anderem vorteilhaft
verwendet bei der Aufstellung der Gleichungen von ver¬
schiedenen Spiralen .

Umwandlung : Die rechtwinkligen Koordinaten kann man
in Polarkoordinaten umwandeln . Wie die Fig . 113 zeigt , ist nämlich :

x = r cos cp und y — r sin cp .

Fig . 11S.
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Diese Formeln gelten , wenn der Anfangspunkt 0 beider Ko¬
ordinatensysteme derselbe ist und die X -Achse des recht¬
winkligen Systems mit 0 X zusammenfällt. Ist dies nicht der
Fall , so muß das rechtwinklige Koordinatensystem entsprechendverschoben und gegebenenfalls auch gedreht werden.

Bei der . Parabel z . B. sei der Brennpunkt F der Pol und
die Achse der Parabel auch Achse des Systems . Dann ist
(Fig- H4 ) :

r = P M = L Q = L F + F Q = p + r cos q>

1 - COS (p

. Fig . 115. Fig . 116.Fig . 114.

Rückwandlung : Soll eine beliebige Polargleichungwieder in eine Gleichung mit rechtwinkligen Koordinaten ver¬
wandelt werden (Fig. 113 ) , so setzt man :

sin (p = — cos (p = — r = V x2 + y%

Die Fläche , die von einer Kurve und zwei Leitstrahlen
eingeschlossen wird , läßt sich auf folgende Weise berechnen
(Fig. 115) . Man denkt sich die Fläche durch benachbarte
Leitstrahlen in unendlich schmale Dreiecke zerlegt. Jedes hat
die Fläche

d F = ■ r • d <pu
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Die ganze Fläche von q>x bis q 2 ist also

j ( f O)) • ä x

Die Bogenlänge . Man zerlegt in derselben Weise
Für das Bogenteilchen ds gilt dann (Fig. 116) :

(ids) 2 = (r ■ dcp) 2 + (äff

d s = Vr2 • ( d cp) 2 + ( d r ) 2

Die ganze Länge zwischen cpj und q:2 bzw . zwischen rx
und r 2 ist also :

fV^ms

Die Logarithmiscbe Spirale .
Man denkt sich von einem Punkte 0 aus Strahlen ge .

zogen . Die logarithmische Spirale windet sich spiralig um
den Punkt 0 und trifft jeden Strahl unter demselben Winkel (a)
Ein Stück der Spirale hiervon ist in Fig. 117 gezeichnet.

In dieser Figur ist um 0 ein Kreis mit dem Radius 1

geschlagen. Auf seinem Umfang schneidet man einen Bogen
AB ab , der so lang ist wie der Radius ; es ist also AR — 1 .
Dann teile man AR in sehr viele gleiche Teile, z . B . M-Teile .

Jeder Bogenteil ist also = Ferner legt man durch den

Mittelpunkt 0 und jeden Teilpunkt einen Strahl . Endlich
zieht man von A aus eine kurze Gerade , die den folgenden
Strahl unter dem Winkel a trifft ; auf diese Weise geht man
geradlinig unter dem konstanten Winkel « von Strahl zu Strahl
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l 'ig . 117.

und trifft den Schenkel des
Einheitswinkels A 0 E in H
und den Schenkel des be¬
liebigenWinkels A OP in P .

Die Teilwinkel haben
alle die Größe :

A 1A (p = —
n

Besteht der beliebige
Winkel A O P = cp aus
p -Teilen, so beträgt er :

<r p_
n

Es soll untersucht wer¬
den , in welcher Weise die

Strahlen r im Vergleich zu den Bogenlängen der Winkel cp
wachsen 1) .

Die aufeinanderfolgenden Strahlen verhalten sich wie :
OB _ 0 C _ 0 D OE sin (a + A cp)

Öls ~ Ö~
C

= WD • • = = c0 0
= OA

■■ OB :

r 3 = 0 C
r 4 = 0 B

OB ' '

sin (a + A q>)
sm a

OB ■ c
0 C ■ c

r n = OH = c"

r — 0 P = C?
Setzt man nun den Strahl des Einheitswinkels :

OH = a
und demnach a = cn

i_und c — a

h Eine weitergellende Untersuchung findet sich : „Elemente der
Differential - und Integralrechnung “ von Düsing , S . 67—71 .
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so erhält man :
d . h.
oder

r = 0 P = an
r = av
(p = logg r

Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale in
Polarkoordinaten, denn für n = oo wird die bisher betrachtete
gebrochene Linie zur Kurve . Die Bogen cp auf dem Einheits¬
kreis sind die Logarithmen zur Basis a der zugehörigen
Strahlen r .

Für cp — 0 wird r = 1 .
Für cp = —oo wird r = 0 . Also nähert sich die Kurve

dem Punkte 0 immer mehr , ohne ihn zu erreichen , d. h . 0
ist ein asymptotischer Punkt .

Anwendung : Man gibt den Zähnen von Fräsern die Form
einer logarithmischen Spirale , damit auch nach dem Schleifen des stumpf
gewordenen Fräsers der Winkel zwischen Radius und Rücken der
Schneide derselbe bleibt wie vorher . Bei Scheren mit bogenförmig
geführtem Scherblatt macht man das feststehende Blatt geradlinig und
krümmt das andere nach einer logaiithmischen Spirale . Man erreicht
hierdurch , daß der Winkel zwischen den schneidenden Kanten bei jeder
Stellung derselbe ist ; dieser Winkel muß kleiner gemacht werden als
der Reibungswinkel , damit das unter der Schere befindliche Werkstück
nicht von den Schneiden herausgeschoben wird .



Verzeichnis der Resultate .
Seite 5

5
5
5
5

5

5

5)

6
6

10

Übung 1 : 17 cm.
„ 2 : 5 cm.
„ 3 : 9,1 m .
„ 4 : 20 m , 15 m , 9 m, 18 nt , 8 m.
„ 5 : 2860 m , 406,3 m .

Aufgabe 1 : und
Li Li

.. 2 : i [ (2/2 + 2/x) («2 — ^i) — (ya + 2/x) Os — « x)
— (3/2 + 2/3) O2 — % )] . Multiplizieren und vereinigen .
Übung 1 : 21 qcm .

„ 2 : 404,3 qm.
„ 1 : a = 71 °

, w = 5 ; a = 116 °
, n = — 5 ;

n

5)

5)

10
11
11
11

n

?>

»
j?

)>

11

11

11
11

13

cc = 27 °
, n = o ; « = 45 °

, n = o .
Übung 2 : y — x + 3 .

„ 3 : y = V3 x + 5 .
„ 4 : Parallele zur X - Achse im Abstand von 8 cm.
„ 5 : a) Parallele zur X -Achse im Abstand von 7 cm .

b ) X - Achse ; c ) Y - Achse .
„ 6 : 45 °

, 60 °
, 30 ° .

.3
„ 7 : a = 124 °

; tg « = — w = & = 3 .
Li

, 8 : 1 : 6,7 ; 1 : 6,6 ; 1 : 3,3 ; 1 : 14 ; 1 : 36.
„ 9 : Gerade ; n = 30,6 ; M = 76,5 = 30 .

5 + 3 3 — 2/
” :

3 — 4
—

5 — x
„ 2 : r 2 = (2 + 3) 2 + (— 4 — 2) 2

; r = 7,8cm ;
M = — ~ ; a — 99 ° 25 ' .6

13
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Seite 14 Übung 1 : xx — — — und yy -
u

1
¥ *

14 „ 2 : %2 = 3 ; ya = 2 ; xi = 2§ ; ys --
14 Aufgabe : y = Mx — Mx 1 + yx.

- 2 — y .

3 .

1 oder ^ = f

2 : a) 1 = ^ 4 ; b)
1 . y — 4 .

y 3 a? + 2 ’

15 Übung 1 :

15

c) V3 =
x + 2

15 Anwendung : Gerade mit den Steigerungen 0,095 und
0,06 . Blechstärke 6— 7 mm . Siehe Fig . 16 . :

17 Übung l ; 2/ = — J ^ + j ^ + 2/i -

17 „ 2 : Für den Fußpunkt ist yi = ÜB x + 2

y — Vä — 2 _ _ 1_
x — i yrGleichung des Lotes :

oder y = - ^ + 4 f¥ + 2 .
T3 3

17 Übung 3a : Gleichung des Lotes :

x, + Mni — ihn
2/2

2/1 — 2/

#2 ' “
1 + ilf 2

17 Übung 3b : - L
V2

17 „ 4a : r = —

17 „ , , 24b : r = —

17 „
<Nii

M x1 — x
Mx 1 + M 2y1 + n

1 + M 2 •

2 y
; «2 = 0 , 05 ; 1/2 = 4 ,07 .3 — *

2/i — + w)
Vl +

yi + 2
i - i
i + f

a — ß = 161 -J-°-

18 Übung 6a : tg 45 ° = 2 — M , , , 1
TTW 8,80 * “ ¥ ”8W-
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Seite 18 Übung

— 4 — 2
1 — 3

49 ° 15 ' ;

7 :
'
_y .

2 3

zl .
1 •

50 ° 0 ' .
• x 5,10 ;

1 + 4 l — y
— 2 — 1 — 2 — x ’

5,83 ; 6,32 cm. 80 ° 45 '
;

n

D

n
n

))

5?

n

»

18 Übung 8 : 135 °
; 85 °

; 121 ° 30 '
; 132 ° 20'

; 66 ° 10.
19 „ 1 : Kreis mit r = 5 um den Achsenschnitt¬

punkt .
20 Aufgabe 1 : r .
20 Übung 1 : x 1

— 0,96 , x2 = —•4,16
2/i === 5,92 , y2 = •4,32 .

20 „ 2 : Gleichung der Sehne : - - “ = — Vlbx — 1
%i = + 2,70 ; yi = — 2,94 Länge der Sehne ist
x2 = — 1,20 ; y2 = + 3,82 V 60,9 = 7,8 .

24 Aufgabe : y = — — ; x + —.
Vi Vi

24 Übung 1 : x 1 = 0 -
, y1 = + r .

24 „ 2 : xx = ± r ; yx = 0 .

24 „ 3 : x x =
y V 2 r ; y1 =

y V 2 r .

1 ^24 „ 4 : Aus —= = - 1 und der Gleichung des
V 3 2/i

. TKreises findet man yx = 0,8 r . Dann ist xt = — - - und
U

• . 00die Gleichung der Tangente : - — + 0,8 y = r .Z
24 Übung 5 : 2/1 = 6,92 , y2 = 6,71 , y3 = 6,34 ,

2/4 = 5,75 , 2/ä = — 4,90 , ye = 3,61 , = 0 .
M x = - — 0,145 , M 2 = — 0,322 , M 3 = — 0,476,
AT4 = — 0,696 , iK5 = — 1,02 , Jü 6 = — 1,66 ,
-Zlf7 = so .

25 Übung 6 : « = 45 ° x1 — —~ V 2 2/2 = 4 - Vlh
4/ Z *

2
1 : y2 — + - = r und a:2 = — 2 r ..27
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Seite 27 Übung 2 : x2 — V 2 r ; y2 = YH
~
r ; y = x + V 2 r ,

„ 27 „ 3 : y1 = 4,58 ; tga = — 0,438 ; w = 5 ;
m' = 2 ; £' = 10,50 ; £ = 11,45 . -

„ 30 Übung 1 : Kreis mit dem Radius 3 ; Kreis mit dem
Radius 5 , der vertikalen Verschiebung nach oben = 36
und der horizontalen Verschiebung nach links = 10.

„ 31 Übung 2 : (y — 5 ) 2 + (x — 3) 2 = 16 oder y2 + 10 y
+ x 2 — 6 x + 18 = 0 .

„ 31 Übung 3 : v = l x 1 = + 1,7 y1 = — 2,3
7j = — 2 x2 = — 5,7 Vz = + 4,3
r — 3,87 .

„ 31 „ 4 : x1 = + 3 ; y1 = + 3 .
„ 31 „ 5 : v = 6 ; h = 5 ; r = 8 .
„ 31 „ 6 : v = 6 ; h = 10 ; r = 5 .
„ 32 „ 1 : Man erhält dieselbe Gleichung wieder .
„ 32 „ 2 : y ( TWsin a + cos a ) = « (ilf cos a — siia ) + » .

„ 35 „ 1 : y* = 2p ( x — -0 = 2px — p 2.

„ 35 „ 2 : y2 = 2px + p 2.
„ 35 „ 3 : Parabeln mit p = 2 und p — ^ .
„ 35 „ 4 : xx = 2 und y1 = 6 .
„ 36 Anwendung : s4 = 1,90 m.
„ 37 Übung 1 : ^ = 5,70 ; x2 = 0 , 80 ; i/1 = 7, -40 ; y2 = — 2,40 .
„ 37 „ 2 : a:1 = 0,23 _p ; x2 = — 3,23p ; 2/x = ±0,68j ) ;

y2 imaginär .
„ 37 Übung 8 : «1 = 3 ; x2 = ± ; ^ = 3,46 ; y2 = — 1,16 ;

L = 5,37 = 1,37 + 4,00 .
„ 37 Übung 4 : x 1 = 2,4 ; x2 = — 10,4 ; tp = + 4,37 ;

y2 imaginär ; L = 8,74 .
„ 39 Übung 1 : x1 = 1 ; yt = 2 ; Jfi = 1 ; « 2 = 2 ; = 2,83 ;

M 2
-= 0,71 ; «3 = 3 ; ya = 3,46 ; _M

"
8 = 0,58 ; «4 = 4 ;

yt = 4,00 ; üf 4 = 0,50 .

„ 39 Übung 2 : Für t/i = p und « , = also über dem

Brennpunkt .
„ 39 Übung 3 : « = 38,4 ° .
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•• rf ■■ . . .Seite 40 Übung 1 : y = — -j - 4 .

„ 40 „ 2 : x t = 00 ; x2 = 0 .

„ 40 „ 3a : ^ = — jp ; y1 = p VT ; y = ~ +•
__ _

1 y 3
V3 y 3 3

2 p ; n = ~
^
- -p ; %2 = — yj5 .

fl 40 Übung 4 : j/ = x +

„ 41 Aufgabe : y = — — x + ^ —1 _j_ ^p p JL

„ 42 „ 1 : In der Gleichung der Normalen setzt man
x = x2 und y —■y2 = 0 . Die Längen erhält man aus
den Koordinaten der Endpunkte nach Gleichung (1 ) .

» 42 Aufgabe 2 : Brennstrahl = ~ + x1 ; Subtangentea
== 2x t ; Subnormale = p .

„ 46 Aufgabe 1 : v = -j- n x 2

4
„ 46 2 : v = — tt x 2 y^

» 46 „ 3 : v =
Y ^ty \ * j .

„ 48 -Anwendung 1-: % = 0 und s2 = 2 sin a ■ cos a • v2 : g
Smax --- - 41 000 ; ]lmax 3570 m.

C) sc
„ 48 Anwendung 2 : M t) = Qx ; obere Ast

V u

dbr Parabel , die um 90 ° gedreht ist ; Tangente an die
Parabel .

„ 48 Anwendung 3 : 3,5 ; : 5,9 ; 7,4.
„ 52 Aufgabe 1 : x = .a -

, y = b . ,
— Mn a 2 + ab Cb 2 — n 2 M 2 a 2
~ "

b 2 + M 2 a2

y 12
nb 2 + Mab Vb 2 — n 2 + M 2 a2

b 2 + ' M 2 a2.

52
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Seite 52 Aufgabe 3 :
von b einen

33 52 Aufgabe 4 :

33 52 33 5 :
33 52 33 6 :
33 52 33 7 :
n 52 33 8 :
33 54 33 1 :

33 54 33 2 :

33 55 33

33 56 Übung 1 :
33 56 33 2 :
33 56 33 3 :

33 56 33 4 :

x2= 16 V 3 ;

33 56 Übung 5 :
33 57 33 6 :
33 57 33 7 :
33 57 Aufgabe 1 :
33 57 33 2 :
33 57 33 3 :
33 58 33 4 :
33 62 33 1 :
33 62 33 2 :
33 62 33 3 :
33 62 33 4 :
33 63 33 5 :
33 63 33 1 :
33 63 33 2 :

33 64 33 3 :

33 64 33 4 :

Man schlägt mit a um den Endpunkt
Kreis (siehe Fig . 45 ) .
Ellipse mit a — 4 und b — h .
% = + 3,67 cm .
y1 = 4,32 ; y2 = 3,3 ; r = 1,4 cm.
9 x 2 + 25 y2 = 225 .
y1 = 3,90 ; r x = 6,7 ; r 2 = 3,9 cm.
Der Verlauf ist ähnlich wie beim Kreise .

b 2 %! . b 2
- z

~r x ^-y « Vi th

y
ff 2 yi x ■
b 2 x1

72 x + 57 y

a ‘
b 2

■576 .
Vi + Vi¬

ce = 38 ° .
Xi = 0 ; X1 = (( .

oc IG
,Z’

i = 3,9 ; y x = 3,0 ; y = = == + — ;

16
w —

3 '

,Tj = + 3,3 ; y = 0,705 x + 5,325 .
0 ; 0,17 ; 0,19 usw .
x1 = «2 : e .
(x — e ) 2 b2 -f- y2 a 2 — a 2 b2.
x 2 b 2 + (y — b) 2 a 2 = a 2 b 2 .
Ellipse , mit « = 10 , b — 100 ’V 2 .
x1 = l .
Gang der Kechnung wie bei der Ellipse .
(x + e) 2 b 2 — y2 a 2 = a 2 b 2 .
a, = 4 ; b = 3 ; e = V 7 .
y = b
yx = 2,7 ; y2 imaginär .
Für keinen ; für Punkt mit x = a .
16 x ■ 6,3 — 25 y • 3 = 400 .

4 x Vl3 — 9 y • -| * = 36 .

2,8 • 25 '
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5 ' ’
Seite 64 Aufgabe 5 : x1 = — ■ 5 .

O

„ 65 „ — : Gang der Ableitung wie bei der Ellipse
(S . 56 Nr . 4) .

„ 66 Aufgabe 1 : a V 2 .
„ 66 „ 2 : a.
„ 67 „ — : a = 4 ; s = 2,9 .
„ 68 „ l : yx 1 + xy 1 = a \

„ 68 „ 2 : x y + (x + y) = 0 .

„ 85 Übung : y&= 21 - x -
, F — 36qcpi ; 36 y = 9 x + 145 ;

n = 4 ; — y -1 = 1,8 « ; -F = 28,8 ; 2,45 «/ = 1,2 « + 4,8 ;
w = 1,96 cm .

„ 106 Beispiel : Arbeit = 22500 mkg.
„ 118 Übung 1 : Subtangente = — xx .
„ 118 „ 2 : Man trägt xx zweimal ab und verbindet

mit dem Berührungspunkt .
„ 118 Übung 3 : Subtangente = r y \ : q = r xx .
„ 130 Aufgabe 1 : r = 8,9 cm .
„ 130 „ 2 : y = 0,70 p ; yt = 0,66 p .
„ 130 „ 3 und 4 : Die Kegelschnitte haben keine

Wendepunkte .
„ 130 Aufgabe 5 : Min bei x1 — o , y1 i= o ; Max bei « 8 =

+ V 2 und «3 = — y 2 , ?/2 =
Y und ya =

y ;

Wendepunkte bei « = + 1 ; ^ = 1 ; r 2 = r 8 = l ; ^ = 0 ,
= 1 ; « 2 = + VT , a8 = — VT , b2 = b8 = — 0,5 .

„ 130 Aufgabe 6 : Min bei x1 = — f , 2/i = — 7^ ; Max bei
Z i

x2 = — 1 , 2/2 = 0 ; Wendepunkt bei x8
— — r x =

r 2 = Y ; «1 = — 0 ;67 > = 0,46 ; «2 = — 1 , ö2 = — 0,5 .

Pierersche Hofbuchdruckerei Stephan Geibel & Co . in Altenburg .
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Dr. Max Jänecke , Verlagsbuchhandlung , Hannover

Elemente der Differential̂ und Integralrechnung für höhere
technische Lehranstalten und zum Selbstunterricht . Von Professor
Dr . K. Düsing. Mit zahlreichen Beispielen aus der technischen Mechanik
von Dipl .-Ing . E . Preger . 2 . Auflage . Geb . M . 1 .90.

Die erste Auflage dieses Werkes hat einen raschen Absatz gefunden, ein Beweis , daß
die Methode des Verfassers gerade in technischen Kreisen guten Anklang gefunden hat.
Der Verfasser führt die Ableitung auf geometrischem Wege an der Hand von Figuren
durch , was anschaulicher, leichter und interessanter ist als die früher übliche algebra¬
ische Art, und den weiteren Vorteil hat , daß sich an den Figuren das Resultat oft direkt
ablesen läßt. Das Buch ist auch zum Selbstunterricht vorzüglich geeignet.

Festigkeitslehre in elementarer Darstellung mit zahlreichen , der
Praxis entnommenen Beispielen . Zum Gebrauch für Lehrer und
Studierende an technischen Mittelschulen , sowie für die Praxis . Von
Hugo Ahlberg. Geb . M . 3 .—.

Die leichtfaßlichen, in gedrängter Kürze entwickelten theoretischen Grundsätze,
sowie die durch Skizzen erläuterten Beispiele lassen sofort erkennen , daß man es hier
mit einem durchwegs praktischen Pädagogen zu tun hat . So ist es dem Herausgeber
gelungen, reges Interesse beim Studieren zu erwecken und das Verständnis des Werkes
durch die vielen , ausgearbeiteten Rechenexempel wesentlich zu erleichtern.

Lehrbuch der darstellenden Geometrie . Von Karl Vetters.
Mit 251 Abbildungen . Geb . M . 5 .60.

Dieses Lehrbuch der darstellenden Geometrie zeichnet sich durch die Reichhaltig¬
keit seines Inhaltes aus , indem trotz des geringen-Umfanges von 285 Seiten im ersten
Teile nicht nur die Projektion in einer Tafel , das Grund- und Aufriß-Verfahren , die
Darstellung ebenflächiger Körper und einfacher. krummer Linien und Flächen , sondern
auch die Beleuchtung und die Schattenkonstruktion ebenflächiger Körper und Rotations¬
flächen behandelt werden , woran sich im zweiten Teile noch eine kurze Erörterung
der rechtwinkeligen Axonometrie , der schiefen Projektion und der Linearperspektive
schließt. Zahlreiche gutgewählte Aufgaben sind den einzelnen Abschnitten beigegeben.
Das Werk eignet sich ausgezeichnet zum Studium der darstellenden Geom i , es ist
klar und leichtverständlich geschrieben und namentlichhöheren technischen L mstalten
zu empfehlen.

Die Mechanik fester Körper . Lehrbuch in elementarer Daretellung
für höhere technische Fachschulen und zum Selbstunterricht nebst
einer Sammlung von 250 aufgelösten Beispielen . Von Ernst Blau .
Mit 210 Abbildungen . Brosch . M . 6.—, geh . M . 6.60.

Das vorliegende Lehrbuch , dessen Inhalt durch den Titel hinlänglich gekennzeichnet
ist , unterscheidet sich von den in letzter Zeit , man ist versucht zu sagen , massenhaft
erschienenen Werken seinesgleichen durch besonders einfachen und klaren Aufbau,
durch wohl abgewogene Übersichtlichkeit und durch eine Fülle praktisch gewählter
und aufgelöster Beispiele. Namentlich diese Beispiele sind geeignet , dem Lernenden als

„ .. „nützliche Wegweiser zu diene». -
(Zeitschr . d. östern Ingenieur - u. Arch & ekterr -'Vereins , Wien .)

Anwendung der iraphastatik im Maschinenbau mLt . be -
r SomlAtßx _ 3erücksichtij ? unjE der st atisch b estimmten

03 M3639

"'irische Uisier-
!n tfer Praxis
Abbildungen .

sowie ab Nach-
ll werden ; zumal
ger m neunes ist.

durch die gute

> 11] ufey# '
Pierersthe Hofbaefiflraekftrei Stegben Oefbai & Ce. in Attenberg , 8.-A.
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