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VYorwort.

l\fl;m diirfte wohl allgemein anerkannt haben, dat die
Elemente der Differential- und Integralrechnung zum Pensum der
hoheren Schulen gehoren miissen. In der Tat geht eine 1mmer
aroBer werdende Anzahl der allgemein bildenden sowohl wie
der technischen Anstalten dazu iber, diese Elemente in den
eigentlichen Mathematikunterricht sowohl wie auch in die
Anwendungsgebiete, z. B. in die Mechanik, einzufithren.

Die analytische Geometrie ist stets auf diesen Schulen
gelehrt worden. Durch die Einfihrung der Differentialrechnung
wird der Unterricht in diesem Fach insofern eine Anderung
erfahren, als jetzt die Moglichkeit besteht, die Differential-
rechnung auch hierbei anzuwenden. Durch diese Anwendung
wird die analytische Geometrie vereinfacht und gewinnt zu-
gleich an Interesse.

Zwar wird in dem vorliegenden Leitfaden eigentlich die
Kenntnis der Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt,
doch wird sich auch derjenige einigermafen zurechtfinden
konnen, der wenigstens die Bedeutung des Differenzierens und
Integrierens verstanden hat und die Potenz differenzieren und
integrieren kann.

Im vorliegenden Leitfaden ist alles fortgelassen, was fir
den Zusammenhang nicht notwendig ist und keine Anwendung
gefunden hat. Eine vollstindige Diskussion der Gleichung
zweiten Grades z. B. wiirde zu weit fithren, ein allgemeiner
Hinweis geniigt wohl.

Die Bemerkungen iiber die Ahnlichkeit der Kurven diirften
wohl in keinem Lehrbuch zu finden sein, und doch férdern sie
die Anschauung und damit auch das Verstindnis sehr.

Die Menge des gebotenen Stoffes dirfte geniigen; wenn
notig, kann man auch schwierigere Kapitel wie die allgemeine
Ableitung von Kriimmungskreisen an Kurven iiberspringen.




oy

Die analytische Geometrie kann infolge ihrer algebraischen
Methode in der Hand eines pedantischen Lehrers zu einer
trockenen Wissenschaft und zu einer Qual fir die Schiiler
werden. Wenn man aber Prinzipienreiterei vermeidet und
stets den einfachsten Weg wiihlt und jede Scheingelehrsamkeit
vermeidet, wird jeder mit Interesse folgen. Zugleich werden
Anschaulichkeit und Anwendungen aus der Praxis den Lernenden
mit sich fortreifen.

Die meisten Anwendungsbeispiele aus der Technik hat
mein Kollege Herr Diplom-Ingenieur FErnst Preger, das
Beispiel iiber die Evolventen- und Zykloidenverzahnung Herr
Diplom-Ingenieur G. Puschmann ausgearbeitet.

Auf den allgemein bildenden Anstalten herrscht
heute noch die formale Mathematik vor. FEs beginnt aber
langsam ein Umschwung; wiihrend frither der Hauptwert der
Mathematik in ihren Beweisen gefunden wurde, tritt heute
die Bewertung ihrer Anwendung immer mehr in den Vorder-
grund. Wer sich mit diesen modernen Anschauungen vertraut
gemacht hat, wird das vorliegende Buch mit Nutzen zu ge-
brauchen wissen.

Die Darstellung in diesem Leitfaden ist moglichst einfach
und anschaulich gehalten, um zu erreichen, daf er auch ohne
Hilfe eines Lehrers, also auch bei Selbststudium ver
stiindlich ist. Hierbei sind die angefithrten Aufgaben stets
zu berechnen, die Ubungen jedoch nur nach Bediirfnis,
Daher ist am Schlusse des Buches zur Kontrolle ein Ver-
zeichnis der Resultate angehiingt. Zuweilen sind diese
nicht vollstindig ausgerechnet, um den Gang der Ableitung
durchblicken zu lassen. Auch auf den Schulen sollte man
die Sechiiler hiufiger zum Selbststudium! ausgewihlter
Kapitel veranlassen, denn es befordert das selbstindige Denken.

Kiel.

Der Verfasser.

1 Zeitschrift fir gewerblichen Unterricht 1908.
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Punkte.

Die Lage eines Punktes.

Fin Punkt hat keinerlei Ausdehnung, keine Liinge, keine
Breite und keine Tiefe, also auch keine Form und Grofe. Er
kommt nur durch seine Lage gegen andere Punkte oder
Linien in Betracht. Um diese Lage eines Punktes in einer
Ebene zu bestimmen, teilt man diese Ebene durch zwei sich
meist senkrecht schneidende Gerade in vier Teile, und zwar
zieht man dann gewdhnlich die eine wagerecht und die andere
lotrecht. Diese Geraden heien Achsen.
Kennt man nun die Lingen der senk- 4
rechten Entfernungen eines beliebigen
Punktes P von diesen Achsen, so ist P
die Lage dieses Punktes bestimmt. ]

Schneidet man in Fig. 1 auf der wage- I y
rechten Achse ein Stiick von der Groke ‘
der wagerechten Entfernung «# ab und
errichtet nun im Endpunkt ein Lot von

5
i N Fig. 1.
der Groge der lotrechten Entfernung y, so

gelangt man zum Punkte P. Das auf der wagerechten Achse
yabgeschnittene“ Stiick heikt ,Abszisse® und wird gewdhn-
lich mit z bezeichnet. Das zugehorige oder ,zugeordnete”
Lot heist ,Ordinate“, und seine Liinge bekommt den
Buchstaben y. Beide jedem Punkte ,zugeordnete® Sticke
heiten auch ,Koordinaten®.

Mifst man die Koordinaten in irgendeiner Lingeneinheit
(em, m), so kann man ihre Lénge in Zahlen angeben. Dabei
wird die Abszisse vom Schnittpunkt der Achsen ab.nach
rechts positiv, nach links negativ gerechnet. KEbenso

Dfising, Leitfaden der amalytischen Geometrie 1
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wird die Ordinate nach oben positiv und nach unten negativ
genommen. Der Achsenschnittpunkt oder Koordinatenursprung

hat also die Koordinaten 2 — 0 und y = 0. Die Koordinaten

sind demnach im ersten Quadranten positiv; z. B. hat in

Fig. 1 der Punkt P die Abszisse & — + 7 und die Ordinate

¥ = + 5 Liingeneinheiten.

In Fig. 2 hat z. B. P, die Koordi-

Q naten #; = -—1 und 4y, =— -+ 3, P; hat

% @3=—2und yy — —4, P, hat Ty — 44

A | und ¥, = — 2, @ hat 2, = 0 und Ys =+ 7.

Al = I R hat 2,——& und o = 0 Liingenein-
[p“ heiten usw.

@i Bezeichnung: Den Punkt mit den

i Koordinaten #; und y; kann man kurz als

Punkt (#;; u,) oder Punkt (27 4,) be-

zeichnen. Istx, =— 3 und #1 = — 5 Einheiten, so kann man kurz

Punkt (2 == 3: 9; = — 5) oder auch Punkt (3: — 5) sehreiben.

Ubung: Man benutze quadriertes Papier, wodurch
das Abtragen und Messen erleichtert wird. Zwei passende
senkrecht zueinander stehende Gerade macht man zu Achsen.

Trfel
- e
| |
| £ N6 7
W W # |
12 339 ‘ ‘
L
/f;? _"4.:7 Hydrvant | =
G = oy
1,7 0t oy
b ik Fig. 4. Fig. 5.

1. In diesem Achsensystem nehme man beliebige Punkte
an und bestimme durch Messung ihre Koordinaten.
2. Man konstruiere die Punkte, die folgende Koordinaten
haben :
a) =3 und 4,—=1cm d) 2,=— +4 und y,——3em
b) 2o=—2undy,—5 , e) z:=——2 und Ys=—3 ,
¢) Zg=—=0und 9y —2 , ) 24— —4und yy=20 A
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Anwendung: Die Lage der Hydranten, der Gasanschliisse und
der AnschluBkasten fiir elektrische Leitungen ist an den Hiusern durch
Tafelehen gekennzeichnet. So bedeutet in Fig. 3 oder 4, daB ein Hydrant
3.9 m nach vorn und 1,7 m nach der in Fig. 3 und 5 gezeichneten Seite
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Fig. 7. Liangsschnitt des Panamakanals.
Mafistab der Lingen 1:1 250 000. Maflstab der Hithan 1 :1250.
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Fig. 8. Liangsprofil einer Rohrleitung.
MalBistab der Liingen 1:50000. MaBstab der Hohen 1 :12500.
liegt, Es ist auf diese Weise dem Feuerwehrmann auch bei schnee-
bedeckter Strabe moglich, den Hydranten ohne Probieren sofort aut-
zufinden. Er braucht nur nach Angabe des Tifelchens gemif der
Skizze Fig. 5 senkrecht von der Tafel weg 3.2 m nach vorn und von
dem gefundenen Endpunkt 1,7 nach links zu messen.




Auch bei Vermessungen von Grundstiicken wird die Lage
aller Punkte durch die Linge ihrer Koordinaten festgelegt. Zum Bei-
spiel zeigt Fig. 6 den Plan eines Grundstiickes von der Form eines un-
regelmiBigen Fiinfecks, dessen Eckpunkte durch Angabe der Abszissen
und Ordinaten bestimmt sind. Als Abszissenachse wihlt man in der
Praxis zweckmiiBig eine Seite des Grundstiicks. Es ist bei den Geo-
metern iiblich, die Koordinaten in der aus Fig. 6, 7 und 8 ersichtlichen
Weise einzuschreiben.

Bemerkung: Abszissen und Ordinaten werden gewohn-
lich in demselben MafBstab abgetragen. Das Gegenteil
geschieht zuweilen aus besonderen Griinden und muf dann
ausdriicklich hervorgehoben werden.

Anwendungen: Bei der Zeichnung des Profils von Landstrafen,
Eisenbahnen, Schiffahrtskanilen, groBeren Rohrleitungen oder Gebirgen
werden oft aus Platzersparnis, oder um die verschiedenen Erhebungen
besser hervortreten zu lassen, die Hohen (Ordinaten) in hedeutend
groBerem Mafistab gezeichnet als die Lingen (Abszissen).

o sind in Fig. 7 die Hohen des Panamakanals in 1000fach
grifierem MaBstab gezeichnet als die Lingen,

In Fig. 8 sind die Hohen in 4 fach gréferem MaBstab gezeichnet,
um die Knickpunkte in der Rohrleitung fiir ein Kraftwerk besonders
deutlich hervortreten zu lassen. Die gestrichelte Linie zeigt dieselbe
Rohrleitung, wenn man die Hohen in demselben MaBstab zeichnet wie
die Lingen. Man sieht hieraus sofort, daB eine Darsgtellung, bei welcher
die Hohen in gréBerem Mafistab als die Lingen gezeichnet sind, be-
deutend iibersichtlicher ist.

Bekannt sind auch die Mittelbachschen deutschen StraBen-
profilkarten fiir Radfahrer, in welchen ebenfalls die Hohen der
Straffenprofile in 10fach groBerem MafBstab als die Lingen gezeichnet sind.

Die Entfernung zweier Punkte.
Aufgabe: Die Entfernung
B zweiler Punkte aus ihren If__{'{_"u;(-hlc:llt;ill
r Koordinaten zu berechnen (Fig. 9).
Die Koordinaten des Punktes
)’2 P, seien z, i, die des Punktes
Vi P, seien ;3 1;, und die Entfernung
Py P; heie ». Zieht man von P,
aus eine Parallele zur X- Achse,
Fig. 9. : so entsteht ein rechtwinkliges

N




Dreieck mit den Katheten 2, — 2; und Yo — ¥ Dann ist
P = (o — )+ (@o—w)* . - - . Q)
Bemerkung: Zieht man, um 7 zu erhalten, die Wurzel,
so ist das Resultat von der ersten Dimension, und zwar gilt
nur das positive Vorzeichen, da » als absolute Grofe gesucht
wird. Die Formel gilt fiir jede Lage der Punkte Pound .
Ubung: 1. Wie grob ist die Entfernung der Punkte P,
und P,, wenn #; =25, ¥ = —4% und #,— — 38, yy=—"7 cmist?
9. Wie grof ist die Entfernung eines Punktes mit den
Koordinaten z, = 3, 9, =— 4 m, vom Achsenschnittpunkt?
3. Wie crofi ist die Entfernung der Punkte P; und Ps,
wenn &; — 5, ty=——2und ¢ =3, Yo = — 3 m ist? Zeichnung.
4 Man berechne aus Fig. 7 die Hohen, welche die ein-

zelnen Schleusen zu iiberwinden haben.

5 Man berechne aus Fig. 8 die genaue Linge der Rohr-
Jeitung zwischen dem Wasserschlof und dem Turbinenhaus.
Wie grof ist der Hohenunterschied zwischen den Enden der

Rohrleitung ?

Berechnung von geradlinig hegrenzten Flachen.

Aufgaben: 1. Aus den gegebenen Koordinaten (z; ¥,
und @, 9,) zweier Punkte sind die Koordinaten (x3 y3) des

5
A [
| A Ik
i’!a‘
|
£ A f
Fig. 11.

Halbierungspunktes ihrer Verbindungslinie zu berechnen.
Nach Fig. 10 ist:
L Yy & Yo
= pels 5

-
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2. Die Fliache eines Dreiecks zu berechnen, wenn die
Koordinaten der Endpunkte gegeben sind. Das gesuchte Drei-
eck ist die Differenz von Trapezen (Fig. 11):

PPFP=PFF F—P BB K — P B B
Diese Inhalte sind aus den Koordinaten der Punkte zu be-
rechnen. Man erhiilt schlieklich die Formel:

. 1 :
F = ."_IV‘LIl (U3 — Y2) + o (W — Us) + 25 (Yo — 14 -]].

Bemerkung: Die Formel hat zwei Dimensionen. Die =
lassen sich vertauschen, ebenso die y; es ist also gleichgiiltig,
welchen Punkt man als 1, 2 oder 3 bezeichnet. Ferner lassen
sich die # gegen die #y vertauschen: man kann also das
Achsenkreuz um 90° drehen, ohne daf sich F' indert.

Ubung: 1. Man berechne den Inhalt eines Dreiecks, von
dem der eine Eckpunkt die Koordinaten #, — 2 und i, — 4,
der zweite 7, = 8, y, == 7 und der dritte 23 = 5, y, — 2 e¢m hat.

2. Man berechne den Inhalt des in Fig. 8 gezeichneten
Grundstiicks.  Die Make der Koordinaten sind in m einge-
schrieben.

Zgichnung einer Linie aus einer gegehenen Gleichung.

Durch die Gleichung #; = 3 und #, = 1 Einheiten ist
dhe Lage eines Punktes in einem Achsenkreuz bestimmt. Hier
sind die Koordinaten #; und g, als konstante Groken gegeben.

In der Gleichung y® = ax dagegen sind # und y variabel
d. h. verdinderlich; sie konnen also verschiedene Werte
annehmen. Mit a, b, ¢ usw. dagegen bezeichnet man eine
konstante, d.h. unveréinderliche Zahl, wie z. B. a — 8.
Die Gleichung wiirde dann lauten: 2% =8u.

Man gibt jetzt der einen Verinderlichen z. B. # der Reihe
nach die Werte 1, 2, 3 usw. Dann gehort zu jedem « ein oder
mehrere bestimmte Werte von y. Man sagt y ist abhiingig
von z oder eine Funktion von #, und man schreibt:
y=1(x). Ist z. B. 2 = 1, so ergibt obige Gleichung fiir
«=—8, dak y =2 ist. Man rechnet nun zu jedem z mit
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Hilfe der Gleichung den zugehorigen Wert von y aus und
triigt die erhaltenen Werte in eine Tabelle (wie untenstehend)
ein, die Werte von & links, die zugehorigen Werte von Yy
rechts daneben.

&£ Y x Y @ 1
+ 4 + 3,175 + 0,5 4. 1,587 — 0,75 — 1.817
+ 3 + 2,885 + 0,25 -+ 1,260 =L — 2.0
+ 2 4+ 2590 + 0 + 0 = 4 21:;',20
+ 1,0 + 2,0 0,25 =="1:260 SR 4+ 2,885
£ 0,75 4 1,817 = o= 1,587 iy 4 8,175

Alsdann schneidet man auf der X-Achse die angenommenen
Werte von z ab und trigt zu. jedem x das zugehorige y senk-
recht zur X-Achse auf. Man er-
hilt eine Reihe von Punkten, die
man verbindet, so dak eine Kurve
entsteht. Diese Zeichnung kann
man auch nach links vervoll-

X
stindigen, indem man die Tabelle
weiter fiir negative # berechnet
und dann die Werte in die Zeich-
nung eintrigt (Fig. 12).

Entsteht an einer Stelle ein Ble. 22

Zweifel iiber den Verlauf der Kurve, z. B. zwischen # = 0 und
2 — 1, so nimmt man fiir einige Zwischenwerte von z wie
2=025; 2=005; £=0,75 usw., berechnet die hierzu ge-

horigen Werte von y und trigt auch sie in die Zeichnung ein.

Alle Punkte der erhaltenen Kurve entsprechen
der gegebenen Gleichung. Hiervon kann man sich
durech Nachmessen iiberzeugen. Man mifit in der Zeichnung
die Ordinate der Abszisse # == 1,5 von der X-Achse bis zur
Kurve zu 2,3. Wird #= 1,5 und y = 2,8 in die
(:leichung eingesetzt, so sieht man, dak die Gleichung durch
diese Koordinaten erfiillt wird. Dasselbe ldBt sich von jedem

gegebene

anderen beliebicen Punkt der Kurve nachweisen.
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Die Kurve ist also die Darstellung der Gleichung.

Da man an solchen Kurven die Abhéingigkeit der Ordinaten
von den Abszissen bequem iibersehen kann, so wiihlt man
gerade in der Technik sehr oft die zeichnerische Darstellung
und zwar hauptsichlich fiir verwickelte Gleichungen und
Gesetze.

Man zeichne die Kurve der Abhiingigkeit des Dampf-
druckes p von der Temperatur { = 0° bis ¢ = 200°:

T (?5 45 3‘.)“.
=N

Passender Mafstab fiir #: 1°=1 mm, fiir p: 1 kg/qem =10 mm.

Die gerade Linie.
Die Gleichung der Geraden.

Eine Linie ist gerade, wenn sie stets dieselbe Rich-
tung beibehilt. Die Richtung ist durch den 9 « der Linie
mit dem positiven Teil der X-Achse gegeben?. Die Tangens
dieses Winkels bezeichnen wir mit M und nennen sie die
Steigung der Geraden. Den Winkel « nennt man den
Steigungswinkel. Eine Gerade hat also tiberall dieselbe
Steigung.

Die Ordinaten und Abszissen miissen im allgemeinen in
demselben MaBstab aufgetragen werden, weil sonst die Steigung
unrichtig wiirde. In dem auf Seite 4 erwiihnten und in Fig. 7
und 8 gezeichneten Fillen, wo die Hohen in groferem Mak-
stab aufgezeichnet wurden als die Lingen, sind die Steigungen
der Linien auf der Zeichnung grofer als in Wirklichkeit. Um
eine jedesmalige Berechnung der Steigung zu vermeiden,
schreibt man dann meistens die Steigungen direkt an die be-
trefiende Linie, z. B. 1:200; 1:15; 1:00, wie es auch in
Fig. 8 an einer Stelle geschehen ist.

) Daher sagt man auch wohl statt ,Winkel“ das Wort ,Rich-
tungsunterschied“. — Die Drehung erfolgt in demselben Sinne wie in der
Trigonometrie beim Einheitskreis.
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In der Fig. 13 ist nun eine beliebige Gerade gezeichnet und
auf ihr ein beliebiger Punkt P angenommen, dessen Koordinaten
: 5y o e : Yy —
zund y seien. Wie die Figur zeigt, ist tg o= M =" . Wenn
A
die Linie nun eine Gerade sein soll, so muf dieser Wert fir
alle Punkte der Linie gleich bleiben. Dann ist fiir alle Punkte

der Geraden: R S e

Dies ist die Gleichung einer Geraden.

Bemerkung: In der Gleichung y = Mz + » sind alle
Glieder von der ersten Dimension, da M nur ein Verhiltnis,
also eine unbenann-
te Zahl ist. Auch P/
2 und y sind ersten
Grades; die Glel
chung einer geraden

Linie ist also ersten X y
Grades. Die Stel- 7
gung M der Gera- o ¢
den, also die Tan-
gens des Steigungs-
winkels « ist zu- e

gleich der Differentialquotient ;?f’{ der Funktion y = Mx + n ).

Ist die Steigung, also Tangens « positiv, so steigt die
Gerade von links nach rechts. Ist die Steigung negativ, so
fillt die Gerade nach rechts; die negative Steigung ist ein
Gefille. Den Verlauf einer Linie betrachten wir
stets von links nach rechts.

Setzt man z =0, so erhilt man y = n. Letzteres ist
also das Stick, das die Gerade auf dem positiven
Teil der Y-Achse abschneidet. Trifft die Gerade die
Y-Achse unterhalb des Schnittpunktes der Achsen, so ist »
negativ. Fiir eine Gerade, die durch den Achsenschnittpunkt
geht, ist n = 0, sie hat also die Gleichung y — M .

1) 8iehe Elemente der Differential-und Integralrechnung von K. Diising.
Mit Beispielen aus der technischen Mechanik von E. Preger. 2. Auflage.
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In der Gleichung der Geraden sind # und y die Variablen,
die also fiir jeden Punkt der Geraden andere Werte haben.
Dagegen sind M und »n die Konstanten. die fiir alle Punkte
gleich bleiben: sie sind die Bestimmu ngsegrobBen der Ge-
raden, und zwar wird durch M die Richtung und durch

n die Lage bestimmt.

Die Gleichung ersten Grades.

Wir waren zu dem Resultat gekommen, daf die Gleichung
einer Geraden vom ersten Grade ist. Umgekehrt kann
man auch fragen, welche Art von Linien durch eine beliebige
Gleichung ersten Grades dargestellt wird. Man nehme irgend-
eine Gleichung ersten Grades mit den Variablen . und .
Die allgemeine Gleichung ersten Grades wiirde lauten:

ay+bx+ ¢ =0, Man kann sie leicht nach i entwickeln
; By ¢ 2 ; s

und erhiilt y = £ — —, d. h. die Normalform der Gleichung

f (f ~

einer Geraden. Eine Gleichung ersten Grades stellt
also stets eine Gerade dar.

Dies kann man auch durch eine Zeichnung erliutern :
Man gibt @, b und ¢ feste Werte, z. B. 4, 5, 6, ferner der
Abszisse der Reihe nach die Werte 1, 2, 8 usw. und rechnet
zu jedem x mit Hilfe der gegebenen Gleichung die Werte von
y aus. Diese Werte kann man zunichst, "wie auf Seite 7
geschehen 1st, in eine Tabelle eintragen. - Alsdann sehneidet
man die einzelnen « auf der Abszissenachse ab und errichtet
im Endpunkt von jedem # ein Lot von der Linge des zu-
gehorigen y. Verbindet man jetzt die erhaltenen Endpunkte
der Ordinaten, so ergibt sich eine Gerade. Bei ihr ist

: [) i
M= —— und n=— _,
L (f
Ubung: 1. Man zeichne die Geraden: a) y=3x-+5,
[Tl : 1 _
b) y=—22—5, ¢) y— =z und d) y =2z

2. Welche Gleichung hat die Gerade, wenn ibr Steigungs-
winkel = 45° und # = 3 cm ist? Man zeichne diese Linie.
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3. Welche Gleichung bat die Gerade, wenn ihr Steigungs-
winkel — 609 (30°,120°,150 %) und %= 5em ist? Man zeichne sie.

4. Welche Linie hat die Gleichung y =8 e¢m oder aus-
fiihrlicher geschrieben y = O & 4- 82 Zeichnung.

5. Welche Linie hat die Gleichung a) y=7 cm, ferner
b) 4 =0 und ¢) z=07

6. Welche Winkel bilden die Geraden y=x + 2,
y=—7V3x + 5, V8y+ x—2 =0 mit dem positiven Teil der
X-Achse?

7. Man zeichne die Gerade :{ - = 1 fira=—2, b=3 em.

8. Man berechne die Steigungen der Rohrleitungen Fig. 8
in den einzelnen Stringen.

9. Die Formel fiir den Beschleunigungsdruck p eines
Kolbengestinges bei unendlich langer Schubstange lautet

" D e : = :
P = (1 e ) _. Dabei ist x der Kolbenweg (£ win=0, Lruz=—27);
v ) r

r der Kurbelradius = 0,4 m, » die Umfangsgesehwindigkeit des
Kurbelzapfens = 3,5 m/sec. Man zeichne die Kurve, welche
dieser Gleichung entspricht zwischen & — 0 und x = 2 auf.

Die Lage eines Punktes zu einer Geraden.

Die Koordinaten eines bestimmten Punktes haben wir
mit 2, y; oder x, 1, usw. bezeichnet, die Koordinaten eines be-
liebigen Punktes einer Geraden aber allgemein mit » und .
Den beliebigen Punkt einer Geraden nennt man auch wohl
den ,laufenden® Punkt.

Liegt der Punkt mit den Koordinaten .y, oder kurz

so erfilllen auch seine Koordinaten diese Gleichung der Ge-
raden, also ist 4, = Mz, + n.

Erfillen seine Koordinaten die Gleichung nicht, so liegt
er nicht auf der Geraden. Wire z. B. 4, > M x; 4 n, so wiirde
der Punkt iiber der Geraden y— M + n liegen. Wire
W< Mz, +n, so wirde der Punkt unterhalb dieser
(reraden liegen.
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Die Gleichung einer Geraden, die durch zwei gegebene
Punkte geht.

Da eine Gerade stets dieselbe Richtung beibehiilt, so
bildet sie, wie wir gesehen haben, mit dem positiven Teil der
X-Achse iiberall denselben Richtungsunterschied, also den-
selben Winkel, sie hat {iberall
dieselbe Steigung. Legt man z. B.
(Fig. 14) durch zwei Punkte P,
und F, eine Gerade, so 1st
zwischen ihnen die Steigung

£y 2
; Die Steigung von P, bis zu einem
| beliebigen Punkt P ist

il

i &=y
Diese Steigungen miissen fiir jeden
Punkt gleich grof sein, wenn die
Linie gerade sein soll. Also ist die Gleichung der Geraden,
die durch zwei gegebene Punkte geht:
T e TSR
91 — s 26—
Bemerkung: Die Punkte P, P, und P kann man in
ihrer Lage vertauschen; man kann also die linke Seite auch

Yy — 1 £4 Y — 1 Yo — 1 > — Y
Y2 h und die rechte auch < Y oder Y oder ° =
Xg — &y Oy — % Ly — & X — Uy

Fig. 14,

schreiben.

Aufgabe: 1. Diese Gleichung (3) auf die Normal-
form zu bringen.

Yi — Ya :
Y —Y = = = (B — &q)
Xy — &g
s == Y — Y%
i e S e e ) |
Ty — %y Ly — &y
ey

M n
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9. Die Richtigkeit dieser Gleichung ist an Fig. 15 nach-
zuwelsen.

Ubung: 1. Gegeben sei Punkt (2, =38; y; = 5 cm) und
Punkt (z; = 4; y, = — 8 cm). Wie
heit die Gleichung der Geraden, die
durch diese Punkte geht?

9. Die Koordinaten der End-

punkte einer Strecke sind x; = 2,

Yy =—— 38 und @, ——4, Yp=—2 cm, |
Wie lang ist die Strecke, und wie :
grofs ist ihre Steigung und ibr Fig. 15.

Steigungswinkel ?
Aufgabe: Den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden.
Die Gleichung der einen Geraden sei:
i M,z + ny
und die der anderen
y= Myz + n
Wenn ein Punkt zugleich auf zwei Linien liegt, so miissen
seine Koordinaten die Gleichungen beider Linien erfiillen. Hat
der Schnittpunkt also die Koordinaten a; und ¥, so ist
Y = My 2y +
und
1 M,y + ny
Diese zwei Gleichungen haben die zwei Unbekannten
und 7, die sich demnach berechnen lassen:
Mz, +n = My zy + Ny
xy (My — My) = ny—ny
B A T
e
M, ng — Mywny + Myn, — Myny
= e

Hag — N
= :‘L" o L 1
?}rl ok _ﬂf] o J'Urj

A']If]l:l '3?.3 = Jﬁ’fg ”’i
;'1‘}1 o _112

Bemerkung: Die Gleichungen der Geraden sind vom ersten

{,rh_ —

Grade, wir erhalten aus ihnen nur ein z und ein y, und
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diese enfsprechen nur einem Schnittpunkt: durch die
Rechnung wird also bestitigt, dak zwei Gerade sich nur in

einem Punkte schneiden. — Ist 7, = n,, so wird &; = 0
und ¥, = n, d. h. die Geraden schneiden sich auf der Y-Achse
in der Entfernung # vom Achsenschnitt. — Der Ausdruck

fur @; und ¥, 1st in bezug auf M, und M, sowie n, und n,

symmetrisch; diese kann man also zugleich vertauschen, d. h,

es ist gleichgiiltig, fiir welche von den beiden Geraden man die

Bezeichnungen M, und », und fiir welche man M, und », wihlt.
2

Ubung: 1. Den Schnittpunkt der Geraden y— =z + 2
£}
B! ; i
und y — o @ — 9 zu berechnen. Die Richtigkeit priift
(3] >

man durch Einsetzen und durch eine mafstibliche Zeichnung.
2. Die Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit den
Achsen zu bestimmen.

Parallele Gerade.

Parallele Gerade haben dieselbe Steigung, also dasselbe M.
Hierdurch wird in obigen Gleichungen fiir die Koordinaten
(#; und y,) der Schnittpunkte der Nenner gleich Null: diese
Koordinaten werden also unendlich grof, d. h. der Treftpunkt
von Parallelen liegt im Unendlichen.

Die Gleichung einer Geraden, deren Steigung bekannt ist,
und die durch einen gegebenen Punkt geht.

Die gegebene Steigung sei M. Wenn nun der Punkt,
durch den die Gerade gehen soll, die Koordinaten z; und v,
hat und wie immer # und y die Koordinaten eines beliebigen
o e,

Punktes sind, so ist die Steigung
= ,:'l - )

. Demnach lautet

«die Gleichung der gesuchten Geraden

() o
Y1 (7 T E R - (4).
-X'1 e ."j":

Aufgabe: Man bringe diese Gleichung auf die Normalform.
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Ubung: 1. Die Gleichung einer Geraden aufzustellen,

2
die der Geraden y — — x + 5 parallel 1st und durch den Punkt
o
(2; = 3, ¥ = — 2 Einheiten) geht.
2. Die Gleichung einer Geraden aufzustellen, die durch
den Punkt (zy = — 2, ¥, = 4 Einheiten) geht und den

Steigungswinkel 45° (309 60°) hat.

Anwendung: Die Selbstkosten K in Mark eines Meters Schweil-
naht bei s mm Blechstiirke kinnen niherungsweise nach folgenden
Formeln berechnet werden (Fig. 16):

K = 0,15 + 0,095 g bei Azetylen-SauerstoffschweiBung,
K—=04 -+ 006 s bei Wassergasschweifiung.

| 5 A0 20 30mm

Man stelle die Formeln zeichnerisch dar. Weleche Art Linien er-
gibt sich fiir die Gleichungen? Von welcher Blechstirke an ist Wasser-
gasschweiung billiger als Azetylen-Sauerstoftschweifiung ?

Anleitung: Die gesuchte Blechstirke ergibt sich als Abszisse
des Schnittpunktes der Azetylen-Sauerstofflinie mit der Wassergas-
linie (F'ig. 16).

Der Winkel zweier Geraden.

Die Geraden seien y = M,z + n, und y = M,z - n,.
Man zieht durch den Schnittpunkt der Achsen Parallele
zu den Geraden (Fig. 17). Diese
schliefen mit der X-Achse dieselben
Steigungswinkel ¢ bzw. g e
wie die gegebenen Geraden. Der
Winkel zwischen den Geraden ebenso
wie derjenige zwischen den Parallelen

ist e — f.

Aus der Trigonometrie ist nun:
bekannt. dag Fig. 17.




tga—1tgp
E T teate
1st.  Also ist
M, — M,
1+ M, M,
Damit ist der Winkel zweier Geraden bestimmt.
Bemerkung: Die Formel zeigt, dafi die Tangens des
Winkels zweier Geraden desto groBer wird, je mehr die
Steigungen der Geraden verschieden sind. Bei stumpfen
Winkeln ist auf das Vorzeichen zu achten,

Wann stehen zwei Gerade aufeinander senkrecht?

Wenn zwei Gerade einen Rechten einschlieBen, so ist
in Fig. 17 auf voriger Seite ¢ — 8 = 90°. Demnach wird
M ——M S
14 M, M,

Dies tritt ein, wenn der Nenner 1 4+ M, M, — 0 1ist.
Aus letzterem folgt:

tg (o —pB) = o0

1
M, = — T RO (5)

Die Steigung der einen Geraden ist also der negative und
reziproke Wert der Steigung der anderen.

Pig. 18.
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Bemerkung: Da M, - M, ——1 ist, likt sich auch
aus nebenstehender Fig. 18 ableiten.
M, —tge—nh:q M,=tgf=—1gy=— (q:h)

Die Gleichung des Lotes.
. Errichtet man ein Lot auf der Geraden y = Mz +n, so
ist seine Steigung gleich — :‘%f Geht das Lot nun durch den
Punkt z;1;, so lautet gemii Gleichung (4) seine Gleichung

vy — ih | e
L e R

Ubung: 1. Diese Gleichung auf die Normalform zu
bringen.

2. Auf der Geraden y — V3 -+ 2 in dem Fufipunkt,
dessen Abszisse #; = 1 ist, ein Lot zu errichten.

Man bringe die erhaltene Gleichung des Lotes auf die Normal-
form und prife M und n an einer mahstiblichen Zeichnung.

34, Man fillt vom Punkt (z;1,) ein Lot auf die Gerade
y = Mz + n und es soll die Gleichung des Lotes aufgestellt
werden. Ferner suche man die Koordinaten des FuBpunktes.

b. Es sei z. B. vom Punkt (z; = 8, y; — 2 dm) auf die
Gerade y =7V 2 -z + 4 ein Lot gefillt. Wie grob sind die
Koordinaten 1, des FuBipunktes? Zeichnerische Priifung.

4a. Die Linge dieses Lotes zwischen 2y, und ¥y, zu
finden. Man berechnet zuerst iz, und 9,, und dann aus 2y %s ¥; Yo
nach Gleichung (1) das Lot, Dann berechne man die Linge
des Lotes von y4; bis zum Schnitt mit der X-Achse 1m
Punkte 2 9;. Man berechnet hierbei zuerst z; aus der Gleichung
des Lotes und aus der Bedingung, dak y; = 0 ist.

b. Man berechne r fiir das vorige Zahlenbeispiel (Ubung 3)
und priife das Ergebnis an einer Zeichnung.

5. Die Koordinaten des Schnittpunktes der zwei Geraden

1 B
y— 5% 4+ 2 und y=2 + 1 und den Winkel derselben zu

bestimmen.

Diiging, Leitfaden der analytischen Geometrie. 2
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6. Wie grof ist die Steigung der Geraden, die mit der
gegebenen Geraden y — 2 4 3 einen Winkel von 45° (30°,
60° usw.) einschlieft?

L

7. Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner KEck-
punkte gegeben: oy =38, ¥y =2; Za = — 2, yp = 1; 23 =1,
Yy = — 4 m. Wie heiBen die Gleichungen der Seiten, wie lang
sind die Seiten, und welche Winkel schlieBen sie ein? Man
beachte, dall man nicht die AuBenwinkel berechnet.

8. Man berechne die Winkel an dem in Fig. 6 gezeich-
neten Grundstiick.

Der Kreis.

Die Mittelpunktsgleichung des Kreises.

Ein Kreis ist eine Linie, deren Punkte von einem ge-
gebenen Punkte, dem Mittelpunkte, gleiche Entfernung haben.
Zieht man von einem beliebi-
gen Punkte P seines Umfanges
(Fig, 19) den Radius » und
die Koordinaten x und y, so ist

=t L ay? | .. ()
Da diese Gleichung von den
Koordinaten eines jeden Punk-
tes der Kreislinie erfiillt wird,
so 1st dies die (leichung des
Kreises.

Bemerkung: Beide Ko-
ordinaten z und y kommen

Fig. 19. (uadratisch vor, die Gleichung

eines Kreises ist also vom

zweiten Grade. Setzt man in der erhaltenen Gleichung

des Kreises # = 0, so wird 4 =— + ». Setzt man f—:0;, 90

wird 2 — + 7. Der Kreis schneidet also die Achsen viermal
in der Entfernung 7.

Lo
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e V2 — 22 ist, so gehoren zu jedem ¥ zZwel
gleiche, aber entgeger ngesetzte Werte von ¥, d. h. die Peri-
pherie liegt symmetrisch zur X-Achse. Ebenso geht aus der

Gleichung fiir « — + V r2 — y® hervor, daf sie symmetrisch
zur Y-Achse liegt. — Fir ein x, das groker als r ist, wird ¥

imaginiir, d. h. dort befinden sich keine Punkte des Kreises
mehr. Ebenso gibt es fiir ein i, das groker als » ist, keine
Punkte des Kreises.

In der Formel des Kreises kann man x und y vertauschen,
d. h. man kann das Achsenkreuz um 90° drehen, ohne daf
sich die (;1f=1fhunw des Kreises dndert.

Ubung: Man zeichne die i\lll\t‘ mit der Gleichung
22 4 Yyt = zt; uml iiberzeuge sich durch Nachmessen von der
Art der Kurve.

Der Schnittpunkt eines Kreises und einer Geraden.

Wenn ein Punkt auf zwei Linien liegt, so missen, wie
schon erwihnt, seine Koordinaten die Gleichungen beider
Linien erfiillen.

Gegeben ist ein Kreis mit der Gleichung 72 = & + ¥°
und eine Gerade y = Mx + n. Der Schnittpunkt beider
Linien liegt sowohl auf der einen Linie wie auf der anderen.
Hat er also die Koordinaten a; und y,, so miissen sie beide
Gleichungen erfilllen. Also

gy = Ma, +n

Wir erhalten hiermit zwei Gleichungen mit den zwel
Unbekannten z, und ¥, die wir jetzt berechnen konnen.

Man quadriert die zweite Gleichung, setzt sie in die erste
ein und erhilt schlieflich zwei Werte :

— Ma -+ Vo2 (1 1 M2 — p?
5 1+ M2 :

Al

Setzt man z, in die zweite Gleichung, namlich y, = Mz, +n
ein, so erhilt man die zugehorige andere Unbekannte #,; ver-

SE
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fihrt man ebenso mit #;, so erhilt man den zu x, gehorigen
Wert von y,:

_ m+ MVREQ+ D) —n?
2 g 1 M

Wir haben also zwei Paare von Koordinaten erhalten,
d. h. Kreis und Gerade schneiden sich im allgemeinen in
zwei Punkten: P; mit den Koordinaten z; ¥; und P, mit
den Koordinaten x, ¥s.

Bemerkung: Hierber sind drei Fille moglich:

1. Ist #2 (1 + M?) > n® so erhiilt man zwei Werte fiir
2y, d. h. die Gerade ist eine Sekante.

2. Ist »® (1 4+ MM?) = n® so er-
hilt man einen Wert fiir 2, d. h. die
Gerade ist eine Tangeute.

3. Ist #® (1 + M2%) << n?, so)er-
0 hilt man keinen reellen Wert fiir z;,

d. h. die Gerade schneidet den Kreis

GioN

nicht.
Nachweis dieser Fiille an Figur 20:
Fig. 20. Man beschreibt einen Einheits-
kreis, d. h. einen Kreis mit dem
Radius I8 = 1 Liingeneinheit. Errichtet man im Endpunkt

eines beliebigen Radius ein Lot, so ist dies eine Tangente.
Dann ist BO=1 und BS=tge = M. Folglich ist bei_ der
Tangente :

n=08=Db0:}+ BsS2—1 + tgfa =1 + M-

Die Figur zeigt ferner, dat bei einer Sekante der Abschnitt »
auf der Y-Achse kleiner und bei einer auBerhalb des Kreises
liegenden Geraden groBer als 0SS = V1 + M2 ist.

Aufgabe: 1. Die Schnittpunkte einer Kurve mit der
X-Achse bestimmt man, wenn man in der Gleichung der Kurve
y = 0 setzt und dann # berechnet. Wie grof sind also beim
Kreise die Abschnitte auf den Achsen?

Ubung: 1. Die Schnittpunkte des Kreises 36 — a2 4 ¢
und der Geraden y = 22 4 4 zu bestimmen.
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9 In dem Kreis #2 + y2 = 16 lege man durch den Punkt
2, = 1, y; = 0 eine Sehne, die um 120° gegen den positiven

Teil der X-Achse geneigt ist. Man suche die Gleichung
dieser Sehne, die Koordinaten ihrer Schnittpunkte und ihre
Liinge.

Die Steigung einer Kurve.

Eine Sekante moge eine Kurve in zwei Punkten schneiden.
Dreht man die Sekante, so riickt der eine Schnittpunkt dem
andern immer niher, bis er ihm schlieflich unendlich nahe
ist: die Sekante ist damit zur Tangente geworden.

Die Verbindung dieser unendlich nahe liegenden Punkte
ist eine unendlich kleine Sehne, die mit der Peripherie zu-
sammentillt. Die Richtung dieser Sehne ist die Richtung der
Kurve an dieser Stelle. Die Verlingerung
dieser Sehne ist eine Tangente. Letztere
hat also dieselbe Steigung wie die Kurve
am Berithrungspunkt.

Die Schnittpunkte der Sehne mogen
die Koordinaten xy und z; 4, haben (Fig. 21).
Dann ist die Steigung der Sehne

: Yy —lYy A
to n — Ui L= Y
= .i'l b y T
Wird die Sehne zur Tangente, so Fig. 21

werden die Stiicke /A y und A 2z unendlich
klein; man schreibt sie dy und dz. Die Steigung der
£ : ; s e Y
Tangente ist gleich derjenigen der Kurve und zwar gleich ——.
L . - = (!J"

Diese Groge wird Differentialquotient genannt?).

Der Differentialquotient der Gleichung einer Kurve éndert
sich stindig mit den Koordinaten des Punktes.

1) Diising, Elemente der Differential- und Integralrechnung S. 5.
Die Kenntnis der einfachsten Differenzierungen und Integrierungen,

: : d(z™) L
namentlich die der Potenz werden vorausgesetzt: — —= = ma™ 1
2 =1 ¢ ,’f
i e <,
und / acde = L0
- m + 1




Die Steigung des Kreises.

Der Differentialquotient der Gleichung des Kreises ergibt

sich wie folet: et -
2 4 Yy = ¢?
dy
2w 4 2 = — ()
Y dx
da x
e A ()
dax Y

Im ersten Quadranten sind » und y positiv, der Differential-
quotient ist also negativ. In der Tat i1st die Steigung hier
negativ, denn die Kreislinie fillt.

Im zweiten Quadranten ist & negativ und y positiv. Setzt
man dies ein, so wird der Differentialquotient, d. h. die
Steigung, positiv, der Kreis steigt von links nach rechts.
Man vergleiche Fig. 22. Den Verlauf einer Linie haben wir
ja stets von links nach rechts gerechnet.

Beim Ubergang aus dem zweiten in den ersten Quadranten
geht der Differentialquotient aus dem positiven ins negative
(ebiet, mull also durch Null gehen. Solange der Differential-
(uotient positiv ist, steigt der Kreis; sobald er negativ wird,
fallt er. Der Kreis hat also seinen hichsten Punkt, sein
JMaximum® erreicht, wenn der Differentialquotient gleich
Null ist. In der Tat ist hier die Steigung gleich Null, denn
die Tangente geht parallel zur X-Achse.

Wie stark der Kreis steigt oder fiillt, ersieht man aus
dem absoluten Werte des Differentialquotienten. Je griger
der absolute Wert von # und je kleiner also der von ¥ ist,
desto stiirker steigt oder fiillt der Kreis.

Fiir y = 0 wird der Differentialquotient, also auch die
Steigung, unendlich grok, d, h. die Tangente geht zur Y-Achse
parallel.

Das Vorzeichen des Differentialquotienten gibt uns also
die Art des Verlaufs des Kreises und auch jeder Kurve
an, d. h. ob sie steigt oder fillt. Die absolute Groke des
Differentialquotienten gibt uns die Stidrke der Anderung,
also der Steigung oder des Gefilles an.
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{Ubung: Wie verhilt sich der Differentialquotient und
der Verlauf des Kreises im dritten und vierten Quadranten?

Die Tangente an den Kreis.

Die Tangente hat, wie wir gesehen haben, dieselbe Rich-
tung und damit dieselbe Steigung wie der Kreis im Beriihrungs-
punkt, néimlich geméb Gleichung (8):

d @
dr Y
Dies ist die Steigung des Kreises im allgemeinen; sie &ndert
sich von Punkt zu Punkt. Die Steigung beim Beriithrungs-
punkt (z; y,) ist also
”l' I:,r e £

Pl

=

Fig. 22

Diese Steigung ergibt sich auch aus Fig. 22, in welcher

M=tgo=1tgoy = — —
T
. ) o " r 1 < ; : %
ist. ‘Wir kennen jetzt von der Tangente die Steigung |\ — —-L)
= g3 i Yy .

und einen Punkt, nimlich den Berithrungspunkt. Die Gleichung




einer Geraden, deren Steigung M wir kennen, und die durch
den Punkt (#,4;) geht, war nach Gleichung (4):
d 2 I
M=29_ h—i
dx Xy — &
Wird die Steigung M am Beriihrungspunkt eingesetzt, so

erhiilt man als Gleichung der Tangente :
W wSibg o SR

Y Xy —&

Diese Gleichung kann noch vereinfacht werden :
o

Tyt — 2y, = —y? + Yy,
£ o St ¥
@t + 4 = 2@ + Yy

o — T b e ) R S OO et (L)

Bemerkung: Jedes Glied dieser Formel ist von der
zweiten Dimension. Auch in dieser Formel kann man wie
immer am Kreis # und y vertauschen. Man vergleiche diese
Gleichung mit der des Kreises; statt der Quadrate 22 und
y* haben wir hier die Produkte 2, und yy,.

Aufgabe: Die Gleichung (9) der Tangente auf die Normal-
form zu bringen. Man erhilt:

. -2
g I 7 i

Yee=— "=

Y 5 :;’1"1

Ubung: 1. Fir welchen Bertihrungspunkt des Kreises
geht die Tangente parallel zur X-Achse?

2. Fir welchen Berithrungspunkt des Kreises geht die
Tangente parallel zur Y-Achse?

3. Fiir welchen Bertthrungspunkt bildet die Tangente
enen Winkel von 45° mit dem positiven Teil der X-Achse ?

4. Man suche die Koordinaten der Beriihrungspunkte der
Tangente, die eine Steigung von 30° (609, 1209, 1359, 150°9)
hat. Dann stelle man die Gleichung der Tangenten auf.
(Man setze zuniichst die Steigung der Tangente gleich der
des Kreises im Beriithrungspunkt).

5. Man bestimme die Steigung des Kreises 49 =— 22 -+ ¢2
m den Punkten mit den Abszissen 152,08, -4, 5526 7. “(Man



25 —

berechne zuerst die zu den Abscissen gehorigen Ordinaten der
Punkte des Kreises.)

6. An welchen Punkten ist die Steigung des Kreises
gleich 1?

Die Normale des Kreises.

Errichtet man auf der Tangente einer Kurve ium Be-
rithrungspunkt ein Lot, so nennt man dies die Normale. Wir
wissen zwar aus der Planimetrie, daf dies beim Kreis der

Radius ist, doch soll die Gleichung der Normalen zur Ubung
analytisch abgeleitet werden.

G e - d y 2 o
Die Steigung der Tangente war === — —. Da die
5 : dx 1y
Normale senkrecht zur Tangente steht, so ist ihre Steigung
1
M,
F 1”,

wenn M, die Steigung der Tangente ist. Also ist die Steigung
der Normalen =
ﬂ/[" — .,|_ J1

Setzt man dies in die Gleichung (4) einer Geraden ein, deren
Steigung gegeben ist, und die durch einen Punkt, nimlich
hier den Berihrungspunkt (&, ¥;), geht, so erhilt man als
Gleichung der Normalen:

b RN i1
.iL '.?_-' e .'.\l‘l-}
Yy — Yy & — Y&y — ity
1
Y Y 3
é.;f:l

Bemerkung: In dieser Gleichung ist » = 0, also geht
die Normale durch den Achsenschnittpunkt, d. h. durch den
Mittelpunkt des Kreises. Hierdurch wird bestitigt, dali die
Normale ein Radius ist; und die Steigung eines Radius ist,

. . . > . - (1]
wie die Fig. 23 zeigt, gleich -
: at, -
i |
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Die Berithrungsgrofien.

Unter der Subnormalen OF (Fig.23) versteht man die
Projektion der Normalen auf die X-Achse, und unter der Sub-
tangente I'S versteht man die Projektion der Tangente auf
die X-Achse. Die Linge der Tangente P S und die
der Normalen O P mibt man vom Berithrungspunkt bis
zum Schnitt mit der X-Achse.

Die Lingen dieser vier Strecken sollen berechnet werden.

1. Auf planimetrischem Wege.

Die Subnormale ist nach Fig. 23 offenbar z,.

Fig. 23.

Die Ordinate y, ist die mittlere Proportionale zwischen
der Subtangente und z;,. Also ist

ik 2.2 y® — .2
die Subtangente = hi_ '
g &y Z4
die Normale = 7.
Die Tangente { ergibt sich aus der Ahnlichkeit der
: t r 1
Dreiecke O PS und O PF = oder t - Js
Y Xy &1

2. Auf analytischem Wege.

Die Subnormale und Normale ergeben sich sofort
wie oben.

Die Lénge der Subtangente und der Tangente kann aber
zur Ubung auch analytisch abgeleitet werden:




Som s T

In der Gleichung der Tangente »* = zz; + Y7, moge
der Schnittpunkt der Tangente mit der X-Achse S heibken
und die Koordinaten #, und %, haben. Dann lautet die

Gleichung fiir diesen Schnittpunkt »* = 2y, + Yo U1 Da nun
: : P
4y, = 0 ist, so ist #, =— —. Zieht man z; von dem soeben
Yo ; 2 5
L]

erhaltenen , ab, so bleibt:

o r: —a? .
= By = —— wie oben.
.‘L‘l T i

die Subtangente =

Um die Linge der Tangente zu erhalten, kann man die
Koordinaten von P und S in die Gleichung (1) fiir die Ent-
fernung zweier Punkte einsetzen:

2 = (y; —Yo)* + (@& — 2,)°

t2 = (y —0)* + (.-;-, = ’_)
.J_.l

o4
— 2t =2 4 —
X
4
.
Dl
= g
.l"'l
o
re _.
— L (—m? 19
1
T
= .2
i
" - e J. 1"" -
Also ist die Tangente — ——= wie oben.
A
i |

Ubung: 1. Man lege eine Tangente unter 80° Steigung
an den Kreis, stelle ihre Gleichung auf und bestimme die
Abschnitte dieser Tangente auf den beiden Achsen. (Siehe
Seite 24 Ubung 4. Man setze in der Gleichung emmmal «
und einmal y gleich Null.)

2. Man bestimme ebenso die Abschnitte der Tangenten
unter 45° (609, 120° 13859 150°) Steigung.

3. An den Kreis 22 + y® = 25 lege man im Punkte
(2, = 2) des Kreises eine Tangente an und bestimme die
Berithrungsgrofen.
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Die Ahnlichkeit der Kreise.

Die Gleichungen aller Kreise, bezogen auf den Mittel-
punkt, unterscheiden sich nur durch die Grée der Kon-
stanten 7; alle Kreise miissen also einander édhnlich und ent-
sprechende Strecken in ihnen proportional sein.

In Fig. 24 ist ein Kreis mit » und einer mit 2 r als
Radius geschlagen. Fiir den kleinen Kreis ist:

3] i

£re + yg = }.-] ]_ll].ll ,U e '}_,.-'_;.2 — 72
Fiir den groken Kreis 1st:

£9 i

2 02 ; e L
+ 7 (27)* und 7 V (27) =

Uy

Nimmt man nun in dem doppelt so groken Kreis eine
doppelt so grofie Abscisse (§ = 2 ), so erhilt man eine doppelt
so groBe Ordinate n=7V (2r)2—(22)°=2V

Dies ist in Fig. 2

2 2% = 2.
4 fiir 459 ge-
zeichnet.

Auch entsprechende Bogen
sind einander #dhnlich, z. B.
die Bogenstiicke, die in Fig. 24
hervorgehoben sind. Das grofiere
flachere Stiick entsteht aus dem
kleineren durch Zeichnung in

einem groferen Mafkstab.

Da sich die Flichen éhn-
licher Figuren wie die Quadrate
entsprechender Strecken ver-
halten, so verhalten sich die
Flichen der Kreise oder entsprechender Sektoren oder
Segmente wie die Quadrate der Radien oder entsprechender
Strecken.

Verbindet man bei zwei dhnlichen Figuren entsprechende
Punkte, so gehen diese Geraden durch einen Punkt, den
Ahnlichkeitspunkt. Legt man z. B. die Kreise kon-
zentrisch aufeinander, so ist der gemeinschaftliche Mittelpunkt
der Ahnlichkeitspunkt, und die gemeinsamen Radien verbinden
entsprechende Punkte.

Fig. 24.



Verinderung des Koordinatensystems.
Parallele Verschiehung des Systems.

In einem Achsenkreuz zy, das in der Fig. 25 ausgezogen
ist, sei ein beliebiger Punkt P mit den Koordinaten x und ¥
gegeben. Ein neues Achsenkreuz §#, das in der Figur ge-
strichelt ist, liege zu dem obigen, dem alten, parallel, und
zwar habe der Achsenschnittpunkt des alten Systems in dem
neuen die Koordinaten % und ». Diese Groken entsprechen der
horizontalen (%) und der vertikalen Verschiebung (7).

Alsdann ist x=&—h
y=m— 0.
o :
| - .
i. T ! X | I
L- b — v | 7
, . |
Lo
i A el i _E =
Fig. 25. Fig. 26.

Beispiel: 1. Die allgemeine Gleichung des
Kreises. Ein Kreis habe im alten System die Gleichung
r? — 22 + y2. Soll nun seine Gleichung fiir das neue System
gefunden werden, so miissen wir die alten Koordinaten
durch die neuen ausdriicken und in die alte Gleichung ein-
setzen. So erhalten wir eine Gleichung mit neuen Koordinaten.
Die Fig. 26 zeigt fiir einen beliebigen Punkt, dat # — & — &
und ¥y = n — v ist,

Wir erhalten:

a2

Y =0E—nh':+O@—w)?: . . . . . (10)
Die vier Grogen der rechten Seite beziehen sich nur auf

das neue System, und zwar sind ¢ und % konstant, & und g

-
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aber die laufenden Koordinaten des Kreises. Man multi-
pliziere Gleichung (10) aus:

e tt:ﬂ st B2 = -_),’I,é: + ._,.‘_: g vd — 2 7
& oRE+ i — 2okt v — =0, . (10a)

Aufgabe: Man vergleiche diese Gleichung mit folgender
allgemeinen : w4+ ax+y:+by+c=0
und stelle fest. wie sich hieraus die Verschiebungen v und /A
und der Radius # berechnen lift. Man erhilt:

{f ri-‘ T 5
h=— — p——— 7=Vt —e
-) :‘:

Die Gleichung (10) heifst die allgemeine Gleichung
des Kreises.

9. Die Scheitelgleichung des Kreises. Bel der
Scheiteigleichung des Kreises wird ein
Durchmesser als X-Achse gewihlt und die
zugehorige Achse steht im Endpunkt dieses
Durchmessers senkrecht zu ihm (Fig. 27).

Man betrachtet einen beliebigen Punkt
P mit den Mittelpunktsordinaten x y und
! den neuen Koordinaten £y. Die Ordinate y
bleibt dieselbe; dagegen ist die Abszisse

verindert. Die frithere Abszisse x ist aus-

zurechnen und in die Mittelpunkts-Gleichung

des Kreises einzusetzen. Esist: 2 =— & — ». Kingesetzt gibt:
el S e ol Thy

Fig. 27.

Die Scheitelgleichung lautet also:

iy =2prE— & oder y* =20rw —a® .. . (1)

Ubung: 1. Man zeichne die Kurven mit den Gleichungen
22492 —62=0 und y? + 2 — 12y + 202 + 111 = 0.
Man iiberzeuge sich durch Nachmessen, welcher Art diese
Kurven sind. Man vergleiche mit der allgemeinen und mit

«der Scheitelgleichung.
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9. Man stelle die Gleichungen fiir die Linie auf, deren
Punkte von dem festen Punkte (z; = 3, 9; — 5 cm) den Ab-:
stand 4 c¢m haben.

3. In welchen Punkten trifft der Kreis

0 f

a2 +y?+4x—2y—10=0

die Achsen? Wie grof: sind die Verschiebungen?

4. In welchem Punkte hat die Kurve z® +9* — 62 = 0
ein Maximum? Anleitung: Wo ist die Steigung gleich Null?

5. Wie gro sind die Koordinaten des Mittelpunktes des
Kreises 22 — 102 + 92 — 12y — 3 = 0, und wie grob ist sein
Halbmesser ?

6. Wie grof sind diese Grofien beim Kreise

22— 20x + 9yt — 124 F 111 = 02

Drehung des Achsenkreuzes.

In dem alten Achsenkreuz X Y sei ein beliebiger Punkt /
mit den Koordinaten « und y gegeben (Fig. 28.). Das neue
Achsenkreuz &7 sei gegen das :
alte um den Winkel « gedreht, f)
wobei die Drehung links herum \ ,o&\\
als positiv gezihlt wird (wie N B
in der Trigonometrie). Die \ H]I.___.’;;f‘/
Koordinaten von P im neuen . i,
System sind & und 7. Als- Nl
dann kehrt in der Figur bei T _
P zwischen 1 und y der Winkel Lo \1'-
a wieder. Die alte Koordinate ¥ \
besteht aus einer Summe und
a2 aus einer Differenz von LR
Strecken :

|
I
i
I
L

y =— 1 c0s & + § sin a)

y sin « f

Diese Koordinaten setzt man in die auf das alte Achsen-

kreuz beziigliche Gleichung ein und erhillt so eine neue
Gleichung, in der die neuen Koordinaten vorkommen.
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Beispiele: 1. Fir e =45° wird

£ 3 :
(] o (= (§
y=— 4 —=— und 2=—2 — =
V2 V2 V2 V2
2. Fir ¢« = — 45° ist die Drehung rechts herum erfolgt:
7y & Y & .
y=—-——und 2 =——=+ —=— ., . (18)
[ / i %
V2 V2 V2 V2 :

Ubung: 1. Man drehe das Achsenkreuz, das durch den
Mittelpunkt des Kreises geht, und stelle die neue Gleichung
des Kreises auf,

2, Man wandle die Gleichung einer Geraden in derselben
Weise um.

Parabel.
Die Gleichung der Parahel.

Einleitung: Man suche und zeichne den geometrischen
Ort fir alle Punkte, die gleich weit entfernt sind: 1. von
einem Punkte; 2. von einer Geraden; 3. von zwei Punkten;

' 4. von zwei Graden; 5. von einer Geraden
und einem Punkte.

Erklirung: Die Parabel 1st
der geometrische Ort fir die-
jenigen Punkte, die von einer
Geraden und einem Punkte gleich
weit entfernt sind. Die Gerade
nennt man die Leitlinie, Richt-
linie oder Direktrix (L) und den
Punkt den Brennpunkt (F). (Fig. 29.)
Fiillt man von ' ein Lot auf L, so wollen
wir dies Lot mit p und den Schnitt
dieses Lotes mit der Parabel als Scheitel der Parabel be-
zeichnen ; p wird durch die Parabel halbiert. Die Verlingerung
dieses Lotes ist die X-Achse und senkrecht hierzu durch den
Scheitel legen wir die Y-Achse. Dann ist fiir einen beliebigen
Punkt P der Parabel:

L

Fig, 28
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Dies ist also die Gleichung der Puaiml und zwar ist es
die Scheitelgleichung, weil wir beide Achsen durch den
Scheitel gelegt haben.

Besprechung: Beide Seiten der Gleichung sind von
der zweiten Dimension, da p einc Linge ist.

Aus der Gleichung der Parabel folgt, da y = =& Vepa
ist. Also gehoren zu jedem z zwei gleiche und entgegen-
gesetzte y; die Kurve ist demnach zur X-Achse symme-
trisch. Diese wird daher auch als Achse der Parabel
begzeichnet. Fiir ein unendlich grobes x wird y ebenfalls un-
endlich grok, und fiir ein negatives @ wird Y imagindr, d. h.

lie Parabel liegt nur auf der rechten Seite der Y-Achse und
fl'ﬁt't'(‘lkt sich in zwei Ziigen, sogenannten A sten bis ins Un-
endliche. Die Y-Achseist keine Symmetrieachse. Ferner

wird fir £ — o auch y=o. Die Parabel geht durch den
Scheitel.

Stellt man die Gleichung fur zwei P l'l'n]xtf' auf: 9,2 =2pu,
und  4,® = 2 pay, so ergibt sich Y2 ys® — & ::3:2. Die

Abszissen einer Parabel verhalten sich also wie
die Quadrate der Ordinaten.

Ist die Parabel um 90° links herum gedreht, so steht
sie gleichsam auf dem Kopf und hat als trchtun Punkt den
Scheitelpunkt; jetzt lautet ihre Gleichung 22 — 2 py, und die
Ordinaten verhalten sich wie die (_-guaudmte 1m Abszissen.
Allgemein kann man also sagen: Stellt man bei einer
varabel die Scheitelgleichung auf, so verhalten
sich die einen Koordinaten wie die Quadrate der
anderen.

Diigsing, Leitfaden der analytischen Geometrie. 3




Konstruktionen der Parabel.

1. Aus der Erklirung ergibt sich eine einfache Kon-
struktion der Parabel, wenn Leitlinie und Brennpunkt
gegeben sind, Man zieht eine beliebige Parallele zur Leit-
linie und schligt mit dem Abstand beider Linien einen Kreis
um den Brennpunkt. Wo dieser die Parallele trifft, ist ein
Punkt der Parabel. So verfihrt man beliebig oft.

2. Aus dem Satz, dab sich die Abszissen wie die Quadrate
der Ordinaten verhalten, ergibt sich die Konstruktion, wenn

Scheitel §, Scheiteltan-

0 ’ - A cente S Ound ein beliebiger
A / % Punkt P gegeben sind (Fig. 30).
B Man fillt von /7 ein Lot auf

S 0, teilt OF und S O in gleich
viel Teile. Dureh die Teile von
(.S zieht man Parallelen zu O P

5[ und verbindet die Teile von O Pmit
Fig. 30. S, dann sind die in Fig. 30 hervor-
gehobenen Punkte Parabelpunkte.

Beweis: Punkt P habe die Koordinaten i, y; und Punkt

sel ein laufender Punkt mit den Koordinaten . und Y. Dann 1st:

O3 = ‘f Gl = (i 0 ,“)

5 5] 5

(3]
oder i
3]

Ferner 1st: r 3
& AS' ( R -‘l:" S ()
)

lILI.E‘,l‘ 4_'§ ’ J._; _1
L ] X )
y=— —y; und y* = ( ) Yi*
)it ; L el
Durch IDivision erhilt man:
@ &1 ; & e
= 5 oder —— = =
(i Y1~ Xy Y1

Also verhalten sich die Abszissen wie die Quadrate der
Ordinaten und der Punkt £ gehort ebenso wie die andern
konstruierten Punkte einer Parabel an.

e — e
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3. Sind von der Parabel zwei Punkte P, und P, und die
Tangenten O P, und O P, in diesen Punkten gegeben, so teilt
man O P, und O P, in gleich viele Teile und verbindet die
Teilpunkte, wie Fig. 81 zeigt. Die Verbindungslinien sind die
umhiillenden Tangenten, in welche die eigentliche Parabel
leicht eingezeichnet werden kann.

Anwendung: Letztere Konstruktion wird im Maschinenbau hiiufig
angewendet, um Ubergangskurven zwischen zwei rechtwinklig oder
schief zueinander stehenden geraden Begrenzungslinien zu zeichunen.
Die Parabel ergibt in solchen Fillen eine dem Auge besonders gefilli
Form, z. B. Fig. 82,

o
Ubung: 1. Die Gleichung der Parabel zu suchen, wenn
die Leitlinie zur Y-Achse gemacht wird.
2. Die Gleichung der Parabel zu suchen, wenn das im
Brennpunkt errichtete Lot zur Y-Achse gemacht wird.

¥

3. Man zeichne in ein Achsenkreuz die Kurven y* =4ux
und ¥? = T & und gebe die Leitlinien und Brennpunkte an.

Man wiihle hierzu einen groBen Mafistab. Man schliefie auf
die Art der Kurven und iiberzeuge sich durech Nachmessen
davon, dak beliebige Punkte der Kurve der Erklirung der
Parabel geniigen.

4., In der Parabel y? = 18 # soll der Punkt bestimmt
werden, fiir den die Ordinate dreimal so grof ist wie die
Abszisse.
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Anwendung: Aus einem Gefife, Fig. 33, stromt horizontal ein
Wasserstrahl herans. Man bestimme die Gleichung der Kurve, welche
der Strahl beschreibt unter Vernach-
lissigung samtlicher Reibungs-. und
AusfluBwiderstinde.

Anleitung: Jedes ausflieBende

H Wasserteilchen, z B. das in Fig. 33

schwarz hervorgehobene, hat eine

= i gleichbleibende horizontale Geschwin-

s TR digkeit »; = /2 ¢ H und eine nach

= den Gesetzen des freien Falles gleich-

t miabig zunehmende, vertikale Ge-
schwindigkeit w,,

. Nach ¢ Sekunden ist also der

horizontale Weg s — #;-¢ und der

; 2 ; ¢« 2

Fig. 53. vertikale Weg & -‘f o f g 5 Man

eliminiere ¢. Die Gleichung der

Kurve erhiilt man zu s = 4. H-h. Was fir eine Kurve beschreibt

also der Strahl? Man zeichne die Kurve mabstiblich fiir 7 = 1,20 m.

Man bestiinme rechnerisch und zeichnerisch die Entfernung s;, in
welcher ein 0,75 m unter der Ausflufittinung des Gefifies liegender
Wasserspiegel vom Strahl getroffen wird.

Der Parameter.
Errichtet man die Ordinate im Brennpunkt, so ist diese
nach der Erklidrung der Parabel gleich dem Abstand des Be-
rithrungspunktes von der Leitlinie, also ist

|, in diesem Falle P, I'= P, L = p (Fig. 34).

[- Verldngert man diese Ordinate um sich

s | selbst, so erhilt man 2 p und nennt diese

Léinge den Parameter. Zieht man also durch

‘t* ' den Brennpunkt eine Sehne senk-

| @ recht zur Achse, so ist diese gleich
. dem Parameter.

Man kann demnach selir einfach freihédndig
eine der Parabel nahe kommende Kurve zeichnen,
wenn der Scheitel S und der Brenmpunkt F' gegeben sind. Man trigt
senkrecht zur Achse die Strecken [I7[ FP,—2F8 auf und ver-
bindet die Punkte P,, S und P, durch eine Kurve, welche die Achse
F S in S rechtwinklig schneidet.

Fig: ‘34,
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Aufgabe: Die Koordinaten der Schnittpunkte einer
Geraden y Mz + n und der Parabel 4> = 2 p 2 zu finden.

Man erhélt schlielich: p— Mn + Vo (p—3 Mn)

3 M*
i . _p VPG —2Hw
: M '
Die Parabel hat mit einer Geraden also 1m allgemeinen
zwel Schnittpunkte.

£

(1

Ubung: 1. Die Schnittpunkte der Parabel #* — 10x
und der Geraden y = 22— 4 zu bestimmen.

2. Die Schnittpunkte der Parabel #* = 2 p x und des mit
p als Radius um die Mitte der Leitlinie beschriebenen Kreises
zu finden.

3. In der Parabel #* 4 r sei eine Gerade gezogen, die
mit dem positiven Teil der X-Achse einen Winkel von 60"
einschliet und durch den Bremnpunkt geht. Die Schnitt-
punkte und die Linge der Geraden zu bestimmen.

4. Man bestimme die Endpunkte der gemeinsamen Sehne
des Kreises #® + 14> =— 25 und der Parabel y* — 8.

Ahnlichkeit der Parabeln.

Vergleicht man verschiedene Parabeln mit einander, z. B.
y? — 4 x und y> = 6 2, so unterscheiden sich diese Gleichungen
nur durch den Faktor p = 2 und p = 3.

Angenommen, in einer Parabel sei der Parameter # mal
so grof wie in einer kleineren Parabel mit der Gleichung
y? = 2 px, so wire die Gleichung der griokeren y? = 2(np).
Nimmt man nun in der kleineren Parabel eine beliebige Ab-
szisse x; und in der groferen Parabel eine #mal so grofe,
also n 2y, so erhilt man als zugehorige Ordinate in der klemeren

Parabel V2 pa; und in der groBeren
Vemp) (nw) = nV 2pa.

Zu einer n» mal so grofen Abszisse gehort also auch eine nmal
so grofe Ordinate. Diese Stiicke der Parabeln entsprechen
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einander. Man sagt, die eine Parabel ist » mal so groB als
die andere. Alle Parabeln sind einander dhnlich.

Fig. 35 zeigt zwei Parabeln wit gemeinsamer Leitlinie. In
der groBeren ist p dreimal so grof als in der kleineren. Die
dick gezeichneten Stiicke entsprechen einander.

Die Steigung der Parabel.

Die Steigung einer Kurve erhilt man bekanntlich durch
Differenzieren ihrer Gleichung:

; st 1
Y= V2 per=>N2p &’
d V 2 )
St 2 a2 V2px Yy

Besprechung: Der Wert ~j—; des Differentialquotienten
L

der Gleichung der Parabel ist fiir positive y positiv; die Kurve
steigt also. Sie steigt bei kleinem # stark ; je mehr die Ordinaten
wachsen, desto weniger. Bei negativem y fillt sie, und zwar
anfangs stdrker, spiiter schwiicher. Auch aus den Figuren
der Parabel ist dies leicht ersichtlich.
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Der Differentialquotient wird fiir keinen endlichen Wert
von # zu Null, also ist kein ,Extremwert“, d. h. kein Maximum

. i EHET : i yu :
und kein Minimum vorhanden. Fir y=0 wird P unendlich ;
)

der Steigungswinkel im Scheitel der Kurve ist also 90°

Ubung: 1. Wie grof ist die Steigung der Parabel y* — 4%
an den Punkten mit den Abszissen 1, 2, 3, 4 usw.?

9. In welchen Punkten ist die Steigung gleich 172

3. Unter welchem Winkel trifft der in Fig. 33 berechnete
Wasserstrahl den 0,75 m unter der Ausflufofinung des Ge-

fifies liegenden Wasserspiegel?

Die Tangente der Parabel.

Im Beriihrungspunkt hat die Parabel dieselbe Steigung
wie die Tangente. Die Steigung der Parabel war durch
Differenzierung ihrer Gleichung gefunden:

dy P
da =
Dies ist die allgemeine Groge der Steigung. Die Steigung

- : el P =
der Parabel im Berithrungspunkt (2, 7;) ist alsc -:;". Von der
J1

Tangente kennen wir jetzt die Steigung und einen Punkt,
néimlich den Beriithrungspunkt.

Die Gleichung einer Geraden, die durch einen Punkt geht,
und deren Steigung gleich M ist, war nach Gleichung (4):

MY

e ..?'1

Setzt man hierin die berechnete Steigung ein, so erhélt man:

P Y=l
Uy B ;
Dies ist die Gleichung der Tangente. Sie lifit sich noch ver-
einfachen : 5 0 (oo AL T
Yy — Y2 = px — P
Yy — 2pxy = Ppu— Py
gy = ple+a) - - . . (16)
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Bemerkung: Diese Gleichung der Tangente unter-
scheidet sich von derjenigen der Parabel dadurch, daf man
statt des Quadrates y® das Produkt yy, und statt 2z die
Summe (x + ;) hat. Die Gleichung ist von der zweiten
Dimension, da p eine Liinge ist.

Der Abschnitt der Tangente auf der Y-Achse.

Die Gleichung der Tangente ist yy; = p (x + 2). Fiir
den Schnitt mit der Y-Achse ist x 0. Setzt man dies ein,
so erhilt man

Y= i N - 7}
: th 2 1 et

Der Abschnitt der Tangente auf der Y-Achse ist also halb
so grolb wie die Ordinate des Berithrungspunktes.

Bemerkung: Aus dieser Tatsache ergibt sich eine sehr
einfache Konstruktion der Tangente. Man halbiert die
Ordinate des Beriihrungspunktes, trigt die erhaltene Hiilfte
vom Scheitel auf der Y-Achse nach oben bezw. unten ab und
zieht durch den erhaltenen Punkt und den Beriithrungspunkt
eine Gerade, Dies ist die Tangente.

Ubung: 1. An die Parabel y> — 4 2 in einem ihrer
Punkte mit der Ordinate y; =— 8 em eine Tangente zu legen.

Wie heist die Gleichung der Tangente in der Normalform ?

Magstiibliche Zeichnung.

2. Fir welchen Bertihrungspunkt der Parabel wiirde die
Tangente parallel zur X-Achse gehen? Fiir welchen parallel
zur Y-Achse?

3. Man stelle die Gleichungen der Tangenten auf, die
eine Steigung von 30° 459 60° 120° 185° 150° haben. Man
bestimme die Koordinaten ihrer Beriihrungspunkte und die
Groge ithrer Abschnitte auf den Achsen. Magstiibliche Zeichnung
fir' p = 2 ‘em.

4. Die Gleichung der Tangente aufzustellen, deren Be-
rithrungspunkt senkrecht itber dem Brennpunkt liegt. Wie grofs
ist ihr Steigungswinkel ? Mafistiibliche Zeichnung fiir p = 4 cm.



41 —

Die Normale.

Errichtet man auf der Tangente in ihrem Beriithrungspunkt
ein Lot, so heifit dies die Normale. Ihre Gleichung soll aut-
gestellt werden. Die Steigung eines Lotes war nach Gleichung (5)

I
b M
wenn M die Steigung der Geraden ist, auf der das Lot senk-
recht steht.

e . dy 7 :
Da nun die Steigung der Tangente .° — P var, soist
f ; 3 d s ’
i ¥ dy Y
die der Normalen — — — 1
dx P

Dies wird wie bei der Tangente in die Gleichung (4) einer
Geraden eingesetzt, die durch einen Punkt, nimlich den Be
rithrungspunkt =, ¢,, geht und eine gegebene Steigung hat:

U ! s
bRl

Aufgabe: Diese Gleichung ist auf die Normalform zu
bringen und % zu bestimmen.

,l.l

Die Beriihrungsgrofen.

Beim Kreise konnte man alle vier BerithrungsgroBen
planimetrisch bestimmen. Bei der Parabel berechnen wir eine
dieser Grofen analy-
tisch und leiten aus
ihr die anderen plani-
metrisch ab (Fig. 36).

1. Linge der Sub-
tangente.

Die Tangente
yh = p@ + )
schneidet die X-Achse
im Punkte P, Die
Koordinaten dieses
Schnittpunktes er- Fig. 36.

I:U\
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fiilllen die Gleichung .y, = p(&s + ;). Fir P, ist aber
e — 0. Also:ist
U0 =p(xy + 21)
R - VRS S S e B i 1 A
Demnach 1st die Subtangente = 2.;, also doppelt so
grob als die Abszisse des Berithrungspunktes; sie wird dem-
nach 1m Scheitel der Parabel halbiert.
Bemerkung: Hieraus folgt eine weitere einfache Kon -
struktion der Tangente, wenn der Berithrungspunkt
gegeben ist, durch Abtragen von wx; (siehe auch Seite 40).

2. Linge der Subnormalen.

Hat man die Subtangente auf diesem analytischen
Wege gefunden, so lassen sich die iibrigen Groten sehr leicht
planimetriseh bestimmen.

Die Ordinate des Beriihrungspunktes ist die mittlere
Proportionale zwischen der Subtangente und Subnormalen

;> = Subtangente > Subnormale
i
; A 2px =
Subnormale =— ! ;7 R e ([
2 2 &,

Die Subnormale ist also fiir jeden Punkt der Parabel konstant,
ndmlich gleich dem halben Parameter.

3. Lingen der Tangente und Normalen.
Beide werden mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes
berechnet:
Tangente —= V42,2 + 2pax, . . . . (17¢)
Normale =Vp® + 42 . . . . . (17d)

Bemerkung: Man priife, ob die Formeln fiir die Be-
rithrungsgrofen von der ersten Dimension sind.

Aufgaben: 1. Die analytische Ableitung soll
auch fir die drei letzten Strecken gesucht werden. Man
sucht zunéchst aus der Gleichung der Normalen die Koordinaten
des Schnittpunktes der Normalen mit der X-Achse zu ge-
winnen und erhilt dann die Linge der Subnormalen als



Differenz zweier Abszissen. — Die Linge der Tangente und
die der Normalen ergibt sich dann als Abstand ihrer End-
punkte P, und P, bzw. P; und P

2, Man beweise, daB Subtangente und Subnormale zu-
sammen gleich dem doppelten Brennstrahl ' — L B (Fig. 37)
sind.

Benennungen: Die Verbindung eines Punktes der
Parabel mit dem Brennpunkt nennen
wir Brennlinie oder Brennstrahl
(Radius vector). Zieht man durch
einen Punkt der Parabel eine
Parallele zur X - Achse, so nennen
wir diese Linie ,Durchmesser,.

Lehrsatz: Die Tangente
der Parabel halbiert den
Winkel zwischen der Brenn-

Fig. 37.

linie und der Verlingerung
des Durchmessers, die Normale den zugehorigen
Nebenwinkel.

3 )ity e a5y
Beweis: AF =z, + 7 (Fig. 37.),

LB=z + L (Fig. 37),

LB = F B nach der Erklirung der Parabel,
also ist AF = FB.

Daher 92 @ = 3 f# als Basiswinkel,

9. @ — ¥ y als Wechselwinkel,
demnach 9 g = 9 y.

Also halbiert die Tangente A B den Winkel L BF und
demnach die Normale' PN den Winkel ¥ BD.

Anwendung: Ein Hohlspiegel, dessen spiegelnde
Fliche ein Rotations-Paraboloid ist (siehe unten), heibt
parabolisch. Ein vom Brennpunkt eines parabolischen Spiegels
ausgehender Lichtstrahl (FB) wird parallel zur Achse der
Parabel zuriickgeworfen (BD). Ebenso alle anderen von I°
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ausgehenden Lichtstrahlen. Die Spiegel der Scheinwerfer
sind deshalb parabolisch. Das Licht ist dem Spiegel meist etwas
niher geriickt, damit die Strahlen ein wenig divergieren.

Umgekehrt werden alle parallel zur Achse eintretenden
Lichtstrahlen im Brennpunkt vereinigt. Richtet man die Achse
elnes solchen Spiegels gegen die Sonne, so werden die Sonnen-
strahlen vom Spiegel zuriickgeworfen und im Brennpunkt ver-
einigt; daher sein Name.

Inhalt eines Ahschnittes der Parabel.

Senkrecht zur X-Achse schneiden wir ein Stiick von der
Parabelfliiche ab (Fig. 38). Wir berechnen den Inhalt des
oberen Teiles dieses Abschnittes,
indem wir 1thn in senkrechte schmale
Streifen von der Hohe y und der
Breite /\ x zerlegen. Wenn jeder
Streifen unendlich sehmal ist, so
kann er als Rechteck aufgefabt
werden, und sein Inhalt 1st o - d 2.
Die ganze Fliche wiire also:

= iy - dx /1»_’ P r-dz

Die Fliche bis zum Ende der Ab-

szisse ay 1st:

R J'1
J’.;.- /l 2 JH i rf:
Tt
'I.-1
1
— j)/.:"‘i - da
v i

- . fiw s Id-"_'
Integriert man diesen Ausdruck, so erhiilt man: [1 2 W= I

o

Setzt man hierin die Grenzen ein, so wird:

3/
: ay 12 2 — 2 :
1' _Vf 9 )j ';12 = ?J.] V2 Py ? J7 Yy - (.15}



Besprechung: Diese Formel ist von der zweiten Di-
mension. Die Fliche ist 2/s des umschliefenden Recht-
ecks, was auch dem Augenmaf entspricht. In der Formel
kann man » und y vertauschen, d. h. man erhiilt denselben In-
halt, wenn man die Parabel um 90° dreht und den Abschnitt
bis y; rechnet.

Rotations-Paraholoid.
. Berechnung nach dem Prinzip von Cavalierl
Nach diesem Prinzip sind alle Korper inhaltsgleich, die
in gleicher Hohe gleichen Querschnitt haben.
Likt man eine Parabel um die X-Achse rotieren, so ent-
steht ein Rotations-Paraboloid, das wir uns aufrechtstehend

denken (Fig. 39a). Da in einer Parabel sich die Abszissen @
wie die Quadrate der Ordinaten y verhalten, so ist:
By i@y = Yo® 1Y
also auch zy: @ == Uy% 7 : Ys® 7L

Diese horizontalen Querschnitte durch das Paraboloid verhalten
sich also wie die Hohen . Dies istauch bei dem daneben gezeich-
neten Dachkorper der Fall. Denn By s g =—8; 585 = Sy biSgt.
Beide Korper haben in gleicher Hohe gleiche Querschnitte, sind
also inhaltsgleich. Ihre Grundfliichen sind 8¢ = y;* .

Der Dachkorper ist aber die Hilfte des zugehorigen

: : _ g ; £ :
Prismas und sein Inhalt demnach > G - h. Diese Formel gilt
also auch fiir das Paraboloid und sein Inhalt bis zu den Ko-
ordinaten z; und y; ist

1

] _ 1
l—"-—---;G-h:?{a‘he“'«"'l- iy o osh




=i il i

2. Berechnung durch Integration.

Denken wir uns wie in Fig. 38 die Parabel in unendlich
diinne Streifen zerlegt und lassen wir sie jetzt um die X-Achse
rotieren, so entstehen unendliche diinne Scheiben von der
Grundfliiche 9?7z, der Dicke dx und dem Inhalt 2w - d .
Der Gesamtinhalt ist also

V= /v wdx :T_/‘Z prmw - da

i1
Setzt man die Grenzen x — w; und # = 0 ein, so erhilt man
denselben Wert wie vorher.
S U A
- a Pi il | 1 iy 7T
o P R S s
> 2

Bemerkung: Die Formel ist von der dritten Dimension.
In ihr lassen sich x und y nicht vertauschen: Lift man also
die Parabel um die andere, d. h. um die ¥Y-Achse rotieren, so
erhélt man einen anderen Kérper. Der Inhalt des berechneten
Paraboloids wichst mit dem Quadrat seiner Hohe .

Aufgabe: 1. Wenn man eine Parabel um die Y-Achse
rotieren lift, so soll der entstehende trichterformige Korper
durch eine dhnliche Integration gewonnen werden.

2. Bei dieser Rotation um die Y-Achse beschreibt die
Parabel einen ringformigen Korper, der den vorigen zu einem
Zylinder ergiinzt. Man berechne ihn als Differenz oder durch
[ntegration aus einer Summe von Hohlzylindern.

3. Bei der Rotation der Parabel um die X-Achse bleibt
ein haubenartiger AuBenkorper iibrig. Man berechne ihn durch
Integration aus einer Summe von Hohlzylindern. Der Kérper
ergiinzt das Paraboloid zu einem Zylinder, kann also auch als
Differenz gewonnen werden.

Verschiebung der Parabel.

Eine Parabel habe die Scheitelgleichung S =29 ¢ und

gegen ein neues Achsenkreuz die horizontale Verschiebung /
und die vertikale Verschiehung v (Fig. 40).
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Ein beliebiger Punkt der Parabel hat also jetzt die

Gleichung : (Wy—v)2 = 2p(x—nh)
y2—2vy +e* =2pax—2ph
oder: 92 —2vy—2pax + 12+ 2ph = 0.
Es sei nun folgende Gleichung einer allgemeinen Parabel gegeben:
y>+ay+be+c =0,
So ist hierin:
3 'H
der Parameter
b !
B = - e g R (20a) p
die Vertikalverschiebung
if }
e i——t 5 A : : . |20 D)
e . Fig, -
die Horizontalverschiebung s
f 2
.ﬁ" —_— E
/ Gt 4 af=—4¢ ()
HE— = = e (20 ¢}
2 p — b 4 b

Die allgemeine Parabelgleichung.

Eine Gleichung zweiten Grades ist dann eine Parabel-
gleichung, wenn die eine Koordinate nur in der ersten Potenz,
die andere Koordinate in der zweiten oder in der ersten und
zweiten Potenz und auferdem kein Produkt beider Koordinaten
vorkomint.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades

H’z +ay + ba2+cax+d yr+e =0
stellt also dann eine Parabel vor, wenn b = 0 und d = 0 ist.

Diese Gleichung stellt dagegen einen Kreis dar, wenn
d = 0 und b = 1 ist. Siehe Gleichung (10).

Anwendungen: 1. Ein Geschof verlilit das Geschiitzrohr, welches
um den Winkel ¢ ;&Efg‘ﬁ?]l die Horizontale geneigt ist, mit der Geschwindig-
keit », Fig. 41. Man soll die Gleichung der Geschofbahn bestimmen,
wenn der Luftwiderstand nicht beriicksichtigt wird.

Anleitung: Das GeschoB behiilt die horizontale Geschwindigkeit
2 =1 cos ¢ wihrend der ganzen Flugzeit bei, so dab es nach ¢ Sekunden
einen horizontalen Weg s = o, - t zuriickgelegt hat. Die vertikale Ge-
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schwindigkeit 1, des Geschosses iindert sich nach den Gesetzen des
freien Falles. Sie ist beim Verlassen des Geschiitzrohres u. v+ 8IN g,
vermindert sich bis zum Augenblick, wo das GeschoB seinen hdchsten

9
et
-\_\-\-\_\"‘-\.
A, \
1 ] =
Pig, 41.

Punkt erreicht, anf Null und wichst dann ins Negative, d. h. ist dann

nach abwirts gerichtet. Die Flughthe b ist nach ¢ Sekunden
g 12
o= 1yt 5
Man eliminiere ¢. Die Gleichung der Kurve erhilt man zu
( g5
hi= itp e — g

2 v?. cos Pu
Welcher Art ist die Kurve? Welches sind die Koordinaten s, und h,
des hichsten Punktes der Kurve? Man bestimme Tragweite s, und
hiichste Erhebung iy fiir ein Infanteriegeschofmite =800 m/sec und e = 20°.

2. Ein Freitriger trigt an seinem nicht eingespannten Ende eine
Einzellast ¢). Wie grob ist in jedem Querschnitt das Biegungsmoment
My? (Bezeichnungen nach Fig. 42.) Wie grof werden die Biegungs-
momente bei gleichmifig verteilter Last ¢? Welche Kurven entstehen,

b A
-~ 2 { : . * Q
Gl | _
2 RT8 (J s ¥ - - 28 8 m- E TN "'l
Fig. 42. Fig. 48.

wenn man in jedem Trigerquerschnitt das Biegungsmoment fiir Einzel-
lagt und fiir verteilte Last auftriigt? In welcher Beziehung stehen die
beiden Kurven zueinander? Zeichne beide Kurven fiir ¢ — 1000 kg
und {=1m. MaBstab fiir die Lingen 1:10, fir M; 1 mm = 2000 cmkg

3. Die obere und die untere Gurtung des in Fig. 43 gezeichneten
Briickentrigers sollen die Form einer Parabel mit dem Scheitel in A
bezw. B haben. Die eingeschriebenen MafBie des mittleren Stabes sind
gegeben, Man bestimme rechnerisch die Liinge der iibrigen sechs senk-
rechten Stibe, weleche gleiche Entfernung voneinander haben.
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Ellipse.
Die Gleichung der Ellipse.

Erkldrung: Die Ellipse ist der geometrische Ort fir
diejenigen Punkte (P), fiir welche die Summe der Entfernungen
von zwel gegebenen Punkten
(Fy und F},) gleich grof ist. In
Fig, 44 ist PF, + PF, — Kon.
stante = 2 a.

Ableitung der Gleichung:
Wir legen die X- Achse durch
F, F, und die Y-Achse als Lot
hierzu durch die Mitte von F; I. i, i,

Wir setzen F; F,— 2e¢. Wenn
nun P ein beliebiger Punkt xy der Ellipse und die Summe
seiner Entfernungen von F, und F, gleich 2 ¢ ist, so wird:
PF, =7V (e+ )+ y?
PF,=7V (e—ux)® + 9°
Also: V(e+ 2)2 + 9 + Ve — x)® + Uk

Um die Wurzeln fortzuschaffen, quadriert man zweimal
und erhilt schlieBlich: a®y? + @%(a® — €®) = a’(a® — ¢€°).

Hierin setzt man a? — e? — b? (Fig. 45) und erhélt:

20+ yra®—= a’® hﬂl

2 ard
Y { J B SO £

== _3 L.

(21)

oder:

Gz b

Bezeichnung: Die groke Achse heist Hauptachse
(= 2 a), die kleine heiit Nebenachse (— 2b). F, und F,
sind die Brennpunkte, PF, und PF, sind die Brenn-
linien, Brennstrahlen oder Fahrstrahlen. Der Abstand der
Brennpunkte vom Zentrum, z. B. 0F%, heit die Exzen-
trizitit (— e). Jede Gerade, die durch den Mittelpunkt

geht, ist ein Durchmesser.
Besprechung: Aus der Formel (21) der Ellipse folgt, daf

b £ o
=t la—a
; a

Diising, Leittaden der analytischen Geometrie. 4
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ist. Zu jedem x gehoren also zwel gleiche und entgegen-
gesetzte y; die Kurve ist demmnach zur X.Achse symmetrisch.
Dasselbe Lift sich fir die Y-Achse nachweisen.

Liegt der Punkt P auf der X-Achse, so ist y = 0 und

x = =+ a, also ist die grofe Achse — 2 a.
Liegt der Punkt P auf der Y-Achse (Fig. 45), so 1st # = 0
und ¥y = + b, also ist die kleine Achse gleich 2°b.

Nach Fig. 45 ist a die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Katheten ¢ und b sind. Sind von diesen
drei Grofien zwei gegeben, so lifit sich die dritte leicht kon-

struieren oder berechnen.

Fig. 45.
Far # > a wird y imaginir und fir y > b wird «
imaginédr. Hier liegen also keine Punkte der Ellipse.
Wird @ = b, so wird die Ellipse zum Kreis. Dieser ist
demnach nur ein besonderer Fall der Ellipse.

Konstruktionen der Ellipse.

1. Aus der Erklirung ergibt sich eine einfache Konstruktion
der Ellipse aus der grolen Achse und den Brennpunkten.
Man teilt die groBe Achse in zwei beliebig grofe Teile und
schligt mit dem einen Teil um den einen Brennpunkt, mit
dem anderen Teil um den anderen Brennpunkt einen Kreis.
Die erhaltenen Kreise schneiden sich in zwei Ellipsenpunkten.
Dies Verfahren wiederholt man beliebig oft.



2. Bei der Fadenkonstruktion befestigt man zwel
Stifte in den Brennpunkten und schlingt einen unelastischen
Faden herum. Dann spannt man durch die Spitze eines Blei-
stiftes den Faden an und fihrt mit ihr an der Innenseite des
Fadens hin, indem man zugleich aut das Papier zeichnet. KEs
entsteht eine Ellipse. In der Praxis ist diese Konstruktion
nur dann angebracht, wenn keine grofie Genauigkeit der Ellipse
verlangt wird (z. B. zum Anreifen elliptischer Tischplatten
oder elliptischer Gewdlbebogen), weil es keinen Faden gibt,
welcher unelastisch und gleichzeitig fiir den vorliegenden
Zweck geschmeidig genug ist.

3. Die bequemste Konstruktion der Ellipse aus den beiden
Achsen ist folgende (Fig. 46). Man triigt auf einem Papier-

90°%-ox +

Fig. 46. Fig. 47.

streifen mit genau gerader Kante die beiden Halbachsen P ¢) = «
und PR = b von P aus aufeinander ab, so daf ¢) R = a — b 1st.
Dann verschiebt man den Papierstreifen derart, daf sich der
Punkt @ auf der kleinen Achse und der Punkt R auf der
groen Achse bewegt. Der Punkt P beschreibt dann eine
Ellipse. Man zeichnet bei verschiedenen Stellungen des
Streifens den Punkt P von diesem auf das Zeichenpapier mit
einem scharfen Bleistift.

Die letztere Ellipsenkonstruktion ist sehr vorteilhaft, weil
in der Praxis meist die Achsen der Ellipse gegeben sind und
weil keine Hilfslinien auf das Papier gezeichnet werden.
Diese Konstruktion gibt auch die Grundlage zu einem

Ellipsenzirkel.
4%
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Der Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion ergibt

sich nach Fig. 47 wie folgt:
y— PR -sina=2"b - sin «

(Quadriert: y? = b2 . sin e
Biweitertslod? y? = af b2 Semddabins Smins fralin. i 1
2= P¢@ - sin(90® — @) = a - cosc
higk ——ahhivdidas g il b e Ve 1
a® 4y R et =i (sin ek eos 2o C L s e Skl
ay? + b2a? — a?b°. Diese Gleichung stellt aber die

Ellipse mit den Halbachsen @ und b dar.

ll_"THHl_a:': 1. Wie grok 1st x fir ¥ 0, und wie grof y
fir £ =07

2. Die Koordinaten des Schnittpunktes der Ellipse z?/?
1+ 2 a2 = @® b? mit einer Geraden y = M z + % zu berechnen.

Anleitung: Man vergleiche die entsprechende Aufgabe
beim Kreis (S. 19).

3. Bei einer Ellipse die Brennpunkte zu zeichnen, wenn
die Achsen gegeben sind.

4, Man zeichne die Kurve der Gleichung 16 #* 4 9 y* = 144,
schliefe auf die Art der Kurve und tiberzeuge sich durch
Nachmessen, dafs beliebige Punkte der Erkléirung der gefundenen
Kurve geniigen.

5. Ein Punkt der Ellipse 25 2® + 16 y? =— 400 hat die
Ordinate gy, =— 2. Wie grof ist seine Abszisse?

6. Zwei Punkte der Ellipse 25 2% 4 16 y* = 400 haben die
Abszissen z; — 2 und z,— 3. Wie grof ist die zugehorige Sehne?

7. Von einer Ellipse ist ¢ = 4 em und @ = 5 cm gegeben.
Wie lautet ihre Gleichung?

8. Auf der Ellipse 25 «® 4 16 9> — 400 ist ein Punkt mit
der Abszisse x; = 2,5 gegeben. Wie lang sind seine Brenn-
linien ?

- Der Parameter.

Wir berechnen die Ordinate %; im Brennpunkt, indem
wir die Abszisse #; = ¢ in die Gleichung der Ellipse einsetzen :
e2b? -+ y,? et — a* b?
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Nach Fig. 45 ist aber ¢® = a® — b2 Dies wird eingesetzt
und ergibt: a? b2 — b* + y,% a® = a? b?
; : bt e
Also 1st: Y2 = — und Y= + —
: a® a

Bei der Parabel war die Ordinate im Brennpunkt ¥, = p.
h?

Bei der Ellipse kann man nun die Ordinate 1y, —
; a

== ’h

setzen. Dann ist die ganze Sehne des Brennpunktes,
die senkrecht zur Achse steht, gleich 2 p. Auch hier nennen
wir diese Sehne den Parameter (Fig. 48).

Fig. 48. Fig. 49 (an—c).

Anwendung: Die Eigenschaft der Ellipse, daB die Summe der
Fahrstrahlen konstant ist, findet unter anderem Anwendung bei ellip-
tischen Zahnridern, welche man an manchen Textilmaschinen
findet, Der Zahnkranz hat die Form einer Ellipse, und beide Zahnrider
sind einander kongruent. Die Bohrungen der Zahnrider liegen in den
Brennpunkten der Ellipse. Wenn sich nach Fig. 49 das obere Rad mit
gleichbleibender Winkelgesehwindigkeit dreht, so dreht sich das untere
Rad mit verinderlicher Geschwindigkeit. Fig 49 a zeigt die Stellung der
kleinsten, Fig. 49 b diejenige einer mittleren und Fig. 49 ¢ diejenige der
groBten Winkelgeschwindigkeit des unteren Rades.

Die Tangente an die Ellipse,
Wie bisher berechnen wir auch bei der Ellipse ihre
Steigung durch Differenzieren der Gleichung der Ellipse:
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A B 5ot

e B
o 5] 5] |
22 b2 4 y® a? = a? b®
; o
2ax b+ 2ya® ¥y —9
’ dx
sy : d x b® :
Die Steigung ist also: SrEshe iy = e )
: dox y a’
. Y [ el e : . ; :
Folglich ist — ~' . die Steigung der Kurve im Punkte P
Y a” T

mit den Koordinaten z; 4,
(Fig. 50). Diese Steigung
ist aber auch zugleich
die Steigung der Tan-
ecente 1m  Berlihrungs-
punkt P;. Man - setzt
diese Steigung in die
Gleichung (4) einer Ge-
raden ein, deren Steigung
bekannt ist, und die durch
Yi=r Ut

Fig, of.

einen Punkt eceht, nimlich in die Gleichung M

Man erhilt dann als Gleichung der Tangente:

e )
oy at T — 2
Diese Gleichung ldft sich wie beim Kreis vereinfachen:
Y 02 — g2 ad = — xay b2 4 a,% b
Y A + & b2 = b® + fﬂ'lg a*
xxy b + y oy, a? = a? b?

Wb U e e

a’ h?

b
-
e

Bemerkung: Wie beim Kreis unterscheidet sich diese
Gleichung der Tangente von der der Ellipse dadurch, dat aus
| 2 3 ) oo e
22 und y?® die Produkte xx; und yy, geworden sind.

Aufgabe: 1. Man verfolge die Anderung des Differential-
quotienten mit dem Verlauf der Kurve.

2. Man bringe die Gleichung (23) der Tangente auf die

Normalforni.
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Normale. _
. ok A e e ; ;
Da die Steigung der Tangente — J1 - 1st, so 1st die der
= i !| o=

Bl
: Y O . T ;
Normalen + - Setzt man diese in die Gleichung (4) einer

ay b2
Geraden ein, deren Steigung gegeben ist und die durch den
Beriihrungspunkt geht, so erhilt man als Gleichung der
J e Py ~ . o
Normalen: oy @ Y —
a1 0® T e T

Aufeabe: Diese Gleichung auf die Normalform zu bringen

und 7 zu bestimmen.

Beriihrungsgrofen.

Wie bei der Parabel wird auch bei der Ellipse von den
Berithrungsgrofen mindestens eine analytisch berechnet. Wir
wihlen auch hier die Subtangente. Die Berechnung ist
dhnlich der bei der Parabel.

Aus der Gleichung der Tangente berechnet man die
Abszisse z, des Schnittpunktes P, der Tangente mit der
X-Achse (Fig. 50). Alsdann ist die Subtangente die Differenz
der Abszissen von P, und P;. In der Gleichung der Tangente :

Ty 1y b2+ Yo 4y @® = @2 b® wird ¢, = 0 und daher:
az 02 a>
g —= : —_ —
2 X lh2 &y
3 2 a* — &4°
Subtangente Ty — By — —— —— oy = e
7 _;_,1

Ferner ergibt sich die Subnormale daraus, daf die Ordinate
y, des Berithrungspunktes P; die mittlere Proportionale zwischen
der Subtangente und Subnormalen ist.
I = Subtangente > Subnormale

o 3]
3 a2 — @2 .
;2 —- _ "1 5- Subnormale
.f,l
o (1] 4
P .”1 T {2 - 5 24
Subnormale — —; ey (”d L ] e =
at — x;° > a? — 2,2
0
e &q P

Subnormale = . = = 1.
a
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Die Lingen von Tangente und Normale ergeben sich aus

dem pythagoreischen Lehrsatz.

fra 9% 0

/L las ] L
'l't cente — 1/ 1 o
‘angente — / — | ¥,

ol 1 =
f
: B :
Normale — = 212 + Y2
f

Bemerkung: Man priife, von welcher Dimension die

Formeln sind.
Oben war die Entfernung des Punktes P, von dem Achsen-

4]

. : AT a :
schnittpunkt berechnet worden, ndmlich #;, = —. Dies Re-
v
iy

sultat ist von der kleinen Achse b

unabhéingig und nur von ¢ und z;

abhiingig. Die Tangenten aller
ollipsen mit gleicher horizontaler
Achse, deren Berithrungspunkte
senkrecht  iibereinander liegen,
shneiden sich also in einem Punkte

auf dieser Achse (Fig. 51).

Ubung: 1, Die Gleichung der
; Tangente aufzustellen, deren Be-
rithrungspunkt senkrecht itber dem Brennpunkt liegt. Mak-
stibliche Zeichnung fiir ¢« = 6 und 6 = 4 cm.

2. Wie groB ist der Winkel dieser Tangente mit der X-Achse?

3. Fir welchen Berithrungspunkt der Ellipse geht die
Tangente parallel zur X-Achse? Fiir welchen parallel zur
Y-Achse?

4, Man stelle die Gleichungen der Tangenten auf, die
eine Steigung von 309 45° 60° 1209 135°% 150° haben.
Man bestimme die Koordinaten ihrer Berithrungspunkte und
die Grogen ihrer Abschnitte auf den Achsen. MafRstibliche
Zeichnung fiir ¢« = 6 und 6 = 4 cm.

5. An die Ellipse 16 22 + 25 4 = 400 in dem Berithrungs-
punkte, dessen y; = 3 em ist, eine Tangente zu legen. Normal-
form. Magstibliche Zeichnung in em.



6. Man bestimme die Steigung der Ellipse 16 2* 4 25 ¥~
— 400 an den Punkten mit der Abszisse 0, 1, 2, 3, 4, 5 cm:
7. Wo hat die Ellipse die Steigung 17?

Die Scheitelgleichung der Ellipse.

e L T 3
Die Mittelpunktsgleichung war: — —+ J = =— g2 2
: = = = =

Verschiebt man die senkrechte Achse in den Scheitel links
(Fig. 52), so bleibt fiir den Punkt P die Ordinate y unverindert;
dagegen wird # — & — a. Die Scheitelgleichung der Ellipse
lautet also:

‘: ”}E . Y2
.
a* b?
> £ —2aé+ a’
et 5
b2 -
y* S
=1 —= Sl
{2 a? 1_ a
[ s 20
I ——a = e (24)
a a’ '
I O :
Setzt man auch hier — = p und fiir § das gebrduchlichere
f g
x, so erhélt man:
9 ‘ P
Yy =2pa— L e
: a
Bemerkung: Diese For-
mel unterscheidet sich durch
das Glied mit #* von derjenigen
der Parabel.
Aufgabe: 1. Man ver- :
schiebe die Y-Achse in den ‘
Brennpunkt und stelle die l
Gleichung auf.

Fig. 52.

2. Man verschiebe die X-
Achse in den oberen Scheitel und stelle die Gleichung auf.
3. Man zeichne die Kurve der Gleichung y? 4 2 2® — 402 = 0.
Man schliege auf die Art der Kurve und iiberzeuge sich durch
Nachmessen, daB sie der Erklirung geniigt.
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4. In welchem Punkte hat die Kurve y* = 42 —

thr Maximum ?

Der Inhalt der Ellipse.
Wenn die Gleichung der Ellipse 22 b® + 4 a® = « b* ist,
so ist die Ordinate der Ellipse:
/

1 I’J { o3 5 ]
We — I ———-lj as — a°
. g ¢

Schligt man nun um den Mittelpunkt der Ellipse einen
Kreis mit der halben crofien Achse, so ist die Ordinate des
Kreises :

_U'J'.' = | l'-'H'_' .a":
Diese beiden Werte fiir die Ordinaten vergleichen wir mit-

. : . ; 0 iyl =
einander und finden, dak ., jedesmal - - mal so groB ist wie das
Ye ] >

betreffende i, d. h. dasjenige 1, das zu demselben @ gehort.
; . T
Multipliziert man also die Ordinaten des Kreises mit 510

erhilt man die Ellipse. -
Denkt man sich jetzt die Ellipse in unendlich schmale senk-
rechte Streifen zerlegt (Fig. 53), so ist der Inhalt eines jeden
b
Y, - dx iy - da
. .

Der ganze Inhalt der Ellipse:

i Ul
/ L Wi - P — 5 /.fl“. - dzx
i g @

Dies Integral ist aber der In-
halt des gezeichneten Kreises, also
a® 7e.

Demnach ist der Inhalt der
Ellipse:

b , :
—a 7t — abz . . (29)

a
Besprechung: Die Formel ist von der zweiten Di-
mension. In ihr kann man ¢ und & vertauschen, d. h. dreht
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man das Achsenkreuz um 90°, so erhiilt man dieselbe Formel.
Wird @ = b, so wird die Ellipse zum Kreis. Ein Vergleich
mit dem umschlieenden Rechteck (4 @ b) bestiitigt, dak die

Ellipse (a b 7r) kleiner ist als dies Rechteck.

Die Ellipse als Bild des Kreises.

Blickt man senkrecht auf die Fliche eines Kreises, so
erscheint dieser als Kreis. Dreht man ihu jetzt um einen
Durchmesser, so erscheint der senkrecht hierzu stehende
Durchmesser verkiirzt. Nehmen wir den Durchmesser, um
den sich der Kreis dreht, als X-Achse, so sind alle y, also
alle Ordinaten verkiirzt.

Wenn der Durchmesser des Kreises 2 « ist und der ver-
kiirzte 2 b lang erscheint, so betriigt die Verkiirzung auch
fiir alle parallelen Strecken, also A
fiir alle Ordinaten 0: a (Fig. 54 a).

Betrachtet man zwe1 andere L
senkrecht zueinander stehende ; \
Durchmesser, z. B. A B und CD i \
des Kreises, so werden die Ordi- | ' s

naten ihrer Endpunkte A F und g\ ——
(! P im Verhiiltnis b : a verkiirzt, £

und man erhilt die Durchmesser

LM und N O der Ellipse. Man

nennt sie konjugierte Durch-
messer.

Fig. 54 a.

In einem Kreise halbiert ein Durchmesser alle auf ihm
senkrecht stehenden Sehnen, d. h. solche Sehnen, die dem
konjugierten Durchmesser parallel sind. Folglich halbiert
auch in der Ellipse ein Durchmesser alle Sehnen,
die dem konjugierten parallel sind; denn parallele
Linien erscheinen in demselben Make verkiirzt.

Zwischen zwei konjugierten Durchmessern muf stets eine
Achse liegen.




{1 St

s .

..

il <o

S

T

i
%j
|
4
%

— 60

Ahnlichkeit der Ellipsen.

Alle Kreise sind einander ihnlich. Sieht man nun ver-
schiedene Kreise unter demselben Winkel an, so werden bei
ihnen entsprechende Strecken in demselben Make verkiirzt.
Sie bleiben also proportional, und die entstandenen Ellipsen
sind einander édhnlich. Ellipsen
sind dann 4hnlich, wenn bei
ihnen das Verhiiltnis b:a das-
selbe 1st.

.thlic‘.hni*]lli]l};-;en lassen sich
konzentrisch aufeinander legen
' (Fig. 54b), sodak die Achsen

und konjugierten Durchmesser
sich decken. Sie gehen durch
entsprechende  Punkte beider
Ellipsen. Der Mittelpunkt ist hier
, Ahnlichkeitspunkt*.

Die Fliche einer Ellipse ist @b n. Haben die Achsen
der grioferen Ellipse (Fig. 54) dasselbe Verhiltnis «:0, sind
aber beide doppelt so grof, so ist die Fliche der groferen
Ellipse 2a-2b-7w —4absw, also 4mal so grok als die der
kleineren. Kurz: Die Flichen dhnlicher Ellipsen verhalten sich
wie die Quadrate ihrer Achsen oder sonstiger entsprechender
Strecken.

Fig, 54 b.

Hyperbel.
Die Gleichung der Hyperhel.

Erklirung: Eine Hyperbel ist der geometrische Ort
derjenigen Punkte (P), fir welche die Differenz der Abstinde
von zwel gegebenen Punkten (F) und [}) gleich bleibt. In
Figur 55 ist PF, — PF, = Konstante = 2a. Die Punkte
Fyund F), heien Brennpunkte, ithr Abstand vom Zentrum O
heit Exzentrizitit (e). Die Verbindungslinien PF; und
PF, eines beliebigen Punktes P der Hyperbel mit den Brenn-
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punkten heifen Brennstrahlen, Brennlinien oder
Fahrstrahlen (P F; und P F).
Wie bei der Ellipse, legt

man die X-Achse durch die
Brennpunkte und die Y- Achse
als Mittelsenkrechte dazwischen.
Die Entfernung der Brennpunkte Dl
F, F, sei auch hier gleich 2 ¢ = 0
und die Differenz der Brenn- 5 AR
strahlen gleich 2 @. Dann ist:
Vg + (z + e)?
V4 (z—eP = 2a.
Durch zweimaliges Qua-
drieren schafft man die Wurzeln Fig. 55.
weg und erhilt schlieBlich:
22 (e — a?) — a® (¢* — a?) = a” y°.
Wir setzen de—a’ — 0%1)
22 b2 —y? a® = a®b®
e At S ey
i* b

Bemerkung: Die Formel ergibt, dak
{) = ]
M
: == sl

ist: wie bei der Ellipse ist also auch die Hyperbel zur X-Achse
symmetrisch, und dies 146t sich auch fiir die Y-Achse nachweisen.

Liegt P auf der X-Achse, so 1st y=o0 und ¢ = + a,
also 2 a gleich der Achse und jede Achsenhilfte gleich a.
Diese Achse heift Hauptachse.

Fiir # < a wird y imaginir ; senkrecht tiber der Strecke 2 @
liegen also keine Punkte der Hyperbel. Die Linge der Neben-
achse ist imaginir. Dagegen gibt es fur alle Werte von ¥
zweli Werte von .

Die Fig. 55 zeigt, dat die Hauptachse immer kleiner sein
muf als die Exzentrizitit.

; 1) Die geometrische Bedeutung von b kamn erst spiter erortert
werden (S. 64).
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Konstruktion: Aus der Erklirung der Hyperbel ergibt
sich auch ihre Konstruktion. Wenn die beiden Brennpunkte
gegeben sind, so schligt man um diese Brennpunkte Kreise,
deren Radien dieselbe Differenz haben. Die Schmittpunkte
zweier zugehoriger Kreise sind jedesmal Punkte der Hyperbel.

Parameter.
Wie bei der Ellipse berechnen wir die Ordinate im
Brennpunkt und erhalten auch hier:

PR s ()R R D s (27)

Die ganze Sehne des Brennpunktes, die senkrecht
zur Achse steht, ist 2 p, und wir nennen diese Strecke den

Parameter (Fig. 56).

Die Scheitelgleichung der Hyperhel.

Ahnlich wie bei der Ellipse findet man (Fig. 56):
JJJ:'. l’.’:

g x4+ —, x? (28)
t (i (o
; RS
Setzt man auch hier AT
il
| erhilt man:
; | )
1 ! = 2. v+ Lo s S L UG
| | s a
| ’ Ubung: 1. Man berechne die
| Koordinaten der Schnittpunkte der Ge-
raden y — Mz +n mit der Hyperbel

222 —yPa? — a2 bl
2. Die Hyperbelz? (2 — y? a® = a® b®
ist gegeben. Man verschiebe die Y-Achse in den Brennpunkt
and stelle jetzt die Gleichung der Hyperbel auf.
3. Man zeichne die Kurve der Gleichung
9z2 — 1692 — 144 =0,

Man schliefe auf die Art der Kurve, bestimme @, / und e,



suche die Brennpunkte und priife dann durch Nachmessen
ob sie der Erklirung geniigt.

4. Man bestimme die Ordinate des Punktes obiger Hyperbel,
dessen Abszisse gleich 5 Lingeneinheiten ist.

5. Fiur welchen Punkt obiger Hyperbel ist die Ordinate
doppelt so groB wie die Abszisse? Fir welchen Punkt ist
die Abszisse doppelt so grof wie die Ordinate?

Tangente.

Als Steigung der Hyperbel erhilt man édhnlich wie

bei der Ellipse durch Differenzieren der Hyperbelgleichung
i ) r b2
den Wert: RS o
dx Y a*

Die Gleichung der Tangente wird wie bei der Ellipse

hieraus abgeleitet und heiBt:

Xy a2 — RIS h2 = g2 |2
oder:
aa Y ,
Bl o Y (30)
a” b*

Auf entsprechende Weise gewinnt man auch die Gleichung
der Normalen.

Aufgabe: Man vergleiche den Verlauf des Differential-
quotienten mit dem Verlauf der Kurve.

Berithrungsgrdfen.

Auch diese erhilt man ebenso wie bei der Ellipse. Man
leitet zuniichst analytisch die Grofe der Subtangente ab und
kann dann die anderen drei GrioBen entweder planimetrisch
oder ebenfalls analytiseh bestimmen

Ubung: 1. Fiir welechen Berithrungspunkt der Hyperbel
geht die Tangente parallel zur X-Achse? Fir welchen parallel
zur Y-Achse?

2. An die Hyperbel 16 2* 25 4% = 400 soll in dem
Berithrungspunkte mit der Ordinate 3 em eine Tangente gelegt
werden. Normalform. Magstibliche Zeichnung.
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3. Die Gleichung der Tangente aufzustellen, deren Be-
rithrungspunkt senkrecht iiber dem Brennpunkt liegt. Mak-

stiibliche Zeichnung fiir ¢« =— 3 und {

—= 2T

}
{. Man bestimme die Steigung der Hyperbel

16 22 - 29 _ﬂj'""

A400)

an den Punkten mit der Abszisse 6, 7, 8, 9 cm usw.

5. Wo hat diese Hyperbel die Steigung 17

]

[ rTre————

5 it e e g L

Asymptote.

Wir suchen den Schnittpunkt der Hyperbel mit einer

(eraden, die durch den Achsenschnittpunkt geht. Far diese

Gerade ist n — 0 (Fig. 57).

Gegeben ist die Hyperbel:

B2 0E— e = g h?

und die Gerade: y — Mz

Fiir ihren Schnittpunkt (z; ;) gilt also:
2,2 B2 — a® M2 i, a2 b2
2.2 (b2 — a® M?) a2 b2
a? 2
b — a2 M?
a b
Vo2 — a2 M2
Hierbei konnen drei Fille
eintreten, je nachdem a® M?
oroger, gleich oder kleiner als
h® ist.
Ist «® M? < b*, so erhilt
man zwel reelle gleich grose,

.4".'1 —

Fig. 57. aber entgegengesetzte x. (Die
diinn  gezeichnete Sekante in
Fig. 57). Aus der Gleichung der Geraden y = M folgt

dann, daf auch die y gleich grot und entgegengesetzt sind.
Demnach wird die Gerade im Achsenschnittpunkt halbiert,
sie heift Durchmesser.
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Ist a? M2 > b2, so wird # imaginir, d. h. die Gerade
trifft die Hyperbel iiberhaupt nicht.
Ist aber a® M2 == b2, so wird z; = oo. Alsdann heift die

: ; : bis .
Gerade Asymptote. Jetzt ist W — + {—: die Steigung

der beiden Asymptoten (Fig. 57) und b 1st das auf der
X-Achse im Scheitel der Hyperbel errichtete Lot
gemessen bis zur Asymptote. Dann ist die Gleichung der
Asymptoten b

'.l'j — I ey

o

Die Scheiteltangente berithrt die Hyperbel im Scheitel,
die Asymptoten treffen die Hyperbel im Unendlichen. Die
Berithrungspunkte der ibrigen Tangenten liegen dazwischen,
Alle Tangenten werden daher die Hauptachse zwischen
dem Scheitel und dem Achsenmittelpunkt schneiden.
Der Steigungswinkel einer Tangente liegt zwischen den
Steigungswinkeln der beiden Asymptoten.

Aufgabe: Man stelle die Gleichung der Tangenten an
eine Hyperbel mit @ = 2 und b = 3 cm auf, die eine Steigung
von 30° 45° 60° 1209 185°% 150° haben. Welche von
diesen Tangenten sind moglich? Man bestimme die Be-
rithrungspunkte und die GroGen ihrer Abschnitte auf den
Achsen. Mabkstiibliche Zeichnung.

Die Naherung der Kurve an die Asymptots.

Fiir einen beliebigen Punkt (mit der Abszisse z;) be-
rechne man die Ordinate bis zur Asymptote (y;) und bis zur
Hyperbel (y;). FErstere ist

b
1 = —
Y1 o
und letztere
2 b _r—= 7.2
” _— — s e—— T
(i a L

Die Vergleichung dieser beiden Grofen ergibt sofort, daf ihr
Unterschied desto kleiner sein wird, je kleiner @ 1m Vergleich

Diising, Leitfaden der analytischen Geometrie. 3]
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zu z 1st, d. h. je groBer x ist, Wird # = oo, so verschwindet
der Unterschied. Die Kurve nihert sich also der Asymptote
bestindig und erreicht sie im Unendlichen.

Khnlichkeit bei Hyperheln.

Wie die Ellipsen, so sind auch die Hyperbeln #hnlich,
wenn beil ihnen das Verhiltnis a:/) dasselbe ist, wenn sie
also dieselben Asymptoten haben. Man zeichne mehrere
Hyperbeln mit gemeinsamen Achsen und Asymptoten. Der
Achsenschnittpunkt wird Ahnlichkeitspunkt.

Gleichseitige Hyperhel.

Wird in der Gleichung der Hyperbel &* 0% — y? a®> = a® 1)

die Linge @ = b, s0 erhiilt man
e ity i e SR AR SRR

als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel. Die Steigung der
Asymptote 1st @:a = 1; also steigt sie unter 45? und steht
auf der anderen Asymptote senkrecht. Die Hyperbel in Fig. 57
ist als gleichseitige gezeichnet.

Aufgabe: 1. Wie grok ist e bei der gleichseitigen
Hyperbel ?

2. Wie grofs ist bei ihr die Ordinate im Brennpunkt?

Die Asymptotengleichung der gleichseitigen Hyperhel.

Denkt man sich das Achsenkreuz um 45° nach rechts
gedreht, so werden die Asymptoten zu Achsen und der
Drehungswinkel ist — 45° (Fig. 59).

Wenn # und y die alten und & und #» die neuen Koordi-
naten sind, so ist nach Gleichung (12):

y=mncosa + & sina
L —E oS n sin o
und bei einer Drehung um — 45° nach Gleichung (13):
7 & 0 5
oo | ~ . i 1 -
= — ——und o= V-4 =
WeET a2 TR
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Setzt man diese Koordinaten in die Gleichung der gleich-
seitigen Hyperbel 2 — y* = a® ein, so erhilt man:

5 (6 meellairnss e —— 2 S =
i p—f
2 a?®
: a’
§n oder ¢y = — - — Konstante —C . .(32

Fir jeden Punkt der Hyperbel ist also das Rechteck
aus Ordinate und Abszisse gleich groi (Fig. 59).

Aufgabe: Man bestimme die kiirzeste Entfernung der
gleichseitigen Hyperbel vom Achsenschnittpunkt.

Diese ist die frithere Halbachse a. Nach Gleichung (32)

2
. . . Ty :
muf das in Fig. 59 gestrichelte Quadrat gleich e Kon-

v . . e e 0
stante C sein. -Also ist die Diagonale @ = V2 (' und die
4 5 - . _-” ”r | il % . & = hl W
Seite des Quadrates gleich V (. Man bestimme diese Grofen
fir die in Fig. 59 gezeichnete Hyperbel ¢ p = 8.

Konstruktion.

Aus Gleichung (32) ergibt sich eine Konstruktion der
gleichseitigen Hyperbel aus den Asymptoten OX und OY
und einem Punkt P (Fig. 58).

Man zieht durch P
die Geraden P ) parallel
zu O Y und P U parallel y
zu OX, verlingert P U
und trigt beliebige Teile

-

auf der Verlingerung ab. s
Man verbindet diese Teil- R[ied——
punkte mit O und zieht STy T
durch die Schnittpunkte : Fig. 58.

dieser Verbindungen mit

P () Parallelen zur Achse () X. Durch die Teilpunkte zieht
man dann Parallelen zur anderen Achse OY. Die Schnitt-

5*
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punkte der horizontalen mit den entsprechenden vertikalen
Parallelen sind Punkte der Hyperbel.
Beweis: Nach einem Satz der Planimetrie sind die
Rechtecke UP @ O und O R S T inhaltsgleich. .
Aufgabe: 1. Man stelle die Gleichung der Tangente |

der gleichseitigen Hyperbel im alten Axenkreuz wie in dem
| der Asymptoten auf.
i 2. Man verschiebe das Achsenkreuz parallel, bis der
Achsenschnittpunkt auf den Scheitelpunkt fillt und, bestimme
| die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel:
Anwendungen: 1. Darstellung des Mariotteschen Ge-
i, setzes. Hat man ein Volumen Gas in einem Zylinder unter einem
bestimmten Druck, und preBt es dann bei gleichbleibender Temperatur
1 mit dem doppelten Druck zusammen, so wird es auf die Hilfte des
| , Raumes zusammengedriickt. Allgemein ausgedriickt kann man sagen,
Rl daf sieh die Volumen
' ! 8 umgekehrt wie die Drucke
i i 4 verhalten. Dies Mariotte-
R B oder Boylesche Gesetz gilt fir
1 %5 vollkommene Gase wie Luft,
b 1 e und zwar solange die Tempera-

Hz 3 tur dieselbe bleibt,

S o Ist nun v, das Anfangs-

3 5 volumen und p, der anfingliche

- 5 Druck, v»; ein spiteres Volumen

und p; der dazugehdrige Druck

2 H— JE>.<|;"Z- so verhilt sich

2 () 7
Volumen. =0 P

vy Po
Fig. 59, ! 5
i Oder es ist

Vg Pop = 1Py = Keonstante.
Wir denken uns einen Zylinder mit 1 cbm Gas gefiillt und durch
einen Kolben abgeschlossen, so daB das Gas unter einem Druck von

£ ARt e T e e B T S R B ot ST e T v a1

' 8 Atmosphiiren steht. In der Fig. 59 sei unten der Zylinder angedeutet.
i Wir denken uns die Abszissenachse parallel zum Zylinder und errichten
q am linken Ende desselben die Ordinatenachse. Als Anfangszustand tragen
‘ wir 1 cm als Abszisse ab, wobei jeder Zentimeter 1 chm vorstellt. Dann

tragen wir 8 em als Ordinate auf, was einem absoluten Druck wvon
% 8 Atmosphéren entspricht,

! Wir- berechnen unsg nun wie auf Seite 7 eine Tabelle. indem wir
annehmen, das Gas von 1 cbm wiirde auf 8 chm ausgedehnt, und indem
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wir mnach der Formel » -p = #»;p, = 8 den zugehirigen Druck
ausrechnen.
Man trage nun die verschiedenen Volumen (v = 1, 2, 4, 8) auf der

horizontalen und die entsprechenden Drucke (p = 8, 4, 2, 1) senkrecht
nach oben auf. Man legt durch die erhaltenen Punkte eine Kurve, die man
Isotherme nennt, weil das genannte Gesetz nur bei gleichbleibender
Temperatur gilt. Die Rechtecke aus den Koordinaten eines Punktes sind
gleich groB, wie Fig. 59 zeigt. Also ist die Isotherme eine gleichseitige
Hyperbel. Im vorliegenden Fall erhilt man stets das Produkt 8.

2. Beispiel aus der Elektrotechnik: Die in einen Haupt-
schluBmotor (z. B. einer StraBfenbahn oder eines Krans) eingefiihrte
elektromotorische Kraft, also die Klem-
menspannung Ky, wird um den Spannungs-
verlust in dem Motor vermindert. Dieser
betriigt J:R, d. h, Stromstirke mal

inneren Widerstand des Motors. Der Rest °

FE— FEy —J- R ist der elektromotorischen :f:;
Gegenkraft des Motors gleich, hélt ihr § ¢
das Gleichgewicht und die ihr ent- 3
sprechende Energie wird in die mechani- g

gsche Arbeit des Motors umgesetzt. SR 7

Diese Gegenkraft des Motors ent- 76%4'{7:3'."»’:-'
steht durch die Drehung, wobei der —[eesssmmadiax
Motor als Dynamomaschine wirkt. Diese Strémstdrke J.

A P e el

Gegenkraft ist demmach der Zahl der Fig. 60.
Umdrehungen (n) und der Kraftlinien (N)
proportional. E—= (CNn, wenn C eine Konstante ist.

Also ist CNn = Ekx — J: R.
Hierin ist die eingefiihrte elektromotorische Kraft FEj konstant
und J- R sehr klein.
a) Vernachlissigt man letzteres, so muff N# eine Konstante sein,
Nun ist bei nicht zu starker Magnetisierung der Pole N = C; - J,
d. h. die Kraftlinienzahl ist der Stromstirke proportional. Also ist nicht
nur Nn, sondern auch J.#n eine Konstante.
Trigt man nun J auf einer horizontalen Achse und die zugehorigen
n vertikal dariiber auf, so erhilt man eine gleichseitige Hyperbel, wie
in voriger Figur (Fig. 59). Jedes J bildet mit seinem zugehdrigen n
ein Rechteck, und alle diese Rechtecke J-n sind gleich grof.
Bei kleiner Stromstirke, d. h. unbelastet, liuft der Motor sehr
rasch; bei groBer Stromstirke lauft er langsam.
b) Vernachlissigt man den kleinen Betrag von./ - R aber nicht, so ist:
CNn= Ky —J-R oder
(yJn= Ly — JR.
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Von jedem fritheren Rechteck von konstanter GriBe ist also ein
! kleiner Betrag .J - R abzuzichen, der proportional der Stromstirke J ist,
il Gehen z B. bei 10 Ampere von der eingefiihrten Spannung 5 Volt
i verloren, so ist der Verlust bei 2 Ampere nur 1 Volt,

Von jedem fritheren Rechteck ist also ein kleines Rechteck J- R
, . abzuziehen, welches eine ebenso grofie Grundlinie J wie die fritheren
Rechtecke - % und eine konstante Hohe proportional & hat. Diese
il Rechtecke, die abgezogen werden miissen, sind in der Fig. 60 schraffiert,

Die rechten unteren Ecken dieser schmalen Rechtecke geben uns die
wirklichen Tourenzahlen an. Sie liegen auf einer gleichseitigen Hyperhel,
die um diesen Betrag, der proportional R ist, nach unten verschoben ist.
1 Beide Kurven nihern sich bei kleiner Stromstiirke, d. h. der Unter-
schied zwischen den Umlaufszahlen ist verhiltnismiBig gering. Bei
grober Stromstirke ist dieser Unterschied verhiltnismiBig viel gréber
und bei zu grofer Belastung schneidet die neue Kurve die X-Achse,
d. h. der Motor bleibt stehen.

| Der Inhalt eines Abschniltes der gleichseitigen Hyperhel.
I D

T
S e

Wir denken uns die Fliche der Hyperbel =y — rz_ n

senkrechte unendlich schmale Streifen zerlegt, von denen jeder
den Inhalt y - dz hat. Die Fliche des Abschnittes von
bis &, 1st dann:

i
H |
L
..
'_J 1 Tg = Ty
2 ' & (5] a ]
4 a” . o= 1
=y - de=] — - -da= =i
i : 2z 2 @&

3. | ¥4 Iy
4 ¥ 5l
g 4/ i o

1 4 s o, A 2 Ly
5 F =13 (10gc o — log, ) — log, 22 . . (3)

— - [ )1

‘? , Anwendung: Bei der
B | Isotherme dientdiese Formel
#|
i zur Berechnung der Arbeit,
1 die das Gas bei seiner Aus-
3 dehnung vom Volumen z; auf
3 r . 3
| das Volumen a, leistet. Auf der
& horizontalen Achse sind nim-
b lich nicht nur die Kubikmeter,
d sondern zugleich auch die
R Wege des Kolbens aufee-
b | Y OP O o ek B a7
8 -, > dx | El.l,f__l_(.]l,-“ dl_llt,ml vertikal dar
il < — — — itber die Drucke angegeben
g g &%

Fig. 61. sind (Fig. 59). Multipliziert
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man den kleinen Teil des Weges dx mit dem zugehdrigen Druck y,
so erhillt man die auf dem Wege d @ geleistete Arbeit.

Beim Integrieren erhiilt man dann die Arbeit, die auf dem ganzen
Wege x;x; geleistet wird "), §

Ahnlichkeit der gleichseitigen Hyperbeln.
(12

Aus der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel &y = -

—

oeht hervor, dat die verschiedenen gleichseitigen Hyperbeln

e Ry a ) 1 $20EE
cich nur durch die Konstante = unterscheiden. Sie sind also

shnlich. In Fig. 62 sind unter anderen auch die Hyperbeln
a> (2 a) : o

zy = sudry=—— gezeichnet. Bei derflacheren Hyperbel

sind die Flichen der Reehtecke 4 mal so grok wie bei der

gewdlbteren. Einem doppelt so groken » entspricht ein doppelt

1) Die Ausfithrung eines Beispiels findet man: Elemente der Diff.
u. Intg. in geom. Methode von Diising. 2. Auflage, Seite 75.
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so grofes y; die flachere Kurve ist nur ein aufs Doppelte ver-
grofertes Stiick der gewdolbteren.

Die entsprechenden Stiicke sind in der Figur hervor-
gehoben. Verbindet man entsprechende Punkte miteinander, so
gehen die Verbindungslinien durch (). Dieser Achsenschnitt-
punkt ist der Ahnlichkeitspunkt.

Die Fliche der gewdlbteren Kurve von x; bis a, ist

az 155
— log —*
— |"’L
Die entsprechende Fliiche der flacheren Hyperbel von 2, bis 2 2,
: 4 a® 2 @y a® Lo
2 = iy “ g

sie ist also 4 mal so grof. Entsprechende Flichen gleich-
seitiger Hyperbeln verhalten sich demnach wie die Quadrate
entsprechender Seiten.

Anwendung: Die oben gezeichneten Hyperbeln stellen zugleich
die Isothermen fiir verschiedene Temperaturen dar. Erhoht
man die Temperatur eines Gases, ohne daB es sich ausdehnen kann, so
steigt der Druck desselben proportional seiner absoluten Temperatur.
Bei der flacheren Hyperbel sind die Ordinaten 4 mal so grob als die
zu demselben x gehorigen Ordinaten der gewdlbteren Hyperbel. Wenn
letztere fiir den Gefrierpunkt (t — 09 und 7' — 2739 gehirt, so gilt die
flachere fiir 4. 2739 = 10929 absolute Temperatur.

Vergleicht man die Flichen iiber denselben Abszissen miteinander, so
findet man, daB sie sich wie die Ordinaten verhalten, Beigleichem Volumen
verhalten sich die Arbeiten der Isothermen wie die absoluten Temperaturen,

Verwandtschaft von Parabel, Ellipse
und Hyperbel.

Der Parameter.

Bei den betrachteten Kurven sind die im Bremnpunkt
errichteten Ordinaten g, bereits berechnet worden.
a) In die Gleichung der Parabel y2 — 2 p & hatten wir

: . . Pl ;
die Abszisse des Brennpunktes z, — j) eingesetzt und erhielten:

]

Uy



b) In die Gleichung der Ellipse y = = —j—l/ﬂ-f sk

(£
setzten wir die Abszisse des Brennpunktes

= e V{tg — b2 ein

. ’ b :
und erhielten: y;, = & _rl"/uﬂ — (a? — b?)
7 :
4 b2 3
',f,‘ — ] -]r
U1 T IZ
N s b T
¢) In die Gleichung der Hyperbely = + — |/ #* — @*
: : ; =
wird auf dieselbe Weise 2y = ¢ = += Va® + b2
eingesetzt und man erhilt:
C h? :
Y = + — = =+ P
U L P

Bei allen drei Kurven ist die senkrecht zur X-Achse
durch den Brennpunkt gezogene Sehne gleich 2p,
d. h. gleich dem Parameter. Ellipse und Hyperbel von
oleichem a und » haben gleichen Parameter. 3

Bemerkung: Aus der Gleichung p = ;—t folgt, dag b
die mittlere Proportionale zwischen der halben grofen Achse
und dem halben Parameter ist. Aus zwei dieser Stiicke kann
das dritte stets konstruiert werden.

Beim Kreise und der gleichseitigen Hyperbel ist die 1im
Brennpunkt errichtete Ordinate gleich p = » bezw. = a.

Die Scheitelgleichungen.
Die Scheitelgleichungen der bisher betrachteten Kurven
hatten wir bereits — Gleichung (24), (28), (29) — festgestellt.

Schreiben wir sie statt mit & und # mit 2 und y, so erhalten
wir folgende Gleichung:

Parabel: y> =2 p @
; . h* =
Ellipse: 4*=2 — & — —5 &°
' a ®
3 bh? btn s
Hyperbel: y* =2 — » + — &

il =
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Um diese Formeln besser vereleichen zu kénnen, setzen

: = e R
wir wieder — = p und erhalten:
L
Parabel: 4y = 2 p
111 o j‘r Q2
Ellipse: v = 2 p v — — &*
I J ! it
2 3 } a
Hyperbel: y* = 2 pax + P
z ; i

Bei der Ellipse wird
also von dem Gliede
2 p & ein zweltes Glied
P2 abgezogen, bei der
(f x
Hyperbel aber ein gleich
grokes Glied hinzuge-
zihlt.

Jei den zwel Spe-
zialfdllen der gleichsei-

tigen Kurven wird
d=0'=:p(=rk- und
wir erhalten folgende
Scheitelgleichungen :

Kreis: 2 =2 p & — &?
(zleichseitige Hyperbel :
gt = %'p -+ a?
Bemerkung:
Setzen wir in der Schei-
telgleichung der Ellipse ¢ = o, so entsteht die Gleichung
der Parabel. Die Parabel ist also gleichsam eine Ellipse mit

Fig. 63.

unendlich groGer Achse.
Wenn in diesen Scheitelgleichungen die drei Kurven die-

3]
=

selben p = - und « haben, so sind fir eine bestimmte
Abszisse @; die verschiedenen y; verschieden grof. Die Or-
dimate der Ellipse ist kleiner, die der Hyperbel grofer als die
der Parabel. In Fig. 63 sind diese drei Kurven gezeichnet,
sie haben gleiches @, b und p.



Schnitte durch einen Kegel.

Unter einem ,Kegel® versteht man gewodhnlich einen
ceraden Kreiskegel, der dadurch entsteht, daf sich ein recht-
winklices Dreieck um eine Kathete dreht. Durch die Be-
wegung der Hypotenuse entsteht hierbei der Mantel des Kegels,
und in jeder Lage bildet sie eine Seitenlinie desselben. War
die Hypotenuse iiber die Spitze des Kegels hinaus verlingert,
so entsteht bei der Drehung zu-
gleich ein umgekehrter Kegel. Das

Ganze nennt man dann einen
Doppelkegel.

Die Grundfliche ist ein Kreis
und ebenso alle ihre parallelen
Schnitte durch den Kegel, wie
man sich am besten an einem
Holzmodell klar macht.

Legen wir durch einen solchen
kreisformigen Schnitt zwel senk-
recht zueinander stehende Durch-
messer und drehen die Ebene des
Kreises etwas um einen dieser
Durchmesser, so iindert sich der
andere Durchmesser; es entsteht
dann eine neue Schnittfigur, eine Fig. 64.

Ellipse.

Dreht man die Schnittebene noch weiter, so wird der
immer grofer werdende Durchmesser in dem Moment unend-
lich, wo die Schnittebene einer Seitenlinie des Kegels parallel
geht. Die Schnittfigur ist jetzt eine Parabel.

Will man jetzt die Drehung noch weiter verfolgen, so
muf man sich den Kegel zu einem Doppelkegel vervoll-
stindigen. Dreht man dann weiter, so entsteht auch oben
eine Schnittfigur. Beide haben die gewdlbten Seiten einander
zugewandt, wihrend die abgewandten Seiten offen sind; es
sind die beiden Hilften einer Hyperbel

In Fig. 64 sind diese drei Schnitte senkrecht zur Papier-
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ebene durch einen Doppelkegel gefithrt, erscheinen also als
Gerade und sind dann in die Papierebene herumgeklappt, um
sie zu zeigen.

Ein Schnitt durch eien Kegel liefert also einen Kreis,
eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel. Diese Kurven heifien
daher ,Kegelschnitte®.

Die Abbildung des Kreises.

Es sei K R ein Kreis, der senkrecht zur Papierebene
steht, und 4 das Auge des Beschauers (Fig. 65). Verbindet
man A4 mit allen Punkten des Kreises, so erhilt man die
Sehstrahlen (z. B. 4 K und 4 R), die einen Kegelmantel
bilden. Will man den Kreis auf einer Bildebene, z B. auf

e
o |
=iy
,"" ./ | - 4
'/ [ , W |
el z I
K "G K G A
Fig. 65. Fig. 66.

H G, abbilden, so erhilt man als Bild den Schnitt dieser
Bildebene mit dem Kegel.

Ist die Bildebene parallel zu K R, so erhilt man als
Bild einen Kreis. Dreht man die Bildebene um (' rechts
herum, so wird der Durchmesser K R verkiirzt, man erhilt
eine Ellipse, deren kleinere Achse in der Papierebene liegt.
Die Verkiirzung ist am stirksten, wenn H G auf A K senk-
recht steht. Dreht man weiter, so wird dieser in der Papier-
ebene liegende Durchmesser wieder linger, bis man aber-
mals einen Kreis erhilt, wenn H G senkrecht zu K R steht.
Dreht man noch weiter, so wird der in der Papierebene
liegende Durchmesser weiter verlingert, und man erhilt eine
Ellipse, deren grofiere Achse in der Papierebene liegt.
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Wenn die Bildebene H G lotrecht steht und der Kreis
K R so grof ist, dak I senkrecht unter A liegt (Fig. 66), so
fi1lt das Bild von R ins Unendliche, und man erhilt als Bild
auf der Bildebene H G eine Parabel.

Liegt der Kreis so, da R noch weiter nach rechts fillt,
so besteht das Bild aus zwei Asten, und man erhilt auf H G
eine Hyperbel.

Befindet man sich z. B. in einem Zirkus oder unter einem
Briickenbogen, so erscheinen die sichtbaren Stiicke der Kreise
als Bogen von Hyperbeln. Sie sind in dem Punkte, der dem
Auge gegeniiberliegt, am stidrksten gekriimmt.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades:
22+ ax + byt +cy+doy+e=0
stellt stets einen Kegelschnitt dar.

Man gebe den Groten a, b, ¢, d, e beliebige Werte und
zeichne die den entstandenen Gleichungen entsprechenden
Kurven; es sind Kegelschnitte.

Auch auf folgende Weise kann man sich dies verdeut-
lichen:

Man verschiebe bei der Parabel, Ellipse und Hyperbel
das Achsenkreuz parallel und leite die allgemeinen Gleichungen
fiir diese Kegelschnitte ab.

Wenn & die horizontale und » die vertikale Verschiebung
ist, so erhilt man fiir den Kreis (Gleichung 10 und 10a):

22 +y? — 2hx — 20y + he 4 02 —p2 =90
fiir die Parabel (Gleichung 20):
Y2 — 2px — 20y + V2 4 2ph =0

Fir die Ellipse bezw. Hyperbel erhilt man in ent-
sprechender Weise :
22b2 4+ y2a® — 2hb%w F 2vaty + hP0® £ vPa® — @’y = 0.

Diese Gleichungen vergleiche man mit der bereits ge-
nannten allgemeinen Gleichung. Man bemerkt dabei folgendes:
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Sind die Vorzahlen (Koeffizienten) von 22 und #? gleich
grof und von gleichem Vorzeichen, und fehlt ein Glied mit
a i, so liegt die Gleichung eines Kreises vor.

Sind die Vorzahlen von #? und #® ungleich, aber von
gleichem Vorzeichen, und fehlt ein Glied mit x ¥y, so ent
spricht die Gleichung einer Ellipse.

Haben unter den eben genannten Umstinden die Vorzahlen
von z* und y* ungleiches Vorzeichen, so liegt die Gleichung
einer Hyperbel vor. Sind diese Vorzahlen zwar entgegen-
gesetzt, aber gleich, so stellt sie eine gleichseitige Hyperbel dar.

Fehlt ein Glied mit #y und entweder z* oder 42, so
liegt die Gleichung einer Parabel vor.

Dreht man jefzt das Achsenkreuz dieser Kegelschnitte,
so muk man Gleichung (12) in die Gleichungen derselben
einsetzen und erhilt dadurch das Glied mit « y der all-
gemeinen Gleichung.

Wenn also 1 der gegebenen Gleichung das Glied mit
z y fehlt, so geht eine Achse des Kegelschnitts parallel zur
X- oder Y-Achse; ist das Glied mit xy vorhanden, so liegen
die Achsen des Kegelschnitts geneigt zum Achsenkreuz.

Parabeln hoherer Ordnung.
Der Verlauf der Parabein héherer Ordnung.

Bei der gewohnlichen Parabel verhalten sich die Abszissen
wie die Quadrate der Ordinaten. Verhalten sich aber die
Abszissen wie andere Potenzen der Ordinaten, so heifen die
zugehorigen Kurven Parabeln hoherer Ordnung. Die allgemeine
Formel wire y" = q .

Man zeichne die Kurven zu nebenstehenden | 9! — ¢-x
Gleichungen. Man setze ¢ 1, gebe z ver- | P2 =q-z

schiedene Werte und rechne die zugehorigen y aus. | ¥y2 = ¢
Die Abszissen werden dann wie frither auf der hori- | ¥ = g-@
zontalen Achse und die Ordinaten alsdann vertikal | y* = q-
aufgetragen. Zusammengehorige Punkte bilden die USW,
betreffenden Parabeln.




Aug der Fig. 67 sieht man, daB die Parabeln gerader
Ordnung symmetrisch zur X-Achse, und zwar auf der rechten
Seite, liegen: zu jedem positiven x gehdren zwei gleiche, aber
entgegengesetzte , und fiir negative # werden die y imaginér.
— Die Parabeln ungerader Ordnung aber, z. B. die kubische
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Fig. 67.

Parabel y® = q z, biegt auf die andere Seite der Y-Achse
heriiber, weil fiir negative z auch die y negativ werden und
. zu jedem 2 nur ein y gehort. — Die flachste der gezeichneten
Darabeln ist die semikubische oder Neilsche Parabel
b
y® = ¢ - x. Sie liegt symmetrisch zur y-Achse.

Bei allen diesen Parabeln wiichst mit jedem 2 auch y; sie
bestehén also aus zwei Zigen, die sich ins Unendliche er-
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strecken. Sie treffen sich alle im Achsenschnittpunkt und im
Schnittpunkt der Koordinaten ¥ — 1 und # =1, wenn ¢ = 1 ist.

Je hoher die Potenz von y ist, desto stirker ist die
Kriimmung der Parabel zwischen # — 0 und z =— 1 bezw,
2z = — 1 und desto flacher auBerhalb dieser Punkte,

Der Inhalt eines Abschnittes.

Die Formel fiir den Inhalt des Abschnittes einer Parabel
hoherer Ordnung wird ebenso abgeleitet wie die bei einer ge-
wohnlichen Parabel. Die Gleichung einer Parabel beliebiger
Ordnung sei

Yy = 9%,
und ihre Ordinate ist demnach

P
y=yqx.

Denken wir uns, wie in Fig. 61, die Fliche in unendlich
schmale Streifen zerlegt, so ist der Inhalt jedes Streifens
i - dw. Die Fliiche bis zu den Koordinaten z; und i, ist demnach:

5 '_:‘ L3 J-Ii Y J_ + |
- ¢ i 75 o Rk
= J --r =
: I,j"a' ; ;,,:‘1-" © Iy T Yy L
e e a1 Y
|
e r

Bemerkung: Die Formel stellt eine Fliche dar, denn
r 1st nur eine unbenannte Zahl. Nimmt man den Fall der
gewohnlichen Parabel, setzt also » = 2, so ist

5
= é-"’i Y

Je hoher die Potenz ist, desto mehr nihert sich der Inhalt
des Abschnittes dem des umschliefenden Rechtecks, In
Fig. 67 sieht man dies sehr gut in dem Quadrat aus den
Koordinaten 1 und 1. Man} erhiilt der Reihe nach bei den
in Fig. 67 gezeichneten Kurven fiir den Inhalt I7 folgende
Werte:
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Gerade: F' : . .
Gerade: L= ——— & h =— zy Yy = 0,60 2, 44
3
Semikubische 1 o D] 3 :
Parahol [5 b= 3 : 1 G A Y, = 0,60 2 ¥
) i
| ; , 2 2
Gewdthnliche P.: F'=— - T e 21 Y = 0,67 2y Y,
e o)
I’ b".E 1_1‘ ' I"_ 3 - = ?j o — b
{ubische I'.: I' — 3T 1 Ty Yy = T 21 Y1 = 0,75 2 4
o : i d-=log 4
P. vierter Ordn.: FF'= g 2 = 0,80 2y 94
¥ an T 5 '5 v
P. fimfter Ordn.: F= —— o;th =— &% = 0,83 5 ¥
3 e 1] 5]

Die Tangenten an die Paraheln hoherer Ordnung und ihr
Abschnitt auf der Y-Achss.
1. Bei der gewohnlichen Parabel y* = 2 pz ist
die Gleichung der Tangente: yy; = p (& + 1) Die Normal-
form dieser Gleichung ist:

Yy = L Z+p =4
I Y

Das zweite Glied der rechten Seite stellt den Abschnitt
(n) dar, den die Tangente auf der Y-Achse abschneidet.
Dieser ist also:

&y U 1
n — j;—“l— — _3_.:}] p— 73):.1

Der Abschnitt auf der Y-Achse ist demnach halb so grok wie
die Ordinate y, des Berithrungspunktes.

9. Bei der kubischen Parabel y® = g« erhalten wir

o § { -
durch Differenzieren ;{,? gyt =-q

Der Differentialquotient ist also
Ay ol
(Fl.'l.‘- it yz

Diiging, Leitfaden der analytischen Geometrie. 6
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Wie frither bei der Ableitung der Gleichung einer Tangente,
setzen wir auch hier den Ihﬂmrnui‘-mh';:u-1:.|<'.-n'l_'-l:.§ o2 als Steigung
am Beriihrungspunkt in die Gleichung (4) einer Geraden ein,
deren Steigung bekannt ist und die durch einen gegebenen
Punkt, hier den Bertihrungspunkt, geht. Man erhilt:

¥y—U q
T—%y 3 Y
3Yy"— 3% — qxT —qu;
Syt =gz + 2 qa;
Yy:* = q 5o + 5 )

Dies ist die Gleichung der Tangente; wir bringen sie auf die

, am 2 (@
Normalform: y “! R
2 Uy~ Ca
5] q 1 2 I 3 9
: - . - L] i - %, '| -
Hoighehnigtaf i e voe = =y
' 3y” B3 Yy )

Hier 1st also der Abschnitt auf der Y-Achse gleich

2
'j der Ordinate y, des Bertihrungspunktes. In der Gleichung
5

aller Tangenten steht y immer in der ersten Potenz.

3. Bei einer Parabel beliebiger Ordnungy =g«
leitet man die Steigung wie oben ab und erhilt als Differential-

. d :
quotienten: - el /| :
dx 7 -y]?'—
. A : m . ?l’l e f! {
Die Gleichung der Tangente 1st also: i !,_ |
| | et r Yy
i ‘ormt f 1 =l r—1
oder wie oben umgeformt yy,” ! = Q(— L .
Yy - . ..

Ihr Abschnitt auf der Y-Achse ist demnach:
r—1 qux r—1
f o — Y
1 Uy ¥
Zusammenstellung: Man erhilt der Reihe nach fir
die zum Teil in Fig. 67 gezeichneten Kurven folgende Ab-
schnitte auf der Y-Achse:

T




Gerade Linie:

Semikubische [ :
Parabel I :

Gewohnliche P.:
Kubische P.:
P. vierter Ordnung:

P. fiinfter Ordnung:

— 8_")' =
=
== 1 ?J'L =
3
ThEE— 3 .ih oES }} iy
2
2—1 1
== 2 21 T Ya
o= e l = -
Jira= 3 (5 3 Y
4 —1 o
1 = % i — — Ui
, 5—1 4
3 E— = '_”] = —
e )

?J‘I -

.0

0,80 9,

Konstruktion der kubischen und semikuhischen Parahel.

1. Die Konstruktion der kubischen Parabel (Fig. 68)

ihnelt derjenigen der gemeinen Parabel.

Scheitel O, die Achse
() X und ein beliebiger
Punkt P der kubischen
Parabel. Man ziehe
P DB parallel 00X und
() B senkrecht zu O X
und teile die Strecken
PB und OD in die-
selbe Anzahl gleicher

Teile (in der Zeichnung

fiinf Teile). Die Tel-
lungspunkte sind a, b,
¢, d und 1, 2, 3, 4 ge-
nannt. Man schligt
iitber B P als Dureh-
messer den Halbkreis.

Gegeben sei der

X

Fig. 68.

und um B als Mittelpunkt die Kreisbogen « a, bb, ec, dd.
Dann fillt man die Lote « I, b I1, ¢ IIl, d' IV und verbindet

6%
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die FuBpunkte I, II, III, IV mit O durch Strahlen. Zum
Schluf zieht man durch 1, 2, 4 Parallelen zu O X und er-
hilt als Schnitte mit den hnalllr‘u die Parabelpunkte H G F E.

Beweis: Es ist F ‘i—— B IIT

und B P -BIH— (b —Ee— (—— b l))
also B 111 — ( ) BP

&)

: SiAe

Oben eingesetzt gibt: F'8 = (—) B P

53k
AuBerdem ist aber 03—=—.0B

5

3 s 2B 3
Y h Y a :
L = =—— oder o — — oder 9 = LS
& oy Y1 5 T

Dieses ist aber die
Gleichung der kubi-
schen Parabel, welche
durch den Punkt P
mit den Koordinaten
\ '. 7y und y,; geht.
' Vap 2. Die semiku-
< 6\ cl\rmld|r P bische Parabel
(Fig. 69) wird wie
folgt konstruiert. Ge-
geben sind wie oben
() X und P. Man teilt
auch hier die Strecke
'X_ B P durch die Punkte
Fig. 69. @, b, ¢, d und die

S Ao w + o
§




Strecke OB durch die Punkte 1, 2, 8, 4 in dieselbe Anzahl
gleicher (in der Zeichnung fiinf) Teile. Dann errichtet man
die Lote ad, bl, c¢é, dd, schligt um B die Kreishogen
al bII III, d1V, und zieht die Strahlen 01, O Il,
O 1II und OIV, Die entsprechenden Schnittpunkte FE, F
G und H dieser Strahlen mit den Parallelen durch 1, 2, 3
und 4 sind dann Punkte der semikubischen Parabel.

Beweis: Es 1st I 8 — ;_5 BIIT— - B¢
o) ]
und Be)p=Bc¢- BP— (’— B 'P) . BP
also B = ¥ : S B
e

Oben eingesetzt gibt:
= o

5.5 . V’ P (—3-) BP

e} ) J
: : 3 —
Aukerdem ist noch 08=—0B
&)

Die beiden letzten Gleichungen kann man auch schreiben:

‘3 \3
2= =) z
L1y

3 g
y==—Ayroderys— =g

Durch Division folgt:

o 3
T3 . ‘ e
y* & oyt
s = oder y2 =—=2— .z
4 &Ly : &y
Y-

Dieses ist aber die Gleichung der semikubischen Parabel,
welche durch den Punkt P mit den Koordinaten z; und y; geht.

Ubung: Man zeichne die kubische und die semikubische
Parabel durch den Punkt 2z, = 8; y, =— 6 em, Stelle ihre
Gleichungen auf und berechne den Inhalt eines Abschnittes;
man zeichne ihn, schiitze und planimetriere ihn. Man stelle
die Gleichung fiir die Tangente am Beriihrungspunkte (z; y,)
auf und berechne den Abschnitt der Tangente auf der Y-Achse.
Man zeichne ihn und messe ihn nach.
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Anwendungen: Die Form der verschiedenen Parabeln spielt
eine nicht unbedeutende Rolle bei den Triigern gleicher Festig-
keit, d. h. solchen auf Biegung beanspruchten Balken, Wellen oder
Achsen, bei denen die Biegungsspannung iiber die. ganze Linge des
Triigers dieselbe sein soll. Die wichtigsten Arten der Triger gleicher
Festigkeit sollen im Folgenden behandelt werden.

a) Balken von rechteckigem Querschnitt mit gleich-
bleibender Breite b und Einzellast P (Fig. 70). Fiir den Quer-
schnitt im Abstand 2 vom rechten Auflager gilt nach den bekannten
Bezeichnungen der Festigkeitslehre:

My = W ky
[ . DAl g

oder W = )

ks

L+ S b
In anderer _\um‘lhlm];_f; lautet die H]uit;hung;

I Gl
31 “i“‘ l{t.! b Y ;Ik.'ll o

y'—‘* = P

Fiir die linke Seite des Triigers wiirde sich ergeben:
oo e ey 6
Y ) Ll
Beide Gleichungen stellen gemeine Parabeln dar, wie sie in Fig. 70
gestrichelt eingezeichnet sind. An Hobelmaschinen-und Briickentrigern
findet man vielfach die parabolische Form. Aus praktischen Griinden
nimmt man hiufig statt der Parabel die Tangente an sie im héchsten
Punkt, Nach Seite 40 und 81 wei man dann, daB die Balkenh@he
am Auflager Y2 h sein muB.
Die Hiohe h des Balkens im Angriffspunkt der Last P findet man,
indem man fiir £ in eine der vorher gefundenen Gleichungen I; bzw.,
ls einsetzt.

T

Ll 6
L+ 1y bk

b) Achse von kreisférmigem Querschnitt und Einzel-
last (Fig. T1).

Hier ist fiir den Querschnitt mit dem Abstand = vom Auflager:

Dann wird Ymar® = h? = P
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Also ist: g8 = F h : 10 =
3 i+ 8- o
Fir die linke Seite des Trigers wiirde sein:
e 10

Lo e, :

Beide Gleichungen stellen kubische Parabeln dar, wie sie In die Fig. 71

cingestrichelt sind. In der Praxis ersetzt man die Parabel durch die

= €T

1 B

— Z -
o |
2
¥

b

Tangente im hochsten Punkt. [n den Auflagern hat diese nach Seite 82

3)
den Abstand _ r von der Mitte.

Der Halbmesser » am Angriffspunkt der Last P ergibt sich wie
bils 10
I]' M ZN: “u“_:i Lo J"'" i I’ 'I_:_ - d
ane n Yo 1}1 3 32 R . Ly

¢) Freitriger mit oleichformig verteilter Last und

sich verjingendem rechteckigen Querschnitt vom Seiten-

verhiltnis — = « (Fig. 72).
l!f x
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Fiir den gezeichneten Querschnitt ist:

i Y 5
My = ¢ - S - by
Da nun aber z = y . « ist, so folgt weiter:
e oyt
Rty L
) 57 !". ki
36
oder y? e .2
y e -1 - kb

Dieses ist die Gleichung einer semikubischen Parabel,
=
Die angenidherte Form des Freitrigers ergibt sich durch die
Tangente an die Parabel im hochsten Punkt. Am freien Ende hat der

Triger nach Seite 83 eine Hohe von

Die Hohe h an der Einspannstelle ergibt sich zu:

3¢ 72

3 3 -
Ymax h (A A

und die Breite zu: b = « - h.
Ubung: Man bestimme die Form der Balken nach den drei be-

Rollkurven.
Evolute und Evolvenie.

Um ein beliebiges Vieleck sei ein Faden geschlungen.
Fat man diesen an einer Ecke an und wickelt ihn ab, indem
man ihn straff hélt, so beschreibt sein Endpunkt einen Kreis-
bogen um jede Ecke. Die Kreishogen setzen sich zu einer
Kurve zusammen, die Evolvente¢ genannt wird. Das
Vieleck heift Evolute. Die
Radien der Kreisbogen heifien
Krimmungsradien, sie sind
zugleich die Normalen der
Evolvente.

Aus der Fig. 73 gehen
sofort folgende Sitze hervor:

1. Der Kriitmmungsradius
der Evolvente ist gleich dem ab-
gewickelten Stiick der Evolute

(. B. gleich a 4 b + ¢).




2. Die Normalen der Evolvente umbhiillen die Evolute.

3. Die Kriimmungsmittelpunkte der Evolvente liegen auf

den Kecken der Evolute.

LiéBt man die Seiten des Vielecks unendlich klein und
ihre Anzahl unendlich grof werden, so wird das Vieleck zu
einer Kurve und die obigen drei Sitze lassen sich fast un-
verindert auf die Kurve {ibertragen:

1. Der Kriimmungsradius der Evolvente ist gleich dem
abgewickelten Stiick der Evolute.

2. Die Normalen der Evolvente umhiillen die Evolute,
sind also die Tangenten der letzteren.

3. Die Kriimmungsmittelpunkte der ]xul\'f_ntn sind die
Beriihrungspunkte dieser Tangenten.

Mit der Abwicklung kann man an einer beliebigen Stelle
beginnen. Kine Evolute hat demnach unendlich viele Evol-
venten, die einander parallel sind ; es sind also ., Parallelkurven®.

Zykloide.

Erklirung: Rollt ein Kreis auf einer seiner Tangenten
so beschreibt .]uh.u Punkt dieses Kreises eine Zykloide. Der

Kreis heift Rollkreis, die Tangente heitt Bahn und [

der Fubpunkt (Fig. 74).

Konstruktion: Sie ergibt sich aus der Erklirung.
Man teilt den Umfang des Rollkreises in belieb i“' viele Teile,

z. B. in 8 gleiche Teile durch die Punkte A, B, € usw. und
trigt die erhaltenen Bogen auf der Babhn vom F ll[3pu|1]-;t‘- aus

Fig. 4.
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bis zu den Punkten A;, B,, C, usw. ab. Dann zieht man
durch 4, B, C usw. Parallelen zur Bahn und schligt um jeden
Teilpunkt der Bahn 4,, B;, C; usw. mit der entsprechenden
Sehne des Rollkreises einen Kreis, z. B. mit 4 /' um 4. Die
Schnittpunkte Py, P,, F; usw. der Kreise mit den zugehorigen
Parallelen sind die Punkte der Zykloide. *Bei der Lage des
Rollkreises iitber A; kommt die Sehme I’ .4 in die Lage A; I;.
Bei der Lage tber B, kommt die Sehne F'B nach P, B;.

Tangente der Zykloide.

Lehrsatz: Die Tangente der Zykloide halbiert den
Winkel zwischen der zugehorigen Tangente des Rollkreises
und der Parallelen zur Bahn (Fig. 75).

Beweis: Wir zeich-
nen zwel auf einander
folgende Lagen des Roll-
kreises, z. B. iiber den
Fubpunkten 2 und 3.
Dann sind P, und F;
Punkte der Zykloide;
zieht man hierdurch Pa-
rallelen zur Bahn, so er-
hilt man 4 und E als Schnittpunkte mit den Rollkreisen.

Der Linienzug A P, I/ P, besteht aus gleichen Stiicken,
in unserer Zeichnung ist z. B. jedes Stiick gleich /s des Um-
fanges vom Rollkreis. Je nither die beiden Rollkreise liegen,
desto mehr nihert sich dieser Limienzug einem Rhombus.

Riicken P, und P, einander nither, so wird das Stiick P, P;
im Grenzfall zu einer Tangente der Zykloide. Riicken zu-
gleich 4 und P, einander niher, so wird das Stick 4 P,
im Grenzfall zu einer Tangente des Rollkreises.

Da nun die Diagonale im Rhombus die Winkel desselben
halbiert, so halbiert die Tangente der Zykloide den Winkel
zwischen der zugehorigen Tangente des Rollkreises und der

Parallelen zur Bahn.
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Tangente und Normale.

Lehrsatz: Die Tangente der Zykloide geht durch den
hichsten, die Normale durch den tiefsten Punkt des Rollkreises.

Beweis: Man zieht an den Rollkreis eine beliebige
Tangente, verbindet seinen tiefsten Punkt F' (Fig. 76) und
seinen hochsten Punkt H mit dem Berithrungspunkt B und mit
einander und fillt von B die Senkrechte auf den Durchmesser
I'H. Dann ist:

a = o als Sehnen- und
Tangentenwinkel,

a — « als Komplemente
desselben Winkels.
Folglich ist ¢ == ", d. h.

I3 H halbiert den Winkel
zwischen der Tangente des
Rollkreises und der Horizon-
talen, ist also eine Tangente
der Zykloide und B F' die zu-
gehorige Normale. Demnach
geht die Tangente der Zykloide
durch den héchsten und die Normale durch den tiefsten Punkt
des zugehorigen Rollkreises.

Evolute der Zykloide.

Man li6t einen Kreis auf seiner Bahn abrollen, bis z. B. ®/s
seines Umfanges abgerollt ist. Dann zeichnet man symmetrisch
unter der Bahn F' ¢ zwei gleich grofie Kreise (Fig. 77).

Verbindet man nun den Zykloidenpunkt 5 mit dem tiefsten
Punkt ¢ des Rollkreises und verlingert diese Gerade bis
zum Schnitt ¢ mit dem untern Kreis, so sind die ab-

— e
geschnittenen Bogen B ¢ und C ¢ gleich und zwar hier gleich
8/s des Umfanges vom Rollkreis.
Denkt man sich jetzt den unteren Kreis nach links auf
der unteren Bahn ¢, I} abrollen, so beschreibt jeder Punkt des

T T R R A T O T TR
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Kreises, z. B. (, eine Zykloide. Sind ®/s des Umfanges abgerollt,
also der Kreis bei F; angekommen, so muf (' seinen hdchsten
Stand erreicht haben, also bei F' angekommen sein. € und £
sind also Punkte einer unteren Zykloide.

Da B C durch © also den tiefsten Punkt des oberen und
den hochsten Punkt des unteren Rollkreises geht, so ist B C
die Tangente an die untere und
zugleich Normale an die obere
Zykloide (nach dem vorher-
cgehenden Lehrsatz); dies ligt sich
auch fiir die iibrigen Stellungen
des Rollkreises beweisen. Die
untere Zykloide ist also die
Evolute und die obere die

zugehorige Evolvente. B C

ist demnach der Kriimmungsradius

der oberen Zykloide und (' der
Kriimmungsmittelpunkt.

Die Konstruktion der Evolute einer gegebenen Zykloide
besteht darin, dat man die Normalen der Zykloide iiber den
FuBpunkt ¢ um sich selbst verlingert. Umgekehrt kann man
auch die Tangenten iiber den hochsten Punkt des Rollkreises
hinaus um sich selbst verlingern und erhiilt dann die zu-
gehorige Evolvente der gegebenen Zykloide.

Fig. 77.

Auch die Linge der Zykloide ist jetzt leicht ab-
leitbar. Da die Tangente gleich dem abgewickelten Stiick
z. B. BC=FCU ist, so ist die ganze Linge der Zykloide
gleich dem vierfachen Durchmesser des Rollkreises [ = 8-

Die Fldche der Zykloide.

Man zeichne eine Zykloide und die zugehorige Evolute
(Fig. 78), ziehe dann einen beliebigen Kr iimmungsradius,
z. B. Py (); dicht daneben einen benachbarten P, (', und durch
P, eine Parallele P, F zur Bahn A B. Die beiden Kriimmungs-
radien werden in G- und H durch die Bahn halbiert. Liegen



P, und P,, also auch () und (5 unendlich nahe aneinander,
so wird EP, Uy (;, zum A EP, C,. Also ist das untere

e L il , :
Dreieck H ( (;, = . des ganzen K P, (.

Denken wir uns nun die ganze Fliche AJ BD = F; + I,
in unendlich viele schmale Dreiecke zerlegt, so ist die Summe
der unteren Dreiecke also

== | = o o
Fp = V5 (Fy + F5). ' =)
. ] F— =] |
Also ist o -
P \E,
D
F, :_J: (I + ). A b ol el — g
Die beiden Hilften A | Fe
T 4
von [, sind kongruent &
den Zwickeln rechts

2

und links iiber der Biairn
12, 15

Zykloide A J B, er-
giinzen also die Fliche I der oberen Zykloide zu einem Recht-
eck vom Inhalt:

F,+F,=27r -2yrn—=—47r*m oder d-dm=—md
Demnach 1st die Fliche der Zykloide
e, 3
F,=3r*n—= T d-.

Die Gleichung der Zykloide.

Wir nehmen die Bahn des Rollkreises zur X-Achse und
den Anfangspunkt /' der Zykloide zum Schnittpunkt eines
rechtwinkligen Achsenkreuzes (Fig. 79).

Hat sich nun der Rollkreis von [7 nach ¢ gewiilzt und
sich dabei um den Winkel ¢ gedreht, so ist

Y = f'-—“"
FO — B0 — r-ip
worin ¢ der ,Rollwinkel“ ist. Wenn man nun beachtet, dag

PN =r-sing
und

e 2 T Y T
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MN = r:cosq

ist, so ergibt sich:
o — F@Q—PN=rep—rsing »(p—sing) . 1
y — MQQ— MN=1r —rcosp=r(l—cosq) . Il
In diesen beiden Gleich-

S . .
ungen sind # und y von einer
dritten Variablen, niimlich dem

\ Rollwinkel ¢ abhiingig. Be-
\ S1g

| rechnet man sing oder cosgaus
| der einen Gleichung und setz

/ es in die andere ein, so erhilt
man eine einzige Gleichung
zwischen x und y ohne die dritte
Variable ¢. Diese Gleichung
ist aber wenie iibersichtlich und

L man behilt daber besser obige
einfachere Gleichungen bei.

Die Steigung der Zykloide.

Aus Gleichung I folgt durch Differenzieren nach z:

dg dq
1 . : C COS O
i i A ¥ COS ( i
also
d 1 3 f
dx y—1rcos Q@ ¥ (1l —cos q)
: , 3 . dp
Aus Gleichung IT folgt ebenso und durch Einsetzen von T
: : d
dy 3 d g : 1
—% = 7 8in @ - — # 8In (p
dz / dx S r(1—cosq)
: sin q l/ | cos? (DR G l/«" 1 4+ cos P
1 cos ¢ " (1 — cos q)* " 1—cos g

Bemerkung: Diese Formel zeigt, dai die Steigung einer
Zykloide nur vom Rollwinkel ¢ und nicht vom Radius des
Rollkreises abhiingig ist. Wenn ¢ = 90", so ist die Steigung
— 1, also der Winkel der Tangente 45°% Wenn ¢ 0



oder 360° so ist die Steigung =— oo und der Steigungswinkel
—90° TIst ¢=—180° so ist die Steigung =0°. TIm allgemeinen
nimmt die Steigung mit dem Cosinus des Rollwinkels zu und ab.

Epizykloide.

Erklirung: Rollt ein Kreis auf einem anderen als Bahn,
den er von aufen berithrt, so beschreibt jeder Punkt des
Rollkreises eine Epizvkloide. — Die bisher betrachtete Zykloide
rollte auf einer Geraden. Da diese als Kreislinie mit unend-
lich groem Radius aufgefaft werden kann, so ist die Zykloide
nur ein besonderer Fall der Epizykloide.

Konstruktion: Aus
der Erkldrung ergibt sich,
dafh die Konstruktion' der
Epizykloide derjenigen der
Zykloide entspricht. Der
Unterschied besteht nur
darin, dafi die Parallelen
zur Bahn hier konzentrische
Kreise um den Mittelpunkt
des festen sind. Das iibrige
Verfahren ist dasselbe wie
hei der Zykloide (Fig. 80).

Liehirgatiz: (1. Die E& 0

Tangente der Epizykloide

geht durch den hochsten, d. h. hier den &dubersten, die Nor-
male durch den tiefsten, d. h. hier den innersten Punkt des
Rollkreises.

Beweis: Lift man den Kreis um emn unendlich kleines
Stiickchen rollen, so unterscheidet sich der entstandene Bogen
der Epizykloide nicht von dem der Zykloide, weil dies Stiickcken
der Bahn als unendlich kurze Gerade aufgefalit werden kann.
Durch den entstandenen Bogen der Epizykloide ist die Richtung
der Tangente und die der Normalen gegeben, folglich haben

diese dieselbe Richtung wie bei der Zykloide, jene Siitze der

Zykloide gelten also auch fiir die Epizykloide.
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Lehrsatz: 2. Ist der Radius des festen Kreises n

mal so grof wie der des Rollkreises, so ist nach einer vollen
Abwicklung des rollenden Kreises die abgelaufene Bahn
1 e L : M

—— des Umfanges des festen Kreises.

" 1

Beweis: Die Umfiinge verhalten sich wie die Radien.

Die Evolute der Epizykloide.

Hilfssatz: Rollen zwei Rollkreise (JM; und M,) auf je
elnem von zwel konzentrischen festen Kreisen ('), sodak der
innere Rollkreis (M,) beide festen Kreise berithrt und die

gemeinsame Tangente (B, B,) der Rollkreise durch den Mittel-
punkt (' der festen Kreise geht, so verhalten sich die Radien
der Rollkreise wie die der festen (Fig. 81).
Beweis: Man zieht die Radien 7; und 7, zu den Be-
rithrungspunkten der gemeinsamen Tangente. Dann ist:
7y M, C r, + Ry

TB B 41'_[3 (.f 3 ra ‘I‘ .11’2

Yy To _1_ ry l_lj-g = ’J‘l Yo '+_ }'.:3 j'!jl
A T2
'y _!11

'3'2 i I!}_\




Die Konstruktion dieser Kreise ergibt sich aus
der Proportion 7y : R, = ry: By und R, = 27, + R,. Wire

z. B. vy : By — 2:3 gegeben, so teilt man
R, .22 8 — 7 Teile

und der zweite Teilpunkt ist der Mittelpunkt des inneren
Kreises. Das Verhiiltnis der Kreise ist dann

kel — 9:8 = riop

Die Evolute. Ahnlich wie bei der Zykloide zeichnen

[
L

wir den Stand des Rollkreises, wenn z. B. — seines Umfanges

5 F

abgerollt 1st (Fig. 82);
alsdann zeichnen wir auch
die inneren Rollkreise
nach der vorigen Kon-
struktion hinzu. Dannist:
Bg— Fg
nach Konstruktion. Wir
ziehen jetzt die Sehne
B ¢ und verlingern sie
bis zum Schnitt C mit
dem mnern Kreise. Da
sich die Radien der Roll-
kreise wie die der festen
verhalten, so verhalten
sich auch ebenso entsprechende Bogen. B¢ : CQ = I'Q : I ¢),.

Fig. 82.

T /"T_“"\ - g .
Da nun B ¢ = F ¢ nach Konstruktion 1st, so 1st auch
(}(J e _‘1 @l'

Wenn also der kleine Rollkreis auf dem inneren festen
Kreis von ¢ bis I} rollt, so hat sich der Punkt C um f{TC‘
gedreht, ist also an die hochste Stelle, also nach I’ geriickt.
C und F' sind also Punkte einer zweiten Epizykloide.

Wie bei der Zykloide, so ist auch hier B (' sowohl
Tangente der inneren, als auch Normale und Kriimmungsradius
der #duBeren Epizykloide. Die innere ist also Evolute der

~

Diisin g, Leitfaden der analytischen Geometrie, {
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duberen, die #duBere ist KEvolvente der innern und (' der
Kritmmungspunkt fiir 5.

Konstruktion der Evolute: Man erhilt die Evolute
der Epizykloide, indem man die Normale, z. B. B ¢ der
Epizykloide iiber den FubBpunkt ¢) hinaus im Verhiltnis der
Radien der Rollkreise verlingert. — Dies Verhiiltnis war bei
der Zykloide 1:1. — Durch entsprechende Verlingerung der
Tangente nach aufen erhiilt man die Evolvente aus der Evolute.

Die Linge der Epizykloide F C ist dhnlich wie bei
der Zykloide gleich dem Kriimmungsradius B € ihrer Evol-
vente; also ist die ganze Lénge einer Epizykloide gleich der
doppelten Summe der Durchmesser der Rollkreise.

r + By

T =1 — 87
=4 =S s e e

Hypozykloide.

Erklirung: Rollt ein Kreis in einem anderen ab, den
er von innen beriihrt, so beschreibt jeder seiner Punkte eine
Hypozykloide (Fig. 83).

Die Konstruktion ist der der Epizykloide entsprechend.
Die  konzentrischen
Kreise liegen hier
nnerhalb.

Die Tangente
geht durch den hoch-
sten, d. h. hier den
1 nnersten, die Normale
durch den tiefsten, d. h.
hier den #Hubersten
Punkt des Rollkreises.
Je Beweis wie oben.

Auch hier ist die
nach einer vollen
Abwicklung abge-
83. laufene Bahn




1 r s
T des festen Umfanges, wenn der Halbmesser des
_ , i
. i . . = [
festen Kreises n — = mal so grob ist, wie der des Rollkreises.

Hypozykloide Gradfithrung.

Lehrsatz: Ist der Halbmesser K G des Rollkreises
halb so grof wie der des festen Iy G, so ist die Hypozykloide
eine Gerade und zwar der Durch-
messer (Fig. 84).

Beweis: Wir wollen den Weg
eines beliebigen Punktes B; des Roll-
kreises feststellen. Wir verbinden B,
mit den Mittelpunkten K und G.
Dann ist Iy, K B; doppelt so grok
wie F, G B;. Da sich also die
Zentriwinkel umgekehrt verhalten wie
die Radien, so sind die zugehorigen
Bogen gleich, d. h. By Iy = B, I.
Der Kreis ist also vom
Fugpunkt F; bis B, ge-
rollt und B, bewegt sich
hierbei auf dem Durch-
messer von b; mach
B,; ebenso bewegt sich
oleichzeitig Iy nach I,
Die Punkte des Roll-
kreises bewegen sich
also auf geraden Linien
und zwar auf Durch-
messern.

Kreisevolvente.
Erklirung: Denkt
man sich um einen Kreis Fig. 85.




e o e

i
H
i
by | |
{

— 100 —

einen Faden gelegt und wickelt man diesen von einem Punkte,
z. B. A aus ab, so beschreibt dieser Punkt A4 eine Kreis-
Gvolventel(Fig. 85). Stellt man sich statt dessen vor, dak eine
Tangente auf einem Kreisumfang rollt, so beschreibt jeder
Punkt der Tangente ebenfalls eine Kreisevolvente.

Die Konstruktion ergibt sich aus dieser Erklirung.
Man trigt von 4 aus gleiche Teile auf dem Kreise ab. Durch
jeden Teilpunkt des Bogens zieht man eine Tangente und
macht die erste gleich 1, die zweite gleich 2 dieser Teile usw.
Die Endpunkte sind Punkte der Kreisevolvente.

Ubersicht iiber die hisherigen Rollkurven.

Die erwiihnten Rollkurven konnen als Spezialfille der
Epizykloide oder der Hypozykloide aufgefaft werden. Bei
der Zykloide ist der Bahnkreis unendlich grof. Bei der Kreis-
evolvente ist der Rollkreis unendlich grof. AuBerdem kann
man die Hypozykloide als eine Epizykloide mit negativem
Rollkreis auffassen.

Verldngerte Zykloiden.
Denkt man sich mit dem Rollkreis einen Punkt auller-
halb (z. B. 4,) oder innerhalb (./;) fest verbunden, so beschreibt

Verlangerle Zykloide.

| |
1.&} Fig. 86, \:-)ﬁ;
dieser Punkt eine verlingerte (4,) oder verkiirzte Zykloide (/;)
(Fig. 86).
Dasselbe tritt bei verlingerten Epi- und Hypozykloiden ein.
Bei der verlingerten wie verkinrzten Zykloide ist die
Bahn dieselbe geblieben, wiihrend bei der verlingerten der
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Punkt A4; emmem groBeren, bei der verkiirzten Zykloide der
Punkt .J; einem kleineren Kreis als der Rollkreis entspricht.

Trochoiden entstehen #hnlich wie die Zykloiden. Der
Kreis rollt aber mnicht blof, sondern eilt gleichzeitig durch
Vorwiirtsgleiten vor oder bleibt durch Riickwiirtsgleiten zuriick.
Man trigt statt der Teile der Peripherie beliebige, aber gleiche
Stiicke auf der Bahn ab; diese Wegestiicke konnen linger
oder kiirzer sein als die Teile der Peripherie.

Die stirker gekriimmte Trochoide entsteht, wenn der
Rollkreis trotz seiner Drehung auf einer glatten Bahn im
Vergleich zum reinen Abrollen zuriickbleibt (bei den Loko-
motivridern wihrend des Anfahrens und beim Slip der Schaufel-
rider). Beil ihrer Konstruktion trigt man kleinere Sticke
auf der Bahn ab, als die Teile des Umfanges betragen. Die
gekriimmtere Trochoide ist mit der verlingerten Zykloide iden-
tisch. Als Grenzfall, wo die Vorwirtshewegung gleich Null
ist, entsteht ein Kreis.

Die flache Trochoide entsteht, wenn der Rollkreis sich
rascher fortbewegt, als seiner Abwicklung entspricht (bei der
Kurbel eines Fahrrades). Ebenso entsteht sie, wenn ein Rad
n seiner Umdrehung so gebremst wird, dak es zum Teil auf
der Bahn gleitet (beim Einfahren in die Station). Bei ihrer
Konstruktion trigt man grofBere Stiicke auf der Bahn ab,
als die Teile des Umfanges betragen. Die flache Trochoide ist
mit der verkiirzten Zykloide identisch. Als Grenzfall, wenn
das Rad sich nicht mehr dreht, entsteht eine Gerade.

Der Mond macht im Jahre etwa 12 Umdrehungen um
die Erde im Abstand von rund 384 000 km, wihrend die Erde
gleichzeitig einen Umlauf um die Sonne im Abstand von rund
150000000 km macht. Der Mond beschreibt folglich angenéhert
eine verkiirzte Epizykloide, d. h. eine flache Trochoide.

Zykloiden- und Evolventenverzahnung.
Das Ubersetzungsverhiiltnis zweier zusammenarbeitender Zahnrider
soll konstant bleiben, die Rider sollen sich also |gleichférmig, d. h.
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit drehen, Diese Bedingung wird
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nach dem Verzahnungsgesetz erfiillt, wenn die Normale im jeweiligen
Beriihrungspunkt (Eingriffpunkt) der Zahnprofile stets durch denselben
Punkt O der Verbindungslinie M, M, der Wellenmitten geht (Fig. 87).
Dieser Punkt O teilt dann die Gerade IM; M, im umgekehrten Verhilt-
nis der Winkelgeschwindigkeiten der beiden Réder. Die durch O
gehenden Kreise sind die Teilkreise, ihre Punkte haben dieselbe Um-

Flg. 87.

fangsgeschwindigkeit. Die Eingriffpunkte ktnnen auf einer ganz be-
liebig gestalteten Kurve (der Eingrifilinie) liegen. Die Beurteilung der
Verzahnung gestaltet sich indessen leichter, wenn man als Eingrifflinie
einen Kreis oder eine gerade Linie withlt. Man erhélt dann als Zahn-
flanken zyklische Kurven und hat dadurch den weiteren Vorteil der ein-
fachen Konstruktion der Zahnprofile und der genauen Formgebung bei
der Bearbeitung der Zihne.

Dab die zyklischen Kurven das oben genannte Verzahnungsgesetz
erfilllen, zeigen folgende-Betrachtungen:
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1. Zykloidenverzahnung (Fig. 87): LBt man auf jedem der
beiden Teilkreise I und IT die Rollkreise B, und R, sich abwilzen, so
erhilt man die Epizykloiden O F; und O E, sowie die Hypozykloiden
0 H, wnd O H,, Einem beliecbigen Bogen des Rollkreises Ry, z. B.

—_— — —

O A, entsprechen die Wilzungshtgen O 4, und O 4,, und diesen die
Kurvenpunkte B; beziiglich B,, die man in der friher (Seite 95) an-
gegebenen Weise erhilt. Der Rollkreis R, hat dann die Lagen Ry
bzw. R,". Denkt man sich nun diese Kreise R,/ und R,” sowie die
Kurven O F, und O H; mit den Teilkreisen I und IT starr verbunden,
and dreht die Teilkreise im Sinne der Pfeile so, daB sie aufeinandexr-
rollen, ohne zu gleiten, so werden, weil t’ﬁ - @ ist, die Punkte
A, und 4, zugleich nach O kommen; die Kreise R, und R,"” decken sich
dann mit R,, und weil 4; B; = 4,8, = 0 A= 0O B ist, fallen die
Punkte B, und B, mit B zusammen, d. h. die Eingriffpunkte liegen auf
dem Kreise B, Da weiter 4; B, und 4, B, die Normalen der Kurven
sind, weil sie durch den tiefsten Punkt des Rollkreises gehen, so muf
auch OB die gemeinsame Normale im Berithrungspunkt B sein; diese
geht demnach durch Punkt O, exfillt also das Verzahnungsgesetz. Ahn-
liche Verhiiltnisse liegen beim Eingriff der Kurven O E; und O H, vor,
welche vom Rollkreis R, erzeugt werden.

Wird der Radius des Teilkreises IT unendlich groB, so geht dieser
Kreis in eine Gerade iiber, man erhilt eine Zahnstange; die Epizykloide
0 E; und die Hypozykloide O H, werden dann Zykloiden.

9. Evolventenverzahnung (Fig. 88). :Die Gerade 4, 0 4, ist
die gemeinsame Tangente der beiden Grundkreise I und II. Die Punkte
A, und A4, sind ihre Berithrungspunkte. DurchWilzen der Geraden O Ay
auf Grundkreis I entsteht die Evolvente O Ej, durch Wilzen der Geraden
0 A, auf dem Grundkreis II entsteht die Evolvente U E, Die Walzungs-
bogen A;.B; und A, B, seien gleich. Dem Punkte B; entspricht der
Kurvenpunkt P, dem Punkte B, der Kurvenpunkt P,. Denkt man sich
die so entstandenen Kurven und die Geraden B; P; und B, P, mit den
Grundkreisen starr verbunden, und diese so in Richtung der Pfeile ge-
dreht, daB ihre Punkte dieselbe Umfangsgeschwindigkeit haben, so werden
zugleich Punkt By nach A4, und B, nach 4, fallen. Die Kurvenpunkte
P, und P, kommen dann auf die Tangente A, A, zu liegen, da ja auch
B, P, bzw. B, P, Tangenten der Grundkreise sind. Punkt P; und P,
miissen auf A4, 4, zusammenfallen, da:

o - e
TP, e A0
J)je_; 13-3 = _-"I-J O = .312 Bg

B B A S A= A4, A, — Konstante.
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Die Evolventen berithren sich also stets auf Ay 45, d. h. die Eingrifi-
linie ist eine Gerade. Da ferner B, P, und By, P; Normalen der Evol-
venten sind und bei der Drehung auf A, 4, fallen, so geht die gemein- f
sam Normale im Beriihrungspunkt stets durch Punkt O. !

|
|Fig. 88.
Da ferner A4 M;0A; ™ M, 0 A,
. M, A, MO
et Mo d, — M0
L]

Bei gleicher Umfangsgeschwindigkeit in den Grundkreisen sind also
auch die Umfangsgeschwindigkeiten in den Teilkreisen gleich, und
O teilt die Gerade M, M, im umgekehrten Verhiiltnis der Winkel-
geschwindigkeiten der Rader. Das Verzahmmgsgesetz ist also erfiillt.
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Andere Kurven.
Die Adiahate.

Ahnlich wie bei der Isotherme (Seite 68) nehmen wir
1 ¢bm Gas von 8 atm Druck und lassen dies Gas sich aus-
dehnen (Fig. 89). Bliebe die Temperatur des Gases dieselbe,
so wiirde es sich isothermisch ausdehnen, wie frither besprochen
wurde. Wird aber keine Wirme von aufen zugefithrt, so
sinkt die Temperatur wihrend der
Ausdehnung. Infolgedessen sinkt
der Druck in stirkerem Make, als
das Volumen zunimmt, und zwar ist:

4 ERT
4 L (N (in )
Po (e

A

wobei k= 1,4, dem Verhdltnis der
spezifischen Wiirmen der Gase ist.
Die Gleichung der Adiabate ist also:

IR A ST TS

vk - Po=0" 1= Konstante — (.

Wir berechnen nun eine Ta-
belle, indem wir der Reihe nach
v = 8, 4, 2 und 1 setzen und die
zugehorigen Drucke berechnen; die
Konstante ist hier ('=11%.8=28.

Alsdann wird auf der horizon-
talen Achse das Volumen und auf Fig. 89.
der vertikalen der zugehorige Druck '
abgetragen, und man erhilt eine Kurve, die der adiabatischen
Ausdehnung des Gases entspricht. Diese Kurve ist steiler als
die Isotherme.

Inhalt: Um den Inhalt einer unter der Adiabate liegenden
Fliche zu finden, zerlegen wir diese Fliche in vertikale Streifen.
Jeder hat die Hohe p und die Breite 4 v bzw. dv, sein In-
halt ist also dF=p-dv. Die Fliche ist demnach im all-

gemeinen :

B
g
IF.
4
E
£
5
§
E
¥
i

R e = e

P e i)




s

Sl : 0 :
F=/dF= [p-dv —f;— cdv=/C v=%-dv

Die Fliche von v»; bis v, ist also

g vs
U - . (T. .....Ifl-_z__] (1’
1" f (.' « k. g‘!rlr- = [__ ;_ —I_ I I = — 0 4 ("P;i] =l il ?'i = “‘4}

= e 1 )
EiE D_;'I: (:.-I-U..I 1ol I‘,.f_l_?.-'l 5

Die so berechnete Fliche stellt die Arbeit dar, welche das
Gas bel seiner adiabatischen Ausdehnung von v, bis », leistet.

Als Beispiel sei (! — 8 und v, — 2 c¢bm, v, — 3 cbm.

Polytropische Kurven: Kurven, deren Gleichungen
die allgemeine Form »" - p = Konstante = ' haben, nennt man
polytropische Kurven. Fiir n =1 ergibt sich die Isotherme,
deren Inhalt frither berechnet wurde.

Die Sinuslinie.

Man teilt den Umfang eines Kreises vom Radius F =1
Léngeneinheit in beliebig viele Teile und trigt die Linge der
Bogenstiicke aneinander auf eine
horizontale Achse ab. Die ganze
Strecke 1st also gleich 2 s - Ein-
heiten, gleich dem ganzen Um-
fang; in Fig. 90 ist nur der
halbe Umfang = abgewickelt.
Alsdann trigt man den zu jedem
Bogen # des Einheitskreises ge-
horigen Sinus y an der zugehorigen Stelle der horizontalen
Achse als Ordinate senkrecht nach oben ab. Die Verbindungs-
linie der Endpunkte der Ordinate heit Sinuslinie. Ihre
Gleichung i1st y = sin .

Fig. 90.

Die Steigung: Durch Differenzieren der Gleichung

dy St e
= ¢0s #. Die Sinuslinie
dx

steigt also so, wie der Cosinus des betreffenden Winkels angibt.

Y = sinz erhilt man die Steigung
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Bei 0° betriigt der Cosinus 1, mithin ist die Steigung
hier gleich 1. Der,zugehorige Steigungswinkel ist demnach
45° da tg 45°= 1 ist. Bei 0° steigt also die Tangente der
Sinuslinie unter 45° an.

Setzt man die Steigung 3 = cosz gleich Null, so erhilt

e A . 7T Ll 2]
man die Lage des Maximums bei -, d.h. bei T des Umfangs und

des Minimums bel 5 d. h. be]-I des Umfangs. Beide Extrem-

werte sind gleich dem Radius, also hier gleich + 1.

Setzt man den zweiten Differentialquotienten y" — — sin z
gleich Null, so erhilt man bei 0, 7z und 2 = einen Wendepunkt.

Ahnlichkeit: Ist der Radius des Kreises mnicht 1,
sondern 7, so sind alle Lingen der neuen Sinuslinie » mal so
grofs., Alle Sinuslinien sind einander dhnlich.

Die Steigung (cos#) ist nur vom Winkel 2 abhiingig,
nicht vom Radius; sie ist also bei allen Sinuslinien an ent-
sprechenden Punkten gleich grof.

Inhalt: Wenn man sich die von der Sinuslinie be-
grenzte Fliche in senkrechte unendlich schmale Streifen zer-
legt denkt, so hat jeder Streifen die Hohe # - sinz und die
Grundlinie 7 - d #, demnach die Fliche

dF=+?.sinz-dz.

Die gezeichnete, dem halben Umfang entsprechende Fliche

1st also:

7T JT b 4
F—/r?. sing-doe=1%fsinz - do=— r? | cos 7]
0 {0 0
— 2 (cosm —cos0) =—1r2(—1—1)=2¢%

Die Fliche der Sinuslinie ist also gléich dem doppelten
Quadrat des Radius. Man priife dies Resultat durch Zeichnung.

Die Inhalte verschiedener Sinuslinien verhalten sich wie

die Quadrate der Radien').

1) Elektrotechnische Anwendungen der Sinuslinie finden sich:
Flemente der Differential- und Integralrechnung v. Diising. Seite 78 u. 9
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Sinoide.

Trégt man nicht die Sinus selbst, sondern Vergroferungen
oder Verkleinerungen dieser Stiicke senkrecht nach oben auf,
so erhiilt man als Kurve eine Sinoide. Eine solche Kurve be-
kommt man auch, wenn man die Sinus zwar selbst in wahrer
Grofie, aber die Bogen vergrofert oder verkleinert auftrigt.

0K L

=

Allgemeine Betrachtungen an Kurven.
Die Bogenlinge.

Die Linge s einer beliebigen Kurve (Fig. 91), die zwischen
zwel den Abszissen 2, und z, entsprechenden Punkten der
Kurve liegt, denkt man sich in
unendlich kleine Teile zerlegt.
Jedes Teilchen d s ist dann:

ds="V(dz)® + (dy)* =

l/-‘ it (r_f’ff‘)f(-,lr

adz,

Die Linge der Kurve zwischen den
| Abszissen #;, und z, ist also:

o Xi I g :/l/l __}_ (_(g?’_:__)g{?:{r.
dx

Die Flédche.

Den Inhalt der Fliche zwischen einer Kurve, der Abszissen-
achse und den Ordinaten %, und y, haben wir bei den Kegel-
schnitten wiederholt berechnet. Ahnlich wie bei diesen zer-
legen wir auch bei einer beliebigen Kurve mit bekannter
Gleichung die Fliche in senkrechte Streifen von der Lénge y
und der Breite d«. Dann ist jeder Streifen 4 - d#. Die Fliche
zwischen y, und y, ist also:
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i / i / — f(2) - dw

Oft sind Flichen von Kurven begrenzt, deren Gleichung
niecht bekannt oder sehr verwickelt ist. Der Inhalt kann
dann auf verschiedene Weise ermittelt werden.

oeind | Bl T T
L |
o | |

Y e Yoo 1Ve

1= \\ |
\\___L__/

Fig. 92.

a) Trapezregel (Fig. 92): Man teilt die gegebene Fliche
in eine beliebige Anzahl Streifen von der gleichen Breite &
und sieht die Streifen als Trapeze an. Dann ist Streifen
F;, F, usw.:

= Yo + W
=uh

2

oy Y1+ Ya
4 2

Bl ’..’.'.7_1' Js

: = 1 1
Die ganze Fliche I'—h (é‘l S _J;ﬁ)

An Stellen mit starker Kriimmung zerlegt man die Streifen
in schmilere Streifen durch Zwischenordinaten und-kann die

zerlegten Streifen fir sich nach der Trapezregel berechnen.
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b) Simpsonsche Regel: Man teilt die gegebene
Fliche durch Ordinaten in eine gerade Anzahl von Streifen
mit gleicher Breite &, z. B. in Fig. 98
in 2 Streifen. Die Ordinaten sind y,,
Y1, Ya. Wir verbinden A mit G und
ziehen durch IV eine Parallele zu A G.

Bei der Simpsonschen Regel
wird angenommen, daf der Bogen
A G ein Parabelbogen sei. Dann ist
Jo N Ye der Inhalt des Segmentes 4 I G =723
vom umschlieenden Parallelogramm.
Dieses Parallelogramm hat die Hohe

/7 . h 2 b und seine Grundlinie 2\ ¥y ist die
B | |FF Differenz von %, und der Mittellinie
Big. 93. des Trapezes A4 B F (.
y Yo + Yo 2 — Yo — UYs
A L

Das Parallelogramm hat also den Inhalt 24 - A .

5 ey , 2 2 21— Yo— Yo
Parabelsegment — 3 2h - LHy=—— -2 -h=— do
3 3 =
Je :
e (4 2% — 2 1)

Hierzu kommt noch das Trapez:

9

it 7 s Yoty
ABFG—opfo T % =3 T 3 1)
o

Als Summe von Parabelsegment und Trapez erhilt man

: : h
«die Fliche I} = — (49, — 2y, — 24 + 34, + 39,)
3] e
: /
Fy, = 5 O+ 4y + )

Diese Formel gilt auch fiir Flichen, welche oben und
unten durch Kurven begrenzt sind, z. B. F) in Fig. 94.
Ist nun die Fliche 4 B C D (Fig. 94) zu ermitteln. so

s

teilt man sie in eine gerade Anzahl von Teilen von gleicher



— 111 —

Breite k. Die berechnete Fliche F; ist Al 8
der erste Teil der gegebenen Fliche %
ABCD. Letztere ergibt sich als Summe :
der Teile:
T B
I B A A
| f e
_y{} }, y}? }{!}? IyS ‘ yB
¥ i
j:I ST i U!‘n Jl_ 4 f.lfl = UYa )
: / .
‘Il = _: ( Yo T 4 Y3+ Y
TR ' |
e ; ( Yo+ 4 Ys + o)
h

F=—Wo+4y+2y:+4Ys+ 2% +4Ys + Yo

Diese Formel liefert grofere Genaunigkeit als die Trapez-
regel, weil sich die Parabel besser als die Gerade an eine
Kurve anschmiegt. :

¢) Der Integrator (Fig. 95). Den Inhalt einer beliebig
begrenzten Fliche kann man auch ohne Rechnung durch Aus-
messen mit dem Integrator finden. An einem um D dreh-
baren Arm sitzt eine Spitze S und zugleich eine Rolle R,
welche beide auf dem Papier aufliegen. Umfihrt man mit der
Spitze S die Umrisse der gegebenen Fliche, so wird die Rolle

B 1L 7L chl e Lr T e

i
!'._
5
i
S

P I,
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durch Reibung auf dem Papier in Umdrehung versetzt. Wir
nehmen zunéichst an, die Rolle befiinde sich an der Spitze S.

Man denkt sich jetzt die gegebene Fliche durch Parallelen
in Streifen zerlegt (Fig. 96); diese kann man so schmal an-
nehmen, daf man sie als Rechtecke ansehen darf. Parallel
zu ihren langen Seiten legt man ein Lineal, an dem die mit

dR A 8
&) &
D

dem Drehpunkt D) fest verbundenen Rollen 4 und B entlang-
rollen. Fihrt man mit der Rolle iiber eine Seite, z. B. von
E bis R, so kénnen wir uns diese Bewegung der Rolle
zusammengesetzt denken aus einem Schieben der Rolle
ldngs ihrer Achse und einem Drehen der Rolle senk-
recht hierzu um ihre Achse (Fig. 96). Also ist die Drehung
auf dem Wege R I’

d:-— B R < sm .

Die Drehung ist also proportional dem Sinus
des Winkels zwischen dem Arm und der durch-
laufenen Strecke.

Befindet sich die Rolle nun nicht an der Spitze S, son-
dern bei B (Fig. 95), so fihrt sie bei ihrer Drehung sowohl
wie bei ihrer Schiebung dieselben Bewegungen aus wie dié
Spitze S, was man sich in Fig. 96 leicht hineinzeichnen kann,




=l SR

Beim Durchlaufen der Seite S 7= a (Fig. 97) betrigt

die Drehung also + @ - sin «.
Beim Zuriicklaufen auf der unteren Seite N F' betrigt die
Drehung — @ + Sin @,
S 5 g - r
Nach Fig. 97 ist: sin e = T
: r --i- 4’)
SIn @y = —

Fig. 97.

Die Drehung beim Durchlaufen der oberen und unteren
Seite betrigt also:
r b e ab

(Ii—-ua, e - (9 p—p) — —
= BEase e i e =

Diese Drehung der Rolle ist also proportional
dem Inhalt ab.

Es bleibt noch das Durchfahren der Abstéinde links (S F')
und rechts (7'N). Denkt man sich diese in unendlich viele
kleine Teile zerlegt, so werden entsprechende Stiicke links
und rechts in entgegengesetztem Sinne und unter demselben
Winkel durchlaufen. Die Drehungen auf beiden Rechtecks-
seiten b heben sich also auf, auch wenn die Rolle R sich
nicht an der Spitze befindet.

Die Gesamtdrehung beim Umfahren des ganzen Recht-
eckes bleibt also — Q;b: also proportional dem Inhalt.

Umfihrt man nun das folgende, z. B. in Fig. 96 unter
S F N T liegende Rechteck, so heben sich die Drehungen
auf dem gemeinsamen Stick der Seite I'N auf.

Diising, Leitfaden der analytischen Geometrie. =

¢
;
E
E
E‘.
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¥
¥
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Statt also simtliche Rechtecke einzeln zu umfahren, braucht
man nur ihren Gesamtumrif, d. h. den Umri der gegebenen
Fliche, zu umfahren.

Die Rolle hat sich hierbei um einen

Teilung abliest.

Fi

08,

o3

Betrag weitergedreht, der proportional dem Inhalt ist und
welchen man an der auf dem Umfang der Rolle angebrachten
Die Teilung ist so gewiihlt, daB man direkt

den Inhalt zahlenmiifig erhiilt.

d) Polarplanimeter. Ge-
briuchlicher als dieser Integrator
ist das Polarplanimeter (Fig. 98
und 99). Es unterscheidet sich
vom vorherigen dadurch, dat die
Punkte A und B (Fig. 95 und 96)
zu einem vereinigt sind, der einen
festen Drehpunkt /' bildet.

Wir denken uns die gegebene
Fliche durch konzentrische Kreise
in Ringe zerlegt und stecken die
feste Nadel /' des Planimeters in
ihren Mittelpunkt.

Auch hier konnen wir uns die Bewegung der Rolle iiber ein
Stiick der Kreise aus einem Schieben der Rolle Lings ithrer Achse
und einem Drehen senkrecht hierzu um ihre Achse zusammen-
gesetzt denken. Die Drehung ist hierbei wie oben proportional
dem Sinus des Winkels zwischen Arm und der durchlaufenen
Strecke, d. h. hier zwischen Arm und Tangente an dem Bogen.

]
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Die Drehung der Rolle (Fig. 99) beim Bewegen tiber den
— e

Bogen 7, - [ des inneren Kreises ist demnach + ry - § - sin ¢
= . 5 , L ;- .
und beim duBeren Kreis — 1y - 8 - sin ;.

Nun ist aber in den gleichschenkligen Dreiecken IR
und D R

5 ¥
sin ¢ = 31 4
Diese Werte werden eingesetzt und
™ '}'.1
sin oy e=ad
ST

die Drehung beim Bewegen iiber den inneren und éuleren

Bogen ist also:

R e T
47, -f-sing — ¥y - F-SIn @y =
e N
i e Tk & e
2 1 25
1 Py oy iy ¥y - To:
1 2 2
ry - 8
v R R 1 =l :
Der Ausdruck ——— “_ oder — > Radius > Bogen ist
& = s .-‘.:) * J‘.:-. 5 ‘;
aber der Inhalt eines Sektors, dasselbe gilt von e -1
g 1 & &
Also ist die Drehung 7 < Differenz der Sektoren,
1 ; ;
s Inhalt des Ringes.

Diese Drehung ist also proportional dem In-
halt des Ringes.

Die Drehung beim Uberfahren der Abstinde der Kreise
hebt sich wie oben auf.

Ebenso braucht man nicht jeden Ring zu umfahren,
sondern nur den gesamten Umrif der Ringe, d. h. den Umrifs
der gegebenen Fliche. Die Gesamtdrehung der Rolle ist also
auch hier proportional dem Inhalt der ganzen Fliche. Man
liest diesen Inhalt an der Teilung auf dem Umfang der Rolle
ab. Wegen der einfacheren Handhabung wird in der Praxis
das Polarplanimeter dem Integrator vorgezogen.

!
f
¥
B
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Allgemeine Ableitung der Beriihrungsgrdfen.

Es sei der Punkt P; einer beliebigen Kurve (Fig. 100) mit
den Koordinaten #; und ¥, gegeben. Dann sei ¢ die Liénge
der Tangente und » die Linge der Normalen zwischen dem
Berithrungspunkt P; und der X-Achse: ¢ und # seien die ent-
sprechenden Projektionen von ¢ und » auf die X-Achse.

&

V4 ,tx 7’

Fig, 100,

Letztere seien zuerst berechnet:?!)

Die Subnormale %' = y, - tg « = ¥, -
™ '\' 1 1
Die Subtangente ¢ — i rall cal

tga Y

Hieraus ergibt sich:

Die Normale

|

x ¢ g 9 g 9 /- ’ fe
n=— Vn? + ¥? = th')"b"" i i BVl +y2

Die Tangente

Y= 5 . ) ]'
t = Vi + 4y = !/(‘?;) e l/l ol e

Diese Formeln gelten fiir jede Kurve, deren Gleichung
bekannt ist.

; iy ; '
) Anm.: Statt é schreibt man kurz /',



1. Anwendung auf die Parabel. Man berechnet
den Differentialquotienten 4 der Gleichung der Parabel

g2
aus und setzt ihn in obige Formeln ein. Es ergibt sich, dak

1
e Y
ist. Die Steigung beim Berithrungspunkt P; ist also L Setst
- R ' Y
man dies ein und y; = 2 p 2y, so erhilt man:
)
Subnormale n' = 4 f,r —=4))
1
A Yy 1 2 2px
Subtangente ¢ = e gt P l— 94
P p p
Normale
5 " PR o T
”:JIV 1+ "L‘ — % Vyl + 02 = Vi +p°
Yy Y1
Tangente
i Veses et e
o 19’1]/1 = l_l l/?r’x = 'j;;:__)"l—:"",'.b‘lz + 42,®

2. Anwendung uul' die Ellipse. _Der Differential-
quotient der Ellipsengleichung ist nach Gleichung (22):

- x b®
1 T e
Y ) a2
: : X . 2, b®
Die Steigung am Berithrungspunkt P; ist also: — e
1

und wird in obige Formeln eingesetzt unter Fortlassung des

Vorzeichens, weil nur die absolute Linge in Betracht kommt.

' u'}./‘l ?-12 .".{:-I ITJE
Subnormale n =y, ——=—5—
:!)"l a- a=
Subt tot a;, a®  ytad b —at0  a—ay’
ubtangentet —1 — == TR o
N 0T T 2, b7 Z, b2 %
x, bt
Normale n =1, Vl + - " ;‘”_

2 gt
Tangente =1, l/l - a pi

Sy s e Lo R

5
]
&

ik

T

axmer, wr -
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3. Anwendung auf die Hyperbel. Der Differential-
quotient der Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich von
dem der Ellipse nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen.
Da auch hier das Vorzeichen ohne Belang ist, so stimmen die
Formeln mit denen der Ellipse iiberein.

Sémtliche Formeln, die wir unter 1, 2, 3 fiir die Berithrungs-
groben der Kegelschnitte erhalten haben, sind dieselben wie
die friher auf Seite 41, 55 und 63 abgeleiteten.

Ubung: 1. Man berechne die Subtangente der gleich-
seitigen Hyperbel z y = (.

2. Welche Konstruktion von Tangenten ergibt sich hieraus ?

3. Man berechne die Subtangenten der héheren Parabeln
Y — &

Die Kriimmung.

Legt man an eine Kurve, z. B. an eine Ellipse, Fig. 101,
eme Tangente, so kann man durch ihren Beriihrungspunkt
unendlich viele Kreise
zeichnen, welche die-
selbe Tangente bertihren.
Ellipse und Kreise haben
hier dieselbe Steigung,
also auchdenselben ersten
Differentialquotienten.

Da nun eine Tangente
durch Drehung einer
Sehne entstanden ist, so
hat sie mit der beriithrten
Kurve zwei im Berithrungspunkt zusammenfallende Punkte
gemeinsam. Alle in Fig. 101 gezeichneten Kurven haben eine
Tangente und demnach zwei im Berithrungspunkt zusammen-
fallende Punkte gemeinsam, sie berithren sich.

Unter den gezeichneten Kreisen schmiegen sich viele am
Bertihrungspunkt der Ellipse durchaus nicht an; die links-
liegenden kriimmen sich sogar nach der entgegengesetzten
Seite, obwohl sie zwei zusammenfallende Punkte mit der
Ellipse gemeinsam haben.

Fig. 101.
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Schon der Augenschein lehrt, daf unter den vielen mdog-
lichen Kreisen einer sein wird, der sich der Kriimmung der
Ellipse im Berithrungspunkt besonders gut anschmiegen wird,
also wohl mehr als zwei, vielleicht drei zusammenfallende
Punkte mit der Ellipse gemeinsam haben wird. Ein solcher
Kreis heift Kriimmungskreis, sein
Radius Krimmungsradius. Seine
Beziehungen zur Kurve sollen untersucht
werden.

Wihrend wir frither eine Sehne
drehten, bis ihre beiden Schnittpunkte
zesammenfielen und sie zur Tangente
wurde, wollen wir jetzt zw el benach-
barte Sehnen nehmen (Fig. 102). Sie
haben einen Schnittpunkt gemeinsam und werden so lange
gedreht, bis auch die beiden anderen Schnittpunkte mit
diesem zusammentallen und aus den zwei Sehnen zwei
unmittelbar benachbarte Tangenten werden, die mit der Kurve
dreizusammenfallende Punkte
gemeinsam haben.

DerKrimmungskreis
einer Kurve hat mit ihr drei 8
Punkte und demnach zwel
auf einander folgende Tan- E;
genten gemeimsal.

Um dies besser iiber-
schauen zu konnen, sind 1in
Fig. 108 zwei solche unmittel-
bar nebeneinander liegende
Tangenten angedeutet. Je mehr
die Steigung der beiden Tangenten von einander abweicht,
desto stirker ist auch die Kriimmung der Kurve an dieser
Stelle.

Die Steigung der Tangente ist dieselbe wie die der Kurve
an der betreffenden Stelle, ist also gleich dem Differential-
quotienten y der Kurvengleichung an der Stelle P, bezw.

Fig. 102.

Fig. 108.
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Py; dieser sei mit ¢, bezw. Y» bezeichnet. Der Unterschied
der Steigung der Tangenten ist also:
Yo—Y1 = Ay
Wir bestimmeu das Verhiltnis dieses Unterschiedes A 4 zu
4 x und erhalten:
Yo—4y _ Ay
,r.’! o s _; Wi
Riicken die beiden Punkte Ly und P, zusammen, so wird
dieser Ausdruck zum zweiten Differentialquotienten !):

- o y .f||l_|l
al) _"_'i e ~ d(dy)
E TR T )R

Obigen Ausdruck schreibt man nun der Kiirze halber:
d? y y
; oder y
N!.-f."'
Da Kriimmungskreis und Kurve zwei benachbarte Tangenten
D D
gemeinsam haben, so nimmt die Steigung der Tangenten fiir
beide Kurven um
denselben  Betrag,

iy

néimlich um den des
zweiten Differential-
quotienten zu. Der
Krimmungskreis
emer Kurve hat mit
ihr also nicht nur den
ersten, sondern auch
den zweiten Differentialquotienten gemeinsam. Kin Kreis,
der eine Kurve beriithrt, hat mit ihr nur den ersten
Differentialquotienten gemeinsam.,

Ist 4, > ¥, so ist ¥ positiv, und die Kurve ist von
oben betrachtet hohl (konkay). (Fig. 104 @ und d.)

Ist s << 91, so ist ¥" negativ und die Kurve von oben
betrachtet gews1bt (konvex). (Fig. 104 b und e.)

(]

" pos. y neg. y'neg. y"pos.
Y pos. yoneg.

Fig. 104 u—d.

') Elemente d. Differential- u. Integralrechnung v. Diising, S. 30.
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Ist 4, = y,, so ist " —= Null, und die Kurve schmiegt
sich an dieser Stelle in drei zusammenfallenden Punkten an
die Tangente an. War 4" auf der einen Seite des Beriithrungs-
punktes positiv, auf der anderen negativ, so wechselt die
Kurve hierbei ihre Kriimmung. Einen solchen Punkt nennt
man Wendepunkt.

Die Art und das Mag der Kriitmmung wird also durch
den zweiten Differentialquotienten bestimmt. Die
Art und das Mak der Steigung wird, wie wir frither ge-
sehen haben, durch den ersten Differentialquotienten

bestimmt.
Hat man einen Extremwert bei einer Kurve gefunden,
indem man y = 0 setzte und hieraus das z des Extrem-

wertes berechnete, so kann man fiir diesen Punkt %" berechnen
und sieht hieraus, ob die Kurve an dieser Stelle gewdlbt oder
hohl ist, ob hier also ein Maximum (3" negativ) oder ein
Minimum (y" positiv) gefunden wurde.

Lage der Kriimmungskreise.

Um sich die verschiedenen Arten der Beriihrung eines
Kreises und eines Kegelschnittes, z. B. einer Ellipse, klarzu-
machen, legt man zunichst einen Kreis quer durch die Ellipse
(Fig. 105 A). Er schneidet sie im allgemeinen in vier Punkten.

Dann schiebt man den Kreis allmihlich nach unten. Die
Schnittpunkte I und ZI nidhern sich und fallen schlielich
zusammen (Fig. B). Der Kreis hat also bei der Berithrung
zwei zusammenfallende Punkte mit der Ellipse gemeinsam und
schneidet die Ellipse noch in zwei andern Punkten.

Lift man den Kreis allmithlich wachsen, so fillt schlief-
lich auch Punkt III in den Beriihrungspunkt I 1. Wir haben
also eine Berithrung mit drei zusammenfallenden Punkten:
der Kreis ist ein Krimmungskreis (Fig. ).

Schiebt man den Kreis von Fig. 4 nach links, so néhern
sich die Punkte I und IV. Liegt nun der Mittelpunkt des
Kreises auf der X-Achse, so fallen schlieglich Punkt I und
IV auf der X-Achse zusammen (Fig. D).
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LaBt man diesen Kreis jetzt klemer werden, so niihern
sich auch /I und I/l dem Scheitel und fallen schliefilich mit
ihm zusammen (Fig. £). Hier haben Kreis und Ellipse vier
zusammenfallende Punkte gemeinsam. Einensolchen Kriimmungs-
kreis nennen wir ,Hauptkrimmungskreis®.

s ]
DD
ONT

A

7
&ﬂ—
7
7
o
Fig. 105 (4—F).

Aus Fig. D) und FE geht hervor, dag die vier Schnittpunkte
nur dann zusammenfallen kénnen, wenn sie sich symmetrisch
nihern, d. h. wenn der Mittelpunkt auf der Achse liegt.
Haouptkriommungskreise konnen also nur an den vier

Scheiteln der Ellipse liegen. Bei der Parabel und jedem
Hyperbelast gibt es nur einen Hauptkriimmungskreis.

Berechnung der Hauptkriimmungskreise der Kegelschnitte.

Diejenigen Kriimmungskreise, welche die Kegelschnitte
an einem Scheitel berithren, sind wie gesagt die Haupt-
kriimmungskreise. Ihr Radius kann auf folgende einfache
Weise berechnet werden

1. Bei der Parabel: Der Scheitel ist beiden Kurven
gemeinsam, seine Koordinaten miissen also sowohl die Gleichung
der Parabel wie die Scheitelgleichung des Kriimmungskreises
erfiilllen. Erstere lautet:

y' = 2 px

Letztere (Gleichung 11): 9 = 2 v 2 — a?
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Folglich gilt fiir den Scheitelpunkt z,y;:
2% = 2 rz; — 2
2p=27r—uxn
Da nun fiir den Scheitel #; = 0 ist, so ist
i P-

Der Radius des Hauptkriimmungskreises einer Parabel ist
also gleich dem halben Parametfer und gleich der Ordinate
im Brennpunkt (Fig. 106).

2. Bei der Ellipse: Ihre
Scheitelgleichung (Gleichung 24)
lautet :

2 p2 b>

% = x — — 2
a a* |

Die Scheitelgleichung des Kreises:

Y = 2irw—at

Die Koordinaten z; y, des Scheitel-
punktserfiillenbeide Gleichungen:

&b h%=o. ;
p = E’Sl = Fz :»I.-‘]z — Z r :f-[ === J.-']z
2 h?
e el
Da nun 2, = 0 ist, so ergibt sich Fig. 106.
2 b2
=2 — o
il
b
P = — =17
a 1

Auch hier ist der Radius des Hauptkriimmungskreises

gleich der Ordinate im Brennpunkt. Rechnet man auf
shnliche Weise den Radius des oberen Hauptkriimmungs-
kreises aus, so erhilt man
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3. Beider Hyperbel. Die Rechnung wird ebenso durch-
gefiihrt wie bei der Ellipse und liefert dasselbe Resultat:

a
Auch hier erhalten wir also einen Radius, der ebenso
grob ist wie die Ordinate im Brennpunkt.
4. Hauptkrimmungskreise der gleichseitigen
Kegelschnitte. Sowohl fiir den Kreis wie far die gleich-
seitige Hyperbel ergibt sich®

s =iy

Konstruktion der Hauptkriimmungskreise.

1. Bei einer gezeichneten Parabel ist p durch den
Brennpunkt oder die Leitlinie gegeben; gegebenen Falls kann
. man p auch als Subnormale
finden.

2. Bei der Ellipse: Man
schligt iiber § O einen Halb-
kreis (Fig. 107) und mit & als
Radius einen Kreis um S; beide
schneiden sich in P. Dann

2 ist die Projektion S M, von
o 'Rf der Strecke S P oder b auf
) S die groBe Achse gleich dem
4 gesuchten Radius 7 des Haupt-
oVt kriimmungskreises. Es 1st
Fig. 107. niamlich
2
b2 = S P* = ra, also r — :7

Sucht man den oberen Hauptkritmmungskreis, so verbindet
man die Endpunkte von & und ¢, nimlich B und A, mit-
einander und errichtet in 4 auf A B ein Lot, welches auf
der unteren Hiilfte der Y-Achse eine Strecke abschneidet, die
gleich dem gesuchten Radius R des Hauptkriimmungskreises
ist. Hier ist néimlich
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g —"b T also ) = --(;;

3. Bei der Hyperbel: Man errichtet auf der Asymptote
(Fig. 108) im Schnittpunkt mit b, ndmlich in B, ein Lot. Dann
ist die Projektion dieses Lotes
auf die X-Achse der gesuchte
Radius . Es ist nimlich

= b2
U2 =g -y also r =
il
- . > - ':-I‘
Bei allen drei Kegel- B

schnitten kann man auch im
Brennpunkt eine Ordinate er-
Jichten. Diese ist gleich dem
gesuchten Radius des Haupt-
kriimmungskreises. Fig. 108.

Allgemeine Ableitung der Kriimmungskreise von Kurven.

Obige Formeln und Konstruktionen gelten nur fir die

Hauptkriimmungskreise der Kegelschnitte. Diese liegen an
den Scheiteln. Will man den Kriimmungskreis an einem
anderen Punkt der Kegelschnitte
oder fiirirgendeine andere Kurve
berechnen, so bedarf man einer
allgemeinen Formel, die jetzt
abgeleitet werden soll.

Der gesuchte Kreis hat an
der Berithrungsstelle denselben N
ersten (i) und zweiten Differen- |-
tialquotienten (y") wie die Kurve.
Wenn die Gleichung der Kurve K
gegeben ist, so kann man ihre
Differentialquotienten  berech-
nen. Setzt man diese in die
allgemeine Gleichung desKreises
ein, so likt sich aus der er- Fig. 109.
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 haltenen Gleichung die Lage des Kreises, also die Liéinge von «

und b der Figur 109 berechnen.
Angenommen, der Kreis um M sgei der Kriimmungskreis
fir Punkt (@, y) einer Kurve, so ist seine Gleichung:
—al+@—02=r2. . . . ¢ (D
Durch Differenzieren nach  erhélt man:

_ : o il
o e pyer s pprut R S Tgiie e S
' dx
durch nochmaliges Differenzieren bekommt man:
dy dy L2y
S S R
' dr dx Y ) o x?

Ferner durch 2 dividiert und kurz geschrieben gibt:

L= ()" =gy — byl =— 0
Also 1st:
L=y =y 14+ (y)? :
f" — ”‘ J_'_. J‘" i ".If _|_ : r!(‘” . . . (lll}
8 Y ' Y
Setzt man / in die obige Gleichung (IT) des ersten
Differentialquotienten ein, so lift sich hieraus auch « berechnen:
. el )" .
e o ,','u — iy 0
. , ) Y
Also 1st: Sl REnls
1 4+ ()"
6 = xr— "
e h Jljf

Aus diesen Formeln geht hervor, daf durch die Ko-

(IV)

ordinaten des Berithrungspunktes (. und y) und die Differential-

quotienten (y und y") der Kurve die Lage d. k. die Koordi-
naten des Mittelpunktes des Kriimmungskreises bestimmt sind.
Damit ist auch der Radius » des Kriimmungskreises gegeben,

indem wir ¢ und 4 in die Gleichung (I) des Kreises, die ja »
enthilt, einsetzen:

e el S EaA )2y 2 (1 L (g )23 2 :
()2 ( Ly ) i ( B
oY Y

ki) e }
S S ()28
AN (y")?

S
(0]

SV
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Hiermit ist also der Radius des Kriimmungskreises einer

beliebigen Kurve in einem beliebigen Punkte bestimmt.
¥ e e

Bemerkung: Da r = =+ IHE,,{-H il
ist, so wechselt das Vorzeichen von » mit demjenigen von ¥ .
Wir hatten frither gesehen, daf bei Zunahme der Steigung
der Kurve y' positiv und die Kurve von oben gesehen hohl
ist (Fig. 104 @ und d). Alsdann liegt der Kriitmmungsmittel-
punkt oberhalb, und der Kriimmungsradius sei dann positiv. —
Wird die Kurve flacher, so wiichst der Kriimmungsradius schlief-
lich ins Unendliche. Dies ist der Fall, wenn z. B. die Kurve
su einer Geraden wird oder bei einem Wendepunkt der Kurve;
y" ist hier gleich Null. — Wird die Kurve von oben ge-
sehen gewdlbt, so wird der Kriimmungsradius negativ. Der
Kriimmungsmittelpunkt kommt gleichzeitig aus dem Un-
endlichen auf der negativen Seite zuriick ins Endliche, der
zweite Differentialquotient ist negativ (Fig. 1040, ¢). — Wird
die Krimmung der Kurve stirker, so wird der Kriimmungs-
radius schlielich Null und es entsteht ein Punkt.

1. Anwendung auf die Parabel.
Man leitet die beiden Differentialquotienten ab und setzt
sie in obige Formel (V) fir »* ein.
Die Gleichung der Parabel ist: y* = 2 p
Der erste Differentialquotient:
e o : P 7t l/_.p
RS A 2

Der zweite Differentialquotient:

L l/}_J : 1 ke 1 P
' 2 2V 2 v 22

Diese Groen werden in die Formel (V) fir 7* eingesetzt:

: ) 3
9 ] '_l— _}l— 1 & 9 s o
s 23 * (2@ -E Pt aE (2 & 1+ p)r

P 8 45 p y
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Bemerkung: Die Dimension der Formel ist richtig. Zur
weiteren Priifung setzen wir 2 = 0, was am Scheitel der
Parabel der Fall ist, und erhalten:

e ‘E und r = p.
2
Dies stimmt mit der frither (S. 123) gefundenen Formel fiir
den Radius des Hauptkriimmungskreises iiberein.

2. Anwendung auf die Ellipse.
Die Gleichung der Ellipse ist:
27 62k ytat = a2 he
Man differenziert und erhilt:
2020+ 2ayy = 0

Also 1st

Man differenziert abermals:
20 +2a* (Y)Y +2ayy" = 0
Also ist

— b — a2 (i) b2 a2 y? + b 2®

"
! e __ T em— = P
Y a?y at y?
b (a® y® + b2 x?) a2 H* b+
at 8 @ty a i

Die erhaltenen beiden Differentialquotienten werden in
die Formel fiir »2 eingesetzt:

Ot 2\ 8
1 | :;) ”.1 "fh L oo { oy by L 4 .2 34 2% 8
i B a* y*, ; (aty?+ 0% 2% a o> asy = bt x2)

h® a? ot 3 ad b®
Bemerkung: Die Formel hat die richtige Dimension.
Zur weiteren Priifung setzen wir # = @ und y — 0. Dann wird ;
(bt a2)8 h12 b ht

at b®  a® p8 a?

2

¥
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Setzt man dagegen # — 0 und y = b, so erhilt man
at

Ta

Beide Resultate stimmen iiberein mit den Formeln fiir die
Radien der Hauptkriimmungskreise der Ellipse.

e—

3. Anwendung auf die Hyperbel.

Die Differentialquotienten sind dieselben wie bei der
Ellipse, nur hat der erste das entgegengesetzte Vorzeichen.
Da beide in der Formel fiir #* als Quadrate vorkommen, so
erhilt man dieselbe Formel fiir »2 wie bei der Ellipse.

Aufgabe: 1. Bei einer Ellipse soll man den Radius
desjenigen Kriimmungskreises zahlenmiéfig berechnen, dessen
Berithrungspunkt senkrecht iiber dem Brennpunkt liegt, also
etwa wie bei Fig. 105 (. Bei der Ellipse sei gegeben:

¢ = 9 und b = 7 em.

Anleitung: Man berechnet das # und y des Beriihrungs-
punktes und setzt es ebenso wie das gegebene @ und 0 in
die Formel fiir den Kriimmungsradius der Ellipse ein:

Oder man berechnet aus z, y, a, b zuerst y' und y" und
setzt diese GroBen in die allgemeine Formel (V) des Kriitmmungs-
radius ein:

o ()2
(y')?

2. Die Parabel 4> — 2 p2 und der Hauptkriimmungskreis

sollen verglichen werden, und zwar sollen die Ordinaten in

der halben Brennweite (x1 == %) fiir beide Kurven berechnet

und verglichen werden.

Das Ergebnis wird zeigen. daf die Gestalt der Parabel
in der Nihe des Scheitels sich nur wenig von der des Haupt-
kriimmungskreises unterscheidet. Daher nimmt man oft statt
der parabolischen Spiegel kugelférmige, die sich leichter

Diising, Leitfaden der analytischen Geometrie. 9
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herstellen lassen. Doch diirfen sie im Vergleich zur Brenn-
weite nicht zu grof sein. Der Brennpunkt liegt dann in der
Mitte des Radius (Fig. 106).

3. Man untersuche die Kriimmungen der Kegelschnitte.
Hierbei wird man finden, daf y” stets beide Vorzeichen hat,
wenn es durch r ausgedriickt ist, weil zu jedem 2 eine ge-
wolbte und eine hohle Stelle gehort. Driickt man aber y”
durch y aus, so hat es entweder das positive oder das negative
Vorzeichen. Fiir negative y sind die Kurven von oben be-
trachtet hohl, fiir positive oberhalb der X-Achse sind sie da-
gegen gewdlbt.

4. Man untersuche, ob die Kegelschnitte Wendepunkte
haben.

5. Man bestimme fiir die Kurve
I.Q 1,1

2 8
Maximum, Minimum und Wendepunkt, ferner den Radius der
Kriimmungskreise an den Stellen des Maximums und Minimums,
sowle die Koordinaten der Mittelpunkte dieser Kriimmungs-
kreise. ')

6. Man fithre dieselben Rechnungen fiir die Kurve mit
folgender Gleichung aus:

y = x| 5+ 4+ 1

==

Andere Koordinatensysteme.

Unter besonderen Umstéinden ist es angebracht, andere
Koordinaten als die rechtwinkligen zu gebrauchen.

Gehogene Koordinaten.

1. Beil vielen Registrierapparaten, z B. bei einem
selbstschreibenden Barometer, dreht sich eine Trommel von
einem Uhrwerk getrieben langsam um ihre Achse. Auf sie ist

1y Weitere Beispiele iiber Minim., Maxim. u. Wendepunkte findet man :
sBlem. d. Diff.- u. Integ.-Rechnung® v. Diising, 2. Aufl.,, 8. 54—67.
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ein Papierstreifen gewickelt, iiber den ein Stift fihrt und
den Barometerstand aufschreibt. Da der Stift aber an einem
langen Hebelarm sitzt, der sich um einen Drehpunkt bewegt,
so wiirde er bei stillstehender Trommel Kreishogen auf das
Papier schreiben. Die Ordinaten sind daher Kreislinien, deren
Radius gleich der Hebellinge ist. Jede horizontale Linie
entspricht einem bestimmten Barometerstand (Fig. 110); jeder
Kreisbogen einer bestimmten Stunde. Auf dem Registrier-
papier sind solche Kreislinien fiir jede zweite Stunde vor-

Fig. 110.

gezeichnet. Bei der Bewegung der Trommel zeichnet nun
der Stift eine Kurve auf, welche den Verlauf des Barometer-
standes angibt.

2. Auch die geographische Breite und Linge,
die bekanntlich zur Bestimmung der Lage eines Ortes auf der
Erde dient, mag als eine Art gebogener Koordinaten hier er-
wihnt werden. Die Messung geschieht wie bekannt nach
Graden, Minuten und Sekunden.

Schiefwinklige Koordinaten.

Umformung: Die rechtwinkligen Koordinaten 2 und y
eines Punktes sollen in die Koordinaten § und # eines Systems
umgerechnet werden, dessen Achsen einen schiefen Winkel
(hier # — @) miteinander bilden (Fig. 111).

' 9+
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g= 0Q—0R+ QR—OR4 ST,

/
Y l'?? zx=24&cos @ + 7 cos f,
{' o weil L P T S = B,
i Ir-'l y=POQ=PS+ SQ=PS+RT,
; i y=mnsin g 4 & sin a.
L I ly § Diese Umrechnung wird in die
J, \ - I = opo 1o o : B :
L _.—— gegebene Gleichung des Punktes
L der der Linie eingesetzt, und
o Le=iFis X oder der Linie eingesetzt, und man
0 R Q erhélt eine Gleichung, die die Ko-
fe—————= ordinaten des neuen Systems enthiilt.
Fig. 111. Als Beispiel soll die Gleichung

einer beliebigen Hyperbel in

bezug auf ihre Asymptoten aufgestellt werden. Der

Ferner ist: sine — —sin g —

Winkel der Asymptoten (Fig. 112) sei 2 ¢, dann ist unser

¢ =-—@und § = + @
b ] wird in die

¢ | Gleichungen

_ a | fiir £ und 4
COS ¢ — coS f = — ; Y
¢ ) emgesetzt:
= a £ a
T = =— + n — = f&—-:-— —
% L z 0 e
b

Fig. 112.
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Eingesetzt in die Gleichung der Hyperbel
2262 —y?a? = a®b? gibt:

as E)-B - 2 1.3
RGERITE T e S P e
B2 tt—rteEy—8=2¢
4 & ni— et
o2
Also ist auch hier das Produkt der Koordinaten eine
Konstante. Fiir die gleichseitige Hyperbel ist a = b6, also
2 — a% + a2 = 2 a®.
Demnach &5 = —C_-;-., wie frither gefunden.
Polarkoordinaten.

Die Lage eines Punktes P in einer Ebene kann auch
durch die Linge » der Verbindungslinie mit einem festen
Punkte O und durch den Winkel ¢
bestimmt werden (Fig. 113), den diese
Verbindungslinie mit einer festen Ge-
raden O X bildet, die durch den
Punkt O geht. Der Winkel wird wie
beim Einheitskreis durch eine Drehung
links herum, also von O X nach O P
positiv gerechnet. :

Die Linge » heift Leitstrahl (Radius vector) und
¢ der Polarwinkel (Anomalie); beide heiBen Polar-
koordinaten. Der feste Punkt O heift Pol und O X die
Polarachse. Die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten
hat also im allgemeinen die Form » = f (¢) oder auch ¢ =
f (r). Die Polarkoordinaten werden unter anderem vorteilhaft
verwendet bei der Aufstellung der Gleichungen von ver-
schiedenen Spiralen.

Umwandlung: Die rechtwinkligen Koordinaten kann man
inPolarkoordinaten umwandeln. Wie die Fig.113 zeigt,ist ndmlich :

% = r cos ¢ und y = r sin @.

Fig. 113.
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Diese Formeln gelten, wenn der Anfangspunkt O beider Ko-
ordinatensysteme derselbe ist und die X-Achse des recht-
winkligen Systems mit O X zusammenfillt, Ist dies nicht der
Fall, so muf das rechtwinklige Koordinatensystem entsprechend
verschoben und gegebenenfalls auch gedreht werden.

Bei der Parabel z. B. sei der Brennpunkt 7 der Pol und

die Achse der Parabel auch Achse des Systems. Dann ist
(Fig. 114):

r=PM=L¢Q=LF+ FQ =p-+rcoseg

L A
1—cos ¢

SR

Fig. 114. Fig. 115. Fig. 116.

Rickwandlung: Soll eine beliebige Polargleichung
wieder in eine Gleichung mit rechtwinkligen Koordinaten ver-
wandelt werden (I'ig. 113), so setzt man:

_ 2 s T
smgﬂ-r—:'?i €08 @ = r = Va* 4 y?

Die Fldche, die von einer Kurve und zwei Leitstrahlen
eingeschlossen wird, lift sich auf folgende Weise berechnen
(Fig. 115). Man denkt sich die Fliche durch benachbarte
Leitstrahlen in unendlich schmale Dreiecke zerlegt. Jedes hat
die Fliche

: ro o~
dF — — credeg

.
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Die ganze Fliche von ¢; bis ¢, ist also
Pa iy

pmd o ar = () o

Die Bogenlinge. Man zerlegt in derselben Weise
Fir das Bogenteilchen d s gilt dann (Fig. 116):
(ds)t = (r- dg)* + ('ri'f' 2

et d’f

Die ganze Liénge zwischen ¢; und g, bzw. zwischen 7y
und 7, 1st also:

arl / dg\®
[I/T T (dcp mfl/ = (ﬁi) +1-dg

Die Logarithmische Spirale.

Man denkt sich von einem Punkte O aus Strahlen ge.
zogen. Die logarithmische Spirale windet sich spiralig um
den Punkt O und trifft jeden Strahl unter demselben Winkel ()
Ein Stiick der Spirale hiervon ist in Fig. 117 gezeichnet.

In dieser Figur ist um O ein Kreis mit dem Radius 1
geschlagen. Auf seinem Umfang schneidet man einen Bogen

A R ab, der so lang ist wie der Radius; es ist also - AR =1
Dann teile man AR in sehr viele gleiche Teile, z. B. n-Teile.

A 1
Jeder Bogenteil ist also = == Ferner legt man durch den

Mittelpunkt (O und jeden Teilpunkt einen Strahl. Endlich
zieht man von A aus eine kurze Gerade, die den folgenden
Strahl unter dem Winkel a trifft; auf diese Weise geht man
geradlinig unter dem konstanten Winkel & von Strahl zu Strahl

T 7 g .___:’

T ee PR

= Lk A A
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und triftt den Schenkel des
Einheitswinkels 4 O R in H
und den Schenkel des be-
liebigen Winkels 4 O P in P.
Die Teilwinkel haben
alle die Groge:
1

J(p:;

Besteht der beliebige

Winkel A OP = @ aus
p-Teilen, so betriigt er:

i — ﬂ

4 n

Es soll untersucht wer-
den, in welcher Weise die
Strahlen » im Vergleich zu den Bogenlingen der Winkel ¢
wachsen !).
Die aufeinanderfolgenden Strahlen verhalten sich wie:

Fig. 117.

g BNEs0 0D 0F _ sin(e-+dq) -
LB e O e 0D s = sin « 3
rn—=04=1
.'. — __-:f )
Hon—— OB=1- HIH{E_ ¢) ==

sin «
s—" 0 — 0 ¢ —ic
e LD SGs—

Yo — O H —
= OP e {J‘P
Setzt man nun den Strahl des Einheitswinkels:
OH — a
und demnach a = ¢®
1
und ¢ — @

) Eine weitergehende Untersuchung findet sich: ,Elemente der

Differential- und Integralrechnung® von

Diising, S. 67—71.



so erhilt man: e
d. h. 5 = a?
oder ¢ = log. r

Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale in
Polarkoordinaten, denn fiir » — oo wird die bisher betrachtete
gebrochene Linie zur Kurve. Die Bogen ¢ auf dem Einheits-
kreis sind die Logarithmen zur Basis a der zugehorigen
Strahlen 7.

Fir ¢ = O wird r = 1.

Fir ¢ = —co wird » = 0. Also nihert sich die Kurve
dem Punktée O immer mehr, ohne ihn zu erreichen, d. h. O
ist ein asymptotischer Punkt.

Anwendung: Man gibt den Zihnen von Frisern die Form
einer logarithmischen Spirale, damit auch nach dem Schleifen des stumpf
gewordenen Frisers der Winkel zwischen Radius und Riicken der
Schneide derselbe bleibt wie vorher. Bei Scheren mit bogenformig
gefiihrtem Scherblatt macht man das feststehende Blatt geradlinig und
kriimmt das andere nach einer logaithmischen Spirale. Man erreicht
hierdurch, daB der Winkel zwischen den schneidenden Kanten bei jeder
Stellung derselbe ist; dieser Winkel muf kleiner gemacht werden als
der Reibungswinkel, damit das unter der Schere befindliche Werkstiick
nicht von den Schneiden herausgeschoben wird.
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Seite 5 Ubung

10
11
11
11

11
11

3|
11

13
13

Verzeichnis der Resultate.

L: 17 cm,

2: 5 em.

3 91 em.

% 4: 20 m, 15 m, 9 m, 18 m, 8 nu
H: 2860 m, 406,3 m.

: Ty + %y 1, + v
Aufgabe 1: = und = i

" 2: 3 [t 1) (@2—21) — Ws +91) (@5 —2,)
— (s + y3) (3 — x5)]. Multiplizieren und vereinigen.
Ubung 1: 21 gem.
2: 404,3 gm. \
13 o= 1% Ty =5 g =i 5T S — — 5

n

(s ]

2: Yy==&% + 3.

3:y=—7V3z L 5.

4: Parallele zur X-Achse im Abstand von 8 em.
5]

N
n
s 5: a) Parallele zur X-Achse im Abstand von 7 ¢m.
b) X-Achse; ¢) Y-Achse.
= Bic 45" N60° 30",
9
5 7: a=124%; tga=— ; n—0=—23
5 = e W sl B el s L & GBI B B 1
9 9 Gerade: n— 30,65, M="765— 30,
B8 By
s e T e
y 2:72=(2+4+3)+ (—4—2)%; r=17,8 cm;

5 =l
— . a0 —99925",

J]lr:— =
b
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. 5 1
Seite 14 Ubung 1: 2, = — - und y, = 3
n 14 1 2: xy=23; Ygi== 2; @y=— -‘)% T
» 14 Aufgabe: y=— Mx— Mux, + .
15 Ubung 1: =t e 0 oder JJ—E-

LB e T 3—u 3 3°
s G Yy —4 1 Y4

" 1-'_) " .3. ﬂ.} 1 — ‘7—2- .h' —‘/—_.'}- 7 + 2,

— Y — 4
2 ;3 —
c) % PR

» 15 Anwendung: Gerade mit den Steigerungen 0,095 und

0,06. Blechstirke 6—7 mm. Siehe Fig. 16.
s Py

, 17 Ubung 1:y=— 37+ 3}-{—3,‘1.

e Lt s 2: Fir den Fukpunkt 18t 4, = V32 + 2
Cept | =g =g 1
Gleichung des Lotes: Y - 4 _—

¥ xr—1 ']/3
oder y——-—: z+3 1l-/%
.V
, 17 Ubung 3a: Gleichung des Lotes: T{T:Z?:i
_ &b My = Ma oM My ofn
8 el A e i P
5 1 2 -
5, 17 Ubung 8b: ——= =y — 10,05 Yg=—4,07.
V2 AT ey
(Mx, + n
5 Lf » da; r="1 -—.___.1 ---;
V1 + M?
2—(V.2:3 44
el Lo o e UL
Y1+ 2
: : z— 1
E7ng v b: @y =2; yy=3; tgla— (5’]*:;'__{__%:%

¢ —pB—16110

.. 1
hune B9 ‘te 45— -~ also M = — usw.
18 Ubung 6a: tg 45 T T o also M g usw
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Seite 18 Ubung 7:

— S ddy - —

o T et S
SRR e
£9°15"; 5000/,
18 Ubung 8: 135°; 859; 121°80; 132°20'; 66°10.
(s KOS 1: Kreis mit =5 um den Achsenschnitt-
punkt.
20 Aufgabe 1: 7.
20 f]bung 1: 2, —=0,96, w,=——4,16
¥ =5,92, y,=—4,32,
20 £ 2: Gleichung der Sehne : g:;’ —=— V8.
=+ 2,70; y,=—2,94 Linge der Sehne ist
Xy = —1,20; y,=— -+ 8,82 Y 60,9 = 7,8.

5,10; 5,83; 6,32 em. 80°45:

: T 72
24 Aufgabe: y = — =%; z + —,
¢ Y1 Y
24 Ubung = 1% g =105 )
24 = 2: &=+ r; y=0.
: 1~ 1 .~
24: n '-):'t:lzﬁva?;ylz?VZ?.
ik &y :
24 . 4: Aus ——=— — und der Gleichung des
V3 th

: - : - r
Kreises findet man 4, = 0,8 ». Dann ist #; — — ?und

die Gleichung der Tangente: —= F0By=r.

24 Obung 5: y;,=—6,92, 3, =26,71, y,— 6,34,
Ys=5,75, Yz =—4,90, ys=3,61, y;,=0.
My, =—0,145, M,=——0,322, M,;=— 0,476,
M,——0,696, M,——1,02, M,—— 1,66,
M, — .
1

25 Ubung 6: a=45° z,=——7V 2 yzf—EV_L’?

N -t

€
il

e
27 5 1:y2=—|——;-r und 2,——27r.

V3
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Seite 27 Ubung 2: 2,=V27r; yo=V2r; y=x + V 27,
e R 3: yy=4,58; tga=——0,488; n=5;
9 — 9 mit — (60— 11 15
, 30 Ubung 1: Kreis mit dem Radius 3; Kreis mit dem
Radius 5, der vertikalen Verschiebung nach oben = 36
und der horizontalen Verschiebung nach links = 10.
31 Ubung 2: (y —5)2 + (#—3)2 = 16 oder 92 + 10y
4+ 22 —62+ 18=0.
Yy —— 2,3

31 Ubung 3: v=—1 =4+ 17 1
;.J, — 29 Tg — — .-}‘7 ”2 = —I— 4-,3
P
o8] > £, —485 y,=— -1 3.
soual . Gen—Rul = b e 8
5 ol - e =6 T h— =1
DA e 1: Man erhilt dieselbe Gleichung wieder.
82 2: y (Msin « 4+ cos @) =z (M cos ¢— sin &) + n.
: _ g P : ?
w 3D ; 1: y*=2p (,e - —';—) —2px—p°
g 85 2ty =2px+ P
W= 28b il 3: Parabeln mit p =2 und p=1.

Shae 4 @y =2 1nd Yy =0,
, 86 Anwendung: s; = 1,90 m.
o 87 '[}*bung 1: 2y=5,70; 3=10,80; 4y, ="7,40; ys ——2,40.
5 2: 2y=—0,28 p; @wy——38,28p; yy= 0,68 p:
Yy Imagindr.
ST Thung 8 i —38: He— 2 i —0b— LB
iG=—537— 1,37 -} 4.00.
37 fﬂmng 4o py=—2.4; xg——104; 94— +4,37;
Ys imagindr; L = 8,74,
39 Ubung Loy —dnyy=—2; Mi—1; 2g=—2: ya— 2,88 ;
M, =0,71; 2z=—3; yy=—238,46; My=058; 2,—4;
Yy =—4,00; M, =0,50.

39 Ubung 2: Fir 9, —p und 2, — -, also iber dem

o [

Brennpunkt.
39 Ubung 8: e = 38,4°.
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Seite 40 Ubung 1: y = i + 4.
s 40 “ 2t By— 0 3 Xe—10,
] 3 e a
" 40 ; ral Ay = —3—1;, UI:‘EJ'V'}.U_—_ — 4

, 40 ["flnmg 4: y=w + =—.

. Y M
41 Aufgabe: y —— L 4 % 4 Y-
. P p .
42 4 1: In der Gleichung der Normalen setzt man
£ =y und y=y,=0. Die Lingen erhilt man aus

den Koordinaten der Endpunkte nach Gleichung (1).
: p ;
42 Aufgabe 2: Brennstrahl — ‘E + #;; Subtangente

— 2 x;; Subnormale — p.

1 :
n 46 Aufgabe 1: v=—ma?y
1 e)
= 5 B -I:
y 46 3 &y o= I Y,
w 3y L 1 5] :
5 46 W= ? i ) MI ,!.I

» 48 -Anwendung 1: 8, =0 und s, = 2sin«-cosa- v%: g
Swiar 41 000 m; ]h.uu;r. — 3570 m.

4
» 48 Anwendung 2: M, = Qxz; M, }; —; Obere Ast
der Parabel, die um 90° gedreht ist; Tangente an die
Parabel.
+ 48 Anwendung 3: 3,5; 5,9; 7,4.
y 92 Aufgabe 1: z=.60; y=>b.
— Mna?2 + ab Vb2 —n2+ M2q2
L e e e e e
. " 3 b2 4 M2 a?

,* nb2 + Mab Vb2 —n?+ M2a2
JE—= 3

BT M2 a2,




Seite 52 Aufgabe 3:
von b einen

143

Man schligt mit ¢ um den Endpunkt

Kreis (siehe Fig. 45).

52 Aufgabe 4: Ellipse mit ¢« =4 und b =5.

5 92 55 2y=— == 8,67 cm.

S it 6: 9y =4,32; Yp=23,3; r=1,4 em.
52 7: 9x2 -+ 25 y? = 225.

WS : 8: y; =3,90; r, = 6,7; r,=3,9 em.
Bl 1: Der Verlauf ist #dhnlich wie beim Kreise.
= b= X | j}iE

SEAN 2 e e

: a® i
& 53
= (0= 1y (”
¥ . W= 55 =iy
” Y b= A b2 I 1
, 56 Ubung 1: 722 57y =4576.
Hb L == 3,

a ab . 3 = () Xy = (.

: X 16
oAb Al 1.9: 4y =23,0; y= -+ —
: : V 3 3

- 16
Ko === 16 WL =
-}
, 56 Ubung 5: a;=+ 3,3; y=—20,705x 4 5,325.
g i 6: 0: 0,17; 0,19 usw.
B Ao —a e

, 57 Aufgabe 1: (x—e)?b® + 9> a® =a?b>.

B o 2: 2202 + (y — 0)2 @® =a® b2

et 3: Ellipse mit a =10, b=100"V 2.

5 b3 “ 43 oy =1.

e 1: Gang der Rechnung wie bei der Ellipse.

(=]
| B}
(SR i

b2 4
» 03 5 H
)
b3 " 1
5 DO ; 2
5  bd }
y 04 |

Lo Y= 1.

2 Y =2,7;

. I_ 7 ‘;1; P U .”r .

(x + €2 b2 —y*a®> = a? b2
a=—4: b=3; e=7VT.

b

ifp 1magindr.
Fiir keinen; fiir Punkt mit x — «.
16 2 - 6,3 — 25y - 3 = 400.

3

36,




Seite 64 Aufgabe 5: z; = — - 5.

n

=1

n

n

n

BhEL, —: Gang der Ableitung wie bei der Ellipse
tE:i 56 Nr. 4). £
66 Aufgabe 1: a V 2.

66 = P ET
67 - —: a=—4; s=2,9.
BRI l: yo; + 2y, = a’.

n

A SR : e
68 2: ®Y + (& 1Y) v 0.
85 Ubung: #®—27-2; F'— 386 gem; 36 y—9 2z 4+ 145;

n—4;—y3—18x; F—288; 245y—12x+4,8;
== 1,96/ ¢,

106 Beispiel: Arbeit == 22500 mkg.

118 Ubung 1: Subtangente = — .

i~ 2: Man ftrigt »; zweimal ab und verbindet

mit dem Berithrungspunkt.

118 Ubung 3: Subtangente =ry) : g =r .

130 Aufgabe 1: r=38,9 cm.

130 X 2: y=0,70p; y; = 0,66 p.

186 . 3 und 4: Die Kegelschnitte haben keine

Wendepunkte.
130 Aufgabe 5: Min bei &, =0, y;=0; Max bei 2, —
+'V 2 und 3= — V2, Yo = L, und yg = 1,
Wendepunkte bei z=+-1; ry,=1; r,=1r3=—1; a, =0,
by=1; ag=—+ V2,a5 —=— V2, by—by——0,5.
1 s
&g ——1, Y3 —0; Wendepunkt bei xg—— ;.1 = J;

7] 7

130 Aufgabe 6: Min bei 1; = — 3,1 Max bei

; r’flf——-ori}T, F‘Jl— -{_}’4:“; {.‘2:—1_ ?Jg:—ﬂ?_'_’)r

Pierersche Hofbuchdruckerei Stephan Geibel & Co. in Altenburg.
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Dr. Max Janecke, Verlagsbuchhandlung, “Hannover

Elemente der Differential- und Integrairgchnung sir hohere

technische Lehranstalten und zum Selbstunterricht. Von Professor
Dr. K. Diising. Mit zahlreichen Beispielen aus der technischen Mechanik
von Dipl-Ing. E. Preger. 2. Auflage. Geb. M. 1.90.

Die erste Auflage dieses Werkes hat einen raschen Absatz gefunden, ein Beweis, dal
die Methode des Verfassers gerade in technischen Kreisen guten Anklang gefunden hat.
Der Verfasser fithrt die Ableitung auf geometrischem Wege an der FHand von Figuren
durch, was anschaulicher, leichter und interessanter ist als die frither iibliche algebra-
ische .r!kl't, und den weiteren Vorteil hat, daB sich an den Figuren das Resultat oft direkt
ablesen 14B8t. Das Buch ist auch zum Selbstunterricht vorziiglich geeignet.

FEStingitS]ﬁhl’B in elementarer Darstellung mit zahlreichen, der

Praxis entnommenen Beispielen. Zum Gebrauch fiir Lehrer und
Studierende an technischcn Mittelschulen, sowie fiir die Praxis. Von
Hugo Ahlberg. Geb. M. 3.—.

Die leichtfaflichen, in gedringter Kiirze entwickelten theorefischen Grundsifze,
sowie die durch Skizzen erliuterten Beispiele lassen sofort erkennen, dafi man es hier
mit einem durchwegs praktischen Piddagogen zu tun hat. So ist es dem Herausgeber
ﬁelungen, reges Interesse beim Studieren zu erwecken und dasVerstindnis des Werkes

urch die vielen, ausgearbeiteten Rechenexempel wesentlich zn erleichtern.

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. von Karl Vetters.
Mit 251 Abbildungen. Geb. M, 5.60.

Dieses Lehrbuch der darstellenden Geomeirie zeichnet sich durch die Reichhaltis=
keit seines Inhaltes aus, indem frotz des geringen-Umfanges von 285 Seiten im ersten
Teile micht nur die Projektion in einer Tafel, das Grund- und Aufrif-Verfahren, die
Darstellung ebenflichiger Korper und einfacheér krummer Linien und Flichen, sondern
auch die Beleuchtung und die Schattenkonstruktion ebenflachiger Kérper und Rotations-
flichen behandelt werden, woran sich im zweiten Teile noch eine kurze Erdrierung
der rechtwinkeligen Axonometrie, der schiefen Projektion und der Linearperspektive
schliefit. Zahlreiche gutgewihlte Aufgaben sind den einzelnen Abschuitten beigegeben.
Das Werk eignet sich ausgezeichnet zum Studinm der darstellenden Geometrie, es ist
klar und leichtverstindlich geschrieben und namentlich hdheren technischen Lehranstalten
zu empfehlen. 3

Die Mechanik fester Kﬁﬂ]ﬂl’ Lehrbuch in elementarer Darbtellung

fiir hohere technische Fachschulen und zum Selbstunterricht nebst
einer Sammlung von 250 aufgelosten Beispielen. Von Ernst Blau.
Mit 210 Abbildungen. Brosch. M. 6.—, geb. M. 6.60.

Das vorliegende Lehrbuch, dessen Inhalt durch den Titel hinlinglich gekennzeichnet
ist, unterscheidet sich von deén in letzter Zeit, man ist versucht zu sagen, massenhaft
erschienenen Werken seingsgleichen durch besonders einfachen und klaren Aufbau,
durch wohl abgewogene Ubersichtlichkeit und durch eine Fiille praktisch gewdhlter
und aufgeloster Beispiele, Namentlich diese Beispiele sind geeignet, dem Lernenden als

_.ﬂg.f iche Wegweiser zu diepea, ke ATy A R
 © (Zeitschr. d. Osterr. Ingenienr- u ch-h-xiqktem‘-\i’E'r-emgj(.‘ﬂj_’i'e;n;)

; der Graphostatik im Maschinenbau mit be-

derer Beriicksichtigung der statisch bestimmten

o |
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