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Kapitel 1II.

Anziehung der homogenen Kugelschale, der Voll-
kugel und der Hohlkugel.

24) Vorbemerkung. Die Schwierigkeit der Anziehungsprobleme
fiir beliebig gestaltete Korper liegt darin, dals jedes Massenteilchen
des einen anziehend auf jedes Teilchen des anderen einwirkt, so dals
es sich um unendlich viele Einzelkriifte von verschiedener Grifse und
Richtung handelt. Die Aufgabe, die Resultante und das etwa auf-
tretende Kriiftepaar zu finden,. ist bisher anch mit hoheren Hilfs
mitteln nur in verhiltnismiifsig einfachen Fillen gelungen. Man macht
dabei gewisse vereinfachende Annahmen. Um zuniichst von dem Ein-
flusse absehen zu konnen, den die Teilchen jedes einzelnen Korpers
aufeinander ausiiben, wird dieser als starr betrachtet. Aulserdem
nimmt man an, dafs die Massenverteilung eme homogene se,
d. h. dafs der Korper iiberall dieselbe Dichte habe, oder man macht
wenigstens die Massenverteilung zu einer gesetzmiilsigen, man lifst
z. B. bei einer Kugel die Dichte nach dem Mittelpunkte hin regel-
milsig zunehmen. Wir werden hiufig die Dichte gleich emns setzen,
so dafs die Inhaltsformel zugleich die Masse angiebt.

Unsere erste Aufgabe soll darin bestehen, zu beweisen, dals eine
homogen mit Masse belegte Kugelschale, ebenso eine homogene oder
aus homogenen koneentrischen Schichten bestehende Kugel oder eine
entsprechende koncentrische Hohlkugel, jeden aulserhalb liegenden
Punkt so anzieht, als ob ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt wihire.

25) Anziehung der homogenen Kugelschale auf einen
auflgeren Massenpunkt.

Die Gravitationskonstante & sei gleich eins, der angezogene
Punkt P habe die Masse 1 und sei um PM = ¢ vom Mittelpunkte
entfernt, Fig. 16. Jede Einheit der Kugeloberfliche werde mit der
Masse 1 belegt. ADB sei ein Flichenteilechen von der Fliche und
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24 Kapitel IIT,

Masse f. Ist es um o von P entfernt, so iibt es auf diesen Massen

]mn]\'l' die Anzichung j_, ans. Da aber aus H}'!!l|||+"rI'it'f_l,'r'filltld'l1 die
1

Resultante aller eimzelnen

SieLS: Anzichungen in die Rich
tung P.M fallen muls, so
- o
,'/ ] braucht man statt ', nur
/ \ o
/ = ,t? A L die wirksame l\nr|||un;:-n1l-
[ 5 L eos & zu unbersuchen.
o= 1 £ f ML= D S0
M o o i oy : 3
\ M : | Diese soll zur Hr
5 ' : ' leichterung der Summié
.\'-. Lt 3 > Y ri P
\\‘. . !ll..!-"‘ I|_|| HANLRE Elll 1 arm
S } ceschrieben werden, und
“ N : : ST
= ; zwar mit Hilfe der Polare
( Berithrungssehne) N @
von P, Fiir diese ist bekanntlich (Method. Lehrbuch II, Nr. 74)

s

MO : MDD = MD: MP oder MQ:r =r:e, d.h. MQ = ,,-' Daraug

folgt, dals AMQC ~AMCP, denn MQ@Q: MC= MC: MP, und
Winkel 2 ist beiden Dreiecken gemeinsam. Aus der Ahnlichkeit
ie

!

aber folgt l:r=p:¢, so dals o= ist. Demnach kann die er

. i fre ;
withnte Anziehungskomponente auch als 573 008 # geschrieben werden.

i

Die Summe der Anziehungen simthicher Flichenteilchen, d. h. die

o Wl r* - fcosd ' Jcos i
Resultante, ist demnach X “f,,g_-, cos & oder — X RES Hier kann
Lu7a o ]

in einfacher Weise gedeutet werden. Aus dem Flichenteilchen f; das
als kreisrund angenommen werden darf, und dem Punkte ¢ lilst sich
ein Kegel herstellen, dessen Mittellinie I mut » den Winkel & bildet
(Ahnlichkeit der Dreiecke). Jeder Normalschnitt dieses Kegels bildet
also mit der Ebene f ebenfalls den Winkel #. Denkt man sich um ¢
eine Kugel vom Radius 1 gelegt, so schneidet diese den Kegel in
schnitte feos & dhnlich 1st, wihrend
ihr Inhalt das ;_, fache, also gleich ’H:;jﬂ ist. Denkt man sich nun
simtliche Kegelgrundfliichen f auf diese Einheits
ergiebt sich als Summe der Projektionen deren Oberfliche 4 . 1°7,

einer Fliche, die seinem Norma

"-",'.L'l'1 ]}I‘Iiljl'}ﬂii-l‘i-. 20

: 2 feosd 41w : 3 : \
und demnach ist 5 2° e Dies 1ist die gesuchte Re-
&= T &” ;

sultante.

Nun ist aber nach der gemachten Annahme 4+°7x die Masgen-
belegung der Kugelschale. Diese wirkt also auf P genau ebenso, als
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ob dieselbe Masse 47*x im Punkte M koneentriert wire. Demnach
ergiebt sich der Satz:

Die homogene Kugelsehale zieht einen aulserhalb
liecenden Punkt so an, als ob ihre ganze Masse im Mittel-
punkte koncentriert ware.

Beilinfie sei folgendes bemerkt. Zu jedem Flichenteilchen f,
der Kugelschale gehort in Bezug auf ¢ ein Antipodenteilchen f,,
Fig. 17.  Sind f,

und £, klem ge- Fig. 17.

nug  angenominen, hane - g il

g0 darf man beideals e s

ahnlich  betrachten, = e

was sich z B. bei

der Kreisform von /

selbst eroiebt. I__|.3jt- f s
Mittellinien {, und o

l, bilden mit den I
Ebenen von f; und f,
oleiche Winkel, also
handelt es sich um

Gregenschnitte  des
Doppelkegels.) Dem-

nach gilt die Proportion f,:f; =10 :1. Da ferner die Mittellinien
mit den zugehirigen Radien gleiche Winkel & bilden, so bilden auch
die mit o, und p, zusammenfallenden Anziehungskrifte mit PM

gleiche Winkel #. Nach dem Fritheren sind aber die Anziehungs

~ . s fq Ilfl.‘.'l'.'P .
komponenten von f und £, gleich “—cos& bezw. 2 cosd. DBeide
E sy e” Iz el
stimmen iiberein, weil ! = 2 ist. Je zwei in Bezug auf ¢ zusammen-

£l 8
gehirige Antipodenteilchen f, und f, wirken somit auf P gleich stark,
und die Resultante ihrer Anziehungen fillt in die Richtung P

Weil dies aber an jeder Stelle stattfindet, so gilt es auch von
jedem beliebig gestalteten Stiicke der Kugelschale und dem zugehbrigen
Antipodenteile in Bezug auf den Polarpunkt ¢. So zieht z. B.der rechts
vom Sechnitte N, N, liegende Teil der Kugelschale den Massen-
punkt P ebenso stark an wie der links davon liegende Teil;
iberhaupt gilt das Behauptete von jedem Kalottenpaare, das
durch einen durch @ gelegten Schnitt entsteht. Liegt P schr
nahe an der Se

1;11‘-: so 18t die von den '_!_1;tl1f,fl_-l|1'|_-|1 bestimmte Kalotte
eine kleine H:'.iiu'ihe'-__ die als ebhen ilni'ga-i':lllsl' werden kann, und
auf deren Achse der Punkt P liegt. Auch sie zieht an mit der
3%
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Kraft -~ .-—.", also da jetzt e = gesetzt werden kann, mit der

g " gt
Kraft 27 Dies gilt von jeder ebenen Scheibe, sobald der angezogene
Punkt nahe daran liegt. Da aber die Grilse von » dabei gleichgiiltig

ist, gilt das Resultat auch von der Ebene, d. h fiir » = occ.
Nun ist aber jede endliche Entfernung ! unendlich klein gegen » = oc,

also gilt es von jeder Entfernung [. Die Anziehung der Kbene
ist in jeder Entfernung gleich 2xd, wenn 0 die Dichte der
Massenbelegung ist. Spiter soll dies durch Rechnung bestiitigh werden.

26) Das Gesamtergebnis gestattet nun folgenden Schluls:
Besteht eine Vollkugel oder Hohlkugel aus homogenen
koneentrischen Schichten, so wirkt sie auf einen aulserhalb

liecenden Massenpunkt ebenso, als ob ihre ganze Masse im

Mittelpunkte M vereinigt wiire.

27) Anziehung der homogenen Kugelschale auf einen im
Innern liegenden Massenpunkt.
Ist in Figur 17 @ der beliebig im Innern liegende Massenpunkf,

so gehdrt in Bezug auf ihn zu jedem Fliachenteilchen f; ein dhnliches

Antipodenteilchen f,. Das eine zieht ihn an mit der Kraft lt das
l.Ill.

andere mit der Kraft 2. Beide Krifte sind nach obigem gleich und

{

o
@

entgegengesetzt, heben sich also gegenseitig auf. Da dies {iberall

oberfliche geschieht, so ist thre Gesamtwirkung auf @
gleich Null. Jede homogene Kugel-
schale iibt also auf jeden im

auf der Kuge

Fig. 18
e Innern liegenden Massenpunkt die
ot e S Anziehung Null aus. Das Gleiche
/ \\\B gilt von jeder aus homogenen kon-
/ i\ centrischen Schichten bestehenden Hohl-
[ R kugel,

i {“! 0, Der Massenpunkt ¢ in Fig. 18
\ fa" wird durch die beiden vom Schnitte A B
\‘\\ /,-Iff begrenzten Kalotten gleich ﬂ{_"rll']'\' an
N LA gezogen, auch wenn ) unendlich nahe
BT am Rande liegt, Dann zieht die kleine
Scheibe A B nach obigem mit der Kraft

2x an, also der Rest der Kugel mit der Kraft — 2.

Man achte also auf folgendes. Riickt ¢, von aufsen an die
e | . . 5 St . : 4rix
Kugelschale, so wird bei unendlicher Anniiherung die Anziehung

o2
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s 4. Davon kommt die Hilfte auf die unendlich kleine Scheibe AB.
Jetzt riicke @, ins Innere. Dort ist die Anziehung gleich Null, so
dafls eine plotzliche Anderung um 4z stattfindet. Diese klirt
sich dadurch auf, dafs die kleine Scheibe AB bei der Aulsenlage
yon @ den Betrag 2z der Anziehung gab, bei der Innenlage den
oleichen Betrag, aber in entgegengesetzter Richtung, so dafs der
Unterschied gleich

G — (—2m)=4n
werden muls.

Denkt man sich in der Kugelschale eine endliche, wenn auch
kleine ('..‘H'Tmmg, so dals die Scheibe A B fehlf, so wiirde in der Lage
des Passierens der Peripherie die Anziehung gleich 2: gein, und un-
mittelbar rechts und links davon ebenfalls, weil eben die kleine Kreis-
scheibe fehlt. Dann also wiirde der Ubergang ohne Sprung erfolgen.
Die Anziehung wiirde von 4z allmihlich auf 2z und dann allmihlich
auf O gehen.

(Beim Passieren von anders gestalteten Fliichen tritt ebenfalls
ein Sprung um 4x ein, was fiir die Potentialtheorie von grolser
Wichtigkeit 1st.)

[st die Kugel unendlich grols, so giebt jede Kalotte der nahe an der
Fliiche liegenden Masseneinheit wiederum die Anziehung 2z. Die eine
ist aber eine Ebene, so dafs sich das obige Resultat bestitigt. Die andere
kann als eine in unendlicher Entfernung befindliche Ebene aufgefalst
werden, sie giebt ebenfalls 2, was, wie sich zeigen wird, mit dem kon-
stanten Charakter der Anziehung einer homogenen Ebene harmoniert.
Dieselbe Bemerkung lifst sich fiir die Aufsenlage von @ machen.

28) Folgerung fiir das Innere der homogenen koncen-
trischen Kugel. In einem kleinen Hohl
raume bei @, Fig. 19, befinde sich em Figsds:
Massenpunkt. Man denke sich durch diesen RN
eine koncentrische Kugelfliiche gelegt. Die
ulsere Hohlkugel iibt auf den Massenpunkt

die Wirkung Null aus, folglich zieht nur / i
noch der inmere Kern an. An der Ober- | O\ &y : '
fliche der ganzen Kugel ist die Anziehung DN Zd
proportional ihrer Masse o'z und um- N\ SO0 ' /
gekehrt proportional dem Quadrate des Radius, N S
also ist sie in Wirklichkeit proportional dem 5 3

1 i

BT | | : 3
Aunsdrucke — oder, da - konstant ist, proportional dem

Radius ». Fiir den innern Kern handelt es sich ebenso um »,.
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Folglich: Die Anziehung einer homogenen Kugel auf einen
im Innern befindlichen Punkt ist proportional seinem Ab
stande vom Mittelpunkte. In diesem selbst ist die Anziehung

gleich Null.

29) Gegenseitige Anziehung zweier Kugeln. Ziechen sich

zwel Kugeln gegenseitig an und sind ihre Massen m, und m,, Fig. 20,

g0 hat man sich diese in 1thren Mittel-

Fig. 20, punkten koncentriert zu denken. Die
P Griofse der Anzichung ist, wenn 7 den
7 Thn iy : 5 Abstand der beiden Mittelpunkte bedeutet,
X il & = ! ) " My Wiy
\_/ proportional dem Ausdrucke - , der
€

ganz dem bei den Massenpunkten ent

wickelten entspricht. Die erste Kuge

wird von der zweiten genau ebenso stark angezogen, wie die zweite

von der ersten; es verlangt genan ebensoviel Arbeit, die kleinere von

der grolseren zu entfernen, wie umgekehrt die grifsere von der fest

gedachten klemeren. Was von gegenseitigen Anzichungen gilt, wilt

ebenso von gegenseitigen Abstolsungen. (Man denke an ungleichartige
und gleichartice Elektrizitiiten.

Fig. 21. Mit Hilfe «

el lifst sich schon eine orolse Menge von

er ermittelten Froebnisse

Problemen der sogenannten Potential
theorie und der kosmischen Physik 16sen,

20) Aufgabe. Bis zum Mittel-
punkte degs homooen und feststehend
T gedachten Erdkérpers reiche ein

-B——B Schacht. In diesem soll ein Kérper

: von der Masse m vom Mittelpunkte

aus bis zur Oberfliche gehoben

= A werden. Die Hebung soll dann bis

- ins Unendliche fortgesetzt werden.

~E % DiedazundtigeArbeit sollgraphisch
fes T dargestellt und berechnet werden.

. A[ Auflosung, Der Korper hat an der

y Erdoberfliche das Gewicht p = mg, und

7 diese Kraft werde dargestellt durch eine

—— beliebig lange Gerade A44,. Nach dem

Mittelpunkte hin nimmt diese Anziehungs-

kraft regelmilsig bis zum Werte Null ab. Das Arbeitsdiagramm fiir die

Hebung von M bis A ist demnach das schraffierte Dreieck M A A, Fig. 21,




.*\r:'x.:.ull.llng der homogenen l\'l:;y-lwh'.':l-.‘._. der \-t'm\ll:""- und der Hohlkugel. Ef'rf-:'

Wird nun die Hebung nach aufsen fortgesetzt, so handelt es

: : s T :
sich um das von der Gravitationskurve y = £ begrenzte Diagramm.

Ganz dasselbe Diagramm wiirde entstehen, wenn man sich den
kleinen Kiorper in M feststehend denkt und die Erde von ihm bis
ins Unendliche entfernt. Fiir jeden der beiden Fille stellt das Dia
ramm die Hebungsarbeit dar.

Diese Hebungsarbeit soll jetzt berechnet werden.  Wiegt der
Korper an der Erdoberfliche p Tonnen, so ist fiir das Diagramm
dreieck M A A, die mittlere Anziehung nur halb so erols, also wird
die Arbeit, wenn der Erdradius zu 860 Meilen oder 860 - 7600 m an-

o
b}

genommen wird, aleich f: . 860 - TH00 oder p - 3225 000 Metertonnen.
Die Hebung von #, bis #, erfordert nach Nr. 17, da an Stelle der An-

: o/ — - i i o : : :
zichung -, die Anziehung PT° also p»® an Stelle von m tritt, die Arbeit:
2 3
1 1

2 15 ¥
, '
wobei p— AA, zu setzen ist.
Am einfachsten wird die Formel fiir », = o0, denn dann wird
T i
ry £

mo 18tz B.

.',fr LD
die Arbeit in Metertonnen, die notig ist, um den Korper von A his
- unendliche Héhe zu heben. Die Hebungsarbeit von B bis ins Un-

= pr = p - 860 . 7500 = p - G450 000 mt

endliche betriot

A 1 N } % S o
F = ’l” - — 'l: = 260 - T = p - 2 995 000 mt,
Y = = 2
die von € bis oo betrigt
= pr? pr T i e =il
2" BT _ E 8607500 = p - 2150 000 mt.
N 5 ] ]

Die Hebung von 4 his B erfordert p (6 450 000 — 3 225 000)

= p - 3 225 000 mt, die von A bis C erfordert p (6450000 — 21500000

p-4300000mt, die von M bis ins Unendliche erfordert _g;-jti’;:":‘:‘u[m{'}
4+ 6450 000) = p - 9 675 000 mt.

Man achte fiir die Stellen 4, B, O ... auf das Verhiiltnis 1: - 'Ii

31) Aufgabe. Mit welcher Geschwindigkeit miilste (ab-
cesehen vom Luftwiderstande) ein Geschols in senkrechter
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Richtung abgeschossen werden, um von A4 aus bis B oder (
oder bis zu unendlicher Hohe zu fliegen?
Auflésung. Man setze die Energie

B

/it — ,lr" W fjf 9 :;J"_).'h'l [_" J) 2

L3

dann folgt als Abschulsgeschwindigkeit fiir die Strecke 4B
=2 . 9,81 . 3225000 = 7954,6 m.
Fiir die Strecke A€ handelt es sich um
B = l—)- u\-‘] 4.!]1] 000 — Y1 :"!;-i::_ff m,
filr die Strecke 4 oo um
v =712.9,81 6450000 = 11 250 m.

Es ist also eine verhiiltnismifsig nur geringe Geschwindigkeit,
die den Kérper ins Unendliche hinausschleudert.

Umgekehrt wiirde die Geschwindigkeit 11 250 m die orifste sein,
die durch die Anziechung der Erde allein einem auf ihre Oberfliche
fallenden Meteorsteine verliehen werden kionnte. Wiegt er an der
Erdoberfliche 1 kg, so giebt ihm jene Geschwindigkeit eine Energie
von :"_'ﬂ - 11 250% = ~ 6 450 000 mkg. Angenommen, diese setze sich
in Wirme um, so handelt es sich um ’—'--]_-I"_,'.”“" 15177 W.-E. Selbst-
verstiindlich wird nur ein Teil der Arbeit sich in Wirme umsetzen
und den Stein und seine Umgebung erhitzen.

Soll eine noch grifsere Greschwindigkeit erreicht werden, so
miifste der Korper mittels eines Schachtes ins Innere der Erde fallen.
Dies giebt 15778 m als denkbar grofsten Wert.

Ebenso leicht ist es, die Endgeschwindigkeit zu berechnen, wenn
der Stein aus endlicher Héhe herabfiillt. TIst A das entsprechende

/2 4

Arbeitsdiagramm, so folgt als Endgeschwindigkeit v = |/Z2. Dies
T

ist zugleich die Formel fiir die entsprechende Abschulsgesc shwindigkeit.

Dals man mit noch geringerer als der oben berechneten Ahschufs-
geschwindigkeit einen Kérper horizontal so fortschleudern kann, dals
er nicht zur Erde zuriickkehrt, wird sich sofort ergeben.

32) Der Fall eines K orpers in den Schacht der homogenen
Erde. Fallt der Korper von A bis K, Fig. 22, so ist die Anziehunes

22, o
arbeit, wie sich aus trapezférmigen Diagramm ergiebt:

’ v r 0 gt —p® P I g
et oy e -

2 r Fhiy O
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. A . . oy f 1
die zugehorige Endgeschwindigkeit (am:;h —— =

v mff @)
| Ly
fga® / r;

Y = ] 19 g I <.
¥ r

Projiziert man diese Geschwindigkeit auf den Kreisumfang bei L,

g0 hat man dort die Geschwindigkeit
2 i ¥ /q

— =, oder v,=—a l L —Vg-r,

g1 Y & (i r 4

gy
d. h. eine konstante, von = unabhiingige Randgeschwindigkeit. Fragt
man sich aber, mit welcher Geschwindigkeit eine Kugel ber 4
wagerecht abgeschossen werden miilste, damit das Bestreben, sich von

Fig, 22. Fig. 25.

.-‘? il {

‘
e

W e N

der Erde zu entfernen, in jedem Augenblicke dureh die Fallbewegung
gerade aufgehoben wiirde (so dals gewissermalsen die Kugel einen
die Frde umkreisenden Mond geben wiirde), so findet man durch

> e S . s in"J‘2
Gleichsetzung der Centrifugal- und der Anziehungskraft = Mg,
. : : 9,
oder v =V gr =79,81 - 860 - 7500 = 79546 m, was mit dem soeben
Gefundenen itbereinstimmt. Folglich ist die unter den gemachten

Voraussetzungen vor sich gehende Fallbewegung die Projektion emer
regelmilsigen Kreishewegung, die auf dem grifsten Kugelkreise mit
der berechneten Geschwindigkeit stattfindet, Fig. 23. Der Mittel-
punkt M wird also mit dieser Geschwindigkeit erreicht, und die Fall
dauer 1st gleich der der entsprechenden Quadrantenbewegung, nimlich
1 i 4 w1/ 7 3 /860 - 7500 e
f e —— ’ - l i I" : — ]-_-‘)hh h&'l'ﬂ.

AR S
Geht der Schacht durch die Erde hindurch, so begimnt bei M
das verlangsamte Aufsteigen nach Z hin, das dieselbe Zeit beansprucht.

20 q 2 9,81

is handelt sich also um die bekannte Sinus-versus-Bewegung, eine
besondere Art von Pendelbewegung, die sich, Luftleere vorausgesetzt,
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bis ins Unendliche wiederholt. (Vgl. Bewegung des Kolbens 1im
Dampfeylinder.)
Giebt man dem Korper beim Beginne des Falles eine Seiten-
7955

geschwindigkeit von " m, so wiirde er sich, wenn ein entsprechend

gekriimmter Schacht vorhanden wiire, in einer Ellipse bewegen, die

jede der parallelen Ha biert. Statt 2 kann man auch 7

bsehnen ha
getzen. Dann wird von jeder Halbsehne abgeschnitten. Dies ist
T

ein in der Mechanik hiiufig behandeltes Problem, bei dem die Ellipsen
bewegung wiederum nur Projektion der Kreisbewegung ist. Es
handelt sich dabei um die Centralbewegung, bei der die An-
¢ umgekehrt proportional der Entfernung ist. Sie
1 1

:1

ziehun
ich aus der Bewegung des Kreispendels elementar ableiten.

lalst =1

Kleine Schwingungen des ebenen Pendels sind nichts anderes, als

L

Projektionen der Bewegung des Kreispendels auf den Durchmesser.

2 e ; o 5= ; 10 000 000 \ 53

Wird dem Korper die Seitengeschwindigkeit =2 — 463 m

erteilt, die ziemlich genau der figuatorialen Drehungsgeschwindigkeit der

]':1'1|:‘ |-|1i,~'; ];'[('hi. S0 |-|'cl‘i(-hi Fi{']l 4'i!‘.|' IJ‘”E se von lEL'l' H.‘IHI:U']IH' _I P ! S
! g ]

Diese wiirde der anfiinglichen Fallbewegung in einem am Aquator be-
findlichen Schachte entsprechen. Denkt man sich wihrend des Falles
die Erde nachdrehend. so lilst sich das bekannte Vorauseilen nach

Osten fiir jede Tiefe leicht berechnen. (Benzenbergs Fallversuch.)

33) Hinige andere Schachtprobleme. Ein Pendel von der

Schwingungsdauer ¢ = | wiirde, da ¢ proportional der Entfernung
g

vomw Erdmittelpunkte ist, im Abstande », die grifsere Schwingungs
daner ¢, = ] r{- erhalten. Da aber in Wirklichkeit die Schwingungs

dauer bei !].i'tl1“-Fi‘l'.“iik"]!l'll abnimmt, so muls angenommen werden,
dals anfangs die Anziehung zunimmt, weil der Kern der Erde ein
weit hoheres spezifisches Gewicht hat als die Aufsenschale. In der
That ist die mittlere Dichte der Erde als etwa 5,6 nacheewiesen
worden, wihrend die der Oberfliche zukommende als 2 angenommen
werden lann.

Angenommen der Schacht wire mit Wasser, das als nicht
zusammendriickbar betrachtet werden soll, angefiillt; wie grofs wiirde
dann der Druck m der Nihe des Erdmittelpunktes sein? Malsgebend
st die mittlere Stirke der Anziehung. KEs handelt sich also um
580 T — 3225000 Tonnen pro Quadratmeter Druckfliche, oder um

312 000 Atm., also um das Hundertfache der Spannung in einer auf
5120 Atm, beanspruchten Kruppschen Kanone. Luft wiirde infolge
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diesor Kompression, wenn das Mariottesche Gesetz bis dahin
selten wiirde, 417 mal so schwer sein wie Wasser, so dals es un
moglich sein wiirde, sie etwa in der Taucherglocke festzuhalten. In
dem Augenblicke, wo sie schwerer wird als Wasser, wiirde sie, kleiner
and Kleiner werdend, dem Mittelpunkte der Erde zustreben.
Sehwieriger ist es, fiir eine Luffsiule im Schachte die im Mittel
punkte herrschende Spannung zu berechnen. Sie fillt infolge der Zu-
sammendriickbarkeit der Luft weit grofser aus als die oben herechnete.
[

dieser Hinsicht sei auf die Abhandlungen von Prof. Ritter iiber
die Beschaffenheit gasformiger Weltkdrper verwiesen. Man versuche
die Schachtprobleme auch fiir den Fall zu losen, dals die Dichtigkeit
der Erde an der Oberfliche gleich 2 sei und nach dem Mittelpunkte
hin regelmiilsic zunehme. (Vgl. Method. Lehrbuch III, Seite 129.)

34) Abplattung der Erde.

Der hypothetische Schacht findet noch anderweitige Verwertung,
Er ermoclicht z B. Untersuchungen iiber die Abplattung der
Erde. Nach den Grundsitzen der Hydrodynamik kann man die
in Fie. 24 skizzierte Schachtverbindung

= % - Fig 24,

vom Nordpol zum Aquator hin annehmen, ;

ohne das Problem wesentlich zn d#ndern. ——

[m Polarschachte herrscht keine Centritugal- ' | "\\C.

kraft, wohl aber 1im Aquatorialschachte. R

[st das Gewicht einer Masse am :\Tu]'([ljuj I =1

: ¢ :
f,;_‘]mvh myg, so ist es am Aquator, da der ‘\_1 = A,
Einfluls der Centrifugalkraft abzuziehen ist, \\\ =
. ) - o - -’. ;’

i ! S 45 N ~ ”

mag — . Setzt man die bekannten Grolsen ‘\:\---L_J-* =,

2 r e =

fiir » und » ein, so erkennt man, dafs

1 + 3 o oy 9+
- abnimmt. Im Abstande # von M ist die

das (Gewicht um etwa

{ Vi ; . v . a -
Centrifugalkraft kleiner, entsprechend dem Faktor —; da aber die
. =

Schwerkraft dort in demselben Verhiiltnisse klemer ist als bei 4, so
handelt es sich durch den ganzen Aquatorialschacht hindurch um eine
Gewichtsverminderung von ;.,”- Hieraus schliefsen nun zahlreiche
Lehrbiicher darauf, dals die fquatoriale Wassersiule, um der polaren
das Gleichgewicht zu halten, nm :ﬂlm hoher sein miifste. Dies ist aber

falsch, da iibersehen wird, dafs das mittlere Gewicht malsgebend sein
muls. Nach dem Frithéren handelt es sich nm 6 450 000 ¢cbm Wasser

: v s : T LU 5 235 000
die Druckverminderung betriigt also nicht " t, sondern nur i

230 200

Die ansgleichende Wassersitule hat somit nicht die Hohe o, sondern
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nur —os, €s handelt sich nicht nm 22 242 m, sondern nur um 11 121 m.
9 T & ¢

Man findet demmach auf diesem Wege nur etwa die Hilfte der
wirklichen Abplattung. Das Problem ist eben ein ganz anderes
s das Problem der Abplattung des fliissig zu denkenden Hrdkorpers
vom spezifischen Gewichte 5,56 Der sich bildende Aquatorialwulst

il

lifst anziehende Kriifte in Erscheinung treten, die, wie die Potential-
theorie zeigt, fiir den Rest der Abplattung sorgen.

35) Statische Theorie der Ebbe und Flut und das Stérungs-
gesetz. In #hnlicher Weise kann die Theorie der Ebbe und Flut
in Angriff genommen werden. Es handelt sich jetzt um zwei Aquatorial-
schachte, Fig. 25. Senkrecht iiber A4 befinde sich der Mond. Man
denke sich ihn und die Erde still gestellt und dann nach Nr 2
beide einander entgegenfallend. Der Erdmittelpunkt M beginnt seine
Bewegung mit der Beschleunigung ¢, = ""'::"": = 0,00003407m. Nun
haben aber die Punkte 4, M und B Entfernungen vom Monde, die
sich verhalten wie 59 : 60 : 61; demnach erhilt 4 die Beschleunigung

Gl 602 . y = e
Jo=1, " 1z, B dagegen g, =g, - =z, d. h. 4 eilt voraus mit der Be-
schleunigung g, — ¢,, B bleibt zuriick mit der Beschleunigung g, — g..

Es entsteht sonach sowohl bei 4 wie ber B
eine Verminderung des Wassergewichtes.
Angenommen, man diirfte diese gleich-
mifsig fiir die ganze Wassersiule von
3225 000t Gewicht annehmen, was nicht
der Fall ist, so wiirde auf jeder Seite eine
Erhthung um etwa 03 m Gleichgewicht
schaffen, d. h. bei 4 und B miilste zur
Flutzeit das Wasser um 0,3 m hoher stehen
als bei C und D.

Fis kam hier nur darauf an, die Ent-
stehung der Flut ber B, die schwieriger zu
begreifen ist, klarzustellen, weniger auf die
Berechnung, die achtstellige Logarithmentafeln erfordern wiirde. So-
dann wire der ungefihr halb so grofse Einfluls der Sonnenflut fiir

Voll- und Neumond hinzuzufiigen, fiir die Quadraturen abzuziehen, ferner
hitte an die Stelle der statischen Berechnung eine dynamische zu treten,
auf die jetzt nicht emgegangen werden soll (Schwingungshewegung).

Dasselbe Ergebnis erhiilt man auch auf dem Wege, dals man
den Erdball um den Schwerpunkt des Erd-Mondsystems in der im
Anfange angegebenen Umlaufzeit von etwas mehr als 27 Tagen sich
drehen lifst und die Centrifugalkriifte fir 4, M und B berechnet,
was auf entsprechende Unterschiede fiihrt. (Vgl. Nr. 3.)




Anziehung der homogenen Kugelschale, der Vollkugel und der Hohlkugel. 45

Wichtiger aber ist folgende Inangriffnahme des Problems.
Die Anziehung des Mondes auf die Masseneinheit bei A ist gleich

km iy L Fig. 2

MAE ™ (r— ('J)-'! ? ;
: M

auf die Masseneinheit bei € dagegen |
|

|

F.'_J_}_: -0

.?-3 ? |

i g il |

die Differenz der Anziehungen also 1st I

1 17]
r’m( e J
';—J’J B

= A 5 S e 1 | V|
Nun ist, wenn man die Division ——— durch- | | ¢ J |
! (r=—0] b /
; : 1 20 do* s / ’_.-"
fithrt, der Quotient gleich — 4 = - = + - i A,
also jene Difterenz gleich ~—
: ; 20 dp® 1 20 3p 40 "
.I'IL'JHL s -+ \. —|— i i g .-_-—I =km| — + — =54 |
o ¥ | | ~ 7 |
—d
8 m?. m [ 1
|+. il 28 4 ooee |-
Zr "r i
: 30 8 . 86 et
[n der Klammer ist :{ — ,—L:—c;:” — (,0025, man macht also nur
29 2.5 ’

einen Fehler von : Procent, wenn man das Glied weg Lilst. Die
iibrigen fallen, da die Reihe stark konvergiert, so schwach ins Ge-
wicht, dafs man sie erst recht vernachliissigen kann. Beriicksichtigt
man also nur das erste Glied, so ist die Differenz umgekehrt
proportional der dritten Potenz der Mondentfernung »r.

T : B « T L JEE S0 o e EBWBE0 B e
Handelt es sich um Sonne und Erde, so wiirde 5 = F-me000%0 POy

so dafs der Fehler der Vernachlissigung dieses Gliedes sogar nur
0,0000645 betragen wiirde. Jedenfalls darf man sagen, der Einflufs

eines Weltkorpers auf die Ebbe und Flut eines anderen sei angenihert
. = m . Lo
proportional der Grilse G_r:: , wo g der Radius des letzteren Korpers

ist, withrend m die Masse und # den Radius des ersten bedeutet.

36) Berechnung der Mondmasse ans der Fluterscheinung.
Nun haben sowohl Mond, als auch Sonne einen Anteil an der
Ebbe und Flut. Angenommen, man beobachtet durchschnittlich zur
Zieit des Neu- und Vollmondes die Flut 1,45 1m Gegensatz zur
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Normalflut 1, zur Zeit der Quadraturen etwa 055, so dals der Ein
Auls der Sonne einmal mit 045 hinzuaddiert, emmal mit etwa ebenso
viel abgezogen erschemt, so wiirde folgende Proportion gelten:

' M =,
=i — 15045

] L F
! 1y
1

demnach miilste die Mondmasse sein

o 12 355 000 1 -
i — L = 2o o —— = cv— ‘der Erdmasse.
r30.45 LI 04D 51

1

Dies stimmt mit den Angaben der Astronomen iiberein.

31) Bemerkungen.,

Aus diesem Beispiele erkennt man, wie man die Massen von
Himmelskorpern, die selbst keine Trabanten haben, aus den , Stérungen®
berechnet, die sie verursachen. Dabei wird stets angenommen, die
Storungen seien proportional den Massen und umgekehrt
proportional den dritten Potenzen der Entfernungen der
storenden Kérper. (Ahnliches zeigt sich bei den Influenzproblemen
der HElektrostatik.)

Zugleich wird man daraus schliefsen, dals die Mondflut auf der
Riickseite der Erde etwas schwiicher 1st, als auf der vorher betrachteten
Seite, ganz schwach aber in der Nihe der Pole. Die gewaltigsten
Fluten hat man zu erwarten, wenn zusammenfallen Erdnihe der
ponne und des Mondes und Voll- oder Neumond, besonders,
wenn die Windrichtung die Erscheinung begiinstigt. (Wichtig ist
auch der Durchgang des Mondes durch den Aquator.)

Manche Meteorologen haben dies auf die atmosphirische Iibbe und
Flut iibertragen und daraus beziiglich des Wetters auf kritische Tage
erster Ordnung und ihre Vorhersagung geschlossen, was von den
bekannten Mifserfoleen begleitet war. Weit wichtiger ist, dals wir
aus den Zeichnungen der selbstregistrierenden Flutmesser den Anteil
der Sonne und des Mondes an der Gesamterscheinung schliefslich

derart genau zu scheiden imstande

e sind, dals man die Mondmasse
mit grifster Genauigkeit angeben
kann.

0 TP AN g, ngd S @
=5 b diese Kenntnis so b

sonders ﬂ'it']l*ig‘ ist, wird die

folgende Betrachtung zeigen.

38) Pricession der Aqui-
noktien. Die Figur stelle die FErde als abgeplatteten Kérper in der
Sommerstellung dar. Bei 8, befinde sich die Sonne. Der iquatoriale
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Wulst 4 wird, da er der Sonne niher ist, stiirker angezogen, als der
Wulst B, Denkt man sich also die Erde nach der Sonne hin fallend,
nachdem sie vorher zur Ruhe gebracht war, so fillt 4 schneller
als B und dies 1st bei nicht rotierender Erde nur so miglich, dafs
die Achse SN, die um etwa '_"_)l” geneigt ist, sich mehr senkrecht
stellen will. Dies ist durch das Kriftepaar angedeutet, welches in
der Figur an SN wirkt. Nun dreht sich aber die

Firde um ihre Achse, und jede Drehungsachse ist be- Fig. 98,
strebt, ihre Richtung beizubehalten. Die Lehrbiicher g
der i."llly.«'ik entwickeln am Fesselschen .-"'.]llrr;!"rtl':} "‘.:(;._,___{_.-{"1'
und am Kreisel, dals dann ein Ausweichen der Achse e
entsteht, welches senkrecht gegen die Ebene des oy
Kriiftepaares gerichtet ist. Die Achse schligt also eine My
kegelfGrmige Bahn ein, bei der sie ihre Neigung bei- 7o
behiilt. Die Achse giebt demnach im Laufe der Zeit g LY
andere und andere Stellen des Himmels als sogenannte J,-i"“" i
Polarpunkte (feste Punkte) an. Allerdings dauert die ke

Umlaufzeit 26 000 Jahre. Bis zum Jahre 2095 nihert

sich dieser Punkt dem bekannten Polarstern bis auf 25 Minuten, dann
entfernt er sich von dort, um nach etwa 12000 Jahren den Stern
1. Grofse Wega im Sternbilde der Leier als Polarstern erscheinen zu
lassen. Mit der Achse iindert sich auch die Lage der Ekliptik, die
Knotenpunkte K und L riicken

m Sinne der Pfeile vorwiirts, und Tig. 29.

withrend jetzt die Winterstellung
mit der Erdnihe zusammenfillt,
wird sie nach 13000 Jahren mit
e11. q*”.

der Erdferne zusammenfal
Hipparch (130 vor Chr.) betriiot
die Verschiebung der Aquinoktial
punkte I und L etwa 28° Dies
st  die berithmte Pricession
der _Nill:hi}_{'lt*it.’.ElL'!}. _ e
Der Antrieb zu dieser Be- T RN I /
wegung 1st am stirksten in der \ et P
Zieit der Winter- und Sommer- St —5,
stellung, sie ist gleich Null in der
Zeit der Tag- und Nachtgleichen. In Fig. 29 ist die scheinbare
Himmelskugel mit horizontal angenommener Ekliptik (Ebene der
Erdbahn) dargestellt. N und S bedeuten den Nordpol und Siidpol
der Himmelskugel in der augenblicklichen Lage, 4B die Ebene des
zugehorigen Himmelsiquators, K und L die Knoten, d. h. die Schnitt:
punkte der Kreise fiir Ekliptik und Aquator. Nach 13000 Jahren
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ist dafiir die Stellung N,, S,, 4,, B, zu setzen, wobei K nach K, (L), L
nach L, (K) geriickt ist. Der Knoten K wandert also, dem Pfeile ent
sprechend, iber die Mittellage K, nach K, L itber L, nach L;. Ein
schiefgestellter Kreisel macht mit der Achse M N dieselben Bewegungen.

Man vergleiche hierzu Klein und Sommerfeld: Theorie des
Kreisels. Leipzig bei Teubner.

39) Nutation der Erdachse.
Nun wirkt aber der Mond ebenfalls auf die beiden Wulste ver
schieden stark, und nach dem Stérungsgesetze wird seine FEinwirkung
zu der der Sonne etwa im Verhiltnis 1:04
Fig. 30. stehen, wie bei der KEbbe und Flut. Da nun
f_h<‘6"\o‘—“€}_._\\r seine EE_Iluii'i_{l]H}_{l und 1lii~ der f-éumu- il? der
- ¢y Regel nicht in dieselbe Ebene fallen, will er
o ¥ die Achse anders drehen. Seine Einwirkung
hat, da die Umwilzung der Knoten seiner
Bahn IH; Jahre dauert, eine ehenso lange Periode. So kommt es,
dafs der Nordpol am Himmel in 26 000 Jahren nicht einen einfachen
Kreis, sondern eme Art cyklischer Kurve zuriicklegt, wie sie n der
Figur angedeutet ist. Nur ist zu beriicksichtigen, dals die Zahl der

D5 000

Windungen = 1514 fiir den vollen Umlauf betragen miifste, und

15

dafs ihr seitlicher Durchmesser nur 97,25 betriigt.
Aber auch der Jupiter und andere Planeten wirken storend auf
die Erdachse ein. so

afs das Problem ihrer Schwankungen ein sehr

kompliziertes 1st. Ubrigens hat Laplace bewiesen, dals diese
Storungen durch das Vorhandensein des beweg
Fig. $1 . k : : . =
lichen Ozeans nicht beeinflulst werden.
.-:.——-i“'f.!(

40) Verlangsamung der Erddrehung.

Fig. 31 stellt die dquatoriale Fluterscheinung

dar, withrend der Mond scheinbar in der Richtung
seines Pfeiles wandert (die Erde entgegensetzt

dreht). Die Fluterscheinung ,schleppt etwas

nach®, d. h. sie hat ihren Gipfel einige Stunden
nach der Kubmination des Mondes, was durch
en Winkel ¢ angedeutet ist. Der Mond wirkt

auf den Wulst bei 4 und B verschieden, und

zwar, ihnlich wie bei der Pricessionserscheinung
, dals auf die Gerade AFB ein
, welches der Erddrehung entgegen-
gesetzt 1st.  Dieses wirkt zwar zuniichst nur auf das Wasser ein,
dem es eine schwache Ost- West-Stromung verleiht, durch Reibung

i“tl H\tll]lln} =00
Kriftepaar wirkt
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und Auftreffen auf die Kontinente aber wirkt diese Erscheinung doch
hemmend auf die Erddrehung ein. Nach Berechnungen englischer
Astronomen hat sich seit Hipparch den Sterntag um hll- Sekunde ver-
lingert. Dies macht allerdings auf das Jahr nur gegen 4 Sekunden,
auf das Jahrhundert also etwa :ll Stunde aus, veranlalst aber beim
Riickwartsberechnen der Sonnen- und Mondfinsternisse erhebliche
Unterschiede. So gering dieser Unterschied ist, so grofs ist der
Einfluls, wenn man ihn in technischen Malsen berechnet, denn in
solchen ausgedriickt, ist die HEnergie der sich drehenden Erde
von aulserordentlicher Grofse, nimlich 28 388 . 10®! Metertonnen —
28388 - 10* mkg. Der Energieverlust seit Hipparch betriigt also
81349 - 10" mkg. Nach T Millionen Jahren wiirde bei fortgesetztem
gleich grofsem Verluste die Drehungs-Energie erschopft sein. Se-
kundlich gehen 12918 . 107 mkg verloren, was 17225 . 10° Pferde-
stiirken bedeutet, mit denen der Mond langsam aber sicher der
Umdrehung der Erde entgegenarbeitet. (Vgl. Ing. Math. Band L
Seite If—l}

Wer sich fiir die Riickwiirtsherechnungen der Sonnen- und Mond
finsternisse und ihre Bedeutung fiir die Festlegung weltgeschichtlicher
Kreigmsse interessiert, sei wieder auf die Astronomische Chrono-
logie von Dr. Wislicenus, Leipzig bei Teubner, 1895, aufmerksam
gemacht.

Nachdem so auf einige interessante Anwendungen der Potential-
theorie hingewiesen ist, kehren wir zur Kugelschale, Vollkugel und
Hohlkugel zuriick und stellen ihre Gravitations- und Potential-
Kurven fiir den ganzen

Raum fest, Fig. 52.
\J’?,
41) Aufgabe. Das \
Potential einer homo- e )
- //l "\\
genen _I\ u.l_v;vlz-:ui:l‘ulv von s \‘m__fi,'
der Dichte 1. fiir alle M ey
| 4 | SO [ SRS e ey
Punkte des Raumes zu '1 W I3 i 5
untersuchen. /
s 2t = \\ o
Auflosung, Die Massen- s

belegung fiir die Flichen-
einheit sei gleich eins, der angezogene Massenpunkt habe ebenfalls
die Masse eins. Dann ist fiir aulsere Punkte, wenn o der Halbmesser

der Kugel, «# der Abstand vom Mittelpunkt M ist, die Anziehung .

[ s uf
die Arbeit von der Stelle # bis ins Unendliche hat also nach Nr. 17
den Betrag

Holzmilller, Ing-Math, IT, Potentinltheoria, 4
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7‘1 2 1 1 4 (1 = T
_1" —_ ‘4—0",‘1’( - = ) = J-' .
= ) 4 o2 H

Der Potentialwert fiir 2 = oo ist Null, er wiichst bel der An

i ' ik ALt
niherung bis A zur Grolse

- 4ox an. Gelangt der Punkt bei
A durch eine Offnung ins Innere der Kugelschale, so nimmt der
Potentialwert nicht
mehr zu, da dort
kein Arbeitsaufwand
Zur Forthewegung
'\\.___ von M notig 1st.

NI Thre Die Arbeit fiir die

R e oy Jewegung von M

7. - ' . @ biseoistalso ebengs
/ grofs wie die fiir den

|
| / Weg von A bis oco.

\ i _,----/ Stellt man fiir jeden
[ Punkt den Betrag des

Potentials dar, so hat
man von M bis A stets dieselbe Hohe 4 ox, Fig. 33, dagegen im

. N i L : :

Abstande M B = 2p die Hohe -9%, im Abstande MC = 3¢ die

Hohe Q u. 8. w. Die Diagrammkurve des Potentialwertes ist eme
o

gleichseitige Hyperbel.

42) Aufgabe. Das Potential der homogenen Vollkugel
von der Dichte 1 fiir alle Punkte des Aulseren und Inneren
zu berechnen,

Auflésung., Die Massenbelegung fiir die Raumeinheit sei gleich

eins, der angezogene

i Punkt habe die Masse

eing, die Gravitations-
konstante sei eins, dann ist
die Anziehung fiir aufser-
halb liegende Punkte in
der Entfernung x gleich
'1; yom J_l:_. so dals die Dia-

aram mkurye

Fig. 34, zu untersuchen ist. An der Stelle A4 ist ihre Hohe
+ o o b ' I : '
- —Par—* — Sra, im Abstande M B — 2r handelt es sich
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um den vierten Teil, bet MC = 37 um den neunten Teil dieser
Hohe u. 8. w. Die Arbeit von 2 bis oo ist nach Nr. 17
QL -
4 1 1 e 1
== rsz(—— )= s &
o 2 L 2 :
und dies ist der Potentialwert fiir die Entfernung . Geht man von
: & d ; hh R e e R | A
o0 bis A, so wiichst der Potentialwert bis zur Gréfse = 7% — = = 427 an.
' 'F‘ i
Tritt nun der Punkt unter Anwendung eines engen Schachtes
in das Innere ein, so nimmt der Potentialwert naech einem
anderen Gesetze zu, denn das Diagramm hat im Innern von  bis #
nach der Trapezformel den Inhalt

1 4 4
3 ("_'}'? T —f— iy .’J-‘J'L') f\'?

von # im Innern bis oo ist also die Hebungsarbeit.

2

x)=gm (1 — a®),

o

o

g 9 &€
rim = 2:7(-3'- — ) :

?"ru — %) 4 < :

Im Mittelpunkte, d. h. fiir & gleich Null, ist der Potentialwert am
grofsten, niimlich gleich 2%

Die graphische Darstellung des Potentialwertes, Fig. 35, fiihrt

rechts von 4.4, = | r*x auf eine gleichseitige Hyperbel. Links davon
handelt es sich um
eine dem Rechteck Fig. 85.
M, A A, M, einge- ﬂ,':—x\-\-\ .
zelchnete Parabel, \ i
deren  Scheitel in | N
. A\
M, liect. K
s b 5 . Ll 4.( \
Beispiel. Die g =)

letzte Aufgabe iiber
die Vollkugel zeigte /
unter anderm, dals
bei der Kugel vom |
Radius eins mit der |
Dichte eins die
Masseneinheit fiir die
Fortschatftung  von
der Oberfliche bis ing

- d 4 o b 3 ; 2
Unendliche die Arbeit - #°x 2 B. in Tonnen verlangte. Dabei war & — 1
angenommen, wihrend in Wahrheit & = —27_ ist. Bei der Erdkugel
. drap 3 =
18t statt der Dichte 1 die Dichte 556 zu nehmen. ferner wiegt die

4%




&

:.J'_J Klllljl\_‘] I11.

Masseneinheit der Technik im Tonnensystem 9,81 t, genauer gt. Der
Arbeitsaufwand wird also in Wahrheit

4r-w 3g

s | m
. 5,56 - — g Tonnen.

drm- f:,lr'lli
Dies ist also das gfache von dem, was die erste Behandlung
dieser Aufgabe gegeben hatte; das Ergebnis ist richtig, denn hier
wird die gfache Last gehoben.
An diesem Beispiele erkennt man, wie man die Ergebnisse der
Potentialtheorie in die technische Betrachtungsweise tiberfiihrt.

43) Aufgabe. Das Potential der homogenen Hohlkugel
mit den Radien # und 7, und der Dichte 1 fiir alle Punkte
des Raumes zu

Fig. 36 untersuchen.
Auflésung. An
der Oberfliche ist die

Al Anziehung auf die
e /I S
o | 1 Massane 3
/ A \ Masseneinheit
A 11

/ SR s d S gy 1
I ~Z | N T = oo (g PN
'r}\‘i{ b e 3 Tl\."' () 1) 3
' hrcaiin LT T mmm. e 7
| M S S O T I Diese Grolse }'.'m"{h‘
\ A / durch die beliebige
\ / (GGerade ,-‘{_A., 3 l*1lf_11'. -";Ii:
R dargestellt. In der

grifseren Entfernung

a

z ist die Anziehung darzustellen durch 44, —, so dafs es sich um
By i

; S : o2 j
die Parabel (— 2)ter Ordnung y = A4, - —; handelt.
Liegt der Abstand z zwischen » und r,, also der Punkt # in der

Kugelschale selbst, so zieht nur noch die Kugelschale & & (2" — 77)

4 g St 4 ; T )
= [ ‘T'l\\”' = il1| .2 == ] TN\E ;

i€

all, Was

Chel =R

giebt. Diese Kurve kann man so konstruieren, dals man durch M
zuniichst die Gerade M legt, deren Gleichung 4 = :l: aa ist, so dals
AC= l ar ist. Von der Ordinate dieser Geraden ist fiir jeden Ab
stend 2 die Ordinate der Kurve y = & mrf - -;1-!-'-' die eine Parabel von
Ordnung (— 2) ist, abzuziehen. M(' ist Asymptote der eigentlichen
Kurve, die durch K und A, geht, bei A4, aber nicht fortgesetzt wird.
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Hat man bei D) von der Asymptote aus DK gezogen, so hat man
in der Entfernung 2 M D nach unten 'l DK, in 3 MD dagegen ’. DK
als Senkrechte zu ziehen. Im Hohlraume endlich ist die Anziehung
gleich Null, dort also das Potential konstant.

Der Potentialwert fiir jeden Abstand x> r ist gegeben durch

,:i"-l 1
) @7

im Unendlichen ist er Null, nach dem Gesetze der gleichseitigen
Hyperbel wiichst er von dort big zum Rande hin an aut

1

1 .8 G
Ta(—r))

Liegt @ zwischen », und », so handelt es sich um das von der
Kurve
Ty
. 1
Y = :r(r )

begrenzte Arbeitsdiagramm, und zwar fiir die Strecke von z bis r.
Nach der Schichtenformel erhiilt man die Fliche bezw. Arbeit

L:Hli.‘l'

Dazu hat man den Randwert zu addieren, um auf die Gesamt-
arbeit zu kommen. Hs ergiebt sich als Potentialwert:

Y g5 1 L et —at g1 A=
i — q TN rJ_.-I r —I_ T ;T'l- 3 + "1*}- .-":l__!
=t |_ 3 & v : I\—l
B TE B R TR v

Diese Parabel gemischter Ordnung ist mit Hilfe der Rechnung
leicht zu konstruieren, was dem Leser iiberlassen bleibe.

Ist # = r,, so erhiilt das Potential seinen grilsten Wert; denn
im Hohlraume, wo die Anziehung gleich Null ist, wiichst es nicht
mehr. Der grolste Potentialwert ist

o i yo
1 3 o L 11 TSSO S 5 37
:EILEI S T e L g 3 1|7

oder endhch
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Fiir wirkliche Verhiltnisse ist die Gravitationskonstante als Faktor
beizufiigen und im iibrigen wie vorher zu rechnen.

44) Aufgabe. Das Selbstpotential der homogenen Kugel
zu bestimmen. [Es handelt sich darum, die Arbeit zu berechnen,
- die nbtig 1st, um die einzelnen koncentrischen
Fig. 87 Schichten der Kugel der Reithe nach ab-
zutragen und in unendliche Entfernung zu
bringen. |
Auflésung. Angenommen, die Abtragung
bis x, Iig. 37, sei schon erfolgt, dann ist
nur noeh eine Kugel vom Radius z iibrig,
bei der die Arbeit ’ 2z erforderlich ist, um
die Masseneinheit ins Unendliche zu ent-
fernen. Die koncentrische Schicht 4 #*x (von

der beliebig klein zu denkenden Diecke eins)
erfordert also die Arbeit

| g ] 3 5
- - datn — tl v ol

Handelt es sich aber fiir diese koncentrische Schicht um den Ausdruck

16x?
e

so ist fiir die ganze Kugel von o bis r nach der Schichtenformel der
Ausdruck
16mx2 b
S SN
167 8

zu nehmen. Das Selbstpotential hat also den Wert T

Fiihrt

@
3

: f A=t o —— -
man die Masse m = _ r’z ein, so handelt es sich zugleich um

Genau ebenso viel Anziehungsarbeit wird geleistet, wenn der
Korper durch allmiihliches Zusammenstiirzen oder Zusammenziehen
kosmischer Massen entsteht, die urspriinglich ither den unendlichen
Raum verbreitet waren oder wenigstens einen sehr grofsen Raum
einnahmen.

45) Aufgabe. Fiir alle Massenpunkte der homogenen
Kugel die Potentialwerte zu bestimmen und ihre Summe zu
bilden.

Auflésung. An der Stelle # im Innern ist nach einer fritheren
Aufgabe das Potential der Kugel in Bezug auf die Masseneinheit
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also in Bezug auf die entsprechende koncentrische Schicht 4 2°x gleich

a

{ -]"! o ’ o 9 % o .
q, = :'-f_,_(_r'-E — _%) datg =8 ;1"(?".'{:2 == ‘.‘) -

Nach der Schichtenformel giebt dies fiir die ganze Kugel

s B 89 qp 240
iasgr 1.—':) e g
Fithrt man die Masse ’ rz ein, so hat man "_-' 2

Die Aufgabe lifst sich folgendermafsen deuten: Man denke sich
swischen die Molekiile der Kugel neue Molekiile so eingeschoben, dals
gewissermafsen in der Kugel noch eine zweite Kugel derselben Art
liegt. Diese hypothetische zweite Kugel denke man sich mif einem
Male in unendliche Entfernung gebracht und berechne die dazu ndtige
Arbeit. Jedes einzelne Teilechen der zweiten Kugel erfordert offenbar
dieselbe Arbeit zum Wegschaffen wie jedes einzelne Teilchen der
ersten, d. h. denselben Potentialwert.

Dies klart zugleich dariiber auf, warum bei dieser Aufgabe das
Ergebnis doppelt so grofs ist wie bei der vorhergehenden. Denki
man sich nimlich die Doppelkugel durch allmihliche Veremnigung
kosmischer Massen entstanden, so ergiebt sich das vierfache Selbst
potential wie bei der einfachen Kugel, denn an Stelle jeder Anziehung
von Einzelmassen &;Ii darf man sich dabei gesetzt denken:

(5] \fe
(2m)(2my) 4 M s

s g

was fiir den ganzen Verlauf gilt. Entfernt man nun die Teilchen der
zweiten Kugel einzeln ins Unendliche (nicht, wie vorher, zugleich),
so ist, weil das Selbstpotential P der ersten l\'Ll'TII 11?1,111fr{1'.hht l:lmht
die Arbeit 3 P zu leisten. Diese besteht aus zwei lelhll aus dem
Auflisen des Selbstpotentials der zweiten Kugel, was 1 P ;,g'lt‘i}i', und
dem Entfernen der zweiten Kugel von der ersten, was dem Reste 2 P,
also dem Doppelten des Resultats der Aufgabe 44 entsprechen muls.
Damit ist der Zusammenhang beider Beispiele ohne Rechnung auf-
geklart.

46) Anwendung des Selbstpotentials auf kosmiseche Ver-
hiiltnisse.

Helmholtz hat eine Reihe von Problemen, die mit der Bildung
des Somnensystems und der Entstehung und Erhaltung der Sonnen-
wiarme zusammenhingen, mit Hilfe des Selbstpotentials in einfacher
Weise gelist,
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[st M die Sonnenmasse, R ihr Radius, so ist das He_‘ihﬁl_§1|zh-]3ﬂ.‘[[

i g M*2 : % : A ; : 1 X
der Sonne = - Fiir die Wirklichkeit ist nun . die Gravitations
H i
i b \
konstante % = £~ (wo # und m den Radius und die M Masse der Erde
in '

\ 1 ) 3 M* g1 : :
bedeuten) als Faktor beizufiigen, was - = giebt. Rechnet man

. 5 L A} ;

in. Metern und mit der technischen Masseneinheit des Kilogramm
systems (die 981 kg wiegt), um die Wirmeeinheit gleich 425 mkg
setzen zu konnen, so sind fiir die Temperaturerhthung 1°C (bei
Kapazitit ems) fiir jede Masseneinheit 981 - 425 mgk erforderlich.
Man erhiilt die Temperaturerhthung mittels der Division durch diesen
Ausdruck, also

g M 3 0.6 - (865000 m)r* 0,67 - 355000
!‘ — e — == r~ . e == = .
b R 425m Kmdas 425 R
Detzt man hier » = 860 - 7500 m. R = 95000 . THO) i, S0 he-

kommt man etwa 29000000°C, was mit dem Helmholtzschen Ergebnis
zusammenstimmt, sobald man dort dieselben Erfahrungswerte benutzt.
Bei geringerer Kapazitiit entsteht eine entsprechend hishere Temperatur.
Die letztere wiirde wirklich entstehen, wenn der Sonnenkérper keine
Ausstrahlung gehabt hitte. Durch die Ausstrahlung kann ein Ab
kithlungszustand eingetreten sein. Dies ist aber nicht als durchaus
notwendig anzunehmen, wie sich aus folgendem ergiebt.

Durch fortgesetzte Zusammenzieliung der Sonne wird neue Wirme

fre1. Zusammenziehung des ~Nebelballes“ auf den Radius B ciebt das
M2 gp*

Selbstpotential R Zusammenziehung auf den kleineren Radius I,
o t l‘ d
2 e % o s M2 gr? : k ol
das grilsere Selbstpotential = = Beide verhalten sich wie =1,
= | SR, m R’

und in diesem Mafse vergréfsert sich die entstehende
Temperatur. Der Temperaturunterschied entspricht der durch die
wachsende Zusammenziehung entstandenen Wirme. An der Hand
dieses (Gedankenganges hat Helmholtz geze igt, wie eine Zusammen-
ziechung um zehn Meilen die jetzige Sonne nausstrahlung auf 2309 Jahre
decken konnte. Die Rechnung soll unten timthmfu]nf werden.

Nun sind drei Fiille méglich: 1) Ist die '\.uw-xtmhhmer stirker
als der durch /HNL]IIllli’l'l."tt]lllllﬂ entstehende Wirmeersatz, so kiihlt
sich die Sonne ab; 2) ist sie schwiicher, so erhitzt sich die Sonnes:
3) igt beides ;{I{.-]trlm't'rtff_:, so bleibt die Sonnentemperatur sich gleich.
Was in Wirklichkeit der Fall i st, kann nicht ohne weiteres entschieden
werden, da die Ausstrahlung durchaus nicht proportional der Tem
peratur zu sein braucht. Man bedenke, dafls die Zusammenzie hung
auf den halben Radius die « doppelte Wirmemenge giebt, wiihrend die
ausstrahlende Oberfliche auf den vierten Teil her rabgesetzt wird. Die
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Ausstrahlungsfihigkeit miilste also erheblich stirker wachsen als die
Temperatur, wenn Gleichgewicht der letzteren herrschen soll. Die
zunehmende Erhitzung ist sogar wahrscheinlicher als die Abkiihlung.
Fis handelt sich hier um einen kritischen Punkt der allgemein ver-
breiteten Vorstellungsweise, die eine Erhitzung des Sonnenkdrpers nur
fiir die Anfangszeiten ihrer Kosmogenie gelten lifst.

Bei der Wichtigkeit des Gegenstandes mogen einige genauere
Rechnungsergebnisse nach anderer Berechnungsmethode beigefiigt
werden, wobei der Radius der Sonne gleich 95000 Meilen, ihre
Dichtigkeit gleich 1,38, die auf ihrer Oberfliche wirkende Schwer-
kraft gleich dem 283 fachen von der auf der Erdoberfliche geltenden
gesetzt werde.

Man denke sich die Somne aus lauter koneentrischen Schichten
von der Dicke 1 Meter bestehend. KEine nach der anderen soll ab-
genommen und in unendliche Entfernung von der Sonne gebracht
werden. Die notige Arbeit ist zu berechnen, dabei aber zu beachten,
dafs nach Wegnahme jeder Schicht die Anziehung der Sonnenmasse
gerimger wird,. Wird z B. der Radius », auf den Wert » reduziert,
so wird die anziehende Masse im Verhiltnis _r}':' vermindert; da aber

L
die Entfernung der Oberfliche vom Mittelpunkt jetzt geringer ist,
f‘.l'j

wird die Wirkung der Masseneinheit im Verhiltnis verstirkt

7
@

o3 =

ST
A S o S F 1p
(Gravitationsgesetz). Beide Griinde zusammen geben das — - —fache

J'1 i

der urspriinglichen Anziehungskraft, d. h. das —fache

i
Die zum Radius » gehorige Massenschicht hat den Inhalt 4%z . 1,
nimmt man also die Raumeinheit Sonnenmasse fiir die Dichte 1 zu-
gleich als Masseneinheit an, so ist die Masse der Schicht 4 +*x - 1,38,
Ist nun » in Metern gegeben, so wiirde sie an der Erdoberfliche ebenso
viele Tonnen wiegen, an der Sonnenoberfliche dagegen das 28 3fache,
an der Oberfliche der Kugel mit Radius » endlich das .‘:‘H,E?_:- fache, d. h.
1

1,88 -4 - 283 rim .-y Tonnen

rl
oder
1,38 - 4000 - 28,8 - riz
5

kg.
1

Das aufserhalb der soeben betrachteten Kugel befindliche der
Sonmenmasse war bereits als abgetragen gedacht. Um also diese
p kg in unendliche Entfernung zu heben, braucht man nach obiger

Theorie die Arbeit
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1,38 - 4000 - 28,3 r'=
IAGES kg,

A =y —

! .

Um nun die gesamte Sonnenmasse schichtenweise zu entfernen,

braucht man nach der Summen- oder Schichtenformel (Ing. Math. 1
Nr. 171) die Arbeit

4000-1.88.988 .97 4000 -1,38-9288 -7 rt
 Hee e L mke = . S ke
5 'Ill b b =]

Division durch 425 giebt die entsprechende Anzahl von Wirme-
einheiten.

Lifst man nun das Umgekehrte stattfinden, d. h. ldfst man die
einzelnen entfernten Schichten aus unendlicher Entfernung wieder
herabfallen (z. B. jede erst dann, nachdem die vorhergehende auf
der Sonne angelangt ist), so wird bei voller Umsetzung der ent
stehenden Arbeitsfithigkeit in Wérme genau dieselbe Anzahl von
Wiirmeeinheiten erzeugt, nimlich

4000-1,88 - 28,3

T J:Ar‘n" lt
W=——

Zum Schluls ist die Masse der Sonne wieder auf
i 3

1000 - =7 x - 1,38 kg

angewachsen. Auf jedes kg der Masse kommen also

: 4000188 - 283 - 1w oy o
-IIF-'L === = ~ 4000 8 : == "’-‘l"-.'_)_ ‘l‘! '1‘.!
5425 - A 1.38 el
Setzt man hier », = 95000 . 7500 m, so ergiebt sich fiir jedes

kg die Warmemenge
W, — 28 466 000 W.-E.

Wiire diese Warme in der Sonne geblieben, und hétte die Sonnen-
masse die Kapazitit des Wassers, so wiirde also die durchsehnittliche
Sonnenwarme

28 466 000 C
betragen.

(Helmholtz berechnet nach seiner Methode 28 6110007 C, was
nur wenig abweicht, und zwar infolge anderer Annahme der Kon-
stanten).

Zieht sich nun die Sonne von dem angenommenen Radius », auf
zusammen, so entsteht nach obigem die :”r}u:-hv Wirmemenge. Handelt
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1
e

)

es sich um eine Verkleinerung des Sonnenradius um 10 Meilen, so
erhiilt man fiir den Bildungsprozels dieser kleineren Sonne auf jedes kg
W, = BT — 28469 000 W -E.
Dies giebt fiir die gesamte Sonnenmasse ein Mehr von 62724 . 10% W._E.
Findet also eine solche, fiir das unbewaffnete Auge nicht einmal
sichtbare, Kontraktion statt (sie betrigt ja nur = also etwa ..
des Durchmessers), so lilst es sich wohl erkliren, dals die Sonne in
historischen Zeiten eine Abnahme der Ausstrahlung nicht
beobachten liefs. Man kann geradezu fragen, auf wie viele Jahre
hinaus die soeben berechnete Wirmemenge imstande sein wiirde, die
jetzige Ausstrahlung zu decken. Dies soll berechnet werden.
Mayer versteht unter Grofskalorie die Wirmemenge, die
notie i:dj.._ um eine Kubikmeile Wasser um 1° C zu erwédrmen; sie st
:l]ﬁnhglq:i-vh 40854 . 10 W.-E. Nach den Messungen von Pouillet
strahlt der ganze Somnenkorper in 1 Min. 1265 - 107 Grolskalorien
aus; die jihrliche Ausstrahlung in gewdhnlichen Wirmeeinheiten
betriagt also:

40854 - 1265 - 144 . 36b - 1088 = 27163 - 10*® W -E.
Dividiert man das obige Ergebnis durch dieses, so erhilt man:

R S T aTa Fd. iE s =
LI 93091 - 108 = 2309,1 Jahre.

Auf so lange Zeit wire also die Sonnenausstrahlung
dureh jene unscheinbare Kontraktion gedeckt.

Erfolgt die genannte Kontraktion in kiirzerer Zeit, so ist sogar
statt einer Abkiihlung emme weitere Erwérmung mdoglich, was nach
den Berechnungen Ritters iiber kosmische Gaskugeln durchaus nicht
unwahrscheinlich erscheint. Bei zu langsamer Kontraktion dagegen
findet Abkiihlung statt. Auch ein Gleichgewichtszustand ist denkbar.

Nach Violle ist die Sonnenausstrahlung etwas grifser, niimlich
auf 1 qgm 1159000 W.-E i. d. Min, d.h. im ganzen 38860 .10
auf das Jahr, statt 27163 - 10, Jene Kontraktion alse wiirde nach
diesen Angaben die Ausstrahlung nur auf 1614 Jahre decken.

Helmholtz hat auf Pouilletscher Grundlage fiir Kon-

1
10000
traktion 2289 .Jahre gefunden, was mit dem obigen Ergebnis fiir

o : :
sz Kontraktion gut zusammenstimmt.

Der bekannte Begriinder der Wirmemechanik, May er-Heilbronn,
hatte sich die Nichtabnahme der Wirme bei der Sonne nicht dureh
eine Kontraktion, sondern durch eine Art von Meteorregen zu erkléren
gesucht, wo die aufschlagenden Massen ihre Energie in Wirme um-
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zusetzen haben. Er selbst aber hatte gegen diesen Meteorregen zu-
oleich das Bedenken ausgesprochen, dafs er die Masse der Sonne ver
grifsern und die Umlaufszeit der Planeten verkiirzen wiirde; deshalb ver-
suchte er durch einen sogenannten Centrifugalprozess eigentiimlicher Art
seine Theorie zu retten, was ihm nicht gelang. Die Helmholtzsche
Idee einer dauernden Kontraktion infolge der Gravitationswirkung,
der als Widerstand die Wirkung der Wirmeschwingungen der Mole-
kiile entgegenstehen, macht den Mayerschen Massenprozels iiber-
fliissig; sie lilst sich, wie aus obigem ersichtlich, in elementarster
Weise auf grund der Mayerschen Umsetzungstheorie entwickeln, so
weit, dafs man in der Lage ist, alle hierher gehorigen Arbeiten der
neueren Physiker zu verfolgen und ihre Berechnungen zu priifen. Von
hier aus konnte man z B. in das Studium der Ritterschen Unter-
suchungen itber die Konstitution gastormiger Weltkorper eintreten,
die in den Poggendorfschen Anmnalen erschienen und auch vereinigt
im Buehhandel zu haben sind. Man hat die Ergebnisse zwar ange-
zweifelt, aber mnicht widerlegt. Sie stehen und fallen mit den
angenommenen physikalischen Grundgesetzen. Wer Ritter widerlegen
will, mufs die Gastheorie in ihren Fundamenten umgestalten.

Das Vorgetragene wird die Wichtigkeit, die dem Begriffe des
Selbstpotentials beizulegen ist, einigermalsen veranschaulichen.

47) Die Anziehung innerhalb einer Erdkugel, deren

Dichte von der Oberfliche zum Centrum hin régelmiilsig

von 0 =25 bis zu einem

Fig. 88. zu berechnenden Werte

gunimmt, wihrend die

mittlere Dichte gleich
5,6 ist.

a) Um auch ein Prob-
lem iiber koncentrische
Schichten von verinder-
licher Dichte zu behandeln,
wird die obige Aufgabe
gestellt.

Auflésung, Man denke
sich einen Kegel (genauer

Py

einen Sektor) aus der IFrdkugel herausgeschnitten. Ist seine obere

Fliche G, so hat er im Hohe y den Querschnmitt G, = & LA
: e

das spezifische Gewicht unten p,, oben p,, so ergiebt sich bei regel-
mifsiger Zunahme nach unten fiir die Héhe y die Dichte p, aus
der Gleichung
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(P — Do) 1Y = Dy — 1) : (r — ¥);
zll:-iu
J'”r.l B .l”..

f*’j.n = j”u 5 :‘)‘ 5 _]

Die Schicht in Hohe y fillt also ins Gewicht mit
i —:i'|rﬂ , IR Iij.'.'" ']H”‘
Gy-py=0 i Gy o— I
Fiir die Summe der Schichten von y =0 his y=y, giebt
die Schichtenformel
3 L
, 0, . B—D, ¥
1_,' G T Gr T
also fiir die Schichten von y =0 bis y =y,

i EJH A, o (-" r & s - (;'T' P -
G r—Gps =)= [4p. — 3pe+ 3p] = 75 [Pu + 3 po)-
Der ganze Kegel hat aber bei einer mittleren Dichte 5,6 die Masse

oA e
(£ = 0,6,

also 1st

Gr . e
-]_‘.;3 i_;n',J“ —|_ 3 ?'il':".l = (5 3 i-lji}
d. h.
po-t 8p, — 456 — 224
also

== 22;4 3 3_’{);. =3 22?‘4‘ — T h = 14?9,

7
d. h. etwas héher, als die Dichte des Quecksilbers (13,59).

So kann man fiir jedes beliebige Zunahmegesetz die Dichte 1m
Centrum berechnen. Die Astronomie giebt in der Regel 12 als wahr-
scheinliches spezifisches (Gewicht 1m Krd
kern an. Fig. 89,

b) Aufegabe. Wie stark ist die An-
ziehung im Innern dieser Kugel und
zwar in HKntfernung y vom Mittel-
punkte?

Auflésung. Vorher war die Masse des
Kegels von o bis gy, berechnet als

T i ; _nla
(; Lpe{ "rl 1 f”u Py -[ l

li,.'_‘ 3 J..:: 4 | "

Fiir die Kugel mit Radius #, findet man also

5 T -3
L -9 ‘ IFJ.:: 3?’] ';”H - ;"-I';. _r_.f] s 'TJJ‘;_ I S % o : :
<5 e ey e b | e [ - Dy O (P — Pa) Yy ‘ £
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Diese Masse ist im: Mittelpunkte konecentriert zu denken, und da nur
der Kern anziehend wirkt, erhiilt man die Anziehung durch Multipli-

9 : 1 N
kation mit — . BSie ist also
Y1

T rq - i 523 3
= :-'[ [4p,. 3 (P — po) 1] -
Hier ist p, = 14,9 und p, = 2,5 einzusetzen.

48) Aufgabe. Von der Oberfliche bis zur Mitte reiche
ein mit Wasser angefiillter Schacht von 1 qgm Querschnitt.
Wie stark ist der Wasserdruck pro gm im Centrum der Kugel?

Aufldésung. Aus

A [4pr — 3 (pu — po) 1)

ergiebt sich das Anziehungsdiagramm fiir den ganzen Radius. Die
Schichtenforme

ergiebt von o bis # als Diagrammfliche

4o .y T

J'":: ﬂ-‘-,i'z : ;
s g W — Do)y = [2 0 — (Be — Do)

oder
wr* - -
—— [P + pol-
Die mittlere Anziechung ist (da ¢ die Grundlinie des Diagramms
hedeutet)
Yy \
— (Pu —{— Pa) .
L

Wirkte tiberall die obere Anziehung

Feldpur — 3 (0 —p0) 7] =5 [pu + 3],

a7

die 1 Tonne pro Meter Hohe oiebt, so wiirde es sich um 860 . 7H00
I E :
Tonnen handeln. So aber handelt e¢s sich um

wY . \
; 5 Pu 1 Py) . 1-p -
860 - TH00 —— = 860 - 7TH00 £ "2 — 860 - 7500 . 2
' :li;',.{ _.J_ g 224

T, : 5
3 P, +8p,)

= 5010200 Tonnen (gegen 3250000 Tonnen bei homogener Krd-

kugel vom spezifischen Gewichte 5,6).

49) Aufgabe, Wie schwer wiirde der Druck im Centrum
sein, wenn der Schacht von 1 qm Querschnitt mit einem he-
weglichen Kerne ausgefiillt wiirde, dessen Dichte an jeder
Stelle  die oben fiir diese berechnete ist?
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Auflésung. Multipliziert man die fiir y berechnete Dichte

\
— )

i) .EJ“,?- = f)r [.I'il_f

W= R

mit der dort wirkenden Anziehung, so giebt die Schicht von 1m Dicke
dort den Anteil

T i ; ol
—[4p,7y — 3 (n, — Py — (0, — 2)Y] =

T

3
¥

sa[dnir'y — Tpr (o, —p)Y + 3@, — 1))

}.i

Bildet man das Anziehungsdiagramm, so ist dessen Fliche nach
der Schichtenformel

- 2

¥ ~_J__i'r Pl .
_41”&* 9 Fz 'Pu? (’}:c

',l"'l' ol .\.‘:T &

0P, + 10p,p, = 9p;

)
/

seine mittlere Hohe also

T
)

% dp: 4 10p,p, + 20}

Die oben wirkende Anziehung ist aber nach 1), wo y = zu
setzen ist, gleich

mwr -
_3- pu(})h‘ + 3 p:?)
und giebt 2,5 Tonnen Druck auf das Meter Hohe

Herrscht sie iiberall, so wiirde es sich um 2,5 - 860 - 7500 Tonnen
handeln. So aber handelt es sich um

: = 53 311‘) - 10p. 0.+ 9 'j’}:‘J
2.5 - 860 - 7500 - - i "--_ --F.- ’
5 12 p(p, + 3p,)

m .
l'onnen.

Setzt man wieder p = 149 und p = 2,5, so erhiilt man
0 4 a

30: 800 T 190 — 36871 000 Tonnen
statt 18200000 Tonnen bei homogener Erde von mittlerer Dichte 5,6.
Der grofse Unterschied erklirt sich daraus, dafs bei der homogenen
Frde die Abnahme der Anziehung nach unten hin weit schneller vor
sich geht, da die nicht mehr anziehenden Aulsenschichten von grolser
Fliiche sind und viel Masse enthalten. Bei dem vorliegenden Problem
enthalten aber gerade die grofsflichigen Schichten verhiltnismiilsig
wenig Masse.
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50) Aufgabe. Das Potential dieser Kugel fiir alle Raum
punkte zu finden.
Auflésung. Hebung im Schachte erfordert von M bis y, weil
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Also: Hebung bis » erfordert
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Folglich ist das Potential im Innern bei Abstand % gleich
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Das Potential fiir fufsere Punkte in Entfernung p ist gleich

Damit ist auch diese Aufgabe vollstindig erledigt.

In ihnlicher Weise wiirde man zu rechnen haben, wenn man fiir
die Dichte im Centrum der Krde den Wert 12 oder iiberhaupt das
von Laplace fiir die Zunahme der Dichte nach der Mitte hin auf-
gestellte Gesetz zu Grunde legen wollte. Alle Berechnungen dieser
Art konnen also mit elementaren Hilfsmitteln erledigt werden.
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