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Kapitel 1II.

Anziehung der homogenen Kugelschale, der Voll-
kugel und der Hohlkugel.

24) Vorbemerkung. Die Schwierigkeit der Anziehungsprobleme
fiir beliebig gestaltete Korper liegt darin, dals jedes Massenteilchen
des einen anziehend auf jedes Teilchen des anderen einwirkt, so dals
es sich um unendlich viele Einzelkriifte von verschiedener Grifse und
Richtung handelt. Die Aufgabe, die Resultante und das etwa auf-
tretende Kriiftepaar zu finden,. ist bisher anch mit hoheren Hilfs
mitteln nur in verhiltnismiifsig einfachen Fillen gelungen. Man macht
dabei gewisse vereinfachende Annahmen. Um zuniichst von dem Ein-
flusse absehen zu konnen, den die Teilchen jedes einzelnen Korpers
aufeinander ausiiben, wird dieser als starr betrachtet. Aulserdem
nimmt man an, dafs die Massenverteilung eme homogene se,
d. h. dafs der Korper iiberall dieselbe Dichte habe, oder man macht
wenigstens die Massenverteilung zu einer gesetzmiilsigen, man lifst
z. B. bei einer Kugel die Dichte nach dem Mittelpunkte hin regel-
milsig zunehmen. Wir werden hiufig die Dichte gleich emns setzen,
so dafs die Inhaltsformel zugleich die Masse angiebt.

Unsere erste Aufgabe soll darin bestehen, zu beweisen, dals eine
homogen mit Masse belegte Kugelschale, ebenso eine homogene oder
aus homogenen koneentrischen Schichten bestehende Kugel oder eine
entsprechende koncentrische Hohlkugel, jeden aulserhalb liegenden
Punkt so anzieht, als ob ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt wihire.

25) Anziehung der homogenen Kugelschale auf einen
auflgeren Massenpunkt.

Die Gravitationskonstante & sei gleich eins, der angezogene
Punkt P habe die Masse 1 und sei um PM = ¢ vom Mittelpunkte
entfernt, Fig. 16. Jede Einheit der Kugeloberfliche werde mit der
Masse 1 belegt. ADB sei ein Flichenteilechen von der Fliche und
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24 Kapitel IIT,

Masse f. Ist es um o von P entfernt, so iibt es auf diesen Massen

]mn]\'l' die Anzichung j_, ans. Da aber aus H}'!!l|||+"rI'it'f_l,'r'filltld'l1 die
1

Resultante aller eimzelnen

SieLS: Anzichungen in die Rich
tung P.M fallen muls, so
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,'/ ] braucht man statt ', nur
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/ = ,t? A L die wirksame l\nr|||un;:-n1l-
[ 5 L eos & zu unbersuchen.
o= 1 £ f ML= D S0
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\ M : | Diese soll zur Hr
5 ' : ' leichterung der Summié
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\\‘. . !ll..!-"‘ I|_|| HANLRE Elll 1 arm
S } ceschrieben werden, und
“ N : : ST
= ; zwar mit Hilfe der Polare
( Berithrungssehne) N @
von P, Fiir diese ist bekanntlich (Method. Lehrbuch II, Nr. 74)

s

MO : MDD = MD: MP oder MQ:r =r:e, d.h. MQ = ,,-' Daraug

folgt, dals AMQC ~AMCP, denn MQ@Q: MC= MC: MP, und
Winkel 2 ist beiden Dreiecken gemeinsam. Aus der Ahnlichkeit
ie

!

aber folgt l:r=p:¢, so dals o= ist. Demnach kann die er

. i fre ;
withnte Anziehungskomponente auch als 573 008 # geschrieben werden.

i

Die Summe der Anziehungen simthicher Flichenteilchen, d. h. die

o Wl r* - fcosd ' Jcos i
Resultante, ist demnach X “f,,g_-, cos & oder — X RES Hier kann
Lu7a o ]

in einfacher Weise gedeutet werden. Aus dem Flichenteilchen f; das
als kreisrund angenommen werden darf, und dem Punkte ¢ lilst sich
ein Kegel herstellen, dessen Mittellinie I mut » den Winkel & bildet
(Ahnlichkeit der Dreiecke). Jeder Normalschnitt dieses Kegels bildet
also mit der Ebene f ebenfalls den Winkel #. Denkt man sich um ¢
eine Kugel vom Radius 1 gelegt, so schneidet diese den Kegel in
schnitte feos & dhnlich 1st, wihrend
ihr Inhalt das ;_, fache, also gleich ’H:;jﬂ ist. Denkt man sich nun
simtliche Kegelgrundfliichen f auf diese Einheits
ergiebt sich als Summe der Projektionen deren Oberfliche 4 . 1°7,

einer Fliche, die seinem Norma

"-",'.L'l'1 ]}I‘Iiljl'}ﬂii-l‘i-. 20

: 2 feosd 41w : 3 : \
und demnach ist 5 2° e Dies 1ist die gesuchte Re-
&= T &” ;

sultante.

Nun ist aber nach der gemachten Annahme 4+°7x die Masgen-
belegung der Kugelschale. Diese wirkt also auf P genau ebenso, als
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ob dieselbe Masse 47*x im Punkte M koneentriert wire. Demnach
ergiebt sich der Satz:

Die homogene Kugelsehale zieht einen aulserhalb
liecenden Punkt so an, als ob ihre ganze Masse im Mittel-
punkte koncentriert ware.

Beilinfie sei folgendes bemerkt. Zu jedem Flichenteilchen f,
der Kugelschale gehort in Bezug auf ¢ ein Antipodenteilchen f,,
Fig. 17.  Sind f,

und £, klem ge- Fig. 17.

nug  angenominen, hane - g il

g0 darf man beideals e s

ahnlich  betrachten, = e

was sich z B. bei

der Kreisform von /

selbst eroiebt. I__|.3jt- f s
Mittellinien {, und o

l, bilden mit den I
Ebenen von f; und f,
oleiche Winkel, also
handelt es sich um

Gregenschnitte  des
Doppelkegels.) Dem-

nach gilt die Proportion f,:f; =10 :1. Da ferner die Mittellinien
mit den zugehirigen Radien gleiche Winkel & bilden, so bilden auch
die mit o, und p, zusammenfallenden Anziehungskrifte mit PM

gleiche Winkel #. Nach dem Fritheren sind aber die Anziehungs

~ . s fq Ilfl.‘.'l'.'P .
komponenten von f und £, gleich “—cos& bezw. 2 cosd. DBeide
E sy e” Iz el
stimmen iiberein, weil ! = 2 ist. Je zwei in Bezug auf ¢ zusammen-

£l 8
gehirige Antipodenteilchen f, und f, wirken somit auf P gleich stark,
und die Resultante ihrer Anziehungen fillt in die Richtung P

Weil dies aber an jeder Stelle stattfindet, so gilt es auch von
jedem beliebig gestalteten Stiicke der Kugelschale und dem zugehbrigen
Antipodenteile in Bezug auf den Polarpunkt ¢. So zieht z. B.der rechts
vom Sechnitte N, N, liegende Teil der Kugelschale den Massen-
punkt P ebenso stark an wie der links davon liegende Teil;
iberhaupt gilt das Behauptete von jedem Kalottenpaare, das
durch einen durch @ gelegten Schnitt entsteht. Liegt P schr
nahe an der Se

1;11‘-: so 18t die von den '_!_1;tl1f,fl_-l|1'|_-|1 bestimmte Kalotte
eine kleine H:'.iiu'ihe'-__ die als ebhen ilni'ga-i':lllsl' werden kann, und
auf deren Achse der Punkt P liegt. Auch sie zieht an mit der
3%
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Kraft -~ .-—.", also da jetzt e = gesetzt werden kann, mit der

g " gt
Kraft 27 Dies gilt von jeder ebenen Scheibe, sobald der angezogene
Punkt nahe daran liegt. Da aber die Grilse von » dabei gleichgiiltig

ist, gilt das Resultat auch von der Ebene, d. h fiir » = occ.
Nun ist aber jede endliche Entfernung ! unendlich klein gegen » = oc,

also gilt es von jeder Entfernung [. Die Anziehung der Kbene
ist in jeder Entfernung gleich 2xd, wenn 0 die Dichte der
Massenbelegung ist. Spiter soll dies durch Rechnung bestiitigh werden.

26) Das Gesamtergebnis gestattet nun folgenden Schluls:
Besteht eine Vollkugel oder Hohlkugel aus homogenen
koneentrischen Schichten, so wirkt sie auf einen aulserhalb

liecenden Massenpunkt ebenso, als ob ihre ganze Masse im

Mittelpunkte M vereinigt wiire.

27) Anziehung der homogenen Kugelschale auf einen im
Innern liegenden Massenpunkt.
Ist in Figur 17 @ der beliebig im Innern liegende Massenpunkf,

so gehdrt in Bezug auf ihn zu jedem Fliachenteilchen f; ein dhnliches

Antipodenteilchen f,. Das eine zieht ihn an mit der Kraft lt das
l.Ill.

andere mit der Kraft 2. Beide Krifte sind nach obigem gleich und

{

o
@

entgegengesetzt, heben sich also gegenseitig auf. Da dies {iberall

oberfliche geschieht, so ist thre Gesamtwirkung auf @
gleich Null. Jede homogene Kugel-
schale iibt also auf jeden im

auf der Kuge

Fig. 18
e Innern liegenden Massenpunkt die
ot e S Anziehung Null aus. Das Gleiche
/ \\\B gilt von jeder aus homogenen kon-
/ i\ centrischen Schichten bestehenden Hohl-
[ R kugel,

i {“! 0, Der Massenpunkt ¢ in Fig. 18
\ fa" wird durch die beiden vom Schnitte A B
\‘\\ /,-Iff begrenzten Kalotten gleich ﬂ{_"rll']'\' an
N LA gezogen, auch wenn ) unendlich nahe
BT am Rande liegt, Dann zieht die kleine
Scheibe A B nach obigem mit der Kraft

2x an, also der Rest der Kugel mit der Kraft — 2.

Man achte also auf folgendes. Riickt ¢, von aufsen an die
e | . . 5 St . : 4rix
Kugelschale, so wird bei unendlicher Anniiherung die Anziehung

o2
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