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Kapitel V.

Die Mehrpunktprobleme.

18) Vorbemerkung. Wirken mehrere Punkte anziehend, so
werden die Kriifte nach dem Parallelogramm addiert. Graphisch ge
schieht dies durch das einfache Aneinandersetzen der Krifte nach der
Streckentheorie, rechnend erreicht man dasselbe durch mehrfache An-
wendung der Formeln

p=Vp: -+ pd+ 2P, pycos e, SN, = ’I: SN e ,
wo p; und p, die Seitenkriifte sind, « der von ihnen eingeschlossene
Winkel, p die Resultante, «, der von p und p, eingeschlossene
Winkel ist.

Es fragt sich nun, nach welcher Formel die Potentialwerte zu
addieren sind. Es wird sich hier im Anschlufs an Nr. 21 in voller Be-

stimmtheit herausstellen, dals, wenn die Einzelpotentiale ¥, und
Vi sind, das Gesamtpotential dureh einfache algebraische
Addition als V=V, + ¥V, gefunden wird, worin eine aulser-
ordentliche Erleichterung und zugleich die ganze Stirke des Potential-
begriffs liegt. Dieser gehort also zu denjenigen Grofsen, die von den
Englindern nach Hamilton als Skalaren (im Gegensatz zu den
Vektoren) bezeichnet werden. Bei diesen Grifsen geschieht die
Addition einfach algebraisch, weil sie selbst durch eine einzige Zahl
vollstiindig dargestellt werden, wie z. B. Linge einer Linie, Inhalt
einer Fliche, Inhalt eines Korpers, Masse einer Linie, einer Fliche
oder eines Korpers, Arbeit einer Kraft, Energie einer bewegten Masse,
hydrostatischer Druck an irgend einer Stelle u. . w. Bei den Vektoren
dagegen sind mehrere numerische Angaben notig. Zu ihnen gehbren
Krifte, die, wie die Strecken, nach Gréfse und Richtung zu geben
sind, Greschwindigkeiten, Beschleunigungen u. dgl. Thre Addition folgt
besonderen komplizierten Gesetzen. (Gelingt es, ein Problem von den
Vektoren zu befreien und auf die Skalaren zu beschriinken, so ist
damit emne erhebliche Vereinfachung erzielt. Dies geschieht bei der
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Zuriickfithrung von Problemen der Mechanik auf solche der Potential
theorie.

Von den Hamiltonschen Methoden, die auf die Quaternionen ge-
fithrt haben, soll hier nichts vorausgesetzt werden, da ein einfacher
Hilfssatz ausreicht, der in jedem Lehrbuche der Mechanik stehen sollte.

79) Hilfssatz aus der M echanik. Die Arbeit der Resul-
tante ist gleich der algebraischen Summe der Arbeiten der
Seitenkrifte.

Beweis. 1. Die Resultante von p, und p, sei p, P = w der
Weg des Angriffspunktes P, so dals pw die Arbeit der Resultante ist.
Projiziert man den Weg w auf die Richtungslinien der Seitenkriifte,
o erhdlt man PQ, — w, und P@, = w, als die (virtuellen) Wege
in den Richtungen dieser Kriifte, so dals die in diesen Richtungen
vollfithrten Arbeiten p, 2, und p,w, sind. Ihre algebraische Summe ist

P10y —|— Po ity = W COB & -—:— P W COS &y =— 'if;-('j.li COB ¢, !- Py COB f-.’:)

— w(PB, + PB,) = w(PB, + B,0) =w, PC = pw,

sie ist also gleich der Arbeit der Resultante. Vgl Fig. 57.

Fig. 57.

AR

Q¥ =0

Die Addition der Arbeiten geschieht also einfach algebraisch ohne
jede Beriicksichtigung der Richtungen. Arbeitsgrofsen gehtren daher
zu den Skalaren.

9. Behalten die Kriifte p, p, und p, ihre Richtungen stets bei,
so kann P einen heliebigen Weg PR zuriicklegen, ohne dals sich
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etwas iindert. (eschieht die Bewegung z B. in der Ebene der Kriifte,
so ist der Weg auf die drei Kraftlinien zu projizieren, was die
,,\']-I‘('-Ill_‘.|]l_']]"" \"-'L':_?:L‘ !’"flp': ‘”(t’l.' uni _f'(ti: Ig_a\_‘q‘ht-u mag. I_‘t'f'h_ji;ﬂlll‘['i- man

noch @ nach @, und ¢@,, und setzt man R =e, so ist, da auch
bei B und ¢ die Winkel «, und ¢, auftreten, R @, = ¢ sine,,

¢ Ly 2 ; 1 b
R, @), — esina,, also, da 4, B, = A,B,, oder p, sin e, = Py SIN &, 1st,

- BQ=p;- @B, Vorher war p - PO -+ p, - PQ, = p- Py,
jetzt ist (p - PQ —p - BiQ)+ (po- PO +p,- Q. R)=p- PO
oder p, - PR, + p,+- PR, = p- PQ. Der Satz bleibt also bestehen.

Tritt der Angriffspunkt aus der Ebene der Krifte heraus, so
kann sich z B. R senkrecht iiber der gezeichneten Lage im Raume
befinden. Die Figur ist dann die Projektion der zugeh@rigen rium-
lichen Figur. Am Beweise findert sich sonst nichts. Vel Fig. H8.

3. Andern die Kriifte withrend der Bewegung des Angriffspunktes
stetig ihre Richtungen, wie es z. B. bei der Anziehung durch mehrere
feste Punkte geschieht, so gilt der obige Beweis zunichst nur fiir
eme unendlich kleine Bewegung, durch Summierung aber fiir die ge
samte Bewegung.

4. Das Beispiel der Anziehung durch zwei feste Punkte mnach
dem Newtonschen Gesetze wird dies erliutern. Die auf die Einheit

. T . - + M Y] . -y o . ;
wirkenden Kriifte sind dabei und > . Die Einzelarbeiten bei der

o W
E 0y
Bewegung des freien Punktes P von P, nach P, entsprechen den

i u

q Wiy il . . Loy
Potentialdifferenzen und = die Arbeit der Resultante 1st
1}

demnach

pw = m ‘1 — JI} i “[ml : r’}} :

Bedeuten nun Py, P,, P, ... P, verschiedene Lagen des Angriffs-
punktes, und erhalten die Radiivectores dieselben Indices, so sind die
Einzelarbeiten zu addieren und die Gesamtarbeit wird

oder
pPw = ( :l :! ; ) F 4 (r’: ul- ) ;

Dies gilt fiir beliebig gestaltete Wege von beliebiger Liinge.

Entfernt man p ins Unendliche, so ist der Arbeitsaufwand
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1

1 (1 | ,
-jm::m(_ — -:}_l_ .“{ - — J) ._..:Iﬂ+‘”}

7y 5/ W2 o

d. h. gleich der algebraischen Summe der Einzelpotentiale.

Man bezeichnet die dazu nitige Arbeit als das Gesamtpotential,
folglich gilt zunfichst fiir zwel Punkte der Satz:

" Das Gesamtpotential ist gleich der algebraischen Summe
der Einzelpotentiale V=V, 4+ F,.

Die Ausdehnung auf mehrere Punkte, die beliebig im Raume
lagern und anziehend wirken, sei dem Leser iiberlassen. Neues tritt
dabei nicht auf.

Handelt es sich um ein aus unendlich vielen Punkten bestehendes
Massengebilde, also um eine Linie, oder um eine Fliche, oder einen
Kérper von beliebiger Gestalt, so wird die Ermittelung der Kraft-
resultanten in der Regel auf Schwierigkeiten stolsen. Leichter ist es
im allgemeinen, die algebraische Addition der Potentialwerte durch-
zufithren und aus dem Gesamtpotential auf einem noch zu lehrenden
Wege die Kraftresultante abzuleiten. Aufserdem erhalten gewisse Sitze
der Mechanik durch die Benutzung des Potentialbegriffs eine weit ein-
fachere Form, als bei der Anwendung des Kraftbegriffs. Darin liegt
der in Nr. 14 angedeutete weitere Vorteil der Greenschen Theorie.

80) Die Niveaufliehen fiir das Problem zweier gleich
stark anziehender Punkte. In zwei irgendwo im Raume befind-
lichen festen Punkten M, und M, migen sich Massen von der Grolse 1
befinden. Sie wirken auf die frei bewegliche in einem Punkte kon-
centrierte Masseneinheit ein mit dem Potentiale — 4~ —- Simtliche

1 3
Punkte, fiir welche das Potential einen konstanten Wert hat, liegen
auf einer Niveaufliiche, deren Gestalt durch die Gleichung

= 1 1
it o5 L)
2 ry Ts

V=7,

bestimmt ist. Jede solche Fliche ist eine Drehungsfliiche mit der
Verbindungslinie M, M, als Achse. Es ist also nur notig einen durch
diese Achse gehenden Meridianschnitt zu untersuchen und nur von
Niveaulinien, statt von Niveauflichen zu sprechen.

Die mechanische Bedeutung der Niveaulinien bezw. Niveauflichen
besteht darin, dafs zur Bewegung der Masseneinheit von einer solchen
Fliche nach einer anderen sie umschliefsenden eine gewisse Arbeif
nétig ist, die gleich dem Potentialunterschiede ist. Zur Bewegung
der Masseneinheit nach einer der inneren Flichen ist nicht positive
Arbeit nitig, sondern negative, d. h. diese wird durch die anziehenden

x g . 1-v= . . #
Punkte ausgeiibt und vermehrt die Energie = — der frei beweglichen
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Masse um einen Betrag, der gleich der Potentialdifferenz fiir die End
punkte des Weges ist. Zur Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
auf der Fliche selbst ist die Arbeit Null notig. Die Resultante
der Anziehung steht also senkrecht auf der Niveaufliche.

Nun lifst sich aber die Resultante der Kiiifte p, =~ und p, =
1
aus , und 7, leicht konstruieren, folglich ist die Resultante und

damit zugleich die Normale der Niveaulinie in jedem Punkte elementar

o
Ty

konstruierbar, ebenso die Tangente und die durch diese senkrecht
zum Meridianschnitt gelegte Tangentialebene der Niveaufliche elementar
konstruierbar.

Da jede Niveaulinie dieses Problems zwei Symmetrieachsen hat,
(ann man

die Gerade M, M, und die zugehorige Mittelsenkrechte, so
die Betrachtung auf einen Quadranten beschriinken.
Denkt man sich die Niveaulinien so aufeinander folgend, dals
die Werte von ¢ einer arithmetischen Reihe folgen, z B. der Reihe
Lt Bimadti :.-.—i_].,-f.l..;j e e . 9 29 -1
(R N n ; M w ! ? n ? n !
so gilt folgendes:
Wie sich auch P von P, aus nach aufsen hin bewege, stets ist
1 o
von einer Niveaulinie zur andern derselbe Arbeitsaufwand nitig.
" 2

Geht P nach innen, so ist natiirlich der Arbeitsaufwand negativ. Ge
schieht nimlich die kleine Verschiebung um w lings der Kraftlinie
und ist der Mittelwert des Widerstandes gleich p, so ist die geleistete
Arbeit gleich pw. Weicht die Richtung des Weges um « ab, so
handelt es sich um die Kraft p, cos « und den Weg w, =
so dals wiederum p,w, — pw 1st.

Trigt man an jeder Stelle des Weges auf der Ebene ein Lot
auf, welches gleich der Projektion der Anziehungsresultante p an
dieser Stelle auf die Bewegungsrichtung ist, so erhilt man das
Arbeitsdiagramm fiir den Verlauf der Bewegung von FP. Wie nun
auch von P, aus nach einer der Niveaulinien gewandert werde, stets
erhilt man denselben Arbeitsaufwand und dieselbe Diagrammfliiche,
als ob man den Weg von der einen Niveaulinie zur andern aut
der x-Achse oder y-Achse gemacht hiitte. (Die z-Achse soll die
Verbindungslinie der beiden festen, anziehenden Punkte sein, die
y-Achse die Mittelsenkrechte dazu.) Geht das Diagramm von [P, aus
bis ins Unendliche auf beliebig gewundenen Wegen, stets ist sein
Inhalt gleich : - : - (Vergl. dazu Nr. 14.)
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81) Aufgabe. Die Niveaulinien fiir dieses Problem zu
konstruieren.

Auflosung. Man schlage um die festen Punkte M, und B,
Kreise mit den Radien, deren reciproke Werte einer arithmetischen
Reihe, z B. 0, 1, 2, 3, 4, ... entsprechen, also z B. mit den Radien

I 1 1 1
X0y Ly 5y T 4 T

allgemeiner mit den in Fig. 10 zu 4,, 4,, 4,, 4,, gehorigen

Ordinaten (und etwa auch mit den durch Halbierung der Grundlinien

Fig. &9

zu bestimmenden Ordinaten), so dals man en Netz krummliniger
Vierecke erhilt. Die Diagonalkurven dieses Netzes konnen mit be
liebiger Genauigkeit t-i|1;_rnm::.it'-_1m{_=t werden, indem man durch fortgesetzte
Interpolation von Ordinaten der Fig. 10 die Zahl der Vierecke beliebig
vermehrt. Im oberen Teile der Fig. 59 sind die hierher aehirigen

Diagonalkurven gezeichnet. Der untere Teil, der symmetrisch zum
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oberen 1ist, ist dort weceelassen, (Die unten gezeichnete Kurven-

gruppe kommt spiter zur Sprache, sie entspricht den Niveaulimien
fiir Punkte 3, und M,, von denen der eine ebenso stark abstolsend
wirkt, wie der andere anziehend.)

Beweis. Dals diese Diagonalkurven solche konstanten Potentials,

also Niveaulinien sind, ergiebt sich folgendermalsen.

Die zu M, gehdrige Kreisgruppe giebt bei zunehmenden Radien
nach der Konstruktion Potententialwerte, die nach arithmetischer
Reihe abnehmen. Von irgend einem der Eckpunkte aus moge es
sich z. B. um die Reihe

Glg=—h o — 20 g — b 41,

.

handeln. Dasselbe gilt von der anderen Kreisgruppe, ber abnehmenden
Radien aber findet hier das entgegengesetzte statt, die Potentialwerte
nehmen zu, z. B. nach der Reihe

= S LJfIJ,HL = .'"51":_{-“ JI— 4:h

wobei die Differenz b dieselbe ist. Die beiden Reihen gelten fiir die
obere Gruppe von Diagonalkurven. Verfolgt man eine solche, so
ergiebt sich fiir die aufeinander folgenden Eckpunkte durch Addition
der Potentialwerte die Reihe

| |
a1 A, O @, ,_I, a;, &+ a

? I | B B R |

d. h. eime Reihe konstanter Werte. Die Diagonalkurve ist also eine
Niveaulinie.

82) Bemerkungen. Diese in zahlreiche Lehrbiicher der Physik
ithergegangene Konstruktion reicht im allgemeinen aus. Man kamn
aber auech in einer Weise verfahren, die an die gebriuchlichen
Ellipsenkonstruktionen  erinnert.

; 4 , =S |
Ist 4, 4, = ¢ und soll z B. die Kurve — 4 — = ¢ fiir gegebene

T Ty ==
Punkte M, und M, konstruiert werden, so nehme man auf A4, A4,
einen beliebigen Teilpunkt P an und setze

Im Koordinatensystem denke man sich den Einheitskreis um O ge-
schlagen und mache auf der X-Achse OB, = 4, P, OP,= A, P.
Die in B, und B, auf der X-Achse errichteten Lote
Kreise Punkte ¢, und (). Die Tangenten in diesen schneiden die
X-Achse in D, und D, Jetzt ist 0D, = und 0D, =y, Mit
diesen Radien schlage man um die festen Punkte 3, und M, (z B.
um die Punkte -} 1) Kreishogen, die, wenn sie sich schneiden, zwei
und bei Vertauschung der Mittelpunkte nochmals zwei Punkte der

eben auf dem

o
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Kurve geben, so dals man nur einen Quadranten zu konstruieren
notig hat. Jeder Teilpunkt von A4, 4, giebt so im allgemeinen vier
reelle Punkte, _ir'li.l‘-.'h hat die
Teilung, wie bei der Ellipsenkon- Fig
struktion, eine bestimmte Grenze.

Giebt man 4,4, = ¢ ver-
schiedene Werte, so erhilt man = C
die ganze Kurvengruppe. Die
vorice Methode ;__r{t.-':ll ganz von
selbst ene ['-nlt".ilii.'ll f_:']t.'-il.'.h\\'l-l'ii"-_';r' :
Einteilung, wie man sofort an der Vi L AN !
Y-Achse erkennt. Fiir diese sind .yi" o = T
(vel. Fig. b9) die Vekboren gleich ; r
und jeder folgt der obigen Reihe , :
der Radien, die auf Abnahme der T s

Potentialwerte in arithmetischer - —g- >
Reihe fiithrt. Allgemein ergiebt sich
dies so: Ist fiir einen Punkt der Ebene V, = ¢, und zugleich V, = ¢,

3

1
so ist fiir ithn die Pontentialsumme V=V, 4 V, =¢ 4 ¢. Folgen
also ¢ und ¢ fiir sich arithmetischen Reihen, die beide zunehmen,
so whchst auch V7 nach arithmetischer Reihe. Die Intervalle von
Kurve zu Kuwrve sind also potentiell gleichwertig, d. h. den an-
gezogenen Korper von einer Kurve zur anderen zu bringen, erfordert
bei dem Gange nach aulsen iiberall dieselbe Arbeit, welcher Weg
auch eingeschlagen werde. Bei dem umgekehrten Gange wird ent-

=

entsprechend an Geschwindigkeit und an Energie.

sprechende Arbeit gewonnen, d. h. der frei bewegliche Korper gewinnt

83) Erhaltung der Energie. Sind P, und P, im letzteren
Falle die beiden Potentialwerte, v, und », die entsprechenden Ge-
schwindigkeiten, so ist fiir die Masse 1

2 g

Y R R
g - Loty o
! -

Betrachtet man die Schlulslage als verfinderlich, lifst man also
die Marke 2 weg, so hat man
) ) [ [ )
= by (\r r])
oder
lI.Z: o

P Pt

ok : i (o iip : : i ;
d.h. P— - ist eine konstante Grifse. Darin liegt der Satz von

der Erhaltung der Energie fiir dieses Problem.
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84) Gesetz der Abstiinde zwischen zwei Niveaulinien.
Der Abstand zwischen zwei benachbarten Kurven ist verdinderlich,
Die Arbeit, die nétig ist, den beweglichen Kérper von der einen zur
anderen zu bringen, ist iiberall dieselbe. Sind also p, und p, die
Mittelwerte der Kraftresultanten an zwei verschiedenen Stellen des
Zwischenraumes, , und w, die entsprechenden kiirzesten Wege von

Kurve zu Kurve, so ist

P, = pywy, oder — = -——,

d. h. die Krifte sind umeekehrt p;'up.-n-ziu“;il den als klein

angenommenen Kurvenabstinden.

die Kurven von der Y-Achse aus jedem Quadranten

hr ins Innere riicken, wo die
ndidichifer hiorn Rich: e
- -
/ FTRUrven menr en anli del
X-Achse das Minimum de d aun |
Y-Achse das Maximum stat
Far die at £ Kury wird auf de

X-Achse 1l das ] _als aueh das Minimum des Abstandes
' das eine, aulsen das andere. Dem Maximum des Ab

erreicht,

der Anziehungs-

standes entspricht auf der Niveaulime das Minim

5

resultante, dem Minimum des ersteren entspricht das Maximum der
anderen. Es ist also zun betonen, dals auf den Niveaulinien bezw.
auf den dureh Drehung um die X-Achse entstehenden
Niveauflichen zwar

Fig. 61. das Potential kon

stant ist, aber nicht
die Grolfse der An-
ziechungskraft. Fiir

R die  Elektrizitiitslehre
.-"I \ z. B. folgt daraus, dals
die Kurven gleicher
A [ntensitdit 1m all

gemeinen ganz andere

\ \ N =" =y (Gestalt haben. als die

32 s Kurven gleichen PO
.-'\ g - tentials
1N—.__‘__‘-\l\-

vea '..l.lf:_'lf"-‘f* und ist an ireend l'f-!'-'.'E'

1t aber, die nitie i1st, von
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; . 4 nE g
gleich A, so ist pw = A, also p == Auch auf diese Weise kann
— é 5 # w

man den Mittelwert der Anziehungskraft zwischen den Nachbarkurven
finden, wobei sich wiederum ergiebt, dafls die Krifte umgekehrt pro-
portional den Kurvenabstinden sind.

85) Eine mechanische Veranschaulichung. Mt Hilfe
einfacher mechanischer Anschanungen lassen sich diese Dinge bequem
aufkliren Denkt man sich
statt der Punkte M, und B, Fig. 62
zwel homogene, kugelférmige
Weltkorper gleicher Masse,

1 P ’ ,"—-_ = - ,"'r-'__—__x""\-
deren gegenseitice Anziehung e K- e
1 1 . 1 r L ; I % , /"/- I s
dureh eine starre Verbindune s A
cht 1st, und - M
: — P A 2 e
sl IV

Wassermassen, s=o G / N7

nder keine An
.:ff__:' :_‘1”..‘-‘"‘]!3_“'?'__ ‘le'i.“ \I‘-Ei:‘-.‘-*:'!' '.:.-'il'i| |.E.|.'ff }”."‘!."’I'.”']“']-""]'l -:\-:_"u-':"rL-'-l:]lE:Ll'}_'l"ii
an, Ist die Wassermenge gering, so hat man nur zwei Wasserberge
auf den einander zugewendeten Teilen der Kugeloberfliche. In emem
bestimmten Falle beriithren sich die beiden Ozeane im Schmittpunkte
der Achse. Ist noch mehr Wasser vorhanden, so umgiebt der Ozean
nach Art der #ulseren Kurve beide Kugeln einheitlich. Nach dem
Gesetze der kommunizierenden Réhren giebt die Wassersiule DC
denselben Druck, wie die hhere Siule M K.

Man nehme z B. den Zwischenfall, bei dem die Ozeane sich wie
die beiden Teile eines Kegels in einer Spitze MM berithren. Segelt
ein Schiff von der Aulsenseite der einen Kugel aus nach dem Schnitt-
punkte der Koordinatenachsen hin, so nimmt sein ,Gewicht® allmihlich
ab und wird in jenem Schnittpunkte gleich Null. Dabei ist die Tiefe
des Ozeans allmihlich bis zu einem Hochstwerte gewachsen. Ein

mitgenommenes Pendel, welches anfangs z. B. Sekundensehwingungen

1 - ' i | Y - 1
machte, wiirde la re und langsamere Schwingungen erhalten
haben und siecl 1z_indifferent verhalten. Der Ubergang

- fog M fx. I Eald y 1
aonetnadel 1Im macnefls¢chen relde una
n e shen Felde macht

Nk

Richtung der
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Rechnung bestimmt, was nach obigem zugleich die Normale und
Tangente fiir jede Stelle jeder Niveaulinie giebt, so dals elementare
Behandlung der Kurven mdoglich ist. Dabei mige m =1 gesetzt
\\'i‘l'i.]!_‘n.
2 S . ; o L :
86) Aufgabe. P sei ein Punkt der Kurve - = ¢, die
Ty Ta /
Normale und die Tangente der Kurve sollen fiir P konstruiert

und ihre Nei-

Fig. 63 gungen berech-

O~ net werden.
i Auflésung. Man
konstruiere  nach

= - obigem Verfahren

1

f’fll — =

oY L

oL D und

5 O

- 4 v
et *'_":‘_ e und setze beides
M, M nach dem Parallelo-

gramm der Kriifte

zusammen. Dies giebt » nach Grolse und Richtung und mit letaterer

die Normale. Das Lot auf dieser giebt die Tangentenrichtung in P.
Will man p durch Rechnung finden, so ergiebt es sich aus

P + - = 2 ,:"_I_'

Man kann auch mit Hilfe der wagerechten und senkrechten
Seitenkriifte rechnen, was

cos i,

f=0 4

cos i,
— 5 —
T ¥

oo — = A LB und p=YE o

L&
k

giebt. Dadurch findet man zugleich die Tangente des Neigungs-
winkels « gegen die positive Richtung der X-Achse als

gin &, | sin 4,

r} & o - s -
. 7 y s rg sindy - ) sind,
lang = = = ; = — =
e 3 e = ) L
3 cos#y | CO8 "3'» 13 COS &, - 75 cosdy
0] & i
ry Ts

Sind M, und M, nach | 1 verlegt, so hat man
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i I i
o ] 7] & B g o «
X " ¥y Yol -+ 1Y sin” 4 - sin” &,
an ¢ = = R = :
L1 ) e g (B -1) o o (x—1) sin” 4 cos 4 - sin” &, cos 4,
) J 5 o & =
¥ r
1 2

[
tan o
| Dieselben Resultate erhiilt man durch implicites Differentiieren.]

Die Tangentenrichtung f der Niveaulinie folgt aus tanf = —

87) Die Linien gleicher Intensitiit und gleicher Kraft-
richtung.
Setzt man p =¢,, d. h.
Locfiacuedit BO0E 0y = ) bty
: i

1 g2
s s 17y

o hat man die Gleichung der Linien gleicher Anziehungsstiirke
(gleicher Intensitit). Jede derselben passiert nach dem @esetze
5w SRR e

; = -L gugleich die Stellen konstanten Abstandes w benach-
o w &

barter Niveaulinien, vorausgesetzt, dals die Werte ¢ des Potentials
emmer arithmetischen Reihe folgen, bei der die konstante Differenz
sehr klein zu denken ist. Auf diesen Punkt kommt die Betrachtung
spiter zuriick.

Die Linien
Y+ iy
tan o — o oder e =

L \ i f
41+ v (@e—1)

sind Linien konstanter Anziehungsrichtung. Legt man also
eme Schar paralleler Tangenten an die Schar der Niveaulinien, so
erhiilt man diese Art von Kurven, deren Bedeutung gleichfalls noch
einmal zur Sprache kommt.

Denkt man sich die Punkte M, und M, mit gleichen Mengen
von positivem Magnetismus (bezw. Elektrizitiit) geladen, so wiirde eine
kleine Magnetnadel sich iiberall in der Richtung der Resultante ein-
stellen, wobei von dem storenden Erdmagnetismus jetzt abzusehen ist.
Der eine Pol untferliegt niimlich der Wirkung der konstruierten
Resultante, der andere einer entgegengesetzt zu zeichnenden Resultante.
Es giebt eine Lage stabilen und eine Lage labilen Gleichgewichts.

Denkt man sich die Nadel senkrecht gegen die Resultante ge-
stellt, so ist das statische Moment des wirkenden Kriiftepaares (ein
solehes wirkt bei sehr kleiner Nadel, da dann die beiden Resultanten
gleich und parallel, aber entgegengesetzt sind) ein Maximum. Die
Nadel hat in Bezug auf ihren Drehungspunkt ein bestimmtes Triig:

Holzmiiller, Ing.- Math, IL, Potentialtheorie 8
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heitsmoment. Die Schwingungsdauer der Nadel ist (kleine Schwin-

gungern vorausgesetzt)

l / Triigheitsmoment : 3 1 i
' = l griilstes statisches Moment 3 M?

\ S - <
was dem Gesetze t == ] .r fiir das mathematische Pendel, dem

[
\ \ pedE s =t ) 3 :
(esetze t = m l 7 tar das physische Pendel entspricht.
= .

Die Normalen der Niveaulinien geben also die Stellung der
Nadel an, die Kurven tan @ = p verbinden die Stellen gleicher Nadel
richtung, die Kurven p = ¢ dagegen verbinden die Stellen gleichen
Maximalmoments, d.h. die Stellen gleicher Intensitit und gleicher
Schwingungsdauer miteinander. (Ein Magnetstab von der Linge [
habe Pole von der Ladung - m, dann nennt man l das magnetische
Moment des Stabes. Schwingt er horizontal im homogenen Felde,
z. B. in dem des Erdmagnetismus, so ist bei der Feldstirke F
das grofste Drehmoment gleich Fml, also die Schwingnngsdauer

= r..-’ T
beee l’I _r"':.lr]'i‘)

So erhilt man einen vorliuficen Einblick in die Gesetze des
zusammengesetzten magnetischen und elektrischen Feldes. An die
bekannten Versuche mit FEisenfeilspiinen braucht nur ernnert zm
werden. Jedes Teilchen wird polarisiert und ordnet sich so ein, dals
die grofste Linge in die Kraftlinie fallt. Dureh leises Schiitteln
entsteht in den Kraftlinien gewissermalsen eine Kette kleier Magnete.
Das Niotige dariiber findet man in den Lehrbiichern der Physik.

88) Konstruktion und Gleichung der Kraftlinien fiir das
symmetrische Zweipunktsystem.

Bezeichnet man die Kurven, welche das System der Niveaulinien
senkrecht durchsetzen, als die Kraftlinien des Problems, weil sie
fiir jede Stelle die Richtung der Resultante (vergl. Stellung der
Magnetnadel) angeben, so ist diese Definition praktisech ohne
weiteres klar,

Nach obigem erhielt man die Niveaukurven des Problems durch
die Diagonalkurven der potentiell gleichwertigen Niveauringe der
beiden Einzelprobleme. Es steht zu vermuten, dals die Kraftlinien
des Problems sich aus den Diagonalkurven der von den
potentiell gleichwertigen Kraftlinien der Hinzelprobleme
gebildeten Vierecke ergeben. Diese in der Regel fiir hinreichend
gehaltene Vermutung bedarf des Beweises, der erst weiter unten ge-

geben werden soll.
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Nach Nr. 56 erhilt man die gleichwertigen Strahlen des Einpunlkt-

Problems mit Hilfe der Gleichung

% e i
cos oy =—1¢,

indem man ¢ die Werte einer arithmetischen Reihe, z. B.

3 a
L) 1 | i | o | 4

5 . I ¥ i T e .

T n ¥ o

annehmen lilst, was in Figur 43 dargestellt war. Dies gelte fiir
den Punkt M,. Ebenso mache man es mit dem Punkte M, und der
Gleichung

cos &, = 0.

Lilst man nun schrittweise in dem ersten Strahlenbiischel cos &, um

i 1 ; r

je abnehmen, im andern cos &, um denselben Wert zunehmen, so
1 . = 2

bleibt die Summe

cos ity —cosy, =¢ 4 ¢ =¢

i1 Cy
eine konstante Grifse, und dem entsprechen die Diagonalkurven der
Vierecke, die durch die beiden Strahlenbiischel bestimmt werden.
Die Gleichung dieser Diagonalkurven ist also

08 {3"1 % cOs -f}:, ==/}

und es steht zu vermuten, dals diese zugleich die Kraftlinien des
Problems sind. In Fig. 65 und 70 sind beide Arten von Diagonal-
kurven dargestellt. Fig. 64 giebt

einen der Quadranten fiir jeden der Fig. 64.
Punkte M, und M, mit dem zu 0y J 9
e . iy : | et
gehtrigen Strahlenbiischel an. Man [ad A il
; LH h | | i )
vollende die Zeichnung und ziehe b= sy
die Diagonalkurven der entstehenden L o) Al s
re 1 4 . | Il s LS
Vierecke, um das Gesuchte mit be- ! i = I i
liebiger (enauigkeit zu erhalten. i | AR e b
s Do S S AR S Ak
Die Konstruktion mit Hilfe der i A S B ) & b
¥ = = i | | = = N
beiden Strahlenbiischel reicht aus. R S o } [
. ' [ e |
Man kann aber auch folgendermalsen = /| %] | \
verfahren, 1 ‘ ‘ \
In Fig. 60 sei A, A, —e¢ (je- 724! | 9|
o e T | S O R Sl N
doch < 2). Legt man den Teilpunkt P 0=—————"— :

beliebig, nur mit der Binschriinkung,

dals jeder Teil < 1 ist, so lalst sich wie frither 4, Pund 4, P als OB,

und OB, in den Einheitskreis eintragen, jedoch dort als Cosinuslinie
g*
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fiir die Winkel @, und &, auffassen, die durch Verbindung der Lot
punkte €, und €, mit O entstehen. Durch die festen Punkte M|
und M, lege man Parallele zu OC, und 0C,. lhr Schnittpunkt

giebt einen Punkt der Kurve
c0s F}l -1 cos , = ¢

Mit Hilfe beliebiger anderer Teilpunkte P erhilt man weitere Punkte
derselben Kurve.
Die Gleichung der neuen Kurvengruppe lifst sich auch in folgender

Form sechreiben:

! 1
—: = e
Lia Fa
|111£~|'
"'f-l |"._.
Y= =
L5 it
d. h., wenn die Massenpunkte in die Punkte + 1 der X-Achse ver-
legt werden
(a 1 ': e 1 & T e V|
Y = ¢ Vi - ! ke |
Vie 1)+ y* 1 ( 1 oy~
Hng'l'
f i i}
— Y = = 1),
| B HEIESE | 4 f- 1)* -

den Niveanlinien dar-
gestellt.

Kann nun nach-
gewiesen werden, dals
diese Kurven die
Orthogonalkurven
der Niveaulinien
sind, so i1st der Beweis
dafiir geliefert, dals sie
in der That die Kraft
linien darstellen. Geo-
metrisch 1st dies aud
elementarem Wege nur
nmstindlich zu zeigen.
Um zum Ziele zu
kommen, ziehe man
die folgenden mecha

nischen Hilfsaufeaben heran, die auch aus anderen Griinden von
Interesse sind,
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80) Mechanische Hilfsaufgabe und das Drehungs-
potentia L.

Der dureh M, gehende Vektor M, K soll aus der Lage
der positiven X-Aechse nach der Richtung der positiven
V-Achse hin gedreht werden, jedoch soll dabei ein Wider-
stand fiberwunden werden, dessen Moment fiir jede Lage &
des Vektors den Wert sin & hat. Die zum Drehen nétige
Arbeit soll berechnet und graphisch dargestellt werden.

Auflosung. In Figur 66 sei M, K der Vektor in der Lage 4,

und M, A = 1, so dals AB = sin #, = AC 1st. Die senkrecht gegen
M, K gerichtete Kraft 4C = sin #, hat in Bezug auf den Drehungs-
punkt M, das statische Moment 1-sm & = sin #,. Unten wird die
sur Uberwindung desselben nitige Kraft P = HE:.JI-‘ fiir die beliebige
Entfernung M, P = r, gebraucht. lhre I{r:nsh'11!\'lilc+]1 ergiebt sich aus
dem Hebelgesetz #, :1 = AC: PQ. Die Arbeit wird durch die
Hebelumsetzung nicht gefindert, ist also fiir
jeden Radius », dieselbe. Fig. 66.

Man erhiilt ihre graphische Darstellung, Q.
indem man die Peripherie des Einheits-Halb-
kreises gestreckt als Gerade zeichnet und S
fiir jeden Abstand DE = & das Lot ;./,f-"—*“s'\“%l
EI — sin &, errichtet. Die Trapezfliiche L/JE__;\H 1 -
zwischen zwei Nachbarloten stellt dann die ™ B ;
fiir ihren Abstand ndtige Arbeit dar. Die
Arbeit, die zur Drehung um den Bogen &, = DE ndtig ist, wird also

durch die Fliche D E F dargestellt. Die gezeichnete Kurve ist bekanntlich
eine Sinuskurve. Sowohl stereometrisch [\?‘5(.‘1[‘['51;}:["!' (_‘-.\‘limt'l‘ﬁ:'il]litt'ﬁ

als auch durch Reihenberechnung lifst sich elementar zeigen, dals
die Fliche DEF =

cos ) — cos o, = L — Fig. 8T.

cos 4, ist. Vegl. Method.
Lehrbuch III. Den-
selben Wert hat also
die zu berechnende
Arbeit. Der Weg von
P ist dabei vollstindig
gleichgiiltic. Um aus
einer Lage & in eine
Lage &, zu gelangen,
18t die Arbeit |,_! — G0S -ﬂ"]} - U cos 'H"s.‘.l = QoS d — l"\"--“"gi.l ”'.H-if—-’:'
[st 9 — 90° so ist die nétige Arbeit gleich cos #,. Sie ist

negativ oder positiv, je nachdem die Bewegung des Vektors eine
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links- oder rechtsdrehende ist. Dabei ist der Widerstand als aktive
Kraft zu betrachten. Jeder Vektor ist als eine Niveaulinie des Problems
anzusehen, denn die Bewegung auf ihm selbst erfordert die Arbeit
Null. Die Kraftlinien sind iiberall senkrecht gegen die Radien ge-
richtet, also Kreise. Im Verhiltnis zum Newtonschen Anziehungs-
probleme sind demnach die Kraftlinien und die Niveaulinien vertauscht
worden.

Es findet nun folgende Analogie mit dem gewdhnlichen Potential
o ; 1 . . : ra
probleme statt. Dort war - die Anziehung oder der Widerstand,
= .
das Potential, d. h. die Arbeit, die dazu ndtig ist, die Massen-

einheit aus der Entfernung # in unendlich grofse Entfernung zu ver-
setzen. Hier dagegen ist das Moment des Widerstandes gleich
sin 4, die Arbeit aber, die nitig ist, den Vektor aus der Lage & in

die Lage 90° zu versetzen, ist gleich cos #. Dieser Ausdruck steht
i : _ g 1 1

also zu sin & 1 derselben Beziehung, wie Zl =, man kann
g, : =

ihn als das entsprechende Potential, z. B. als das Drehungspotential
bezeichnen. Auf die bedeutungsvolle Analogie zwischen Potential und
Drehungspotential kommen wir unten, bei den sogenannten Ver-
tauschungsproblemen, noch einmal zuriick.

90) Zweite Hilfsaufgabe. Der Bewegung eines Punktes P
stellen sich zwei Widerstandsmomente sin &, und sin 9,
entgegen, die sich auf Vektoren » und r, beziehen, die um
die festen Punkte M, und M, der X-Achse drehbar sind.
Die zur Bewegung notige Arbeit soll fiir beliebige Wege
von P bestimmt werden.

Aufldsung. Ist M, P=r,, und MP=r,, so sind die zu
iiberwindenden Kriifte genkrecht gegen die Vektoren angebracht

zu denken wund ihre Gréfsen sind
gin 4, sin 9
K. und -

f'l 4

wiﬁ.}'}’ K iiber die algebraische Addition der
0 -
X b

* Arbeiten ist, wenn P aus irgend welcher

Fig, 68. £ :
Nach dem Satze

Sy Lage in der X-Achse nach der augen

o A blicklichen Lage gelangen soll, die
U,g} s 35 {':—t B Arbeit |.'_I cos &) + (1 — cos f(}'—’ =2
i M M, : — (cos &, - cosd,) notig. Um aus

. einer Lage &, & in {-i.nv l'J.;lg_l;c- &y, 2y
zu gelangen, ]'rg'tlztl'l es der Arbeit (2 — cos #, — cos By) — (2 — cos &
: (f'{:'-“i'ﬁ"g). = (cos iy - cosdy) — | cos &, | COS iy ). Fiir die Lage
in der Mittelsenkrechten ist cos®; 4 cos# = 0, um also von dort




Die Mehrpunktprobleme, 119

nach der Lage &,, &, zu gelangen, ist die Arbeit cos#, 4- cosdy
notig.

[st fiir zwei verschiedene Lagen die Summe der Cosinus dieselbe,
so ist zur Bewegung von der einen zur andern die Arbeit Null notig.
Folglich: Die Kurven cos®, - cos®, — ¢ sind die Niveaulinien
dieses Problems.

Damit haben die oben konstruierten Kurven eine bestimmte
Deatung erhalten, die eigentlich heabsichtigte ergiebt sich aber aus
folgender Aufgabe.

91) Aufgabe. Die Richtungen der Normalen und Tangenten

fiir die Kurven cos @, 4 cos#, = ¢ zu bestimmen.
Auflgsung. Um die Normale zu bestimmen, setze man die in &
. e i sin &, :
angreifenden Kriifte t und — = nach dem Parallelogramm zu
:

1 >
sammen. Da uns jetzt nur die Richtung interessiert, gehe man von
thren Komponenten

sin A, gin i

e T L T
SRE o=l Ty~ My === 608 U
1 1
sin @, . sin 4,
f, = — —Lgindy, %= —"C087;
2 = g7 Mz =

aus. (Dies giebt p = V(E + 8 + (g + m)%) Sind nun =z B. M,
und M, die Punkte -+ 1, so bestimmt sich die Richtung aus
. | 5 y (- 1) g (x—1)
sin®, cosd, | — sind, cosy L e YA o

7, —-n ¥ e i".; .P":
tan py — 27 2 = RIS VL 5 R e
ol N f B e y®

eSS gin® 8, — —sin*f, S

}.1 F_: ;'t ,'._r
oder
o g e
.i‘"]‘ Jﬁ 1
tan y = —— == fanp.
Y Y tan e
At

Die Richtung der Normalen fillt also zusammen mit der der Tangente
- 1 1 s
der Kurven =R Fol
. =

1 @

glich: Die Kurven cos & + cos#, —¢

. : : g ; oL 1 i
sind die Orthogonalkurven der Niveaulinien - 4 = =¢ d. h.
1 2
sie sind die Kraftlinien des symmetrischen Zweipunkt-
systems.®)
#*) Einen andern Beweisgang findet man in der withrend des Druckes er-

schienenen zweiten Auflage von Borner, Lehrbuch der Physik fiir Realgymn. etc,
auf Seite 376,
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92) Bemerkung iiber die Asymptoten der Kraftlinien. Sind
die Winkel #, und #, einander gleich, so fillt der Schnittpunkt der

Vektoren in nnendliche Entfernung. Da beide

Fig. 69. Vektoren gleichherechtigt sind, ist er auf

= O der Mittellinie des Parallelstreifens zu suchen.

ok Diese durch M gehende Gerade ist die Asym-

&~ Sy , ptote der betreffenden Kraftlinie. Dies stimmt
e - R damit iiberein, dals die Niveaulinien fiir
M, M M, grolser werdende Entfernung und kleiner

werdenden Potentialwert allmihlich Kreis-

gestalt annehmen. Da Symmetrie gegen die Koordinatenachsen statt-
findet, muls M Mittelpunkt der unendlich grofsen Kreise sein.
Fir die Asymptote jeder Kraftlinie ist cos & - cos & — e, also

[ P r . 5 . .
cos & = —. Liilst man ¢ Werte annehmen. die einer arithmetischen

3

. . . - o . .
Reihe folgen, so nimmt auch = solche an. Die Asymptoten teilen

also die Ebene ebenso ein, wie vorher die von jedem der Massen-
punkte ausgehenden Radien, nur ist die Anzahl der Kraftrihren die
doppelte. Liifst man nun das System der Niveau- und Kraftlinien
um die X-Achse rotieren, so geben die Asymptoten, also auch
die Kraftlinien auf der unendlich groflsen Kugelfliche
Flichen gleicher Zonen. Fithrt man also durch die X-Achse
Normalschnitte, die unter gleichen Winkeln aufeinanc
wird die unenc

or |":I|_g_-,'|-r| . 8O

liche Kugelfliche in flichengleiche Rechtecke ein
lf_g'e-'h’”['_

Von M, und M, gehen nach dort die von Faraday und Max-
well emgefiihrten Kraftrohren ree

iteckigen Querschnittes. Der ganze
Raum ist in rechtwinklige Zellen eingeteilt, die potentiell gleich-
werbig sind. In den neueren Lehrbiichern der Physik ist dies auf
Grund experimenteller Anschauungen dargestellt. Das Obige aber
giebt eine theoretische Ableitung dieser Dinge in rein elementarer
Darstellung.

Die Hauptsache ist, dals die Einteilung der unendlich
grolsen Kugel in flichengleiche Felder ganz dieselbe ist,
wie bei dem Einpunktproblem, also ebenso, als ob die
Masse 2 im Punkte M koncentriert wire. Diese Bedeutung
des Schwerpunktes M wird bei den allgemeinen Problemen in noch
hoherem Grade zur Geltung kommen.

Ebenso, wie bei den Niveaulinien, kann man auch hier die
Diagonalkurven als den Ausdruck der Addition der beiden Drehungs-
potentiale betrachten, so dafs sie der Gleichung V — Vit ¥ —
geniigen. Die betreffenden Betrachtungen lassen sich wortlich wieder-
holen,
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93) Der Fall gleicher Mengen ungleichartiger Elektri
zitaten.
Man denke sich die Punkte == 1 der X-Achse mit Elektrizitits-

mengen — 1 geladen, wobei das Vorzeichen die Ungleichartigkeit be-
deuten soll. Dann wird der mit | geladene freie Punkt von M,
mit der Kraft — angezogen, von M, mit —. abgestolsen. Die Einzel
i i s
; 7y | - o ;
potentiale sind und - Nach denselben Schliissen wie vorher
T, T

1 4
erhalten die Gleichungen der Niveau- und Kraftflichen die Formen:

1 1
- —
7 L
oder
1 (D),
V(a 1y
1
—t
Ve —1) 4 ¢*
GOS8 1), CoOsSd, — ¢
oder
x4 1 :
{ ||
file 1)+
— 1
I 1+ y
Die Konstruktion ge

sehieht entweder mit Hilfe der
anderen Gruppen von Diagonal-
kurven der Einzelsysteme, oder,
der zweiten Methode ent
sprechend, mit Hilfe einer
Linie A, A,, nur ist der Teil-
punkt P aulserhalb zu wihlen.
Die zweifache Symmetrie ist
selbstverstindlich. Mit Aus-
na

me der beiden Symmetrie
achsen ver

aufen alle Kurven als geschlossene Ovale im Endlichen, so dals
von den eigentlichen Kurven keine eine Asymptote besitzt. Die Grenzfiille
1 1 e
- T =0, cos cos, = 0, cos ¥, — uns-i}__, — 2
fiihren auf die Geraden des Netzes.
Nimmt i Gl (5) ¢ die Werte einer arithmetischen Reihe,
z. B. 0, 1, 2, 3 ... an, wihrend in Gl (6) ¢ Werten wie
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R e e =
4 n? n? 1’ L[

entspricht, so erhiilt man die Einteilung in gleichwertige Felder.

In M, und M, ist fiir jede Kraftlinie cos®; — cos (180° —9y)
') : y e

— 2cos &, — ¢, also der Schnittwinkel dort aus cosdh = 5 und

¢os &, = — — zu bestimmen. Die Cosinus der Schnittwinkel in M,

und M, folgen somit einer arithmetischen Reihe. Die Tangenten in
diesen Punkten wiirden daher auf der unendlich grofsen Kugel, die
hier keine Bedeutung hat, flichengleiche Zonen geben. Dies erleichtert
das Zeichnen des Kurvensystems.

Uber das magnetische Feld mit gleichen und entgegengesetzten
Polen, ebenso iiber das entsprechende elektrische Feld, lassen sich
jetzt dieselben Betrachtungen anstellen, wie bei dem vorigen Problem.
(Magnetnadel, Eisenfeilspine u. dgl.)

Noch grofsere Klarheit wird sich bei der Behandlung der Fille
ergeben, bei denen die Massen ungleich sind. Zu diesen soll in
folgendem iibergegangen werden.

94) Das Problem zweier anziehender Massen von un-
gleicher Grolse.

Sind die beiden Massen m, und m, ungleich, so fiihren dieselben
Sg»h]ii;",«cn'_ die fast waortlich zu wiederholen ;-:inc]_, auf die Niveauflichen

1y s (1 Ty
L L "t — ¢ oder JL_ AimeT ' Sl

y ’: I p-] | @ : f;' .I."'r'.-"' DL _{_ '.I'"

und auf die Krafthinien
My COS Yy —- iy COS ify = ¢ ]
m, (- 1) e (0 1) .
C'}d(-‘j' = .'I T = 4 . : L —— l’rll
Ve 1) - 3° Vi —1)* +¢*

Damit die Betrachtung moglichst einfach werde, soll der Fall m, — 2,
my, = 1 als Beispiel eingehender untersucht werden.

Erste Konstruktion. Fir den Punkt M, denke man sich

51
zuniichst die koncentrische Kreisschar — = ¢, so gezeichnet, dals ¢
" . =
7. B. der arithmetischen Reihe 0, d, 2d, 3 d, . . . folgt, fir M, die Kreis-
schar — — ¢,, wobei ¢, derselben arithmetischen Reihe folgt. Zieht
Ta . o T

man diejenige Gruppe von Diagonalkurven, die in der einen Kreisschar
nach innen, in der andern nach aufsen geht, so heben sich von Punkt
su Punkt zwei entgegengesetzte Differenzen auf, und der Ausdruck
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2 1 . . T . : Wit
-+ = bleibt eine konstante Grolse ¢, wie es in dem frither behandelten
ry ¥ i

Falle gleicher Massen geschah. Dies giebt die Niveaulinien.

Die Schar M, enthiilt dieselben Kreise, wie die Schar MM, aber
aulserdem in jedem Ringe noch emen durch Interpolation gefundenen
Kreis, 1m ganzen also die doppelte Zahl. Die Schar M, kann man
sich also aus zwei Scharen

bestehend denken, deren jede Fig. 71

der Masse 1 entspricht, von Ay i g

denen aber die zweite mit .- . L8 ‘ S

einem anderen, durch Inter- VAVEDAS i i

polation gefundenen Radius ke 2N

beginnt. Vgl Fig. 11 und 12. - |/p/ 4/ 4 | e DAL
Ebenso verfahre man mit | 7ol = | /

den Strahlenbiischeln. Bei | S M o ot e e e

'-U.I foloe 2 cos i, = ¢, einer M, M,

arithmetischen Reihe, ber M,

folge cosf, = ¢, derselben arithmetischen Rethe. In der Zeichnung ist
dies durch die Einteilung des horizontalen Radius in 8 bezw. 4 gleiche
Teile erfolgt. Vervollstiindigt man jeden Kreis und zeichnet man die
eine Gruppe von Diagonalkurven, die das eine Biischel geradldufig,
das andere riickliinfig durchkreuzt, so findet man die Kraftlinien.

Fig. 72.

Durch Rotation wm M, M, erhilt man die Niveauflichen und
Kraftflichen und durch Einfiihrung von Meridianschnitten, die unter
gleichen Winkeln anfeinander folgen, die potentiell gleichwertige Zellen-
L*intf_-ilnng; des Raumes. In Fig. 72 ist das System skizziert,
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Hiitte es sich um mg 2, = 3 : 1 gehandelt, so hiitte man ber M,
die dreifache Anzahl von Kraftréhren wie bei M, erhalten. Allgemein

handelt es sich um das Verhiltnis m, : m, bei den Massen wie bei
den Kraftrohren. Damit ist eine der wichtigsten von Faradays

Behauptungen bewiesen.
Zweite Konstruktionsmethode. Man verfahre dhnlich, wie
in Nr. 82.

o [st KL — ¢, Fig. 713, die gewiithlte
< 7 Konstante und N ein beliehiger Teil
! ¥ i
e ~  punkt, so setzt man KN NL =—,
K o a N L I Tg'
% bhildet dureh Halbierime KO =
: .
trigt KO und NL als MA, bezw. M A, in den Einheitskreis ein

and verfihrt wie vorher. Ebenso ist es bei den Kraftlinien.

95) Die Asymptoten des Problems. Jede der Krafthnien
hat eine Asymptote, die nach dem im Unendlichen liegenden Schnitt-
punkte je zweier paralleler Strahlen hin gerichtet ist. Ks wird be-
hauptet, jede der Asymptoten gehe durch den Schwerpunkt S der
e die Gerade M, M, im Verhiltnis

Massen M, und M,, der im Beispie

1:2 teilt, Fiir unendliche Entfernung a = oc sind niimlich die
Ty & al - . (i e
Kriifte parallel und verhalten sich nach Fig. T4 wie —— 1 —% oder
' o) i~
. (1[5 Ty, o
Fig. 74 wie —+ —=  also, da flir
iy - Xy, =
: L1
: II-_..n' E _J'
A @ = oo der Ausdruck — = o ge
- [ 4

setzt werden kann, wie m : M.
Die Resultante teilt also den
; ; , Parallelstreifen 1m Verhiltnis
. —— ¥, m, : iy, was auf den Schwer-

i

s o ! punkt S fithrt. (Ob man sich

/;"ff- / bl das System M,, M, von der

/ A"‘ﬂt freien Masse angezogen denkt,

/ / = oder die letztere von M, und

i M,, ist nach dem Satz von der

/ (leichheit der Wirkung und
Gegenwirkung gleichgtiiltig.)

Da filr die Asymptoten gebenden Strahlen &, = 8, — & ist, so

folgt fiir den umendlichen Punkt jeder Kraftlinie eine Gleichung

’ . : 2 [ : :

2 cosd + cos =c¢ oder 3 cos@ = ¢, also cos & = - Dies folgt
g 3]

ebenso, wie ¢ einer arithmetischen Reihe. Die um S zu schlagende un-
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endlich grofse Kugel, die der Asymptoten wegen zu den Niveaufiichen
gehort, wird also durch die aus den Kraftlinien durch Rotation
um MM, M, entstehenden Kraftflichen in gleiche Zonen eingeteilt, von
denen - dem Bereiche von M, ;l__- dem von M, zufallen. (Im all-
gemeinen handelt es sich nicht um das Verhiltnis 2:1, sondern
um 9, : M) Denkt man sich also um S einen Kreis geschlagen,
und teilt man seinen horizontalen Durchmesser in 3 gleiche Teile ein,
_ir‘ von S um o — =~
B ] 3

entiernten "l"l'-i|pun|::v den J{]'{-iﬁ}hun!,‘i', nach dem die teilende fl:-:l'.'lll'm'tjh‘

so giebt das Lot in dem von M, um

! e 1. g ! A0 997
gerichtet ist. Aus cos & = — folgt & = ~ T0" 32",

96) Bemerkungen. Ist in Fig. 72 € der Punkt, in dem die zu-
gehdrige Kraftlinie die X-Achse trifft, so dafs M, C Boo und M, CBoo
die beiden ansgezeichneten und teilweise zusammenfallenden Kraftlinien
sind, so treffen sich in
(' zugleich die beiden Fig. 75.
?.Ii},l'l-#]lii';ﬁ‘t'll Ovale der
Niveaulinien, durch wel-
che die zweiteiligen und
die einheitlichen Niveau
linien voneinander ge-
schieden werden. Ks
handelt sich um die
Gleichgewichtsstelle, die

2 1 2

tlllT.‘l:]i 5= nth‘l‘ S
non &

i, il

S M B, —ip )% oder end

lich d_J == _lf_ — gich

JI \ 1/
50 bestimmt, dals M, ('=
1172, M, C=0,828 ist.
Da man fir jede
stelle die Resultante der
G 2 1 1
Krifte — und — nach

]
¥ Yy

1

Grélse p und Richtung «
leicht berechnen und
konstruieren kann, was ganz ebenso wie frither geschieht, so sind
auch die Normalen und Tangenten der beiden Kurvenscharen leicht
zil berechnen und zu konstruieren. Die Kurven p = ¢ sind die Kurven
gleicher Intensitit, die Kurven tan ¢ = ¢ solche gleicher K raftrichtung.
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Uber diese Kurven wund iiber das Verhalten der Magnetnadel im
m;]g‘m-t‘isu]u-:g Hl]i[lt, iiber das betreffende elektrische Feld, iiber die
Ozeane bei kugelférmigen Weltkérpern vom Massenverhiltnis 2 : 1,

1ell ji:

die starr miteinander verbunden sind, stelle man diese
trachtungen an, wie vorher.

Fig. 75 stellt den Fall der Ladungen 4 = 20, B = 5 nach einer
Maxwellschen Zeichnung dar. Die Zahlen bedeuten jedesmal die
Anzahl der durch Umdrehung der Figur entstehenden Zonen, die also
halb so grols ist, wie die der gezeichneten Sektoren.

97) Der Fall ungleicher Mengen ungleichartiger Klek-
trizititen in zwei festen Punkten.

Die fritheren Schliisse fithren bei entsprechender Anordnung auf
Gleichungen:

iy (/1 i, m o
: e L oder - { (),
ry T 1 \, _I[_ 1 ] : ..;I,EE l -.,-'r‘ wt I‘j:’ : I"."'
ne, COS 4, M, CO8, = ¢ I
e, (24 1) m.le—1) y (&)
oder b 2 Ml iz b =
l' i 132 -+ H? l - 'i I[ "f":

Da die allgemeine Betrachtung einige Schwierigkeiten bietet, sel

das Beispiel m, = 2, m, = — 1 eingehender dargestellt, so dals es
sich um
g <
—¢ und 2cos o CORtF, = €
T, ¥a =

handelt.

In konstruktiver Hinsicht reicht es aus, die beiden noch nicht
beriicksichtigten Diagonalgruppen des vorigen Systems zu zeichnen.
Es treten aber eine Anzahl von Eigentiimlichkeiten bei diesen Kurven
auf, die eine eingehendere Betrachtung erfordern, da sich das All-
gemeinere dann leicht aus ihnen ableiten Lilst.

Man vergleiche dazu die Fig. 76, die nur als Skizze zu betrachten
ist und der Kinteilung nach arithmetischer Reihe nicht folgt, da
sonst gerade die charakteristischen Kurven hiitten fehlen konnen.
Nur die obere Hiilfte ist gezeichnet.

Uber die Anzahl der Kraftlinien fiir die Punkte M, und M, gilt
dasselbe wie vorher, sie verhalten sich wie 2: 1. Nur die Hilfte geht
von M, nach M,, die andere Hilfte geht ins Unendliche und diese
hat Asymptoten.

Fiir die Asymptoten handelt es sich um parallele Strahlen der
beiden Biischel, also um &, = #,, so dals fiir die unendlich fernen
Punkte der Kraftlinien die Gleichung iibergeht in
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2co088 — ecosdr =¢
oder in

cosiFr — ¢

Diese Asymptoten gehen aus denselben Griinden, wie frither, durch
den Hv]_Lu.'L-g'[alllﬂ-;i' S, der aber aulserhalb M, M, liegt, weil in M, ene
Masse oder Kraft 2, in M, eine entgegengesetzte Masse oder Kraft 1

. e S 1 &
zu denken ist. Dabei ist nach dem Hebelgesetze SM, = - SM,.

Fig. 76

e el
LY

Elie 10_

Zu den Niveauflichen gehort eine unendlich grolse Kugel mit S
als Mittelpunkt. Lifst man ¢ die Werte einer arithmetischen Reihe
0,d, 2d, 3d, ... annehmen, so erhiilt man wie friither eine Einteilung
dieser Kugel in flichengleiche Streifen, wie die potentiell gleichwertige
inteilung es erfordert.

Zwischen den nach M, und den nach dem Unendlichen gehenden
Kraftlinien muls, wie frither, eine liegen, die als Grenze beiden
Gruppen zugleich angehért und sich dann spaltet. In der Zeichnung
ist es die von M, nach A gehende Kurve, die bei M senkrecht auf-
steigh, bei A senkrecht aufsetzt, sich dort spaltet und einen Arm
nach oo, den anderen nach M, schickt. In A tritft sie mit einer aus
gezeichneten Niveaulinie zusammen, die ebenfalls die Grenzkurve
zwischen zwei Gruppen von Niveaulinien ist. Die links davon ge-
zeichneten Niveaulinien umschliefsen nur den Punkt M, die der andern
Gruppe bestehen aus je zwei getrennten Ovalen, von denen das eine
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den Punkt M,, das andere die beiden Punkte M, und M, zugleich
nmeehlielst. Die Grenzkurve besteht aus zwel 'xiigt'-s]li!"ﬁﬂii.-]I Ovalen,
die sich in 4 mit den Spitzen beriihren, nur ist die eine Spitze als

konvex, die andere als konkav aufzufassen.
Besonders wiinschenswert ist die Bestimmung von 4. Fir y=0

1
: - — ¢, Was
1 a—1 -

2 1 : : 2
geht — — — = ¢ iither m ——
B £ T @+

14 YacE—12¢F1
2¢ '

My —

oiebt. Eine Ausnahmestelle kann nur da liegen, wo beide Werte

zusammentfallen, d. h. fiir Y4e? —12¢-+ 1 =0. Dies tritt emn fiir
fe— ; I I,-’-JT_).., Was
1 .
P = — = L = =34 V8
2o +Vs TV8)

ergiebt. Da die Ausnahmekurve den noch zu besprechenden durch

1 € * . .
2=~ und =3 gehenden Kreis umsechlielst, kann 4 nur an der
1 3] Fo 5] 3]0] . = ] v 5
Stelle x — 3 - }/8 = b,828 liegen, so dals es sich-um ¢ = 5 V2

e s - Tt A 1 3 Te
und um die Gleichung der Niveaulinie = - — 2 = ~ 0,086
" Ty ? ‘

: A i o = 2 1
handelt. Der andere Schnittpunkt ergiebt sich aus —— — ;—— =¢
= o > g~ g
ELH‘ ¢ = 0.080 El]‘.-i X = U‘.-‘]'_'. der dritte aus 1 1 — :1l.~i

i , = &
r=—14,1.

it = F : 5 T = 2 1

Dals zu den Niveaulinien ein Kreis gehiort, folgt aus =0

; G Ty Yy
fiir c=0, d. h. aus 2 =2. Es ist der Kreis, dessen Durchmesser BD

)

durch die Punkte lu_-.;a-,t]mmt". wi]w,l? welche die Strecke ,”, .”2 imnerlich
und #Hufserlich im Verhiltnis 2 :1 teilen, so dafs M, B = ) M, M,
und M, D — _: M, M, ist. M,, B, M, und D sind harmonische Punkte.

Da fiir die mit der X-Achse zusammenfallende Asymptote cos =1
(8 =0) ist, so ist 2cosd; — cosdy = 1 die Ausnahmekurve unter
den Kraftlinien.

Uber die Asymptoten und die Neigungen der Kraftlinien in M,
und M, lassen sich noch Betrachtungen einfacher Art anstellen, aut
die hier verzichtet werden soll.

Ist das Verhialtnis der Ladungen von M, und M, all-
gemeiner m, :(— m,) und ist m, absolut grilser als m,, so

-
gehen m, der von M, ausstrahlenden m; Kraftrohren nach M,

o
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der Rest m, —m; geht nach dem Unendlichen. Die zu den
Niveauflichen gehorige unendlich grofse Kugel mit S als Centrum

wird durch die Kraftflichen wiederum in flaichengleiche Streifen ein-
geteilt, genau so, als ob in S als Gesamtmasse m, — m, angebracht wiire.

Holzmiller, Ing - Math. 11, Potentialtheorie. 9
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Die Analogie zwischen den Zweipunktproblemen fiir gleichartige
und ungleichartige Ladungen wird demnach doch eine derartige, dals
man beide mit den Gleichungen
1y

+ 2 = ¢, m, cosdy | M, COS ity = ¢

T, |

i,
I"J
abmachen kann, wobei m, |m~|tl~. m, entweder positiv oder negativ
gedacht werden kann. Fig. 77 stellt den Fall 4 — 20, B = H
nach einer Maxwellschen Zeichnung dar.

Gewisse Vereinfachungen treten ein, wenn, man den Koordinaten
anfang nach 8 verlegt, so dals die unendliche Niveaukugel ithr Centrum
dort hat und alle Asymptoten von dort ausgehen. Fiir den Fall
my; + my, =0 oder m = m, liegt S, wie es dem Kriiftepaare
entspricht, in unendlicher Entfernung. Das Nichtvorhandensein von

Asymptoten ist also ein Ausnahmefall.

98) Folgerungen fiir allgemeinere Probleme. Ist ¥V, =¢
Niveaufliche fiir eine Gruppe von Kraftcentren, V, = ¢, Niveaufliche
fiir eine andere Gruppe, so ist fiir die 1l|.1nmn!ii.1 h eines der von
beiden Gruppen gebildeten prismatischen Riume V, + ¥, r'l -k r': —)
Diese Schnittfliche gehort also zur Niveaufliche V= i + V,=¢ des
kombinierten Problems. Fiir eine andere \l‘.t.lllncitl des ersteren
Binzelproblems sei V, = ¢, + d, fiir eine andere des zweiten sel
V, = ¢; — d, fiir die *-'{herHLu]w st V,+ Vo=(¢,+d)4 (e, —d)
= + ¢ , folglich gehort auch diese Schnittfliche zur Niveau-
“c:GhL' V —l | V, = ¢ des kombinierten Systems. Die Gesamtheit

solcher Schnittflichen giebt die Niveaufliche V = c.

Grundsitzlich ist so die Aufgabe gelést, nicht nur von
kugelférmigen Niveauflichen aus, sondern von ganz beliebig
gestalteten, durch Addition zu neuen iiberzugehen. Sind
dabei die gegebenen Niveauflichen potentiell gleichwertig
angeordnet, so wird auch die neue Flichengruppe potentiell
gleichwertig (arithmetische Reihe). Der Fall der Subtraktion
ist hierin mit enthalten, indem das eine Potential entgegengesetztes
Zeichen anzunehmen hat. Eine zweite Methode ergiebt sich folgender-
malsen:

Denkt man sich durch die Niveauflichen der Einzel-
Ili‘l}}rli_’.]l\[‘ eine willkiirliche Schnittebene f_"t.‘lil;jﬁ-, so erhilt
man in dieser ein Kurvennetz, dessen eine Gruppe von
Diagonalkurven der Addition von Potentialen gleichen
Vorzeichens entspricht, wihrend die andere Gruppe fiir
Addition von Potentialen entgegengesetzten Vorzeichens gilt.

An den kugelférmigen Nive: mlimhm kann man sich diese Siitze
klar machen, um sie dann auf ganz allgemein gestaltete zu iiber
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tragen. Orthogonal gehen durch die Schar der neuen Niveauflichen
die Kraftlinien. Die Kraftrhren des kombinierten Problems konnen
aus denen der Einzelprobleme ebenfalls durch Diagonalschnitte ab
geleitet werden.

Damit ist ein Fundament geometrischer Art fiir die Potential-
theorie gefunden, welches gewissermafsen Infinitesimalgeometrie an
Stelle der Infinitesimalrechnung setzt und den Vorzug der An-
schaulichkeit hat.

Es sei bemerkt, dals man auf diese Weise auch Probleme
kombinieren kann, hei denen es sich um massenbelegte Linien oder
Flichen oder Korper handelt, auch kénnten Punkte, Linien, Flichen
und Korper gemischt auftreten. Man hat nur darauf zu achten, dafs
die arithmetischen Reihen fiir ¢ in beiden Einzelproblemen jedesmal
dieselbe Differenz haben. Allerdings mufs darauf geachtet werden,
dals bei der Anniiherung der zweiten Gruppe an die erste die Massen-
verteilungen bleiben, wie sie sind. Bei elektrostatischen Problemen ist
dies nicht der Fall, denn die Influenzwirkungen geben eine ganz neue
Anordnung. Erst wenn man die der neuen Anordnung entsprechenden
Niveauflichen kennt, kann man aus ihnen die des kombinierten
Problems ableiten. Beispiele werden unten zur Darstellung kommen.

99) Allgemeines Mehrpunktproblem., Hat man die Massen
My, my und my in beliebigen Raumpunkten, wobei siimtliche positiv,
oder emnige positiv und der Rest negativ sein konnen [wir wollen
der Einfachheit halber stets die Summe der positiven als grifser, als
die absolut genommene Summe der negativen annehmen (was der
Allgemeinheit nicht schadet), oder im Grenzfalle die algebraische
Gesamtsumme gleich Null setzen], so ist die Gleichung der Niveau
fldchen

iy T Ty _]_ iy gl
e i
. . yo - L 3 i Ty
Die Konstruktion geschieht so, dafs man aus e und -2 =g,
b ’, Ta £
1 “

s X . gn =" . T an iy 1 My, &
durch Addition im obigen Sinne zuniichst die Fliehen S )
bildet, wobei man % die Werte der Glieder einer arithmetischen Reihe

g : v s : i, . - T , .
annehmen lifst. Darauf lifst man in = =g die Konstante ¢, die-

selben Werte oder die der Glieder einer Reihe derselben Differenz
annehmen und findet nach vorigem Abschnitt geometrisch die ge
suchten Flichen. Diese werden von den Kraftlinien senkrecht
durchsetzt.
Ist die Summe der Massen verschieden von Null, dann giebt es
im Endlichen einen Schwerpunkt S. Zu den Niveaufliichen gehort
9%
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dann eine unendlich grofse Kugel mit S als Centrum. Simtliche oder
ein Teil der Kraftlinien gehen bis zu dieser Kugel, je nachdem alle
Massen positiv, oder diese teils positiv, teils negativ sind. Die
t man diese Kugel irgendwie in

Asymptoten gehen von S aus. Tei
oleiche Flichen ein, so geben die in ihren Riindern endenden Kraft
linien potentiell gleichwertige Kraftrohren. Dadurch wird in dem
Falle lauter positiver Massen der Gesambtraum gleichwerbig eingeteilt,
im Falle gemischter Vorzeichen wenigstens ein Teil des Raumes.

, s0 liegt S in unendlich

[st die Summe der Massen gleich Nul
grofser Entfernung, zu den Niveauflichen gehért dann im allgemeinen
keine unendlich grofse Kugel und ebensowenig sind Asymptoten vor
handen.

Die besprochene Hinteilung der unendlich grofsén Kugel in gleiche
Fliichen kann durch Meridiane und Parallelkreise in bekannter Weise
erfolgen, da man aber die Pole auf der Kugel beliebig wiihlen kann

(mur miissen sie einander entgegengesetzt sein), so sieht man, dals
man unendliche Mannigfaltigkeit in der Einteilung des Raums erhalten
lann. Am einfachsten wird es allerdings sein, sich gewissen Koordinaten
systemen anzubequemen, wobei die Gleichungen die einfachste Gestalt

.‘H][l{’i!ll]l‘ll,

100) Anordnung auf gerader Linie. Die einfachsten Fille
orhiilt man bei der Anordnung simtlicher Massen auf gerader Linie,
weil dann die Niveauflichen Drehungsflichen werden. Die Gleichungen
des Problems sind dann fiir die Niveauflichen

i L .
1) b e =

fiir die Kraftlinien in jeder Meridianebene

2) m, cos B, - mycos Py 4 - - + Macos ity = ¢,

Meridianschnitte, die unter gleichen Winkeln aufeinander folgen, be
sorgen das iibrige, wihrend sowohl ¢ als auch ¢; arithmetischen Rethen
zu folgen haben.

Handelt es sich z B. um Punkte M,, M,, M, auf gerader Lime
mit Ladungen — 3, + 2, 4 1 (so dals die Summe Null ist, was die

F T
? |

asymptotische Gruppe entfernt und das Skizzieren erleichtert), so
bestehen die Gleichungen:

3cosd, | 2cosdy | cosvy = C.

In Fig. 78 ist das Feld in seiner Gestaltung skizaiert. Man
verfolee den Gang der Pfeile und der Niveaukurven. Die Schraffierung
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zeigt an, dafs ein Teil der von M, ausgehenden Stromlinien nicht

unmittelbar nach M, gelangen kann, sondern nach M, geht, dals
dagegen von M, aus auf sehr grofsem Wege der Ubergang nach MM,
erfolet. Mit Ausnahme der X-Achse und einer Niveaulinie DFE
zwischen M, und M, gelangt keine der Kurven in den unendlichen
Bereich.

ntsprechendes geschicht bei beliebig vielen Punkten auf gerader
Linie. Dreht man um die X-Achse und fiihrt Meridianschnitte, so
erhilt man die Zelleneinteilung des elektrostatischen Feldes fiir jeden

der einzelnen Fille.

ot |
_J = + z

Die Hauptsache ist, dals die Anzahl der Krafthmien fir die
einzelnen Punkte proportional den elektrischen Massen ist, dals, wenn
die Summe der elektrischen Massen verschieden von Null ist, der
Uberschufs der Kraftlinien nach dem unendlichen Bereiche geht, dals
dann Asymptoten vorhanden sind, die durch den Schwerpunkt S gehen,
und dafs diese die unendliche Kugel um S in gleiche Zonen eimteilen,
so dafs die Cosinus ihrer Neigungswinkel eine arithmetische Reihe
hilden, die von O bis 4 1 geht.

101) Anordnung in der Ebene. Liegen die simtlichen Punkte
in einer Ebene beliebig zerstreut, so gilt Gleichung 1 wie vorher
ganz allgemein, Gleichung 2 aber nur fiir die Ebene, nicht fiir den
Raum, da die Flichen nicht mehr Drehungsflichen sind. Sind simt-
liche Massen positiv, so gelingt mit Hilfe der um den Schwerpunkt ge-
legten unendlichen Kugel die Hinteilong ohne Schwierigkeiten. Hier
lifst sich Binblick in ein wichtiges Problem der Mechanik nehmen.

102) Vom Problem der drei Korper und seiner Ver-
allcemeinerung. Die vorhergehenden Betrachtungen geben einigen
Kinblick in das noch nicht vollstindig geloste Problem der dres
Korper. Ks wird angenommen, diese befanden sich allein im Welt-
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raume und ihre gegenseitige Anziehung folge dem Newtonschen Ge
setze. Dann finden folgende gegenseiticen Anziehungen statt:

o]

m | J?a‘__, JJij 31?3 (L[ H-’]

2 ? 2 ’ 2
Tl Yag ‘8.1

Diesen f'ILl'-Hpr‘it:hE.- als “l'ﬁ?!lllf’l]iﬂt'!lijilJ

i jﬂ,ft_s Mig My g M

U= I 25 P S5 Fra

1.2 2,3 3,1

worin ¥gn Tags Poo die mdoglichen Verbindungslinien sind. Bei
# Punkten handelt es sich um Kombinationen zu je zweien.

Denkt man sich fiir irgend einen Augenblick des Bewegungs-
zustandes eine Kbene durch die drei Punkte gelegt, so wirkt auf den
ersten der drei Punkte allein das Potential

IJ"I .l}.l__, Hl’l Hr”

| ; ?
¥

'll,'_: 1.3

und zwar geschieht die Anziehung in der Richtung der Normalen
der durch
iy H‘n!: | m 1 .f”_.i

Tyg iy

dargestellten Niveaulinie, wo 0, = ¢, der augenblickliche Potential-
wert 1st, oder in der Tangente der durch

m. m, cos &,

W, M, cos8 L =
'rlj;'.l‘"EL.:t 1

dargestellten Kraftlinie, wo die & die Neigungswinkel der beiden
Verbindungslinien gegen die Gerade #,, bezw. ihre Verlingerung be
deuten. Die auf jeden der Punkte augenblicklich wirkende Kraft ist
also nach Grolse und Richtung leicht zu bestimmen, sowohl geometrisch
als auch arithmetisch (siehe oben).

Da die Wirkung und die Gegenwirkung fiir je zwei der Punkte
iibereinstimmen, ist die Summe der Kriifte in jedem Augenblick gleich
Null. Denkt man sich also die Gesamtmasse m, - m, 4 m, im
Sehwerpunkte angebracht, so ist die auf sie einwirkende Kraft cleich
Null. Folglich: Der Schwerpunkt #ndert seinen augenblick
lichen Bewegungszustand nicht, seine Bewegung ist konstant
nach Richtung und Geschwindigkeit.

Kennt man also die Geschwindigkeiten w,, vy, #, der drei Punkte
fiir emen Augenblick, so kennt man die Bewegung des Schwerpunktes
fiir alle Zeit. Um sie zu bestimmen, hat man nur nétig, an der im
Schwerpunkte gedachten Gesamtmasse die reduzierten Geschwindig-
keiten

b -
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P ny i

Mg By V. Wiy Uy
1 e ] S 2 =l () 3 TS ;
WL~ Aig - My, my - my - My m, -+ e -

anzubringen und sie zu vereinigen. Die  Bewegungsquantititen sind
dann dieselben.

Da diese Verschiebung des Systems nebensiichlich 1st, kann man
sich auf den Fall beschriinken, wo die Summe der Geschwindigkeiten
gleich Null ist. In den Schwerpunkt verlegt man dann zweckmilsig
den Anfangspunkt des Koordinatensystems, was einige Vereinfachungen
bietet. Diese Eigenschaft, die sich auch auf den Fall von n Kirpern
ausdehnen lifst, nennt man das Schwerpunktsprinzip.

Bine zweite Eigenschaft des Bewegungszustandes ergiebt sich im
Anschlufs an die friitheren Darlegungen folgendermalsen: Die Energie
des Systems fiir eine Anfangszeit sel

;.,;.:l-”';' ; i‘.lf‘_-,!-‘::; H!.I_!-‘;‘;

f'f:[\ =r 9 i ; |_

fiir eine andere Zeit sei sie I, die entsprechenden Potentialgrilsen
seien [J, und U, dann ist, wie oben,

oy Ay (O R PP 2 DGt I

Die Differenz zwischen Energie und Potential ist also eine
konstante Grisfse. Definiert man die potentielle Energie wie friiher,
so handelt es sich um einen immerwihrenden Austausch zwischen
kinetischer und potentieller Energie. Da nichts verloren geht, spricht
man von der Erhaltung der Arbeit. Das Gesagte lilst sich auf
n Punkte ausdehnen, nur ist stets die Bedingung zu stellen, dals un-
elastische Stolse nicht vorkommen.

In dem Gesetz der Erhaltung der Arbeit (Energie) liegt also
eine zweite Higenschaft der Bewegung der drei bezw. der n Korper.

[Bine dritte Eigenschaft soll nur beiliufig erliutert, nicht aber be-
wiesen werden: das Flichenprinzip. Man denke sich die Bewegungen
auf eine der Koordinatenebenen projiziert. Verbindet man nun den
Anfangs- und den Endpunkt jedes der drei Wege fiir eine beliebig
vewiihlte Zeiteinheit, z. B. fiir die Sekunde, mit dem Nullpunkte des
Koordinatensystems, so erhiilt man drei Sektoren mit den Flichen-
inhalten 1, F, und F, Zu welcher Zeit man nun die Grolse
F, 4 F, 4+ F, messen mag, jederzeit ist sie dieselbe. Also: Znu
gleichen Zeitriumen gehoren gleiche Summen der Flichen-
riume. (Die Vektoren zusammengenommen legen in gleichen Zeiten
gleiche Summen von Sektoren zuriick.)

Diese konstante Summe hat verschiedene Werte fiir verschieden
gerichtete Projektionsebenen. Fiir eine derselben hat sie einen grilsten
'\1\"01'1'. 1,:L|pl;;::c ||;|t_. hmﬁ'ia_‘:-;l-n, L};LJ_E LHL‘ _1'.:1\9;1‘ dieser l{et-'.rit.t'r'i"l] Ehmu.‘
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fiir alle Zeiten dieselbe ist, dafs also ihre Schnittwinkel mit den
Koordinatenebenen konstant sind, vorausgesetzt, dals keine Stilzse vor-
kommen. Er bezeichnete diese Ebene als die unveriinderliche Ebene
des Sonnensystems. Die Unveriinderlichkeit der Lage folgt daraus,
dals der andern Lage nicht diese, sondern eine andere Summe von
Sektoren zukommen wiirde. |

Obwohl man somit drei wichtige Eigenschaften des Bewegungs-
zustandes dreier Korper und aulserdem fiir jede gegebene Lage die
Grofse und Richtung der augenblicklich wirkenden Kriifte kennt, ist
man doch noch nicht zu einer geschlossenen Losung des Problems
gelangt. Fir das System von Sonne, Mond und Erde hat man mit
Hilfe der Storungstheorie befriedigende Ergebnisse gefunden, fiir deren
Entwickelung aber elementare Hilfsmittel nicht ausreichen®)

Die Verallgemeinerungen fiir # Kérper lassen sich ohne weiteres
hinschreiben. Das Schwerpunktsprinzip, das Prinzip der lebendigen
Kraft und das Flichenprinzip mit der berithmten Laplaceschen
Folgerung bleiben dabei bestehen. Auf diesem Wege wurde der von
N ewton angebahnten Himmelsmechanik durch Laplace ein bedeutungs-
voller Fortsehritt verschafft.

103) Beispiel mit Kreisen hezw. Kugeln. In Maxwells
Lehrbuche der Elektrizitit und des Magnetismus befinden sich einige
nach den angegebenen Prinzi-

Fig. 79, pien exakt gezeichnete Figuren.
i Auf Tafel V z. B. ist der Fall
™ Sl {2 =0
74 N behandelt, wobei AB = 9,
e e e BC = 16 ist. Der Fall ist von
| S ~._,  besonderem Interesse. Da die

A=t ~— e ————0 2 A : i
o fiiegte in  Figur 80 wiedergegebene
v e s Zeichnung bei Maxwell nur
\ e e besohy S08, 3, :
i = eschrieben  wird, die he
R y 4 : treffenden Berechnungen und
o L Beweise aber dem Leser iiber-

lassen werden, sei das inter-

essante Beispiel hier ausfithrlicher behandelt,
Man denke sich iiber AC in Fig. 79 einen Halbkreis geschlagen
und in B auf 4 (' das Lot BD errichtet. Dies giebt ein rechtwinkliges

*) B. G. Airy hat allerdings in dem Werke: Gravitation: an elementary
explanation of the principal perturbations in the solar system, London 1834,
emen solchen Versuch gemacht. Im Programm 1894/95 des Realgymnasiums zu
Borna ist ein Teil davon frei bearbeitet. .'lll.lll-.‘-}{:J'liI_'Il]l\\'L{]‘dl!n dort ["'},,_11-”,_\_1_-(,..1[”}3“1
von Littrow und Hoffmann genannt,
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Die um 4 mit dem Radius 15 gelegte Kugel 1st also der Ort -fiir
das konstante Potential 1%).

Fiir die um € mit Radius 12 gelegte Kugel handelt es sich um

i p e BT foms 1~ G N
das Potential : — + 1. Dabei ist iiberall » :7, = 15:12 =54,
i L :
also das Potential
15 12 .5
- 11 1
7 4 - '

Folglich: Zu den Niveanflichen gehort eine, die von zwel
Kugeln um 4 und € mit den Radien 15 und 20 gebildet wird.

Die Anzahlen der Kraftrohren verhalten sich wie 15 : — 12 : 20,
so dals, wenn diese Zahlen selbst angenommen sind, 35 — 12 = 23

nach dem Unendlichen gehen, wihrend von A und ' aus 12 nach B
hin ausmiinden. (Dals von den letzteren 7 auf 4, 5 auf B kommen,
folet aus der unten zu gebenden Methode der elektrischen Bilder.)
Der Schwerpunkt § hat von 4 die Emtfernung !T-,;j- In ihm miinden
simtliche Asymptoten.

[Deuten lifst sich die Figur noch folgendermalsen:

a) die Kugel 4 sei mit 15 12 = -} 3 elektrischen Einheiten
geladen, eine Ladung von - 20 Einheiten werde nach B gebracht.
Die aulserhalb der Kugel A liegenden Niveau- und Kraftflichen sind
die der neuen Aufgabe (Influenzproblem).

b) Die Kugel B ser mit 20 12 = - 8 Einheiten geladen, nach
A werden - 15 Einheiten gebracht (Influenzproblem).

¢) Die #ufseren Teile beider Kugeln werden als Oberfliche eines
Konduktors gedacht, der mit der Ladung 15 — 12 4 20 = 23 ver
sehen wird. Die Elektrizitit ordnet sich so an, dals die aulsen
liegenden Flichen die Niveau- und Kraftflichen des Systems werden.

Die ' Bedeutung dieser Bemerkungen wird sich erst unten er-
geben. |

104) Geladener Konduktor im homogenen Felde. Denkt
man sich bei dem symmetrischen Zweipunktsystem ungleichartiger
Elektrizititen die Punkte M, und M, unendlich fern voneinander, so
erhiilt man in der Umgebung von M ein sogenanntes homogenes
Feld, bei dem das Netz der Kraft- und Niveaulinien gquadratisch wird.
Legt man in die eine Parallelenschar die Kraftlinien des Einpunkt
problems, in die andere dessen Niveaulinien, so geben die Diagonal
kurven das in Fig. 81 dargestellte Netz, welches ebenfalls dem Max
wellsehen Lehrbuch entnommen ist.

* Bei Maxwell-Weinstein steht irrtiimlich Null.




Fig. 81.

Die Mehrpunktprobleme, 1549

Iis handelt sich dabei gewissermalsen um eine riumliche Parallel-
stromung, von der ein Teil durch A aufegesangt wird, oder um eine
entgegengesetzte Stromung, zu der ein Teil in A hinzutritt.

Man kann auch von der Stérung reden, die innerhalb eines
hrmmgunvn: positiven elektrischen Feldes durch eine negative Punkt-
ladung hervorgebracht wird.
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Die beiden unendlich fernen Punkte M, und M, miissen selbst-
verstindlich unendlich stark geladen sein, und zwar mit gleich grolsen
Mengen entgegengesetzter Elektrizititen.

Das homogene Feld wird in der Regel durch ein Quadratnetz ver-
anschaulicht. Da es aber hier mit dem Einpunktproblem kombiniert
werden soll, ist es besser, die senkrecht zur Zeichnungsebene stehende
Durchgangsebene durech Polarkoordinaten in flichengleiche Rechtecke
einzuteilen. So erklirt es sich, dals man links von A schlielslich
nicht eine Quadratteilung in der Figur hat, sondern dals die Streifen
von B aus nach oben und unten an Breite abnehmen. In grofserer
Entfernung von 4 sind die zu BC, CD, DE, EF ... gehorigen
Ringe flichengleich. Dies erschwert den Vergleich der beiden
susammengesetzten Strémungen nicht wesentlich. Man denke sich der
Punkt A sauge die Strémung von 10 solchen Kreisringen auf, dann
war die Fliche seiner Einheitskugel in 10 gleiche Zonen eingeteilt.
Die Fliche der Einheitskugel ist gleich 4 - 1° - ¥ = 4. Dazu gehort
in der Parallelstromung ein Cylinder von der Basis 4= und vom
Radius 2)/z. Die Basis ist in 10 flichengleiche Ringe einzuteilen,
wenn beide Stromungen gleichwertig sein sollen.

Absorbiert jedoch der Punkt A in derselben Parallelstromung
den Strom der n fachen Zahl von ringférmigen Kraftrbhren, so saugt
er die Stromung eines Cylinders von der Grundfliche 4nx und vom
Radius 2)/nx anf. Hier kann n auch kleiner als 1 sein.

Die Asymptoten der zu € und L gehorigen Kraftlinien fallen m
dieselbe Horizontale, denn die Entnahme eimer endhchen Strommenge
aus unendlich breiter Parallelstrimung lifst deren Méchtigkert schhels-
lich doch ungetindert. Die Cylinderteilungen links und rechts von A
stimmen also in grilserer Entfernung iiberein.

Denkt man sich z B. in einem Zimmer die Kraftlinien und
Niveaulinien des Erdmagnetismus, so kann man sie ber der grolsen
Entfernung der magnetischen Pole als die eines homogenen Feldes
(Parallelstromung) auffassen. Ist nun A der eme Pol eines sehr langen
Stabes, so giebt Fig. 81 die Stérung des homogenen Feldes durch
diesen Pol dar.

Denkt man sich ferner zwei kreisformige, parallel einander
gegeniiberstehende Kondensatorplatten, die mit positiver und negativer
Blektrizitit in gleichen Mengen geladen sind und bringt man zwischen
beide einen elektrisch geladenen Konduktor A, so stellt die Figur die
Storung des nach Nr. 75 fast homogenen Feldes in der Nahe des
Konduktors A dar. Das Beispiel ist von besonderer Wichtigkeit,
weil bei zahlreichen Experimenten der Einfluls des Erdmagnetismus
beriicksichtigt werden muls.
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