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126 Kapitel V.

Uber diese Kurven wund iiber das Verhalten der Magnetnadel im
m;]g‘m-t‘isu]u-:g Hl]i[lt, iiber das betreffende elektrische Feld, iiber die
Ozeane bei kugelférmigen Weltkérpern vom Massenverhiltnis 2 : 1,

1ell ji:

die starr miteinander verbunden sind, stelle man diese
trachtungen an, wie vorher.

Fig. 75 stellt den Fall der Ladungen 4 = 20, B = 5 nach einer
Maxwellschen Zeichnung dar. Die Zahlen bedeuten jedesmal die
Anzahl der durch Umdrehung der Figur entstehenden Zonen, die also
halb so grols ist, wie die der gezeichneten Sektoren.

97) Der Fall ungleicher Mengen ungleichartiger Klek-
trizititen in zwei festen Punkten.

Die fritheren Schliisse fithren bei entsprechender Anordnung auf
Gleichungen:
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Da die allgemeine Betrachtung einige Schwierigkeiten bietet, sel

das Beispiel m, = 2, m, = — 1 eingehender dargestellt, so dals es
sich um
g <
—¢ und 2cos o CORtF, = €
T, ¥a =

handelt.

In konstruktiver Hinsicht reicht es aus, die beiden noch nicht
beriicksichtigten Diagonalgruppen des vorigen Systems zu zeichnen.
Es treten aber eine Anzahl von Eigentiimlichkeiten bei diesen Kurven
auf, die eine eingehendere Betrachtung erfordern, da sich das All-
gemeinere dann leicht aus ihnen ableiten Lilst.

Man vergleiche dazu die Fig. 76, die nur als Skizze zu betrachten
ist und der Kinteilung nach arithmetischer Reihe nicht folgt, da
sonst gerade die charakteristischen Kurven hiitten fehlen konnen.
Nur die obere Hiilfte ist gezeichnet.

Uber die Anzahl der Kraftlinien fiir die Punkte M, und M, gilt
dasselbe wie vorher, sie verhalten sich wie 2: 1. Nur die Hilfte geht
von M, nach M,, die andere Hilfte geht ins Unendliche und diese
hat Asymptoten.

Fiir die Asymptoten handelt es sich um parallele Strahlen der
beiden Biischel, also um &, = #,, so dals fiir die unendlich fernen
Punkte der Kraftlinien die Gleichung iibergeht in
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2co088 — ecosdr =¢
oder in

cosiFr — ¢

Diese Asymptoten gehen aus denselben Griinden, wie frither, durch
den Hv]_Lu.'L-g'[alllﬂ-;i' S, der aber aulserhalb M, M, liegt, weil in M, ene
Masse oder Kraft 2, in M, eine entgegengesetzte Masse oder Kraft 1

. e S 1 &
zu denken ist. Dabei ist nach dem Hebelgesetze SM, = - SM,.

Fig. 76
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Zu den Niveauflichen gehort eine unendlich grolse Kugel mit S
als Mittelpunkt. Lifst man ¢ die Werte einer arithmetischen Reihe
0,d, 2d, 3d, ... annehmen, so erhiilt man wie friither eine Einteilung
dieser Kugel in flichengleiche Streifen, wie die potentiell gleichwertige
inteilung es erfordert.

Zwischen den nach M, und den nach dem Unendlichen gehenden
Kraftlinien muls, wie frither, eine liegen, die als Grenze beiden
Gruppen zugleich angehért und sich dann spaltet. In der Zeichnung
ist es die von M, nach A gehende Kurve, die bei M senkrecht auf-
steigh, bei A senkrecht aufsetzt, sich dort spaltet und einen Arm
nach oo, den anderen nach M, schickt. In A tritft sie mit einer aus
gezeichneten Niveaulinie zusammen, die ebenfalls die Grenzkurve
zwischen zwei Gruppen von Niveaulinien ist. Die links davon ge-
zeichneten Niveaulinien umschliefsen nur den Punkt M, die der andern
Gruppe bestehen aus je zwei getrennten Ovalen, von denen das eine
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den Punkt M,, das andere die beiden Punkte M, und M, zugleich
nmeehlielst. Die Grenzkurve besteht aus zwel 'xiigt'-s]li!"ﬁﬂii.-]I Ovalen,
die sich in 4 mit den Spitzen beriihren, nur ist die eine Spitze als

konvex, die andere als konkav aufzufassen.
Besonders wiinschenswert ist die Bestimmung von 4. Fir y=0

1
: - — ¢, Was
1 a—1 -

2 1 : : 2
geht — — — = ¢ iither m ——
B £ T @+

14 YacE—12¢F1
2¢ '

My —

oiebt. Eine Ausnahmestelle kann nur da liegen, wo beide Werte

zusammentfallen, d. h. fiir Y4e? —12¢-+ 1 =0. Dies tritt emn fiir
fe— ; I I,-’-JT_).., Was
1 .
P = — = L = =34 V8
2o +Vs TV8)

ergiebt. Da die Ausnahmekurve den noch zu besprechenden durch

1 € * . .
2=~ und =3 gehenden Kreis umsechlielst, kann 4 nur an der
1 3] Fo 5] 3]0] . = ] v 5
Stelle x — 3 - }/8 = b,828 liegen, so dals es sich-um ¢ = 5 V2

e s - Tt A 1 3 Te
und um die Gleichung der Niveaulinie = - — 2 = ~ 0,086
" Ty ? ‘

: A i o = 2 1
handelt. Der andere Schnittpunkt ergiebt sich aus —— — ;—— =¢
= o > g~ g
ELH‘ ¢ = 0.080 El]‘.-i X = U‘.-‘]'_'. der dritte aus 1 1 — :1l.~i

i , = &
r=—14,1.

it = F : 5 T = 2 1

Dals zu den Niveaulinien ein Kreis gehiort, folgt aus =0

; G Ty Yy
fiir c=0, d. h. aus 2 =2. Es ist der Kreis, dessen Durchmesser BD

)

durch die Punkte lu_-.;a-,t]mmt". wi]w,l? welche die Strecke ,”, .”2 imnerlich
und #Hufserlich im Verhiltnis 2 :1 teilen, so dafs M, B = ) M, M,
und M, D — _: M, M, ist. M,, B, M, und D sind harmonische Punkte.

Da fiir die mit der X-Achse zusammenfallende Asymptote cos =1
(8 =0) ist, so ist 2cosd; — cosdy = 1 die Ausnahmekurve unter
den Kraftlinien.

Uber die Asymptoten und die Neigungen der Kraftlinien in M,
und M, lassen sich noch Betrachtungen einfacher Art anstellen, aut
die hier verzichtet werden soll.

Ist das Verhialtnis der Ladungen von M, und M, all-
gemeiner m, :(— m,) und ist m, absolut grilser als m,, so

-
gehen m, der von M, ausstrahlenden m; Kraftrohren nach M,

o
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der Rest m, —m; geht nach dem Unendlichen. Die zu den
Niveauflichen gehorige unendlich grofse Kugel mit S als Centrum

wird durch die Kraftflichen wiederum in flaichengleiche Streifen ein-
geteilt, genau so, als ob in S als Gesamtmasse m, — m, angebracht wiire.

Holzmiller, Ing - Math. 11, Potentialtheorie. 9
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Die Analogie zwischen den Zweipunktproblemen fiir gleichartige
und ungleichartige Ladungen wird demnach doch eine derartige, dals
man beide mit den Gleichungen
1y

+ 2 = ¢, m, cosdy | M, COS ity = ¢

T, |

i,
I"J
abmachen kann, wobei m, |m~|tl~. m, entweder positiv oder negativ
gedacht werden kann. Fig. 77 stellt den Fall 4 — 20, B = H
nach einer Maxwellschen Zeichnung dar.

Gewisse Vereinfachungen treten ein, wenn, man den Koordinaten
anfang nach 8 verlegt, so dals die unendliche Niveaukugel ithr Centrum
dort hat und alle Asymptoten von dort ausgehen. Fiir den Fall
my; + my, =0 oder m = m, liegt S, wie es dem Kriiftepaare
entspricht, in unendlicher Entfernung. Das Nichtvorhandensein von

Asymptoten ist also ein Ausnahmefall.

98) Folgerungen fiir allgemeinere Probleme. Ist ¥V, =¢
Niveaufliche fiir eine Gruppe von Kraftcentren, V, = ¢, Niveaufliche
fiir eine andere Gruppe, so ist fiir die 1l|.1nmn!ii.1 h eines der von
beiden Gruppen gebildeten prismatischen Riume V, + ¥, r'l -k r': —)
Diese Schnittfliche gehort also zur Niveaufliche V= i + V,=¢ des
kombinierten Problems. Fiir eine andere \l‘.t.lllncitl des ersteren
Binzelproblems sei V, = ¢, + d, fiir eine andere des zweiten sel
V, = ¢; — d, fiir die *-'{herHLu]w st V,+ Vo=(¢,+d)4 (e, —d)
= + ¢ , folglich gehort auch diese Schnittfliche zur Niveau-
“c:GhL' V —l | V, = ¢ des kombinierten Systems. Die Gesamtheit

solcher Schnittflichen giebt die Niveaufliche V = c.

Grundsitzlich ist so die Aufgabe gelést, nicht nur von
kugelférmigen Niveauflichen aus, sondern von ganz beliebig
gestalteten, durch Addition zu neuen iiberzugehen. Sind
dabei die gegebenen Niveauflichen potentiell gleichwertig
angeordnet, so wird auch die neue Flichengruppe potentiell
gleichwertig (arithmetische Reihe). Der Fall der Subtraktion
ist hierin mit enthalten, indem das eine Potential entgegengesetztes
Zeichen anzunehmen hat. Eine zweite Methode ergiebt sich folgender-
malsen:

Denkt man sich durch die Niveauflichen der Einzel-
Ili‘l}}rli_’.]l\[‘ eine willkiirliche Schnittebene f_"t.‘lil;jﬁ-, so erhilt
man in dieser ein Kurvennetz, dessen eine Gruppe von
Diagonalkurven der Addition von Potentialen gleichen
Vorzeichens entspricht, wihrend die andere Gruppe fiir
Addition von Potentialen entgegengesetzten Vorzeichens gilt.

An den kugelférmigen Nive: mlimhm kann man sich diese Siitze
klar machen, um sie dann auf ganz allgemein gestaltete zu iiber
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