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Kapitel VI

Die Spannungssitze von Laplace und Poisson und
ihre physikalischen Folgerungen.

105) Begriff der Spannung. In dem festen Punkte M befinde
sich die anziehende Masse 1, deren Niveaufliichen koncentriseche Kugeln
sind, wihrend Kugelflichen und Meridianschnitte die Zelleneinteilung
des Raums vollenden, FEine solche

Zelle ist in der Figur dargestellt. i 28
Man denke sich ihre Winde SR

homogen mit Masse belegt, z. B. so, T el

dals auf jeder Flicheneinheit die S e

Masse 1, also auf jeder Fliche I s :

die Masse I" angebracht ist. Diese S e ;.r’

Massenbelegungen  werden vom - e

Massenpunkte M angezogen. Ks
soll untersucht werden, ob die an-

gezogenen Belegungen auf den
Innenraum der Zelle einen gewissen Druck oder Zug ausiiben, indem
sie ihn verkleinern oder vergrifsern wollen, ob also der Raum unter
emer gewissen Spannung steht.

Bezeichnet man die koneentrischen Kugelflichen der Zelle als
Grundflichen, die iibrigen als Seitenflichen, so lifst sich folgendes
sagen. Die Belegungen der Seitenfliichen werden lediglich nach M
hingezogen, die an den einzelnen Teilchen wirkenden Kriifte liegen

1}

also in den Flichen selbst und haben keine Komponenten, die den

Innenraum vergrifsern oder verkleinern konnten. “Anders ist es bei

den Grundflichen 7, und F,, die um #, bezw. », von M entfernt

simd. Die eine iibt auf den Innenraum einen Druek =! aus, der als
2

1
eine positive Spannung bezeichnet werden soll, der zweite einen

¥ f‘., ‘ -y 2 3 . . - i
Zug =% der als negative Spannung gelten soll. Die eine Kraft
s
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will den Zellenraum vergrifsern, die andere ihn verkleinern. Da
G o o e ST I ’

aber F,: F, —r;:r; ist, so folgt = 2 = (. Druck und Zug

heben sich gegenseitig auf, so dals man sagen kann: Der Zellen
raum steht unter der Spannung Null. Dasselbe wiirde auch der
[all sein, wenn die fihnlichen Grundfliichen irgend eine andere Gestalt
hiitten, wenn z B. ein Kegel an Stelle der Pyramide trite. Faraday
und Maxwell gebrauchen statt des Wortes Spannung die Bezeichnung
Kraftflufs. Vergl. Nr. 3.

Bezeichnet man die auf die Masseneinheit wirkenden Kriifte mit p,
bezw. p,, so hat man p, F, = p, I, oder p, :p, = F,: F,. Die An
zichungskriifte sind also umgekehrt proportional den Grundfléichen.
Diese einfache Bemerkung giebt zu dufserst interessanten Schliissen
Veranlassung.

106) In siech geschlossene Fliche unter Hinwirkung
iulserer Massenpunkte. Der Punkt M von der Masse 1 wirke
jetzt auf die homogene Massenbelegung einer beliebig gestalteten

aber in sich geschlossenen

Fig. 83, T 4 Oberfliche ein. Unter

welcher Spannung steht

der Imnnenraum?  (Der

Raum wird als einfach

zusammenhiingend  ange-
nommen. |

Man denke sich von
M aus einen Kegel M A, B,
von kleinem korperlichen
Winkel gezeichnet, der

_11,,'--" die Fliche im A4, B, und

A, B, schneidet, was eine

P Zelle A, B, b, A, mit den
Grundflichen ¥, und £,
geben moge. Macht man iiber die Belegungen der Grundflichen die-
selben Annahmen, wie vorher, so sind die Anziehungsresultanten fiir

=

: ‘ : F. = i . i ;
die beiden Belegungen p, I\, = =}, p, I, = - Jede zerlegt sich in
2

s Ty
eine Spannungskraft, die senkrecht gegen die Oberfliche gerichtet ist
und in eine in die Fliche (Tangentialebene) fallende Kraft, also in
einen wirksamen und in einen in Bezug auf die Spannung des Innen-
raumes unwirksamen Teil. Sind ¢, und ¢, die entsprechenden Neigungs-
winkel, so handelt es sich um s, = p I, cos ¢, und s, = p, I}, cos .

Man denke sich jetzt durch den Angriffspunkt jeder dieser Resultanten
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die zu M gehirige Niveaufliche gelegt, also z. B. €, D, und C,D,.

Diese bilden mit den urspriinglichen Grundfiichen (Tangentialebenen)
ebenfalls die Winkel ¢, und e,, so dals die neuen Flichen von der

Grilse f"" — f“l COS €, und ,r"v' — F' cos . sind. Daraus Ihif_-;['
5 1 | -'{
8, Py cos e, — — CO8 &, -
.lll F'I
und
= I, F;
S =pF,c080, = ~cosey = —
r; ’;

Nun ist aber fiir die neuen Grundflichen, die einander #ihnlich sind,

R
folglich ist, wenn man die entgegengesetzten Vorzeichen (Druck, Zug)
beriicksichtigt, die Summe der beiden Spannungen gleich Null. Also
ist p, I, cos ¢ ps I cos a, .
Wendet man das Verfahren auf simtliche Teile der Oberfliiche
an, so findet dasselbe statt. Durch Summierung iiber die ganze Ober-
fliche folgt:

Befindet sich aufserhalb einer in sich geschlossenen Ober
fliche, die homogen mit Masse belegt ist, ein anzichender
Punkt, so ist die von ihm auf den Innenraum ausgeiibte
Gesamtspannung oder der Kraftfluls des Raumes gleich Null.

Dabei darf die Oberfliiche auch so gestaltet sein, dafls die von MW
aus gelegten Hilfskegel sie zum Teil mehrfach schneiden.

Liegen mehrere anziehende Massenpunkte aulserhalb der
Fliche, so treten zu jec

er Spannung s neue hinzu, die zu je zweien

ebenfalls die Summe Null geben,  Das Gesamtresultat wird also
wiederum gleich Null. Die Massenpunkte diirfen auch eine kontinuier-

liche Linie, eine Fliche, einen Kérper von beliebiger Gestalt bilden.
Liegt das anziehende Gebilde aulserhalb der geschlossenen, homogen
belegten Fliche, so ist die Gesamtspannung bezw. der Kraftfluls stets

gleich Null.

107) Symmetrisches Zweipunktproblem. Am Beispiele des
symmetrischen Zweipunktproblems soll die Bedentung des Satzes aus-
einander gesetzt werden. In Fig. 84 sei A, B, B, A, eme der kleinen
Raumzellen mit den Grundflichen F, und F, und entsprechenden
Seitenflichen. Man denke sich die Winde der Zelle in obiger Weise
homogen mit Masse belegt, die von den Massenpunkten M, und M

wo sich Masseneinheiten befinden, angezogen wird. Jedes Massen-
teilchen der Seitenwiinde wird so angezogen, dals die Resultante der
.'llhll}’.it'}llIH.[_'::-'«[CI‘E:Lj",'.L' in die Wand selbst fillt, . h. in die Richtung der




Tangente einer Kraftlinie. Die Wirkung auf die Spannung des Innen
raums ist also gleich Null. In Frage kommen nur noch die auf F
and F, einwirkenden Anziehungen. Auf F, wirken zwei anziehende

Krifte g F, = & und q, F, = =, deren Resultante p F| in die
y 24

Richtung der entsprechenden Kraftlinie fallt. Auf F, wirken ebenso

I7, ; I, AL

zwei Krifte ¢, 1, = — und ¢ F, = —, deren Resultante p, F, m

S s * 04
dieselbe Kraftlinie fillt. Sind nun die Niveauflichen F; und F, nur
sehr wenig voneinander entfernt, so darf man die Kriifte als in den
selben Geraden liegend be-
Fig. 84. trachten, so dafs man sie

durch Addition vereimigen

kann. Dies giebt die

GRS , Spannung  p, I, — p, F .

i =y Weil aber die beiden an-

f ol zichenden Massen M, und
= g W = T T : :
{=y M, ] M, aufserhalb liegen, ist die
e ™ i Spannung des Zellenraums

i % | o 5 nach ]Jil.!]h]-l‘_—{' gleich Null,

S P e folglich ist p F'= p, F;.

Ebenso ist der Kraftfluls
der Zelle gleich Null.

Fithrt man demnach in der gezeichneten Kraftrohrve an ver-
schiedenen Stellen Normalsechnitte F, F,, F;, I, ..., so 1st, wenn
Py, Pey Dyy Piy - - - die entsprechenden Einheitsresultanten sind,
p F, = p, B, = p, Fy = p,F,, ..., d. h. das Produkt aus der
Einheitsresultante und dem Normalschnitt der Kraftrohre
15t konstant.

Die auf die Einheit wirkende Kraft nimmt also in demselben
Malse ab, wie der Normalschnitt zunimmt, d. h. siimtliche Normal-
schnitte jeder Kraftrohre werden mit derselben Kraft an-
cezogen. Ebenso ist der Kraftfluls fiir die ganze Rohre konstant.

108) Allgemeinere Folgerungen. Ganz dieselbe Betrachtung
lifst sich aber fiir das unsymmetrische Zweipunktproblem anstellen,
auch dann, wenn der eine Punkt anziehend, der andere abstolsend
wirkt, sie gilt auch fiir das Mehrpunktproblem und fiir die Anziehung
kontinuierlicher Massen. Also:

Bei jedem Problem der Anziehung nach dem Newtonschen
Gesetze gilt fir die Normalschnitte jeder Kraftlinie der
Satz, dals das Produkt aus der Einheitsresultante und dem
Normalsehnitt eine konstante Grolse ist
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Um von der Tragweite dieses Satzes einen Begrift zu erhalten,

cann man einige einfache Betrachtungen anstellen.

109) Unendliche Kugel als Niveaufliche. Fiir jeden end-
lichen anziehenden Massenkomplex nehmen die Niveauflichen nach
aulsen hin mehr und mehr die Gestalt von Kugeln an, die ihren
Mittelpunkt im Schwerpunkte der anzichenden Massen haben. Denkt
man sich die unendlich grofse Kugel auf irgend welche Art, z. B. durch
Meridiane und Parallelkreise bei beliebig liegendem Pol, in gleiche
Flichen eingeteilt und fiir jeden Eekpunkt ihres Netzes die Kraftlinie
konstruiert, so ist fiir alle Stellen simtlicher Kraftrshren pd" die
selbe Grolse, jede Niveaufliiche wird also so zerlegt, dals auf
thr pF' konstant ist. (Man vergleiche dies mit den Betrachtungen
iber die Asymptoten im 5. Kapitel.) Dies erleichtert die Einteilung
des Raumes in potentie

gleichwertige Zellen bei zahlreichen Problemen.

110) Das Gesetz der Zelleninhalte. Von Niveaufliche zu
Niveanfliche mége die Einheit der Masse bewegt werden. Folgen
die Potentialwerte der Niveaufliichen einer arithmetischen Reihe,
handelt es sich also um konstante Potentialdifferenzen, so ist zu jener
Bewegung von Kliche zu Fliche iiberall dieselbe Arbeit pw notig.
Fiir irgend welche Raumstellen sei in diesem Sinne puw=pw .

Nach Nr. 107 war zugleich pF — p_ F . Durch Division folgt
w:w, —=F: F .

Bezeichnet man also die Flichen F' als die Grundflichen der Zellen,
die 2 als 1thre Héhen, so folgh:

Bei potentiell gleichwertiger Zelleneinteilung des
Raumes verhalten sich die Grundflichen der Zellen wie ihre
Hf'rlli'll.

Ebenso, wie fiir das Zweipunktproblem gilt dies fiir das n-Punkt-
problem und fiir die allgemeinsten Probleme.

w F ; aw 1" TR F* w* !“,3,.
Aus =S ar ff's];._{t. = - = s ==
W, ]r‘” w, I Ik FR ."‘; W, ne
Bezeichnet man also die Inhalte zweier Zellen mit J und e, so folgt:
o J.“: W J.':;:
J i w,, P

d. h. die Inhalte der Zellen eines Problems verhalten sich
wie die Quadrate der Grundflichen, wie die Quadrate der

Holzmiiller, Tng.-Math. TI, Potentialtheorio, 10
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Hohen und umgekehrt wie die Quadrate der Hinheits-
resultanten.
[n Fig. 84 sind die Potentialflichen Drehungsflichen. Sind e

und e, die Abstinde zweier Zellen von der Drehungsachse, « und
die am Einheitskreise gemessenen Bogen zwischen benachbarten
Meridianschnitten, s = A B und s, = 4, B, die aus der Zeichnung zu
entnehmenden Hu-ih-ulinn-u der Flichen F und F,, so 1st ['— s5. eq
und F, = s, -e,e, also

.J“ s il M

F 8, € W, P

Auch dieser besondere Satz ist leicht in Worte zu kleiden.

111) ‘II\HIILEI'iHi_‘I]E‘ Probleme. Die wichfigste Folgerung ist
die auf die zweidimensionalen Probleme fithrende.

M, und M, in Fig. 84 seien die
hegrenzten Geraden, die in derselben Dichte homogen mit Masse
belegt sind, In allen Normalschnitten der beiden Geraden findet dann
dasselbe statt. man braucht also nur einen einzigen Normalschnitt auf
die Niveau- und Kraftlinien zu untersuchen, d. h. das Problem ist
ein zweidimensionales.

Die Normalschnitte folgen bei gleichwertiger Zellenteilung lings

Zweler un

der Richtung der parallelen Geraden in demselben Abstande auf-
einander. An Stelle von ee fiir den Fall von Drehungsflichen tritt

also einfach ¢ = e,. (Legt man die Drehunesachse ins Unendliche, so
kann man ebenfalls ¢ =— e, setzen.) Jetzt also wird I': F, = es : esy,
oder F: F., —s:8,. HEs war aber

F:F, —w: W,
demnach folat
Sug =wiw, =p P
Folglich:

Bei allen Zellen eines zweidimensionalen Problems ver
halten sich die Grundlinien der Zellen wie ihre Hohen, die
simtlichen Zellen sind also kleine #hnliche Rechtecke,
z. B. kleine ,Quadrate Die Krifte sind umgekehrt pro-
portional den Dimensionen der Zellen.

In der Anziehungslehre handelt es sich mm unbegrenzte Cylinder
als Niveauflichen. Der Satz ¢ilt allgemein von jeder Art von Cylinder-
problemen. Die Helmholtzschen Fliissigkertsstromungen fithren jetzt
auf stationiire Stromungen in der Ebene, mogen diese nun hydro-
dynamischer Art oder Wirme oder Ele ]\Lllmlit‘wilfllllll'l“i1] gein.  Yon
hier aus lassen siech die Helmholtz-Kirehhoffschen Probleme der
freien Ausflufsstrahlen, gewisse elektromagnetische Probleme und die
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dazu gehbrigen Helmholtzschen Wirbelbewegungen behandeln,
aulserdem Probleme der Biegungs- und Torsionsfestickeit, der
Kapillaritit, der Ka rtographie w s. w. So fiihrt der unscheinbare
Laplacesche Satz i die wichtigsten Gebiete der neueren Physik, in
die Probleme des sogenannten logarithmischen i,'tlh,"]][i:'li,ﬂ.‘ dessen Be-

griff sich aus dem Folgenden ergeben wird.

112) Das zweidimensionale Einpunktproblem und das
logarithmische Potential. Es handelt sich num die (uadratische
Einteilung der Ibene durch das
Strahlenbiischel und die koneen- Fig. 85
trische Kreisschar. Dabei wird

858, = w:w, ror,=— I,

wo die £ die Zellenflichen des zu-
gehiirigen Cylinderproblems  sind.
Aus .

f": .fl : ‘u” P :

folgt fiir die anziehende Kraft, mit
der der homogene Cylinder die freie
Masseneinheit anzieht,

Die Anziehungskraft der unbegrenzten homogenen Ge-
raden ist umgekehrt proportional der Entfernung,

Wird die Masseneinheit auf dem Radius ins Unendliche ghracht,
so st also das Arbeitsdiagramm eine gleichseitige Hyperbel von der
Form
1

7

=

Die Entfernung bis ins Unendliche erfordert, wie das Diagramm zeigt,
unendlich grofse Arbeit, was nicht wunder nimmt, da die auf der un
begrenzten Geraden homogen verteilte anziechende Masse bei endlicher
Dichte selbst unendlich grols ist. Das Potential 1st also an jeder
Stelle unendlich orols, d h der Newtonsche Potentialbegriff
wird unbrauchbar.

Nun lifst sich aber elementar zeigen, dals die Fliche der gleich-
-‘-'"I.il-_s{t'll Hl\]rt-i"ill-l von 1 his »

= klgr
!
18t (vel, Meth. Lehrbuch HI, Seite 136). Es ist zweckmiilsig, jetat
10#
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diesen Ausdruck als das Potential zu betrachten. Der Name logarith-
misches Potential erklirt sich von selbst.

Unter Potential in einem Punkte versteht man also jetzt
die Arbeit, die notig ist, die Masseneinheit aus dem Ab-
stande 1 von der Geraden in den Abstand » jenes Punktes
von der Geraden zu versefzen.

Die potentielle Gleichwertigkeit der Zelleneinteilung erhiilt man
dadurch, dals man den Wert ¢ von lgr einer arithmetischen Reihe

folgen lilst. Da aus e = lg» folgt »r = ¢, was einer geometrischen
Reihe folgt, wenn ¢ einer arithmetischen folgt, so ergiebt sich, wie
selbstverstiindlich, dafs man lauter @hnliche Kreisringe erhilt. Die
Radien aber folgen unter demselben Winkel aufeinander, so dals m
& = ¢ die rechte Seite einer arithmetischen Reihe zu folgen hat.

113) Zweirdimensionale H1']]!'51‘.1I|5~Li'p1'nhlt'ull_-. Withrend bei

dem dreidimensionalen Einpunktproblem — = ¢ und cos & = ¢ mals-

]
gebend waren, gind hier loeyr — ¢ und & = ¢ malsgebend, Fiir das
n-Punktproblem handelte es sich frither bei gleichen Massen um

1 1 1
U

r',_ I'J T

und
cos &y + cosds - - .- 4 cosd, =c.
An Stelle dieser Gleichungen treten jetzt die folgenden:

1) lory + lgrs 4+ -+ 4 lgr,=¢
Z) i b e s T A G

Statt der ersteren lilst sich auch schreiben

lg(ryre -+« 1) =¢
Ul]i'!'

I_:|;+; B i Py & .

Bei ungleichen ,Massen® erhilt man

3) mylgr; + melgrs + - - 4+ m,lgr, = ¢,
4) my iy mads 4+ -0 - My, = ¢.

i 2‘}_1 lafst sich auch schreiben

. .. ‘J.ln'l-_‘.ul._. L .'-" . =
|g(i] ’._. ...JJI_ == {
oder
e T b i ~
rly e T

Die m konnen sdamtlich positiv oder teilweise negativ sein.
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Fiir die Kurvenscharen 1 und 3 hat Verfasser vor Lingeren
Jahren (Bd. 33 des Crelleschen Journals) fiir den Fall der regelmilsigen
Anordnung der Punkte auf einem Kreise den Namen ,regulire Lemnis-
katen »** Ordnung®, fiir die Kurven 2 und 4 die Namen Jregulire
Hyperbeln #** Ordnung® vorgeschlagen. Fiir beliebige Anordnungen
nannte er sie  Irregulire Lemniskaten bezw. Hyperbeln #** Ordnung
(Progr. 1880 der Hagener Gewerbeschule). Diese Namen sind in zahl-
reichen Abhandlungen (z. B. von Biermann, Laurin, Forchheimer,
Guébhard, Hildebrand) beibehalten worden. Fiir den Fall » = 1
handelt es sich um koncentrische Kreisschar und Strahlenbiischel, fiir
n=2 unter Voraussetzung positiver gleicher m um konfokale Lemnis-
katen (Cassinische Kurven) und ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln,
bei entgegengesetzten m um Kreisschar und Kreisbiischel, Simtliche
gestatten Kinteilung der Ebenen in kleine Quadrate. Kap. X,
XI, XII in des Verfassers Kinfithrung in die Theorie der isog. Ver-
wandtschaften besprechen diese Kurvenscharen eingehender,

114) Das Problem der unbegrenzten homogenen Ebene
und das Planpotential. Die Kraftlinien stehen senkrecht auf der
Ebene, die Niveauflichen sind parallele Ebenen, die bei gleichen
Potentialdifferenzen in gleichen Abstinden aufeinander folgen. Die
naturgemilse Einteilung des Raumes geschieht durch Wiirfel, so dals
es sich um quadratische Prismen als Kraftrohren handelt. [Nach
Nr. 104 kiénnte man allerdings auch ringformige Einteilung der Niveau-
flichen wiihlen, wie Maxwell sie bisweilen anwendet (vgl. Fig. 81).
Dafs auch die [inteilung in gleichseitige Dreiecke, regelmilsige
Sechsecke, in Ringe #hnlicher Polygone erfolgen darf, darauf sei
gleichfalls hingewiesen.] Die Strémung der inkompressiblen Fliissig-
keit erfolet in den Réhren mit konstanter Geschwindigkeit. Aus
v = v, folgt mach Nr. 53 p=p,, so dals die Anziehung der
Ehene in allen Entfernungen dieselbe ist. Das Arbeitsdiagramm, ein
Rechteck, dndert seinen Inhalt in gleichen Abstinden stets um dieselbe
Grofse. Bei Bewegung der angezogenen Masseneinheit auf einer der
Kraftlinien wird also das 'I')['rLg]-'mnm der Potentialwerte wie bel dem
Ohmschen Gesetze durch eine schrige Gerade hegrenzt. Das New-
tonsche Potential wiirde fiir die Bewegung bis ins Unendliche iiberall
einen unendlich grolsen Wert geben. Es ist also \'m";,uzir_fhuu__, den
von der Kbene aus gemessenen Rechtecksinhalt als das Potential zu
betrachten, und fiir dieses neue Potential den Namen Planpotential
einzufithren. Da nach Nr. 27 bezw. T4 die Anziehung der Ebene bei
einer ]Ic}nlult_-;g»nctn Ht’ll';{lil]}_{ von Dichte d = 1 iiberall f_';]{'itcll 2a i.-%'f, g0 1st
in der Entfernung = das Planpotential gh’ivh 2xa. delbstverstindlich
kann dazu noch eine Gravitationskonstante & als Faktor treten. In

Tl
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jedem System von Kraftlinien und Niveaulinien bezw. Niveauflichen
lifst sich von gewissen singuliiren Punkten abgesehen jeder
anendlich kleine Raum zwischen zwei benachbarten Niveaufliichen als

homogenes Feld betrachten, sobald er durch Kraftlinien begrenzt 15t

115) Die logarithmische Abbildung. Der direkte l'"'m-t‘;.t':1||;:
von der quadratischen Einteilung durch Strahlenbiischel und koncen-
trische Kreisschar zur gquadratischen Einteilang durch Parallelenscharen
kann mit Hilfe der logarithmischen Abbildung Z = lgz oder

X 4 Yi—lg(x + yi

wo i gleich /— 1 ist und die bekannte geometrische Darstellung der
komplexen Grolsen nach Arcand-Gauls benutzt wird, geschehen.

s ist niamlich fir die letzte Gleichung zu schreiben

X+ Yi= R(cos @ | ism @) lg|r(cosg -+ ising)| = lgr |+ lge
lgr 4 @i,
so dals
X —lor =lgVa?l 2,
Y — @ = aretan 'f
ist. Dem Kreise I_t_" r £ 1n f]L B6a oder r = ¢° 'l'IlT"-']”_"il'llj_ also
die vertikale Gerade X — ¢ in Fig. 86b, dem Strahle durch den Null-
|;|l:q]{{. V011 .\Fl'ig'lm_g' d—==c :':—-:'lr-'ll-u“il'|l1' die horizontale Gerade Y = e
Da statt & ¢ auch geschriehen
S EG werden kann # -+ 2nx = ¢ erkennt
[ man, dals der Geraden # = ¢ unendlich
i . viele horizontale Gerade Y =e¢ - 2nx
Rl A~ entsprechen koémnen. Die Abbildung
{ ST e, ler 2~Ebene oeschieht also auf unend
5 ) L d 2 g : en
e Gl lich viele horizontale Parallelstreifen
L [ [N ol _; | von der Breite 2x, die sich von
P\ Voo ] T = ~ bis a L oo erstrecken.
' < ; . x, (Vieldeutigkeit des l}ng'u_|'il'.htt11|.~a. Perio-
Yo A dizitit der Exponentialfunktion.)
B J = \ ; Die Gerade X = o entspricht dem
S ' . Einheitskreise, die Geraden Y — o und
: 2R Y =-1+2nx i=]]l'ré]'al‘t't'|||-|| der X-Achse

von 0 bis 4+ oc. Die Diagonalkuryen
n der Z-Ebene sind Gerade von 45° Neigung, in der z-Ehene
logarithmische Spiralen vom Schnittwinkel 45°. Man hat zugleich den
Zmsammenhang zwischen der Po P

arkarte von Hipparch-Ptolemaeus
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und der Schiffahrtskarte von Mercator. Beliebigen Geraden von
der Neigung p auf dieser Karte entsprechen logarithmische Spiralen
vom Schnittwinkel ¢ mit den Radien in der andern. Diese sind die Dar-
stellungen der loxodromisehen Schiffahrtslinien, die sich ergeben,
wenn ein Schiff stets denselben Kurs beibehilt. Zieht man also z. B.
von einem Kiistenpunkte Englands

nach einem solchen Brasiliens auf der Fig. 86,
Mercatorkarte eme uft'l'zilli.' [inie, so B
erhialt man den zun wihlenden Kurs Y
als Neigung der Geraden. Von Tag 22 |(A)!
su Tag wird auf der Fahrt durch R e
Chronometer und durch Beobachtung e
der Mittagshthe (oder auf der Nord AAER )
_l]:|]|'3tfl|_.\_"'l'] durch Ht-n'u:'u'|1t'|l!1;_ﬁ der Hohe az| N .
des Polarsterns) Linge und Breite * |
fiir das Schiff bestimmt und in die z |
."viN'{'thrrk:]]'i'{'I'Ell;jl-i'TFlj_i'l'll_ Der Meeres- - x|
stromungen  wegen und wegen der o
seitlichen Abweichungen durch Wind i
druck wird der gefundene Ort nicht I O |
genan in die gezeichnete Linie fallen, A
so dals man erkennt, in welcher Weise .
durch gefinderten Kurs der Fehler e
korrigiert werden kanm, Darin be- C
ruht die Wichtigkeit der Mereator-

. . B
karte und der logarithmischen Ab- :
bildlung fiir die Nautik. (Vergl. 'lr:-); X
Kapitel XIII der ,Isogonalen Ver- 5
\\';L|]t§l.«'{-|l;11'it'|l", wo 1m Anschlufs an .

eine Abhandlung des Verfassers in

Bd, 16 der Schlomilchschen Zeitschrift die Eigenschaften der Spiralen
und Loxodromen in leichter Weise ;'1E|}_::¢_']g>jt.ri. werden. Burmester
hat in seiner Kinematik und in Bd. 20 derselben Zeitschrift diese
Betrachtungen fiir kinematische Zwecke verwendef.)

Fig. 86a und b giebt gewissermalsen den Zusammenhang des
logarithmischen Potentials und des Planpotentials, sowohl im
Newtonschen Sinne als auch im Helmholtzschen Sinne des Ge
schwindigkeitspotentials.

Stromt z B. von der unbegrenzten Geraden A B (Fig. 86b) aus
Wiirme in der Richtung nach & ==} oo ab und wird dabei die Grerade
auf konstanter Temperatur gehalten, so sind die senkrechten Parallelen
[sothermen, die horizontalen sind Stromlinien. . Stromb dagegen in
Fig. 864 vom Einheitskreise aus Wirme nach dem unendlichen Bereiche

|11 O
L
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ab, so sind die koncentrischen Kreise Isothermen, die Strahlen sind
Stromlinien. In beiden Fillen entsprechen die henachbarten Niveau-

kurven konstanten Temperaturunterschieden.
: v ‘ v A i = i o 2w ;
[n Fig. 86a folgen die Strahlen unter dem Winkel - oder o auf-

emander, die Neigungen bilden also die arithmetische Reihe

)] o
gt 1= kL 3 7T | 4w
o=\l ! I e |

i el ] = =

Die Radien folgen der geometrischen Reihe fiir ¢, wo ¢ einer arith
metischen Reihe folgt, und zwar handelt es sich (vel. Method. Lehr

=
buch 1I, Anhang) um die Reihe

sobald die Einteilung eine quadratische ist.

Entsprechendes gilt von der elektrischen Strémung in ebenen
Platten, nur frefen konstante Potentialdifferenzen an Stelle der
Temperaturdifferenzen.

Auf die Diagrammkorper dieser Potentiale kommen wir spiter
noch einmal zuriick.

116) Stationdre Stréomungen einer inkompressiblen
Fliissigkeit.
Fig. BT. :

Wir kehren zu den in Nr. b3 ?u-r«ln'm‘l]irnvn
Fliissizkeiten

Stromungen  inkompressibler

zuriick, und zwar soll es sich wieder um den
= dreidimensionalen Raum, jedoch um ganz all-
/ : gemein gestaltete Kraftlinien handeln.
s | Fig. 87 stellt einen von Kraftlinien ge
o bil

eten sehr eng zu denkenden Kanal dar.
Damit die frither besprochene Bewegung iiber-
| { haupt mdaglich sei, sind gewisse Annahmen
zu machen. Abzusehen ist von der inneren
und #dulseren Reibung der Flissigkeit und den
| | daraus erfolgenden Drehungen der Molekiile.
\ B Auch vom Einflusse der Beharrung ist ab-
T e zusehen. Oben war dies alles nicht nitig,
da die Flissigkeit geradlinig strimte. Jetut
— = st die Stromung ene krummlinige, also
wiirde die Fliissigkeit infolge der Beharrung

sich tangential von der Stromlinie entfernen. Dies ist wegzudenken
oder durch Amnahme wirklicher Kanalwinde unmoglich zu machen,
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Aulserdem ist A4, wverschieden von einen
Geschwindigkeitsunterschied bedeutet.

barten Stromlimien ist also gln-iu:[lﬂl!

BB, was

Die Reibung zwischen benach-

zugleich

s wegzudenken, in jeder Strom-
linie also vollziehen sich die Bewegungen unbeeinflulst durch die
Vorgiinge in den benachbarten.

Jeder kleine Rechteckskorper der Fliissigkeit, der wie A B B, A,
von Niveauflichen und Stromflichen (Stromlinien) begrenzt ist, bleibt
withrend der ganzen Bewegung ein solcher, nimmt also z B. die
Gestalt 4, B, B,A4, an, wobei jedoch das Seitenverhiiltnis ein
anderes geworden ist. Das einbeschriebene Hauptellipsoid bleibt ein
solches, erhilt jedoch ein anderes Achsenverhiiltnis. Zwischen den
verschiedenen Gestaltungen, die ein Fliissigkeitskorper an-
nimmt, besteht also eine Affinititsbeziehung in den kleinsten
Teilen.

Da die Strimung stationiir sein soll, muls, wie frither Fo= F,u,
oder F: F,. — v,
des Kanals umgekehrt proportional der Fliche des Normalschnitts.
Oben war ganz allgemein F': F, = p,:p (Nr. 107 und 108), also
igst v v, -

p sein, d. h. die Geschwindigkeit 1st an jeder Stelle

p:ps, d h

Die Geschwindigkeiten jedes Stromungsproblems sind
proportional den Kriften des entsprechenden Anziehungs-
problems.

Beim symmetrischen Zweipunktproblem z. B. war

- ¢os (&, — ).
- i

1'2
Abgesehen von einem konstanten Faktor folgt ¢* in den entsprechenden
Kraftréhren demselben Ausdrucke. Zugleich war fiir klemme Weglingen

1
TR T
p—=F2—1=fm1—2
: " w
also muls auch hier
| 1
V. ¥ s
v =k 1 —Jfm2—=kG
W W
sein. Demnach ist v:v, = G:G,, d. h. die Geschwindigkeit pro

s A + Vo — F,
Der Ausdruck v F=EkF—

portional dem Potentialgefille.,

bedeutet die konstante Stromstirke innerhalb des Kanals.

Die Darlegungen der Abschnitte H3 bis DD iiber elektrische und
WﬁJ'mc‘h.'tt‘t'inmn;gt-|| konnten also an dieser Stelle wirtlich wiederholt
und auf die allgemeinen Formen der Kraftrohren iibertragen werden.
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Die Punkte. aus denen die Wirme oder Elektrizitit ausstromt, sollen
als Quellpunkte bezeichnet werden. Diese Punkte konnen von ver
schiedener Ergiebigkeit sein, auch von negativer. Dies entspricht der
Koncentration verschiedener Mengen von Elektrizitit oder ponderabler
Masse, von denen die ersteren entgegengesetzte Vorzeichen haben
ktnnen. Stromen z B. aus M, und M, verschiedene Wirmemengen
w;, und g, in den Raum, was dadurch erreicht werden kann, dals sie
auf entsprechend verschiedenen Temperaturen gehalten werden, so sind
die Stromlinien von der Form g, cos#, -+ u,costh, =¢, die Iso-
thermen von der Form

y [
e i 3 . | s ¥ -IIJ... e .."I. 5 T Y 14 ! 1% 1
Ist & die Leitungskonstante, so 1st bF - L F' ¢ die selkundlieh
i (1 H
passierende Wirmemenge. Der Ausdrunck Wirmemenge ist nur als
Veranschaulichine zu  betrachten.  Sollen siimtliche Kraftrihren

potentiell gleichwertig sein, so muls durch simtliche Querschnitte
aller Rohren dieselbe Menge flielsen. Sind Asymptoten vorhanden,
so gehdrt eine unendliche, um den Schwerpunkt S gelegte Kugel zum
Problem. Auf dieser miissen dann siimtliche Kraftrohren gleiche
Flichen ausschneiden. Dies entspricht dem gleichen korperlichen

Winkel bei dem Einpunktproblem.

So entspricht jedem Anziehungsproblem ein Problem, bei dem
es sich num stationiire Stromung einer Fliissigkeit, oder der Elektrizitiit
oder der Wirme handelt.

[st die Stromung zweidimensional, so bleiben nach Nr. 111 kleme
quadratische Felder stets quadratische Felder, emn embeschriebener
Kreis also bleibt ein embeschriebener Kreis, d. h. es findet nicht
nur Affinitit, sondern Ahnlichkeit in den kleinsten Teilen statt.
Hierbei handelt es sich z. B. um Elektrizitiits- oder Wirmestromungen
in diinnen Platten, auf die wir noch niher eingehen werden.

Selbstverstindlich kann man von dem l,:i|;[;it:|-m;]1vr| Satze folgende
Umkehrung aussprechen: Steht eme in sich geschlossene, homogen
mit Masse belegte Fliche unter einer Spannung, die von Null ver
schieden ist, so konnen nicht simtliche anzichende Massenpunlkte

aulserhalb der Fliiche liegen.

117) Der Kugelsatz von Gauls.

Wiederum diene das symmetrische Zweipunktsystem mit positiven
Massen M, und M; von der Grilse 1 als einleitendes Beispiel. Um
irgend einen Punkt €' sei eine Kugel gelegt, die M, und M, aus-
schhiefst. Jede Finheit ihrer Oberfliche sei mit der Masse 1 helegt.
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Die Summe der Potentialwerte fiir die Kugeloberfliche soll
:_;'pi)éhli'i- werden.

Alle Rechnung wird dadurch erspart, dals man sich umgekehrt
die homogene Kugelfliche als anziehend wirkend auf M, und M,
denkt, nur sind diese beiden Punkte starr

verbunden zu denken, damit ihre gegen- Fig. 88. =
s[-ifigu lj|'||'.\'i;'k|n|:_( il'lll.;il'[ll'lhl_'” wird. Nach .-"/’ \
dem Gesetze von der Gleichheit der Wirkung \7E
und Gegenwirkung ist dann das Resultat 1152 ¢
dasselbe. Nach Nr. 25 hat man sich die \:_

Belegung 4 oz im Mittelpunkte €' vereinigt 2 0
i denken. Nach dem Satze von der Arbeit
sind beide Potentiale algebraisch zu addieren, es handelt sich also um
407 |, 4do°m 9 =g )
=2 — 4 ol (=4 —) i
2 4y f ! o

Folglich ist auch die Summe der Potentialwerte von M, und M,
fiir alle Punkte der Kugeloberfliche

P, -+ gl;'-.T =4 —)
T Iy
Nun ist aber das Potential der Punkte M, und :|'l'r._, fiir den
Punkt € von der Grilse

demnach ist zueleich

Letateres ist aber nichts anderes als der Mittelwert der Potential
werte von M, und M, in den Punkten der Kugeloberfliche, der
Potentialwert von ,H;I und M, fiir den Punkt € ist also gleich
dem Mittelwerte der Potentialwerte fiir simtliche Punkte
der Kugeloberfliche.

Ganz dieselbe Betrachtung kann man fiir drei, ganz allgememn
fiir » feste Massenpunkte von beliebiger Masse anstellen, nur miissen
diese siimtlich aufserhalb der homogen mit Dichte 1 belegten Kugel-
oberfliche liegen. Diese Massenpunkte konnen auch kontinuierliche
Kérper, Flichen und Linien bilden, Daher gilt ganz allgemein der
von Gauls aufeestellte Satz:

Wird durch il']Jit_'!!el weleche Massen, die aulserhalb einer
Kugelfliche liegen, auf die homogene Massenbelegung der
letzteren eine dem Newtonschen Gesetze folgende Anziehung
ausgeiibt, so ist der mittlere Potentialwert fiir die Punlkte
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der Kugeloberfliche gleich dem Potentialwerte fiir den

Mittelpunkt der Kugel

118) Physikalische Deuntungen des Gaulsschen Kugel-
satzes.

Setzt man in der vorigen Betrachtung das Wirmeproblem an
Stelle des ]’L:Tt‘uiizii[ﬂ'uhll'rn.ﬂ. so sind fiir das gewihlte Beispiel M,
und .'|_1r__, als ‘lr\'i:-ll'lllt'lllit'”!'u von konstanter rJ_"L-:[1||¢~1';1Eu1' 7zu betrachten,
Die Wirme flielst anf Kurven von der Gleichung cos &, -+ cos &, = ¢
nach dem Unendlichen ab, die Isothermenflichen sind von der Gestalt

[hese Flichen schneiden die um C gelegte Kugelfliche. Da an Stelle
der Potentialwerte in den einzelnen Punkten Temperaturen treten, so
folgt, dals die Temperatur im
Mittelpunkte C der Kugel
| gleich der mittleren Tem-
peratur ihrer Oberflichen-
punkte 1st.

Fig

.,
o

¥

Das Einstromen der Wirme
geschieht i dem schraffierten Teile
der Kugelfliche, der wvon einer

sphirischen Kurve AB begrenzt
M J_ T ist, das Ausstromen 1im Reste der
Fliche. Da die Wirmestrémung

als stationdr angenommen ist, flielst
ebensoviel Wirme ein, wie aus (der
Kraftfluls 1st fiir die Kugel gleich
Null).

Durch die geschlossene Linie 4B wird die in Frage kommende

Kraftrohre, welche die Kugelfliche beriihrt, abgegrenzt. Liings dieser
Linie tritt keine Wirme in die Kugel ein, auch nicht aus ihr heraus.
Die in jeder kleinen Kraftrohre flielsenden Wirmemengen sind uns
bekannt.

Dieselbe Betrachtung gilt fiir elektrische Strémungen entsprechen-

EE{"T" .".‘. It

119) Das 1‘||ﬁ.‘-‘['l]'F‘l'.lI!']]l']l‘ Fourierseche Wi |';15¢~|1|‘n!1l|_-m.

Man denke sich jetzt die Kugel aus ihrer Umgebung heraus-
geldst, halte aber jeden Punkt ihrer Oberfliche konstant auf derselben
Temperatur, die ihm vorher zukam, so wird sich in dem homogenen
Innenraum dieselbe stationiive Stromung einstellen, wie vorher. Ist
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dieser Zustand hergestellt, so hat man dieselben Stromlinien und die

selben Isothermenflichen wie vorher. In dem schraffierten Teile der

Oberfliche muls man Wiirme in demselben Malse wie vorher zufiihren,
im andern Teile abfiihren, um die Temperaturen konstant zu t:lh.i]i.q-u_
Die Summe der zuzufithrenden Gesamtwirme ist Null

Man hat also folgende besondere Aufoabe gelist:

Die Punkte der Oberfliche einer homogenen K ungel sollen
durch Zu- und Abfluls auf konstanten Temperaturen ge-
halten werden, und zwar so, dals diese den Temperaturen
entsprechen, die den Oberfliche npunkten zukommen wiirde n,
wenn aus zwel aulserhalb liegenden gleichen und konstante 7
Wirmequellen M, und M, Wirme nach dem unendlichen
Bereiche abstréomt. Fiir den sich einstellenden stationiren
Zustand soll folgendes bestimmt werden: a) Die Gestalt der

Stromlinien, b) die Gestalt der Isothermenflichen. c) die

Temperatur jedes Punktes im Innern, d) die Menge der auf

jeder Einheit der Oberfliche zu- oder abstromenden Wiarme.
e) die Oberfliche soll in ein Netz von Kraftfeldern poten-
tieller Gleichwertigkeit eingeteilt werden, so dals in simt
lichen Kraftréhren dieselbe Wirmemenge flielst.

Zu c¢) ist zu bemerken, dals der Mittelpunkt €' die mittlere
Temperatur der Oberfliche erhilt, zu d) dals die Summe der zuzu-
fiihrenden Wirme gleich Null sein muls.

Dieselbe Aufgabe ist fiir jedes der elementaren Behandlung zu-
giingliche ctproblem geldst, sobald nur simtliche Quellpunkte
aulserhalb der Kugelfliiche liegen. Bei drei auf gerader Linie liegenden
Punkten z B., die auf konstanten Temperaturen ¢, ¢, # gehalten
werden, handelt es sich um die Stromlinien #, cos 9, -+ f, cos i,

+ & tn-ﬁ‘ — ¢ und um die Niveaufliichen
R
e ph
Ty Ts i

Hat der Kugelmittelpunkt von M,, M,, M, die Entfernungen ¢, e, e,
8o 1st die [:||L|=L=1.Ltut i ihm von der Hohe

und dies ist die Mitteltemperatur fiir die Oberfliche.
So erhiilt man eine ganze Reihe losbarer Fiille der alloemeineren
Fouriersehen i{n;{t‘].‘tn'f';g:1|w. '.'.'(']l.'-]]t' lautet:

Auf einer Kugelfliiche sei jedem Punkte eine bestimmte

Temperatur vorgeschrieben.” Der stationiire Wirmezustand

des Kugelinnern soll bestimmt werden.
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Entsprechende Aufeaben fiir elektrische Stromungen innerhalb
der Kugel aufzustellen, sei dem Leser iiberlassen. Auch daber muls
die Summe der zugefithrten Elektrizitiiten aleich Null sein.

[Von der Lbdsung der allgemeinen Kugelaufeabe, die mit Hilfe

der sogenannten Kugelfunktionen zn erfolgen hat, kann hier selbst
verstindlich nicht die Rede sein. Hs handelt sich nur darum, einen

vorlaufigen Begriff von jenem interessanten und schwierigen Gebiete

der hoheren Mathematik und der mathematischen Physik zu geben,

bei dem man selbstverstindlich anch andere Flichen, z. B. Cylinder
flichen, Kegelflichen, Hyperboloid-, Paraboloid-, Ellipsoidfiiichen u. s. w.
benutzen kann. Die Lisung solcher Aufgaben beansprucht wieder die
Kenntnis  besonderer Funktionen, der Cylinderfunktionen u. s. w.
Die fiir die Oberfliche vorgeschriebenen Werte bezeichnet man als
die Randbedingungen des Problems. Statt die Stromung im Innen-
raume der Kugel zu betrachten, kann man auch die 1m  Aulsenraume
stattfindende betrachten, wobei die Punkte wiederum auf konstanten
Temperaturen gehalten werden, aber M und M, einerseits, der unendliche

Bereich andererseits a
So  giebt der [,:||1|:lt'l‘.~:f']1t' Satz Finblick in Gebhiete der modernen

8 Zu- oder Abstrémungsgebiete zu betrachten sind.

Physik und Mathematik, auf denen Fourier, Green, Gauls,
Riemann, Dirichlet, Jacobi, Neumann und andere erfolgreich
gearbeitet haben.]

120) Zweidimensionale Probleme entsprechender Art.
le

In Nr. 25 war gezeigt, dals ¢ = ist (Fig. 90). Die An-
o I
ziehung des Bogens A B = s auf P ist bei dem zweidimensionalen
g
Probleme durch oder
Fig. 90, Q
= g ] | : .
S e oecgeben, die 1n die
i AR . -
A N A Linie M P fallende Kom
7 A
\. JH'I|I\'!I‘,.['.'I|?1'Hi|li|'l_'|| : cOs o
/ s ‘;!,J le
/ 4 \ & . . o .
f 4 Ty Die Summe simthcher
’ A=ty YL>p  Bogenteilchen giebt
5| M P B SRS
. / > NG 5 c08 &
\ | y B 7
\\ | "‘,- 2 e
\ S wobei, dhnlich wie frither,
\-.‘\ e 'J_JI_' S CO0s a y . . -
Gt AT e o = als Projektion jedes
Bogens s AB auf den

um den reciproken Punkt ) geschlagenen Einheitskreis betrachtet
werden kann, so dals
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1 5084
\ £ 5

2,
Jre— )
die Gesamtwirkung also gleich
r i
2m
e &
ist, wo m die Belegung des Umfangs ist. Folglich:

Die Anziehung des homogenen Kreisumfangs auf einen
dulseren Punkt nach dem Gesetze des logarithmischen Po-
tentials ist so orols, als ob die {ia_-._aa;1‘.!l'i_]u'ir;_{'nll_l_:‘ im Centrum
M vereinigt wire.

Von hier aus fithren wortlich dieselben Schliisse zu einem Satze
iher den Kreis, der dem Kugelsatze ganz analog ist. Werden z B.
die Punkte eines Kreises auf konstanten Temperaturen ge
halten, so ist fiir den stationiivren Zustand der diinnen
Kreisplatte das System der Strom- und Niveaulinien be
stimmbar, ebenso die Temperatur jedes Punktes. Die des
Mittelpunktes ist das arithmetische Mittel der Rand
temperaturen.

Beispiele dariiber sollen spiter gegeben werden.

[21) Bemerkung. Befindet sich der angezogene Punkt in @),
so_entspricht jedem kleinen Bogen s, ein gegeniiberliegender s,. Die
kleinen Dreiecke 4, B, @ und A, B, @ sind nach dem bekannten Sehnen-
satze fihnlich. Demnach gilt fiir die Mittellinien {, und [,, dals :'_ ;

; 2
ist. Zichen sich also die Massen nach dem (lesetze des logarithmischen
Potentials an, so ist der Punkt ) unter dem
Einflusse von {, und I, in Ruhe, Fig. 91.

Aus Sy

oy i

F 2 |l|
YL eod

LGOS =
: 0y g€
und
5. £ ST 2
COS & — -2 oS 1)
0., le

folgt fiir die Anzichung von P auf einem
Bogen A, B, und seinem Gegenbogen B B
in Bezug auf den reciproken Punkt ¢, dals

beide Anziehungen gleich stark sind. (Vgl,
NJ‘, 257

Uber homogene Kreisscheiben und Kreisringe lassen sich also
ganz analoge Schliisse zichen, wie frither {iber homogene Voll- und

Hohlkugeln.
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Die zweidimensionalen Probleme gelten auch fiir das Newtonsche
Potential, sobald man annimmt, es handle sich nur um den Normal

mitt unbegrenzter Cylinder und von Systemen unbegrenzter paralleler

=

Geraden.

122) Der Spannungssatz von Poisson.
Im Mittelpunkte einer Kugel befinde sich die Masse 1. Ihre
es Fliichen-

Oberfliiche habe eine Massenbelegung von der Dichte 1. Jec

teilchen F' wird von der Kraft — nach innen gezogen. (Die Gravitations-

)
konstante % ist gleich 1 gesetzt.) Ist z. B. r =1, so 1st seine An-
ziehung gleich F. Im allgemeinen ist die Massenbelegung gleich 4%z,
Angenommen, die Einzelkriifte liefsen sich algebraisch summieren, was
nicht der Fall ist, so wiirde die Anziehung gleich L:f =4 sen.
Man hat sich trotz der Unzulissigkeit dieser Addition zu der Ausdrncks
weise geemigt, der Innenraum stinde unter der Spannung 4
Faraday driickt sich so aus, dals er sagt, der Kraftfluls des Pro-
blems sei gleich 4. Ist dagegen im Mittelpunkte die Masse m ver-
einigt, so handelt es sich um die Spannung bezw. den Krafttuls 4.
Lag der anziehende Punkt aufserhalb der Kugel, so war in jeder
Zelle der Kraftfluls gleich Null, jene Addition machte also keine
Bedenken. Das Bedenken schwindet auch hier, wenn man den Ver
gleich mit der inkompressiblen I'-li]sxi}_';lil'ii'- heranzieht. Durch jeden
Normalschnitt der einzelnen Kraftrihre stromt sekundlich (abgesehen
von der Konstante &) die Fliissig-

; . F :
keitsmenge Fo = —, durch die
b 5

canze Oberfliche also die Menge

o 498
N o
G 4x. Dadurch ist dem

3 :

hier etwas fremdartig klingenden
v Spannungsbegriffe wenigstens eme
. annehmbare physikalische Be-

\ deutung gegeben. Seine Brauch-
i | barlkeit wird =ich in den f':)[ge:!uluu

\ e /  Beispielen ergeben.
/ Ist die Fliiche m sich ge

o e schlogsen, der Inmenrawm einfach
zusammenhiingend (d. h. so be-
schaffen, dafs jeder ebene Schnitt den Zusammenhang aufhebt, nicht,

wie bei einer Ringfliche, ihn bestehen lifst), so ist die von der Kin-

heit in M auf jede Fliche A B ausgeiibte Kraft pF' = jJ Sie zerlegt
)
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sich wie frither in einen unwirksamen Teil und in einen wirksamen
Spannungsteil
. il
o J,l.' f‘ COs 0 3 i, & 6 o 4
o
was sich wiedernm deuten lilst als Projektion von AB auf die um
M geschlagene Einheitskugel, fiir die wirklich

_'] ,'r:-l'-_ =0
A, B el
312 e
1st, sobald €M und die Normale in ¢ den Winkel ¢ einschlielsen.
Demnach ist

‘?“T yu f"rn.‘w (2 : \1 (A H__, Jo=

erm re—

d. h. dies ist die Spannung, unter welcher der Inmenraum steht.

Finden Ausbuchtungen statt, die durch eine von M ausgehende
Tangentialebene M A B begrenzt werden, so verhiilt sich M gegen den

Teil A BC wie ein dulserer Punkt. Der Beitrag der Ausbuchtung fiir die

Spannung 18t demnach gleich Null. Der Satz
hleibt also bestehen. Untersuchungen iiber ig
mehrfach znsammenhiingende Riume, wie sie von 2
Neumann und Helmholtz angestellt sind, sollen \ [ S
hier unterbleiben. \ N\

Befinden sich mehrere anziechende Massen €\ ait | .'
punkte m,, My, My ... 1m Inmern, so sind die \-.\_ \_ILJ !.-"
betreffenden Spannungsnormalen iiberall zu ad fREEs i
dieren, es handelt sich also um die [I‘i‘."':]]||1'!‘:]|il“|”l]}l§_’: ;. M //"'.

4 7 lﬁ_.ml . Ths i SR .rHJ,_\}. \\-H”—_/

Fiir elektrische und magnetische Untersuchungen kiénnen die m teils
positiv, teils negativ sein. Die Punkte kénnen auch kontinuierliche
Kérper bilden. So ergiebt sich folgender nach Poisson genannfer,
aber auch von Gauls behandelter Satz:

Befinden sich im Innern einer in sich geschlossenen
l“|55-.‘.l||‘_. die l]clllJn;_;‘l:rl in der Dichte 1 mit Masse belegt ist,

Massen oder Massengebilde m,,

¥

Moy My «v o My, 20 steht der
» §
Raum unter der Spannung

47 (v + me + -+ -+ 0.

K

Wenn im folgenden von der Spannung, unter der ein von ge-

-

enso grofs ist nach Faradays Anschanung der Kraftfluls,

schlossener Fliche umgrenzter Raum steht, gesprochen wird, so ist
dabei immer eine fingierte Massenbelegung von der Dichte 1 aunf der
Fliche angenommen. Der Kiirze halber soll dies nicht mehr besonders

Holzmiller, Ing.- Math IT, Potentinltheoric 11
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hervorgehoben werden. Man erkennt aus obigem, dals der Spannungs-
begriff ebenso, wie das Potential, seine Kraft in der Moglichkeit der
;ngrhl‘;li;:n:iu'rl Addition hat.

123) Zusammenhang zwischen Dichte und Spannung.
Man denke sich einen massiven Kirper, dessen Dichtigkeit zwar an
verschiedenen Stellen verschieden ist, aber iiberall nur stetig ver-
anderlich und nirgends unendlich grols, so dals in der niichsten Um
gebung jeder Stelle von einer mittleren Dichte gesprochen werden
kann. Irgendwo im Innern des Kdérpers denke man sich eine kleine,
im obigen Sinne in sich geschlossene Fliche. Unter welcher Spannung
steht dieselbe? Nach dem Laplaceschen Satze giebt die dulsere Masse
die Spannung Null. Nach dem Poissonschen steht sie unter der
Spannung 4am, wenn m die eingeschlossene Masse ist. Bedeutet
nun J den geometrischen Inhalt des Raumes, 8 die mittlere Dichte
der Massenanfiillung im Innern der Fliche (ber unendlich kleinen
Dimensionen der Dichte § selbst), so ist m = Jd, also die Spannung

o 1 T '_Jr I'). P
die Dichte also

Lmd
;'\]ﬁnl
Man findet die Dichte innerhalb einer kleinen von Masse
umgebenen und Masse umsehlielsenden 1n sieh f_‘:I‘HLTllI{!.‘-HE'lH'”

Fliche mit fingierter Flichenbelegung von Dichte 1, indem
man die Spannung, unter der sie steht, durch das 4 xfache
des Inhalts dividiert.

Dieser Satz ist namentlich fiir die Lehre vom Magnetismus und
fir die Elektrostatik von Bedeutung. Besonders bei den Influenz
problemen findet er Anwendung. Bei Influenzproblemen handelt es
sich jedoch um Flichenbelegungen. Befindet sich im Innern der in
sich geschlossenen Fliche, die z. B. die Gestalt einer Raumzelle haben
kann, ein kleines Iliichenstiick /' mit der Belegung m, deren mittlere
Dichte 0 1st, so ist zuniichst m — 0F, so dals jetzt die Spannung

des Raums nur s = 4219 und die Dichte 6 = - “, ist.

124) Anwendung auf Belegungen von Niveauflichen. Auf
der Oberfliche eines Kondultors sammle sich Elekirizitit in diinner
Schicht an, sei es in Folge von Ladung, oder von Influenz, oder im-
folge des Zusammenwirkens von Ladung und Influenz. Es herrsche
(leichgewicht der wirkenden Kriifte, so dals die Elektrizitiit in Ruhe
ist. AB sei ein kleiner Teil der Oberfliche des Konduktors, die
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| : P : =

selbst zu den Niveauflichen gehirt, denn die wirkenden Kriifte miissen
=

senkrecht gegen sie gerichtet sein, da sonst die elektrischen Teilchen
gsich nicht in Ruhe befinden kiénnten. A, B, B, 4, sei eine Raumzelle

des Problems, A, 4, also eine von Kraftlinien gebildete Grenzfliche,
ehenso H: })’;:_ :]:i;g't_'ls_'_‘l_'l] seien ,Ii}f: und ,],_.”: In‘]]Fll'h‘Ir:ll‘h' Ni\'{‘:[ill]iir]];l[[,
Die auf der Fortsetzung der Konduktoroberfliche befindlichen elek
trischen Belegungen, ebenso die etwa influenzierend wirkenden sonstigen
clektrischen Massen befinden sich aulser

Fig. 94.

halb der Zellen, geben also zur Spannung
den Beitrag Null. Ist m die Masse der
Belegung A B, so steht der Zellenraum
nach Poisson unter der Spannung 4 xm.
Man lasse nun A4, B, und A,B, sehr
nahe anemnander riicken, so dals die

Dimensionen von A, A, und B, B, gegen

die von AB, A B, und A4,B, vernachlissigt werden kinnen. Die
resamtwirkung der siimtlichen vorhandenen Elektrizititen, der finlseren
und inneren, auf jede Seitenfliche der Zelle giebt, da 4, 4, und
B, B, Kraftlinien sind, keine nach innen oder aufsen gehenden Re-
sultanten, diese fallen vielmehr in die Kraftlinien selbst. Also kommen
nur die senkrecht gegen /|, und F, gerichteten Einheitsresultanten p,

und p, des Gesamtproblems zur Sprache. Diese mdgen fiir F, nach
innen, fiir /, nach aulsen gerichtet sein. Die verbleibende Spannung
Py — p, Iy muls nach Poisson gleich 4xm sein, d. h. gleich 4 x 18,

was die Gleichung
B, — p, F, — 426

giebt, Da aber A, B, und A4, B, unendlich nahe aneinander geriickt
sind, kann man F, = F, = F' setzen, so dals die Gleichung iiber-
geht in

P — Py = 4x0.
Daraus ergiebt sich als Dichte der Belegung

e B L
4

Die Dichte der Flichenbelegung ist also der Quotient aus
der Differenz der Rinheitsresultanten des Problems auf
beiden Seiten der Belegung und der Zahl 47 Nach Nr. 27
kamm p, — p, z B. beim Passieren einer Fliche endliche Werte an-
nehmen, ebenso in den nachstehenden Fiillen.

Liegt nun die Fliche F, in der leitenden Masse des Konduktors,
30 ist die auf sie pro Einheit der Belegung wirkende Resultante p,
des Problems aleich Null, denn sonst wiirden dort noch scheidende

16
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Kviifte wirken, wihrend Ruhe vorausgesetzt ist. In diesem Falle
also wird

I
o} o

Jetzt also gilt der Sabz:

Bei Influenzproblemen ist die Dichtigkeit der elek-
trischen Belegung des Konduktors an jeder Stelle gleich
dem Quotienten aus der dort auf die Einheit wirkenden
Resultante des Gesamtproblems und der Grolse 4.

‘olglich: Bei Influenzproblemen ist die Dichtigkeit der
Influenzelektrizitiit proportional der Einheitsresultante des

{,;{'."-';IIlli.EJ!'H‘II]l‘Ill:'é.
- s . e . < by .
An der Kueel war die Richtickeit des Gesetzes o f hereits
| . i

nachgewiesen. Das symmetrische Zweipunktproblem wird die Sache

noch klarer erliutern.

125) Influenz auf den Niveauflichen des syminet rischen
Zweipunktproblems. KEin metallischer Hohlkirper werde von zwe
Niveauflichen des symmetrischen Ziweipunktproblems begrenzt, also

von zwei durch i -1 : — ¢ charakterisierten Flichen. Man denke
I 4

sich in den Punkten M, und M, die elektrische Masse 4 F zu

;-_J:I_E'jt'.|'|1']| .].‘_”““ FH[}_{!'.‘H'JH.'—III:.

Fig. 95. Durch  elektrische Ht']u'-i{lll!lg‘

i sammelt sich an der Innenwand

: Influenzelektrizitiit — I, an der

Aulsenwand -+ £, an. Wird
der Leiter mit der Erde ver
bunden, so entflieht die letztere
= nach der HErde. Ist Gleich-
gewicht eingetreten, so herrscht
innerhalb der Metallmasse die

| : 1-i1'{1,|'i.~'rhl-f"ith-l'tlllrll\_g;a']\'rul‘t.\'11“.

I d. h. das Potential 1st konstant

und zwar gleich dem der Erde,

welches nach Nr. 60 als Null aufzufassen ist. Die — E, ordnet sich

also an der Innenwand so an. dals die gesamte Wirkung von 4+ E
und — /4, nach aulsen hin gleich Null ist.

Daraus folgt zuniichst, dals die Mengen 4+ F und — FE, gleich
grols sind. Wiren nimlich die Mengen verschieden, so wiirde bei
grilserer Entfernung von einem }_ijnf_;‘{'-l|m=.ifi;ﬂ-1| Aufheben der Wirkungen
nicht die Rede sein, da fiir gréfsere Entfernungen die Wirkung doch
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so ist, als ob -~ F und — E, im Schwerpunkt S, d. h. in O angebracht
wiren. Es ist also, abgesehen vom Vorze ichen, £ = F, = E,.
Zweitens folgt daraus, dals, wenn die Elektrizitit — E,

in derselben Anordnung festgehalten wiirde, die sie jetzt
hat, z B. in Form einer ponderablen Masse von derselben
Dichtigkeitsverteilung, und wenn sie allein wirkte, ihre
Wirkung nach aulsen genau so gein miilste, als ob sie zu
gleichen Teilen in M, und M, angebracht wiire, denn sonst

wiirde das gegenseitige Aufheben der Wirkungen unmioglich sein,
ist von besonderer Wichtigkeit filr die Newtonschen

Dieses Hes
Anziehungsprobleme.

Drittens ist folgendes zu bemerken: da Gleichgewicht herrsecht,
muls jedes elektrische Teilchen der Inmenfliiche von simtlichen ' Teilchen
der Oberflichenelektrizitit und den in M, und M, befindlichen
Ladungen so abgestolsen hezw. angezogen werden, dals die Resultante
senkrecht gegen die Innenwand gerichtet ist, da sonst Ruhe nicht
eintreten wiirde. Nun ist aber die von M, und M, herrithrende
Teilvesultante, da es sich um die Niveaufliche des Zweipunktproblems
handelt, senkrecht gegen die Inmenwand gerichtet, folglich muls
die Resultante der Wirkungen, die von den Oberflichen-
teilchen der Elektrizitit E, herriihren, ebenfalls senkrecht
gegen die Innenwand gerichtet sein.

Die auf jedes Teilchen wirkende Gesamfresultante ist am stirksten
fiir die an der Innenwand selbst liegenden Teilchen, sie nimmt aber
nach aufsen hin schnell big zur Null ab, denn an der #ulsersten
Schicht der Innenbelegung heben die {IL"-rll]‘t“||I\|'|“("(H einander auf.

Wiirde man die Lrlciun;_fs_n M, und M, entfernen, so wiirde die
Oberflichenelektrizitit keine seitlichen Versechiebungen er-
leiden. sondern iiberall in der Normalen der Niveaufliche nach aulsen
eilen. Wiire also die Schale unendlich diinn (jedoch von zwei Niveau-
fliichen der besprochenen Art begrenzt), so witede sich die Elektrizitit
statt an der Innenwand, an der Aulsenwand ansammeln und im iibrigen
an jeder Stelle dieselbe mittlere Dichte behalten haben, wie vorher,
denn seitliche Verschiebungen konnten nicht stattfinden.

Dieser Zustand wiirde auch bestehen bleiben, wenn man jetzt den
oanzen Hohlraum kontinuierlich mit leitender Masse anfiillen konnte.
Folalich ist die Wirkung der an der Aufsenwand im Gleichgewicht
befindlichen Elektrizitit auf die Punkte des Innenraums gleich Null,
das Potential also dort iiberall konstant. In derThat wiirden Scheidungs-
kriiffte auftreten, wenn es anders wire.

Daraus folgt, dals die vorliegende Anordnung der Ele
ein stabiles Gleichgewicht giebt. Also:

Wird e¢in Konduktor, dessen Oberfliche eine Niveau-

cbrizatit
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fliche des symmetrischen Zweipunktproblems ist, mit
Elektrizitit geladen, so ordnet sie sich ganz von selbst so
an, dals im Gleichgewichtszustande die Wirkung nach aulsen
gt-ﬁ;m so 1st, als ob die Ladung zu gleichen Teilen in M,
und M, angebraeht wire. Die Wirkune auf innere Punkte
dagegen ist gleich Null

Weil die Wirkung der so angeordneten Oberflichenelektrizitit
nach innen gleich Null ist, war dies auch bei dem Anfangsproblem,
wo - I in M, und M, und — F, auf der inneren Fliiche angesammelt
war, der Fall. Jedes Teilchen an der eigentlichen Innenwand
wird also nur von M, und M, angezogen, denn die Wirkung
der Oberflichenteilechen nach innen ist Null. Die Resultante,
die an den innersten Teilechen wirkt, ist also fiir die Einheit
gleich der Resultante der anziehenden Elektrizititen in M

1
und M,, also gleich der Resultante der in den Radien r, und 7,

. - Py 1 Jlr‘: 1 .!'.. ry v r .
wirkenden Krifte - — und ——.: An den Hulsersten Teilchen
T B i e
1 s
der Schicht hingegen ist die Gesamtresultante gleich Null.
Hier ist die Verteilung als eine schichtenweis erfolgte, d.h. als
eine riumliche, betrachtet. Sieht man davon ab, d. h. falst man sie
als eine absolute Flichenbelegung (von unendlich geringer Hohe) auf

so ist nach Nr. 124 die Dichte der Belegung & — £ lf'ﬁ.x: oder, da
im Innenraume die Resultante p, des Gesamtproblems gleich Null ist,
et Folelich:

-L:‘[’ b

Die Influenzelektrizitit — E, sammelt sich an der Innen

wand so an, dals ihre Dicht igkeit an jeder Stelle proportional
der von M, und M, ausgeiibten Anziehungskraft ist. HEs ist
algo @ :0y=pop, d b :.’: ist eine konstante Groflse ¢,.

Hat man nun fiir das vorliegende Problem den Raum in potentiell
gleichwertige Kraftrohren eingeteilt, und teilen diese die unter-
suchte Niveaufliche in zahlreiche Felder von variabler Griifse ein. so
sind die Flichen F' umgekehrt proportional den Kriften, d. h. es ist
JHF'. = (h, WO G cine konstante Grolse ist.

Aus i = ¢, und pI'= ¢, folgt durch Multiplikation 0 F = ¢, ¢, = ¢,
wo ¢ eine nene Konstante ist. Hier bedeutet aber & F die auf jedem
Felde aufgespeicherte Elektrizititsmenge, und diese ist fiir alle Felder
dieselbe Menge ¢. Folglich:

Die Influenzelektrizitit ordnet sich auf den potentiell
gleichwertigen Feldern so an, dals auf jedem Felde dieselbe
Menge liegt.
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.
Fiir ponderable Massen gilt also folgender Schluls:
Belegt man eine Niveaufliche des symmetrischen Zwei
punktsystems so mit ponderabler Masse, dals auf allen
potentiell gleichwertigen Feldern des Problems gleich viel

liegt, so wirkt — sehr grofse Zahl der Felder vorausgesetzt — 5
die Belegung nach innen mit der Stiirke Null, nach anlsen da !

: 3 L] ® IS R . . |
gegen ehenso, als ob die Masse zu gleichen leilen in den I

‘unkten M, und M, angebracht wiire.

Dagegen wiirde die homogene Belegung einer solchen Niveau-
fiiche mnach aufsen und innen ganz anders wirken. (Nur bei der
Kugelfliiche ist die homogene Belegung in der Wirkung identisch mit
der Mittelpunktsladung. Sie ist also ungeeignet zur Erliuterung dex |
betreffenden Erscheinungen und Sitze.)

Angenommen nun, man hitte M, und M, ebenso wie vorher
geladen, den Konduktor aber nicht abgeleitet, so wiirde die
[nfluenzerscheinung sich folgendermalfsen entwickeln: Die n M, und M,
oleichmiilsig verteilte Elektrizitit - E ruft auf der Innenfliche emne
gleich grolse Menge von Influenzelektrizitit — I, durch Scheidung
hervor, eine ebenso grofse Menge - E, sammelt sich anf der Aulsen-

fiche an. Die Scheidung dauert so lange an, bis die Wirkungen
der Ladungen in M, und D, einerseits und der Elektrizitat — 14
andererseits nach aulsen einander aufheben: Dies geschieht nur bei |
der friiheren Anordnung. Demnach ordnet sich die Elektrizitit - F, |
auf der Aulsenfliche so an, als ob die beiden andern gar nicht da
wiiren, d. h. ebenfalls nach dem vorigen Gesetze. Die Wirkung nach
aulsen ist so. als ob nur die Ladungen E oder nur die Belegung —+ E,
vorhanden wire. In der Masse des Konduktors ist die Wirkung
gleich Null. Im Hohlranm wirken nur die Ladungen -+ I in der
aebriuchlichen Weise, die jede .
der beiden andern dort die ig. 6 |
Wirkung Null giebt, |

126) Modifizierte Bei
spiele. Die Verhiltnisse findern
sich, wenn die #ulsere Fliche
einer andern Schar von Niveau
flichen angehirt, als die mnere.

Beispiel a) Die Innen-
fliche des Konduktors
gei eine Kugelfliche, die
Aulsenfliche gehore dem s} mmetrischen Zweipunktproblem
an. Im gemeinschaftlichen Mittelpunkte O hefinde sich die

Ladung - F.
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Auflésung. Die Ladung -- F ruft auf der Kugelfliche die aleich
orofse Menge F, hervor, die sich gleichmiilsio verteilt, so dals die
Wirkung beider nach aulsen gleich Null wird. Die gleich grolse

Menge - F, sammelt sich anf der Aufsenfliiche an und verteilt sich
so, als ob die beiden andern nicht da wiiren, d. h. nach dem oben
besprochenen Gesetze des Zweipunktproblems.

Die Wirkung nach aulsen wird so, als ob Ladungen + 5 in M,

und M, vorhanden wiiren. In der Masse des Konduktors ist die

Wirkung gleich Null. Im Hohlramn wirkt nur die Ladung von 0.
; o : ; ;

b) Die Ladungen - befinden sich in M, und M,, der

Konduktor wird innen von einer der Nivean flichen des Zwei
punktproblems begrenzt (oder von zwei cetrennte n UOvalen),
die Aulsenfliiche sei eine

Fig. 97 Kuge

mit () als Centrum.
.;'ﬁ_'l'if“jsﬂﬂg. Aut der Innen-

|
= i 4‘?‘1\‘ fliiche geschieht die Ansammlung
/ : \ von E, nach dem Gesetz des
y, 5 . \\\ .‘f.\".L'iJJllJl‘:‘C'[||-['I].:.I|l'l[l.‘:|r__. die ‘3'\ ;1‘5»;[15“_-_5
Z i) von -+ I une ¢ .nach aulsen
/;; s// _‘1;?_\_\_‘,__!'_ _ist Null. Axuf der f{lu“‘l'l sammelt
\i //( e \\H’r‘j sich - F,, homogen verteilt an,
"\ 7 | 7 , als ob die beiden andern ni¢ht
N | /," da wiiren. Die Wirkung nach
\\\\ ' 7 aulsen ist so, als ob 4 7 in O allein
e vorhanden wiire. Die Wirkung

| m der Masse des !\:f_|1|4|it|{in!':-; 156
Null. Die Wirkune im Hohl-

raum ist die des :-”,'\'.'E‘jEIII]'I'i\'l]ll'f.Jlilll'T]I.‘* fiir M, und M.
Aus a) und b) ergiebt sich, dals man von dem. was auf der

Oberfliiche geschieht, nicht auf das sehlielsen darf. was im Innern des
Konduktors vor sich weht.

127) Allgemeine x‘.\'i.‘ilaifllkl|Jl'|rlF1|l'l[lE' und damit ver-
bundene [nduktionsprobleme.

s sei dem Leser als leichte Ln..nu tiberlassen, die ents prechende
Betrachtung auf ungleiche positive Ladungen der Punkte .-U] und M,
auszudehnen, Die \rlrmJnllIlu‘ wird stets so, dals man die Ladung
beider Punkte durch die ents lrtl'tst"'GJ[' Hl|w*a.l|*! ;u|t- U\.||~= welches
beide umschlielst, ersetzen kann, sobald es sich um die W nI\uncr nach
aulsen handelt. An Stelle eines solchen Ovals kinnen aber auch zwel

zusammengehirige der ectrennten Ovale eintreten, die bei gleichen
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Ladungen symmetrisch sind. Endlich kann jeder einzelne der Punkte
durch ein 1thn umschlielsendes Oval ersetzt werden.

JII JI: ”-‘*' 1\1 l]i_l'.‘-'\ 'nl'l-:-']lil'|.*i\‘.+'|'.til' S0 I]:IF’!J#‘H{I'“E_ |];[§':-: |liu [,Jl[!llj]lt__l:
in M, durch eine ebenso grofse Ladung auf der einen Hiilfte der
durch () gehenden
Kurve ersetzt ist. Ry
Ohne die Mitwirkune

o1

von M, wiirde die Ver
teiluing der Ladung
aut der Kondukfor
fliche eine oany an-
dere werden. Bringt
man aber nach M, -

adung —- )
1] ]liilil'll Sii'|| |J|_-ir{|-
Arten von Induk
tionselektrizitit, an
jeder Stelle heben
die entgegengesetzten

Flektrizitiiten in glei-

1 11
diesel be ¢

chen Quantitiiten einander auf, gleichartice aber summieren sich, und

80 entsteht eine Anordnung, die genau der des urspriinglichen Zwei-
punktproblems entspricht. Man kann den einen Konduktor auch

massivy machen, ohne dals sich etwas #ndert. Scheidende Kidifte

treten eben im Inmern nicht mehr auf., IDhe Wirkung der Ladung
der Oberfliche und des Punktes M, zusammengenommen auf das
Innere der Metallimasse ist gleich Null.

Statt die Kraftlinien nach dem unendlichen Bereiche abstrémen
AN !:Isr:t-n, kann man folgendes machen. Man denke sich die Punkte

M, und M, mit gleichen elektrischen Mengen oeladen und beide

]
von einer Schale umgeben, die beide Punkte umschlielst und die
(restalt einer der Niveauflichen des Problems hat. Ladet man diese
mit — K, so ordnet sich die BElektrizitit von selbst dem Problem
entsprechend an. Die Wirkung der Belegung nach innen ist Nu 3
die ICraftlinien und Niveaunflichen im Innern werden nur noch von

M, wnd M, hervorgebracht, bleiben also die alten. Die Wirkung
nach aulsen ist Null (Vel. Nr. 125.) Dasselbe erreicht man durch
]mlnl;lil.u||.~'u'i|'|\'lm}_;' von M, und M, auf die abgeleitete Schale.

Man kann aber die isolierte Schale auch mit einer anderen

Elektrizititsmenge laden, ohne dals sich an den Kraftlinien eotwas
andert. Aueh die Niveaulichen bleiben dieselben, sie erhalten nur
andere Potentialwerte.

IR
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Fig. 99 Dasselbe  erreicht man
| mit getrennten Ovalen, die
[ jene Punkte umschlielsen. Sie

brauchen mnicht gleich zu sein.

\ ] . -»L Liilst man nun das um M, ge
otk o legte unendlich klein werden,
i Ve ;

( L4 ade o o mn dals réirc]l dort die I.Eillllliif,l'L".I
o Sl Hif e
T -+ = und in  demselben

Punkte befinden, so kann man
| gsie als mnicht wvorhanden be
trachten. Dann stellt die Figur
' das Induktionsproblem dar, bei

dem M, eme I.;i,{]n]l;_l; hat und

der abgeleitete Konduktor (Schale) die Influenzelektrizitiit erster Art
in der gleichen Menge und in der Anordnung des urspriinglichen
Problems erhilt. Giebt man der Scha

¢ durch Ladung ecine andere
Elektrizitit, so bleibt die An
Mg 200. ordnung nur dann dieselbe,
wenn die gleiche Differenz 1im
Punkte M, angebracht wird
nund influenzierend mitwirkt.

Diese Bemerkungen ge-
statten :IH\:]], den Fall ent
cegengesetzter Ladungen der
Punkte M, und M, zu-be-
trachten, bei dem Fig. T0 zur
Geltung kommt.

Der Punkt M, mit Ladung
+ E kann durch das ihn
nmschlielsende Oval mit der
Ladung - F ersetzt werden,
ohne dals sich an den Kraft-
linien etwas dindert. Das
Oval kann auch in de
Symmetrieebene iibergehen,
es kann auch ein solches
werden, welches M, um
schliefst. Ob man die Ladung
4+ F giebt, oder den ab-
. oeleiteten Konduktor dureh
| [nfluenz von M, aus ladet,

| - ¥ - B -
I ist gleichgiiltig.
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Im Falle II‘Jt>‘14‘il'|II'I' ];Eiilllh"'t'l] VL ,”,_ nnd ;" hat das Problem
nicht die gezeichnete Symmetrieebene, wohl aber _gl_h!":rt' nach Nr. 97
eine Kugel dazu. Das Problem der Influenz eines Punktes M, aunf
Bhene oder Kugel kann also an dieser Stelle ohne weiteres geldst
werden. Da dies jedoch von anderen (Gesichtspunkten aus gelegentlich

, deren Theorie hier schon vor-
hereitet 1st. kann die ."tllr-"i'iiill'mlg_f hier unterbleiben.

der elektrischen Bilder geschehen so

128) Bemerkung iiber Mehrpunktprobleme. Uber Mehr-
punktprobleme mit lauter positiven Ladungen (oder auch teils positiven,
teills negativen) kann man dieselben Betrachtungen anstellen. Das
Wichtigste ist, dals man auch hier jede Punktladung durch ein nur
sie umschlielsendes Oval ersetzen kann, bei dem die Belegung mit
derselben Masse so geregelt ist, dals auf potentiell gleichwertigen
Feldern gleiche Mengen Elektrizitit Umschliefst ein Oval

mehrere der Punkte, so gilt entsprechendes. Auch Influenzprobleme

'|El.‘~:~'1‘rl .\'-‘E:'EJ }JI‘IIiH]t e,

Grundsitzlich gilt das Gesagte auch dann, wenn die Punkte einen
]\'“HIi'll"l-l'|'|'ii'||l'll i\'r'ﬁl'!u-r., cnh_'!' z‘EIH_' ]'1liir-1lt', m]u‘l' l'i]!l' E,illit- 'nj!f_h'll, uu|re'i
die Dichtigkeit n den Punkten konstant oder verinderlich
sein kann. Kennt man also die Niveauflichen und Kraftlinien eines

Anziehungsproblems, so kann man das Problem benutzen, ans ihm

auf obigem Wege gewisse andere Probleme zu losen. Auf cylindrische
und gweidimensionale Probleme kommen wir noch.ausfithrlicher zuriick.
Die Betrachtungen des 5. Kapitels bieten dem Leser zahlreiche Ubungs-
beispiele. Der Kiirze halber sei das (Gesamtresultat nur fiir positive
Ladungen angegeben.

Ladet man einen Leiter, dessen Gestalt dureh die Niveau-
fliche eines bekannten Anzie |||L!L'1~=|n||,l:11_]]1- hestimmt ist,
mit Elektrizitit, so ordnet sich diese so an, dals die Die htig
keit der Flichenbelegung proportional den l.lnhn-trrrwu]-
tante gsproblems fiir jede Stelle der Oberfliche
1st, dals also auf den potentiell gleichwertigen Feldern gleich
viel elektrische Masse liegt. Die Wirkung der so angeordneten
Elektrizitit nach Innen i1st g_:;]c-éc:ft Null. Die '\\-'it‘[i‘llilg nach
aulsen entspricht der der Kernladungen.

Wird der Leiter durch zwei Niveauflichen des
begrenzt und giebt man den I\n]ul]quLtt‘n ihre Ladung, so
ordnen sich die beiden Influenzele ]\LI izititen auf den Ober-

Problems

flichen nach dem obigen Gesetze an.’

Ladet man zwei diinne Schalen, die nach Grestalt und
Lage mit zwei Niveauflichen des Anziehungsproblems zu
sammenfallen, mit gleichartigen oder ungleichartigen Klek-
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trizititen, so ordnet sich jede der beiden so an, als ob die
andere gar nicht vorhanden wire.

Denkt man sich um die geladene Kernmasse eines Anziehungs-
problems eine in sich geschlossene diinne Schale, die nicht zu den
Niveaufliichen des Systems gehért und leitet man sie nach der Erde
ab, so ordnet sich die Influenzelektrizitit erster Art so an, dals die
oesamte Wirkung nach aufsen gleich Null ist, denn in der Masse
des Leiters herrscht das konstante Potential der Erde (Null). Denkt
man sich auf der Schale eine '[HHH[t‘I'.‘L]'rIE' Massenbelegung, deren Dichtig
keit der der Elektrizitit entspricht, so wirkt diese Belegung nach
aulsen ebenso, wie die Kernmassen.

So erkennt man die Hichtigkeit des folgenden wichtigen Ddatzes
von rreen:

Auf jeder 1I|1=|j'1*irif_l'|=1] in sich _:_r|‘>':-lr|r1.~'rar_-llk-1| Fliche, die
eine gegebene kontinuierliche oder diskontinuierliche
Massenverteilung umschlielst, lilst sich ponderable Masse
so verteilen, dafls die Wirkung nach aulsen dieselbe ist, wie
die der inneren Massen,

So lilst sich z B. auf der Kugelfliche Masse so verteilen, dals
sic nach aufsen ebenso wirkt, wie heliebig viele Massen i, ne,, g, ...
in ihrem Innern. Ferner lilst sich auf jeder geschlossenen Niveau-
fliche eines beliebigen Punktproblems Masse so verteilen, dals sie
nach aufsen wirkt, wie ein beliebiger Punkt im Innern. Fiir unendliche

Entfernung sind die anziehenden Kriifte der einzelnen Teilchen parallel,
die Resultante aber ist nach jemem Punkte hin gerichtet. Dieser
Punkt ist wegen des Parallelismus der Krifte der Schwer-
punkt der Belegung. Man nennt eine solche Belegung eine
centrobarische. Beispiele sollen in einem besonderen Kapitel ge
ceben werden,

Fiir den Greenschen Satz ist hier nur eine Art von Anschauungs-
heweis gegeben. Der Existenzbeweis fiir die durch jene Belegung
repriisentierte Funktion ist analytisch nur schwierig zu fithren. Man
kann also die obigen Betrachtungen als eine vorbereitende Einfiithrung
worie betrachten. Die folgenden

in wichtige Fragen der Funktionent
Kapitel werden noch weiteren Hinblick in die Folgerungen der Siitze

von Laplace und Poisson geben.

129) Bemerkungen zur Theorie der Kraftlinien und der
elektrischen Verschiebung. In Nr. 59 war gezeigt, in welcher
Weise eine Ladung -+ FE des Leiters AB nach Faradays Ansieht
die Polarisierung der lings der Kraftlinien angeordneten Molekiile
hervorbringt. Dieselbe erfolgt schrittweise mit endlicher Geschwindig-
keit. Sie setzt sich nach dem unendlichen Bereiche hin fort, wenn
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die Kraftlinie nicht auf einen anderen Leiter trifft. Geschieht aber
letzteres, so tritt auf dem zweiten Leiter Scheidung der Elektrizititen
ein. HEnden simtliche Kraftrihren i diesem, so ist die Influenz-
elektrizitit erster Art auf ithm von derselben Menge, wie die Ladung,

nur entgecengesetzt. FEndet nur «

g0 ist sie von der Menge — — F. Am Anfang und Schluls jeder

3

Kraftrohre liegt auf beiden Leitern dieselbe

er n* Teil der Kraftréhren in ihm,

{ | A e . Fig.

Menge entgegengesetzter Elektrizitiiten. Auf g
den Molekiilen des Dielektrikums befinden I ,

- s Ak ; | |
sich entsprechende Quantititen, und zwar 1!_'_"__‘,‘:‘__’;':_?‘__‘_‘_‘___‘,‘?,*_"' ".‘.JH
sind diese auf jedem Teilchen nach den End !"I" l:l

. I z e [
fiichen hin zusammengedringt. Es hat sich Eelilel
als in iede Teilche vine Verschie AiGLE T
also mm jedem Teilchen eine Verschic w =1 &
bung der positiven Elektrizitifen 1m | |

Fa =% TR i buad BRI E A
Dinne des einen Pfeils, eine solehe der % Z i i T
negativen in der des andern Pfeils voll |
zogen. Fernwirkungen finden nicht statt, i

{ M

denn  die entgegengesetzten Elektrizitiiten

zweier Nachbarmolekiile liegen so nahe bei ; Lo
sammen, dals 1thre Wirkungen auf grolsere "
Entferungen hin sich gegenseitig aufheben
(nentralisieren) wiirden. Die an den Schluls-
stellen der Kraftlinie im Dielektrikam liegenden scheinbar freien
Elektrizitiiten sind, wie bei einem Kondensator, durch die des benach
barten Leiters gebunden.

Dagegen findet zwischen den unmittelbar beieinander liegenden
entgegengesetzten Elektrizititen Anziehung, zwischen den gleichartigen
."'\hsi‘.nl'r;lmg statt. Die Anziehungen wirken longitudinal und sind
hestrebt, die Kraftlinie zu verkiirzen. Dieses Bestreben ruft eme
gegenseitice Anniherung der beiden Leiter hervor, wenn diese be-
weglich sind. Wird diese Anniitherung gehemmt, so erleidet die Kraft
linie eine longitudinale Zugspannung. Soll Gleichgewicht herrschen,
so sind gleich grolse Gegenkrifte nitig. Diese Gegenkrifte kann man

=

sich ans einem Bestreben des Dielektrikums erkliiren, die verschobenen
Teilchen in die alte Lage zuriickzuzwingen. Ist dies der Fall, so war
bei der Verschiebune dieser Widerstand zu iiberwinden, d. h. eine
"n'vt‘.-:v]lft-lnunp_'s;u'l_u-it zu leisten. Diese Arbeit kann nur
dadurch herbeigefiihrt sein, dals man dem einen Leiter, z B.
AFB durch die Ladung eine potentielle Energie verlichen hat,

der Kugel z B. die Energie —, dem allgemein gestalteten Kondulktor

die Energie ~ F. (Ist niimlich }° das Potential der Ladung am
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Schlufs, so ist sein Mittelwert, da der Anfangswert o war, gleich
zu setzen. Dies ist der mittlere Arbeitswert dafiir, die Kinheit aus
unendlicher Entfernung auf den Konduktor zu schaffen. Fiir die

Ladung F ist also die Arbeit - I notig. Sie ist gleich dem Selbst

potential der Belegung. Fiir die Kugelfliche erhiilt man f B — {f]
Ist die Energie erschipft, so hort das Verschieben auf. Von
der Energie kommt die eine Hiiltte anf die Verschiebung der positiven,
die andere auf die der negativen Elektrizitit. Die Angelegenheit der
longitudinalen Spannungen wire dadurch erledigt.

Was die seitlichen Abstolsungskriifte nach den benachbarten
Kraftlinien hin anbetriftt, die sich z B. eylindrisch um jede derselben
angeordnet vorfinden, so miissen auch diese durch Gegenkriifte auf
ochoben werden, wenn Gleichgewicht herrschen soll. Hs fragt sich,

worin diese Gegenkriifte ihren Ur

Fig. 102. sprung haben. In Fig. 102 seien die

e Letter zwel Kugeln. Drei der Kraft

1 /_/“1% VAN =d linien sind angedeutet. Angenommen,

Gy ) die Hulzeren ‘wiirden verkiirzi, 80
1) A ’

JioNe o i N~ D wiirden sie nach mnen riicken, wie

T o ] o
S es die Pleile andeuten. Aus dem der

Polarisation entspringenden
Verkiirzungsbestreben folgt also ein Teil des Drucks der
dulseren Kraftrohren gegen die inneren. Dazu kommt noch
die abstofsende Wirkung der nach aulsen folgenden Kraftlinien, Da
bald Gleichgewicht eintritt, miissen die so entstandenen #ulfseren
Kriifte den inneren Abstolsungskriiften das Gleichgewicht halten. Ist
das Mittel ein isotropes, so werden die Abstinde der —+ von den
benachbarten - ebenso grols sein, wie die der 4 von den benach
barten —, es steht also zu vermuten, dals die abstolsenden
seitlichen Krifte ebenso grols sind, wie die anziehenden
longitudinalen. Ein strenger Elementarbeweis fiir diese Behauptung
Faradays ist mir nicht bekannt. Hier kann er entbehrt werden.
Wird der Gleichgewichtszustand irgendwie, z B. durch An-
niherung eines geladenen Konduktors, gestiort, so nehmen die Kraft-

-
oD

linien andere Gestalt an. Entfernt man die storende Ladung wieder,
so stellen die besprochenen Anziehungs- und Abstofsungskriifte den
urspriinglichen Zustand wieder her. Die Kraftlinien verhalten sich
wie elastische Fiiden, fiir die sich eine besondere Kinematik aus-
banen lilst.

Faraday nannte den Zustand des polarisierten Dielektrikums
einen Zwangszustand, weil dieser aufhort, sobald die Ladung des
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Leiters AL entternt oder durch eine gleich grolse entgegengesetzte
Ladung neutralisiert wird. Die longitudinalen Gegenspannungen ziehen
te Lage zurfick. Die den Elektrizi-
titen durch die Verschiebung verlichene potentielle Energie wird

dann die Elektrizititen in die a

jetzt frei und setzt sich z B. in Wirme um.
Maxwell verglich die elektrische Verschiebung mit einer wirk-

lichen elektrischen Stromung fiir eine geringe Strecke. Um in das
Verstiindnis seiner Anschanungen einzudringen, verzichte man fiir
den Augenblick auf die molekulare Einteilung der Kraftréhre und
fasse das Dielektrikum als kontinuierlich anf. Ihm ist also das
Dielektrikum eine Art von Leifer, in dem sich eine Stromung voll-
ziehen kann, jedoch erreicht die Verschiebung bei dem wachsenden
Widerstande bald ihre Gremze, dann nimlich, sobald die dem Leiter
mit der Ladung gegebene potentielle Energie aufgezehrt ist. Da
durch die longitudinalen Spannungen die anziehenden und abstolsenden
Krifte der Ladung genau ersetzt werden sollen, so ist die Grifse
der Spannung und damit die des Widerstandes und auch die der
abstolsenden Kriifte bekannt, namlich fiir die Einheit der Elektrizitiit

gleich 4———=, wo w ein kleiner Verschiebungsweg, V, — ¥V, die

o,
(1)

Potentialdifferenz an seinen Endpunkten ist. Dieser Ausdruck gilt

aber nur fiir die Luft als Dielektrikum. Fiir jedes andere handelt

es sich um

ra 1)
Die fiir die Einheit zu leistende Verschiebungsarbeit aber ist

V,— F, V V

- I._ __'_"

D w j D
Nach Analogie der elektrischen Strémung geht nun, wie Maxwell
annimmt, durch jeden Querschnitt der Kraftrohre eine elektrische
.l'ii!l.]l:'il‘-_? sobald eine solche durch einen der Querschnitte 5_’,‘1.'-111.. Die

g s : x } 7 Ve, — F. 4 X
benachbarte Einheit erfordert z. B. die Arbeit -2 N Beide Kin-
heiten zusammen erfordern also die Arbeit

Vi Vo~ it Nl
i D D

d. h. soviel, als ob die eine Einheit um heide Wege verschoben

wire. Ist demnach das Potential des Leiters A B an der Beriihrungs

stelle oleich ¥, das des Leiters €D an der Beriihrungsstelle gleich

Vg, so ist die Arbeit fiir die Verschiebung je einer Einheit durch
Vo V

L - o 4 t i m— K »
jede Niveaufliche im oanzen gleich R d. h. ebenso grols,
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EE!H Hh i

ie erste der betrachteten Einheiten den ganzen Weg
|3:|r~r‘j|'r'1.- hitte.

Erstreckt sich aber das Dielektrikum bis ing Unendliche, so ist
dort V7 gleich Null. Geht also jetzt ebenfalls bei der Verschiebung
durch jeden Querschnitt die elektrische Menge 1, so ist die Ver

!
i 5 ] i . - . ! 3
schiebungsarbeit gleich — Die Verschiehungen sind daber von ver
schiedener Grofse. Sie sind umgekehrt proportional den Abstiinden

von Niveaufliche @zu Niveaufliche, gehorchen also dem Gesetze
Pt Pytly, oder; PP =102 80, ebenso dem Gesetze pl'= p I,
eich viel fliefsen. Die Arbeit fiir

denn durch jeden Querschnitt soll g
die positive elektrische Einheit ist von der berechneten Grélse, ebenso
grols ist sie fiir die negative, beide zusammen erfordern die Arbeit
Ky
gl
2
Handelt es sich z B. um eine geladene Kugel im unbegrenzten

=

Die hydrodynamischen Analogien bleiben erhalten.

Dielektrum, so ist die Arbeit fiir beide Einheitsverschiebungen gleich

5 Fhelst aber in der Kraftrohre, die an der Kuvel den Quer
; .

er Richtung die Menge !, so ist die Arbeit

schnitt 1 hat, nach jec
2 I e
Dr 2
4 2xfache von e. die Arbeit ist also I\__’:|l'il'||

fiir beides gleich Durech die ganze Kugelfliiche flielst dann das

2 By, & Ar'nEs

D Dr
Diese muls gleich der potentiellen Energie der Ladung sem, d. h. gleich
Vi 1= ; : ; g , iz ;
5y Oder e d. h. es muls gein 8r*xre = FE, d. h. die im i

elektrikum nach beiden Richtungen versehobene Elektrizi
titsmenge 1st ebenso grols, wie die Ladung F.
Dasselbe gilt von der Ladung heliebig gestalteter Konduktoren.
Do war Maxwell berechtigt, die Grilse der elektrischen Ver

schiebung gleich der der Ladung F zn setzen, So lag es zugleich

nahe, nur von einer elektrischen Verse nebung Y durch ljt'l|l"Ni\'i'iill“ill'ill"
zu sprechen, statt von einer Ladung E des Leiters. Das Hervor-
bringen emer elektrischen Verschiebung F im Dielektrikum ersetzt
den Begrift der Ladung, erst der neue Zustand des Dielektrikums
influenziert beide Leiter bis zur Ladung + E. Dadurch kam
vollstindige Symmetrie der Auffassung beziiglich der beiden
Leiter zustande, die Hauptaktion aber wurde ganz in das
Dielektrikum verlegt.

Was Faraday in unbestimmter Weise als Kraftfluls bezeichnet
hatte, wuarde so durch Maxwell als elektrische Verschiebung
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mit mathematischer Schirfe formuliert, die Theorie der Fernwirkung
aber dabei ganz entbehrlich gemacht. An Stelle des friither behandelten
Begriffs der Spannung innerhalb einer Zelle, deren Wiinde fiir jede
Flicheneinheit mit der Masse 1 beleet waren, trat so die elektrische
Verschiebung. War die Spannung nach Laplace gleich Null, so ist
hier die Anderung des Zelleninhalts durch den Kraftzufluls und -ab-
flufs Faradays, durch den Elektrizititsaus- und -eintritt Maxwells,
gleich Null. War die Spannung nach Poisson 4xF, so ist hier die
Vermehrung des elektrischen Inhalts der Zelle gleich 4 x F.

Die longitudinalen und lateralen Gegenspannungen im Dielektrikum
sind, wie schon in Nr. B9 angedeutet wurde, ganz analog den
elastischen (regenspannungen innerhalb eines auf Zug beanspruchten
Stabes. Dort mimmt an jeder Stelle die Grifse der (regenspannung
zn mit der Verschiebung 4, die ihrerseits proportional der Beanspruchung
S ist, d. h. man hat 4: 4, = §:8,. Dem entspricht hier die Zunahme
der elektrischen Verschiebung mit der Ladung £. Die Verschiebungs-
arbeit 1st in beiden Killen proportional dem Quadrate von S bezw. E.
[st die Stablinge gleich 1, so ergiebt sich der Elastizititsmodul &

ans der Proportion 4:1 = S:E, d h. er ist
2 S Spannung

== l'.. e

i Verlingerung

Ebenso bezeichnet Maxwell den Ausdruock

V., Potentialdifferenz

E ~ elektrische Verschiebu ne

B 7,

als den elektrischen Elastizititskoeffizienten des Dielektrikums. Die
Proportionen der Elastizititslehre gelten nur innerhalb der sogenannten
Elastizititsgrenze. Wird der sogenannte Tragmodul iiberschritten,
80 wird das innere Gefiige des Materials durch bleibende Deformationen
verdorben, bei weiterer Beanspruchung erlahmt die Widerstands
fahigkeit und die Uberlastung fithrt zum Bruch. Ahnliches geschieht
hier beim Ubertreiben der Ladung E des Leiters bezw. beim Uber-
treiben der elektrischen Verschiebung. Wird eine gewisse Grenze
iiberschritten, so erlahmt der Widerstand des Dielektrikums und es
erfolet ein gewaltsames Uberstromen der Elektrizititen in Form eines

elektrischen Funkens.

Mit jeder Verlingerung eines Stabes ist eine seitliche Kontraktion
desselben verbunden, die der Verlingerung proportional ist. Der
Elastizitatsmodul gegen Druck ist derselbe, wie gegen Zug. [Die
Tragmoduln I{fjnnglu, wie beim Schmiedeisen, fiir Druck und Zug
dieselben, oder, wie beim Gulseisen, fiir Zug und Druck verschieden
sein.] Die Vereinigung von lateraler Kontralktion und longitudinaler

Holsmiiller, Ing.- Math. 1T, Potentialtheoris 12
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Ausdehnung entspricht den beiden Arten von Gegenspannungen im
Dielektrikum.

Ebenso wenig wie es uniiberwindliche Festiglkeit und vollkommene
Elastizitiit oiebt, ebenso wenig giebt es ein vollkommen isolierendes
Dielektrikum. Im Laufe der Zeit tritt bei jeder Ladung eine all-
miithliche Entladung ein, bei jeder elektrischen Verschiebung also ein
allmihliches Zuriickziehen der Teilchen in die alte Lage, wobei sich
die frei werdende potentielle Energie in Wirme umsetzen kann. Der
Spannungszustand also erlahmt allmihlich und die Gegenspannungen
siegen fiiber die Beanspruchung. Die iltere Auffassung erklirt dies
durch ein allmihliches Eindringen der Influenz in das Dielektrikum,
wodurch eine schrittweise Neutralisierung eingeleitet wird. Andere
Analogien werden in den physikalischen Lehrbiichern besprochen.

Zur Wiirdigung der Maxwellschen Auffassung ist folgendes zu
sagen. Zuniichst handelt es sich nur um eine neue Ausdrucksweise,
um eine andere Sprache fiir die Deutung der Erscheinungen. Maxwell

selbst hat zugegeben, das eigentliche Wesen des Spannungszustandes
habe er nicht ergriindet, dieser zweite Schritt sei ithm nicht gelungen.
Fr hat aber im Anschlufs an Faraday den Vorgang in das Dielektrikum
verlegt, withrend die iiltere Theorie nur von Fernwirkungen sprach,
die vom Leiter ausgingen und manches unerkliirt liefsen. Insbesondere
kannte die #ltere Theorie nichts von einem Zwangszustande des im
luftleeren Raume befindlichen Athers, bei dem es sich ebenfalls um
Energieaunfspeicherung durch elektrische Verschiebung handelt. Max
well hat cerade dem Zwangszustande des Athers besondere Arbeiten
gewidmet. Bedeutungsvoll konnte aber seine Auffassung erst i dem
Augenblicke werden, der uns iiber die Frage -der Geschwindigkeit
aufklirte, mit der die elektrischen Wirkungen sich verbreiten, denn
diese konnte bei den Fermmwirkungen als unendlich grols angesehen
werden. Diese Frage ist erst durch die Hertzschen Versuche end-
giiltic entschieden worden und zwar dahin, dals die Geschwindig-
keit, mit der die elektrischen Wellen im luftleeren Raume
vorwirtsschreiten, etwa die des Lichtes ist, wie es Faraday
geahnt und Maxwell mit Bestimmtheit vorausgesagt hatte. Diese
Wellen sind hiiufig der Reflexion, der Brechung, der Interferenz und
Polarisation unterworfen, und nach Helmholtz sind sie wahrscheinlich
als Transversalwellen aufzufassen. Zwischen den Wellenlingen der
strahlenden Wiirme und des Schalles bestand bisher eine gl’t_]J-'.-i.(‘ Kluft.
Diese ist durch das Einschalten der elektrischen Wellen iiberbriickt
worden. Ein weiterer Erfolg lag in der jetzt beginnenden Anerkennung
der von Maxwell aufgebauten elektromagnetischen Lichttheorie.
Nach alledem scheint es, als ob die Maxwellsche Aul-
fassung vor der fritheren den Vorzug verdiente. Sie erweckt
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die Hoffnung, dals wir einer einheitlichen Theorie der physikalischen
Erschemmungen entgegengehen. Die Frage kann nur sein, ob man
die Theorie der Fernwirkungen beibehalten und sie mit gewissen
unentbehrlichen Maxwellschen Anschanungen verquicken will, oder ob
man einheitlich nach Maxwell arbeiten soll. Zwar erheben sich noch
Stimmen gegen das letztere, aber der Sieg Maxwells scheint bereits
gesichert zu sein.

e der elementaren
Behandlung noch nicht zuginglich erscheint, soll hier mit den ent-

Da die Theorie der Schwingungen an dieser Stel

sprechenden Betrachtungen abgebrochen werden. Fiir Kenner der
hiheren Analysis sei neben Maxwells Originalarbeiten und Maxwell
Weinstein folgende Litteratur angegeben:

Féppl: Einfithrung in die Maxwellsche Theorie der
Elektrizitit, Leipzig bei B. . Teubner.

Féppl: Die Geometrie der Wirbelfelder. Leipzig bei
B. G. Teubner.

Maxwell-Boltzmann: Uber Faradays Kraftlinien, Ost-
waldsche Klassikerausgabe.

Helmholtz: Vorlesungen iiber die elektromagnetische
Theorie des Lichtes. Hamburg Leipzig bei Voss.

Helmholtz: Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. L
Leipzig bei Barth.

Dagegen hilt an der Theorie der Fernwirkungen besonders fest
und stellt sich den neueren Anschauungen kritisch gegeniiber

Dr. C. Neumann; Allgemeine Untersuchungen iiber das
Newtonsche Prinzip der Fernwirkungen, mit besonderer Be-
riicksichtigung  der elektrischen Wirkungen. [Leipzig bei Teubner.
Auf seine Einleitung und die Emmwinde gegen Hertz auf 5. 247
bis 251 sei besonders aufmerksam gemacht.

Die Hertzschen Untersuchungen iiber die Ausbreitung
der elektrischen Kraft sind im Jahre 1892 bei Ambr. Barth
(Leipzig) erschienen. Nach Hertz ist das Wesen der Elektrizitit weder
durch Maxwell noch durch die Schwingungen ergriindet. Hertz
betrachtet seine Theorie lediglich als einen Weg, auf die Maxwell-
schen Gleichungen zu gelangen. Das Obige kann selbstverstindlich
nur als eine vorliufige Einfilhrung in die neueren Anschauungen
betrachtet werden.

Noch kénnte die Frage aufgeworfen werden, ob sich zwel
benachbarte Kraftlinien nicht auch gegenseitig anziehen kinnen. Die Vor-
bﬂuiuh{zm—'E'frtmib;cllullf_{ in der einen der in Fig. 101 gezeichneten Kraft-
linien reicht hin, die Frage zu beantworten. Da jetzt entgegen-
gesetzte Elektrizititen nebeneinander liegen, findet Anziehung statt.
In einem spiiteren Kapitel wird sich zeigen, dals die Kraftlinien
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paralleler Magnetstibe abstolsend aufeinander emwirken, wenn gleieh-
namige Pole nebeneinander liegen, dals aber Anziehung der Linien
stattfindet. wenn man die Pole des einen vertauscht. Man kann also
folgenden Satz aussprechen:

Benachbarte Kraftlinien stolsen einander ab, wenn sie
oleich gerichtet sind. Diese Ausdrucksweise 1st aber nur
eine sinnbildliche, denn sie bezieht sich auf die polarisierten
Molekiile.

Erinnert man sich ferner, dals, je mehr sieh die Kraftlinien
und Niveauflichen aneinander dringen, um so grilser die
er elektrischen Kraftwirkungen ist, so erkennt man,

ptirke
dafs beide Siitze zusammen die bequemste Ausdrucksweise zum Be-
schreiben der Probleme geben, dals man aus den Figuren ohne
weiteres ablesen kann, was man wissen will. Es ist zu empfehlen,
die schon besprochenen Systeme von Kraftlinien und Niveaulinien von
diesem Gesichtspunkte aus noch einmal zu betrachten und mit jeder
kommenden Figur ein gleiches zu thun. Man kann sich die Kraft-
linien als vollkommen elastische Drahtfiden vorstellen, die bei jeder
Stérung des im Dielektrikum bestehenden Gleichgewichtes auf das
empfindlichste den Zug- und Druckbeanspruchungen nachgeben, sich
biegen oder strecken, sich drehen und sich dabei in charakteristischer
Weise deformieren, so dals sich eine formliche Kinematik der Kraft-
linien aufbauen liefse. Auch bei den Hertzschen Wellen, die auf
Seite 156 und 157 seiner ,Untersuchungen® gezeichnet sind, handelt
es sich um Kinematik der Kraftlinien, die sich so als wesentlicher
Bestandteil der neueren Anschauungen herausstellt.

An einigen drei- und zweidimensionalen Problemen soll dies er-
liutert werden. Wirft man einen Stein ins Wasser, so quellen die
bekannten Wellenkreise aus der Wurfstelle hervor. Dasselbe geschieht
bei kontinuierlich zunehmender positiver Ladung eines allein im Raume
befindlichen Konduktors mit den entsprechenden Niveauflichen. Neue
und neue Niveauflichen quellen hervor und wandern, den Gesetzen
des Zellennetzes folgend, koneentrisch anschwellend dem unendlichen
Bereiche zu. Nur findet der Unterschied statt, dals auch die Abstiinde
zwischen den Niveaulinien anschwellen. Wird ein eylindrischer Draht
oeladen, so handelt es sich um eylindrische Flichen, die sich nach
dem Gesetz der quadratischen Einteilung des Normalschnitts durel
Polarkoordinaten anordnen.

Da eine geladene Kugel sich un Laufe der Zeit entladet, so findet
auch die entgegengesetste Erscheinung, das allmihliche Zusammen-
ziehen der Niveaulinien statt. Bei dem Vertanschungsproblem des
letzteren Falles finden Erscheinungen statt, die sich der Leser selbst
znrechtlegen moge. Dabei ist jedoch einige Vorsicht notig.
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Werden zwei Kugeln in {ibereinstimmender Weise allmihlich
geladen, so quellen zuniichst koncentrische Kugelflichen hervor, die
sich an den einander zugekehrten Stellen zuspitzen, als ob sie emander
anzogen, schlielslich berithren sich die Spitzen, die beiden Ovale ver-
einigen sich zu einer zuniichst eingebuchteten Iliiche, schwellen weiter
an und werden zu Kugeln. Hat die Kugel die Ladung I, und bringt
man eine zweite Ladung F heran, so krilmmen sich die geraden Kraft-

linien nach der in Fig. 66 angegebenen Form und schriinken sich auf

eine Halbebene ein. Im Momente des Zusammenfallens beider Ladungen
erhilt man ein Strahlenbiischel von doppelter Sektorenzahl. Nihert
man eine dritte Ladung F, so wird Fig. 72 malsgebend, und schliefslich
hat man ein Strahlenbiischel von dreifacher Michtigkeit. Der Vor
oang der Ladung erhilt so eine vollstindig klare mathematische
Deutung. Das Entgegengesetzte geschieht bei allmihlicher Entladung.
Das Hervorquellen oder Binschrumpfen im Falle der Ladung oder
Entladung paralleler geradliniger Drihte fiihrt auf lemmiskatische
Cylinder als Niveauflichen. Das Verhalten der Lemniskaten im
Normalschnitt entspricht ganz dem der lemniskatischen Farbenringe,
die bei der Drehung einer Platte aus doppeltbrechendem Material im
Polarisationsapparate beobachtet werden, Man vergleiche dazu das
Kapitel iiber ,Lemniskatische Kinematik® in des Verfagsers , Fin-
filhrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften®.

Handelt es sich um zwei parallele gleichgeladene Dréhte, von
denen der eine im Endlichen, der andere in sehr grofser Entfernung
liegh, so zeigt der erstere im Normalschnitt zuniichst koncentrische
Kreise und Radien. Nihert man den zweiten, so spitzen sich die
Kreise zu lemniskatischen Kurven zu, die Strahlen aber lriimmen sich
zu Hyperbeln nm. Sie werden dabei auf die durch die Symmetrie-
linien des Problems begrenzte Halbebene eingeschrinkt. Intfernt
man den geniiherten Draht wieder, so strecken sich die Hyperbeln
wieder in die geradlinige Form, die lemniskatischen Ovale aber werden
wieder zu Kreisen.

Sind die Drihte entgegengesetzt geladen, so findet ganz anderes
statt. Bei Annitherung des zweiten werden die koncentrischen Kreise
des Normalschnitts gewissermalsen abgestolsen und auf die besprochene
Halbebene eingeschrinkt. Sie bilden eine Steinersche Kreisschar. Die
Strahlen aber kriimmen sich einander entgegen, als ob sie sich anzigen,
und je zwei bilden einen Kreisbogen, simtliche ein Kreishiischel.

Gterade an diesen zweidimensionalen Problemen mit ihren auch
dem Anfinger geliuficeren Kurven lilst sich diese Art von Kinematik
sehr einfach erliutern. besser als an den dreidimensionalen Problemen.

Simtliche Kurvenscharen, die in der ,Binfithrung® gezeichnet
sind, lassen sich in solecher Weise behandeln und bieten Beispiele
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auch fiir die kompliziertesten Fille der Punkt und Linienprobleme.
Dals alles auch elektromagnetisch gedeutet werden kann, soll spiiter
gezeigt werden.

~ So giebt der Datz, dals benachbarte und gleich gerichtete Kraft
linien einander abstofsen und entgegengesetzt gerichtete einander an-
zichen, micht nur eine unbestimmte Vorstellung, sondern alles lilst
eine streng mathematische Formulierung und bestimmte geometrische
Darstellung zu. Die Kraftlinien und Niveauflichen sind nicht etwas
Starres, wie die Gebilde der Buklidischen Greometrie, sondern etwas
leicht Bewegliches, in unaufhéilicher Umgestaltung Begriffenes, wie
die  lebendigen® Gebilde der synthetischen Greometrie. Die unbestimmten
Vorste

man erkennt, dals auch die Maxwellschen Vorstellungen und seine

lungen Faradays sind so in ein klares Licht gestellt, und

mathematischen Formulierungen einer elementaren Behandlung fiihig
sind. Dals allerdings

er Kenner der hheren Analysis, wie auch die
yomtihrung® zeigt, noch weiter vordringen kann, ist selbstverstindlich.
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