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Kapitel VII

Die Methode der elektrischen Bilder, der Symmetrie
und der Inversion im Raume.’)

130) Vorbemerkungen. In diesem Kapitel kommen einige
Theorien zur Anwendung, die in den neueren Lehrbiichern der Geometrie
(vergl. z. B. Methodisches Lehrbuch, IT) behandelt werden, die har-
monischen Punkte, Pol und Polare, Inversion oder Abbildung durch
reciproke Radiivectores, die Lehre von den Steinerschen Kreis-
scharen (elliptische und hyperbolische), die Kreisverwandtschaft von
Mébhius und dessen Kugelverwandtschatt.

Der Gedanke der Inversion geht bis auf Apolloniuns von Perga
guriick, dessen Kreisbertthrungen (Taktionsprobleme) spiter von Vieta,
Newton, Buler und Fuls behandelt nnd von Fermat auf Kugeln
ansgedehnt wurden. Nachdem sich auch Gaultier, Poncelet, Monge
und Steiner damit beschiftiet hatten, stellte Pliicker im Jahre 1854
die Inversion als ein nenes Ubertragungsprinzip anf, mit dem sich
dann auch Magnus befalste. Pliicker gebiihrt die Prioritit vor
W. Thomson, der in England als Schopfer dieses Gebietes hetrachtet
wird, obwohl sein ,Prinzip der elektrischen Bilder® erst 1845
verbffentlicht und im Cambridge and Dublin Mathematical
Journal von 1848 ausfiihrlicher dargestellt wurde. Dies geschah im
Anschlufs an Poisson, der mit Hilfe der Kugelfunktionen, d. h mit
Hilfe hiherer Rechnungen, die Resultate bereits gefunden hatte, zu
denen Thomson den elementaren Weg fand. Liouville setzte 1847
die Thomsonschen Forgchungen fort, Lamé drang weiter vor in den
Lecons sur les coordonnées curvilignes, Kirchhoff benutzte
die Bicircularkoordinaten zur Anbahnung der Lehre von den stationdren
Stromungen in ebenen Platten. Reye stellte die Kugelverwandtschatt

*) Dieses Kapitel kann iiberschlagen werden, wenn dem Leser die Gesetze
der Inversion micht bekannt sind. Das zur Erliuferang ndtigste 1st Jedoeh 1n

den Text anfgenonnmen,
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in einer Monographie dar. Auch Townsend, Hart, Casey haben
sich mit diesen Lehren beschiiftiot.

[s handelt sich, kurz gesagt, darum, mit Hilfe einer Transformation
aus bereits gelosten Beispielen zur Geometrie und mathematischen

Physik neue abzuleiten, also einen einfachen i'-’Irflrr.m}_xlmgsmm-]umiﬁmus_;
an Stelle der umfangreichen Rechnungen zu setzen, iiber deren
Schwierigkeiten man sich nach Heine, Handbuch der Kugelfunktionen,
unterrichten mdage.

Um den Gang der Untersuchungen nicht durch mathematische
Darlegungen unterbrechen zn miissen, geben wir fiir diejenigen Leser,
denen die neueren Theorien nicht bekannt sind, einige geometrische
Vorbemerkungen, verweisen aber im librigen auf die neueren Lehr
biicher (z. B. Method. Lehrbuch II).

181) Inversionsbeziehungen am Kreise und an der Kugel.

Zu jedem Punkte P, aulserhalb eines Kreises giebt es auf dem zu

gehiirigen Durchmesser = einen

Fig. 108 zweiten Punkt P,, der so liegt,

dals P, P, und die End-

punkte 4 und B des Durch

messers: harmonische Punkte

sind. Iiir diese gilt also, von

den Vorzeichen abgesehen, die
Proportion

AP, A =sP B PiB;

oder, wenn o der Radius des

Kreises ist und !, — P, A,
ly=P,d, e, = P,C, ¢, = P,C gesetzt wird
1) bioly= (e + 9): (&, + o).

Nach Pythagoras ist ferner (/¢)? - CP, - CP (Kathetenquadvat gleich
dem Rechteck aus Hypotenuse und anliegendem Stiick derselben), also

2_: Gt e

| <3 Lol

was die Inversionsheziehingen

0 o
= und ¢ =
[ £
giebt, die fiir p =1 in
) 1 i
& = und e, =
(- 2 2

iibergehen, wobei die Reciprozitiit am reinsten hervortritt.




Methode der elektrischen Bilder, der Symmetrie u. der Inversion im Raume. 185

Durch die Beziehung 2) geht die Proportion 1) tiber in

"0 i [ . i)

e N e - e e e A e s o
b ly = (e, 5;;.{“ 51) = (¢, — o) o) =1:"=¢:0=0:¢,
also y
9 /) 4 2

] IF-I_ (] _r

Verbindet man ferner einen Punkt P des Kreisumfangs mit P, und P,,
so 1st das Verhiltnis der Radiivectores p, und p, eine konstante

Grolse #, denn P.A halbiert den Dreieckswinkel P, PP,. Es ist also

i ] € 0
4) L e L. S
Bs [ 0 (5
; 0l e : .
Aus ¢, = xp und ¢, = ~ folgt noch durch Division = = %% so dals
et F : {"_.
man hat
g .r-] .;"; IJ"F (s -I o° i
N — g — L = 5= , T— o
t'._\. {E JJ}_} o [

P, wird gefunden mit Hilfe der von P, aus gezogenen Tangente
P, =1t und des Lotes @ P, Umgekehrt ergiebt sich aus P, mit
Hilfe des Lotes P, ¢ und der Tangente in ¢ der Punkt P,. Dabei
ist nach dem bekannten Sekantensatze

t'=PAd-PB=PC—0@=¢ —¢"

4 - ] -
petzt man das Lot P, Q= (halbe kiirzeste Sehne durch F,), so

ist nach dem Satze iiber die Abschnitte der Sehnen unter Bertick-
sichtigang der entgegengesetzten Richtungen

— (5 SP U P B=P 0 500 =

=
Bezeichnet man den Ausdruck (¢ — g?) fiir Punkte innerhalb und
aulserhalb des Kreises (also fiir den negativen und positiven Fall ge-
meinsam) als Potenz IT eines Punktes in Bezug auf den Kreis,
80 braucht man fiir den Ausdruck

r =
F B o

1=PA-PB—f bew. =P Ad-P,B——(3)

i der Schreibweise keinen Unterschied mehr zu machen.

132) Anwendung auf das Zweipunktproblem. Man denke
sich jetzt im Punkte P des Kreisumfangs eine dem Newtonschen

Gesetze entsprechende Kraft
P

in der Richtung nach P, hin wirkend.
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Zerlegt man sie in einen horizontalen Teil h, und einen nach € hin
1

gerichteten Teil ¢, so ergiebt sich mit Hilfe dhnlicher Dreiecke
J'I i {'r1 Ir.I : ¢ 3 e
= Bt 5, Ve e |
Py I Py # Py

Macht man dasselbe mit einer in P wirkenden Kraft — , die aber in
v

der Richtung P, P, also abstolsend im Sinne des Newton-Coulomb-
schen Gesetzes wirkt, so wird, abgesehen vom Vorzeichen,

i e , 2 ol 2 t = - o3 3
J.f {__, F,._J (] 0 1 4 I{“r 0 ] 3 1 r1
'r.; — i e - = - — o — 2 “ 5 —— - - = = D T — i
2 2 8 8 T T 37 12 -2 5 5.5 8 2.3
R AT ep Pyly Py (AR o

Sollen, damit die Resultante durch C' gehe und der Kreis Niveaulinie
werde, die Horizontalteile einander aufheben, so miissen die Kriifte

1 e, ; ¢ . 4 k ] .
-~ und in bestimmtem Verhiiltnisse stehen, Setzt man z B. die

_',l.r; e

[ ]

3 2 : 1 : : ) 1 :
eine wieder gleich ., die andere aber gleich < - _, dann wird der
P £y ;J'J,.;
eine Horizontalteil
1
e g e
,‘r}v = - — =
T grep P
also, da die Richtung entgegengesetzt ist, gleich — J,. Dabei wird
(2 a {-".l" -’]
=5 und ¢,= —- e s
2 e €P  ep

also unter Beriicksichtigung der entgegengesetzten Richtungen

& ¥ o 23 5
0 ey e — & e —e° 1,
= 1 — =
¢+ o=5— S=—3 = — =
! ! L& 3 3 3 b 3
jiH o, 0 0P e,
Nun ist aber
o' o
0" :
L) 2 “} 1] 1]
il s 5 9-( i Ay g g
s [T T e L 'r] g 3 s
oy Po ey * © Pse Ha 0 Py @
g “ =
¢ 5
e

Also auch
I, e

o

1 R s = 'J“:l_ 0>

Sind P, und P,, also auch I7, und 77, und aulserdem g fest ge-

geben, so ist p, bezw. p, die einzige verinderliche Grélse, die der

e}

Lage von P auf dem Kreise entspricht. Die Resultante ¢, -+ ¢
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ist also unter den gegebenen Voraussetzungen umgekehrt
proportional der dritten Potenz von p, bezw. p,.
In elektrostatischer Hinsicht hat man also folgendes:
Lilst man in einem Punkte P, aulserhalb des gegebenen
Kreises die elektrische Ladung 4 1, in dem zugeordneten
" . s E ¥ .
harmonischen Punkte P, die Ladung — £ wirken, so geht
i .
1
die Resultante fiir jeden Kreispunkt durch den Punkt ¢
d. h. der Kreis ist eine Niveaulinie des Potentials. Ladet
man den auf dem Kreisumfange beliebig liegenden und dort

beweglichen Punkt P mit der Elekfrizitit 4+ 1 oder — 1, so
wird fiir jede Lage die Resultante gleich

— ef —— Qﬁ — 11,

Tt =F

5 3
0Py LT
oder, was dasselbe ist, gleich
cg—q"' Gy e, I,
+—— 3=+ 5%
T LD e — @ Pa
d. h. umgekehrt proportional der dritten Potenz der Ent-
fernung p, berw. p,, Bei Ladung E bezw. — E2 ist die
Pe 5
1

Resultante das E-fache.

Dadurch bestiitigen sich die Resultate des Abschnitts 97, von
denen man ohne weiteres hiitte ausgehen konnen, zugleich aber ist
die dritte Potenz der Entfernungen als malsgebend nachgewiesen, die
schon bei dem Stérungsproblem unter Nr. 35 als wichtig hingestellt
worden war.

Man denke sich nun den Kreis um A B rotierend, ebenso die in
Nr. 97 hehandelten Kraft- und Niveaulinien des Zweipunktproblems
fir ungleiche Mengen entgegengesetzter Elektrizititen, die sich wie
¢ :0 verhalten. Die Niveauflichen des Problems haben dann die
(:I'lt"il._'llll]i;{

]
- — == { R
."I Ta
eme davon hat die Gleichung
2 L1
e ALt )
i o ]
o i & p 1 : . . 66b besnroc .
woraus - — folgt, so dals es sich um die soeben besprochent

Y 0
| handelt. Denkt man sich die gleichwertigen Krattréhren
konstruiert, die nach Nr. 97 von P, aus zum Teil nach P, zum Teil

Kuge
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nach dem unendlichen Bereiche gehen, so wird die Kugelfliche in
gleichwertige Felder eingeteilt, so dals fiir simtliche p - I konstant ist,
wenn p die Resultante der beiden Kréfte, /' die Fliche eines kleinen
Feldes bedeutet. Die Kraftresultanten also verhalten sich nmgekehrt,

wie die Felderflichen, sie verhalten sich aber nach obigem auch um-
gekehrt, wie die dritten Potenzen der Entfernungen von P, und ;"3.
folglich hat man den Satz:

Die gleichnamigen Kraftréhren des Zweipunktproblems
teilen die dabei vorkommende Kugelfliche in Felder ein,
deren Flichen sich verhalten, wie die dritten Potenzen der
Entfernungen von P, oder P,.

Angenommen nun, auf der Kugelfliche ordnete gich aus irgend
welchen Griinden Influenzelektrizitit denselben Resultanten entsprechend
i
Lo
schehen, d. h. proportional den Kraftresultanten, und daher umgekehri

an, so wiirde dies nach Poisson mit der Dichtigkeit 0 = ge

proportional den dritten Potenzen der Fntfernungen von P, und P,
und umgekehrt proportional diesen Felderflichen.
Diese Voraussetzung trifft nun ein bei folgenden Influenzproblemen:

133) Aufgabe. FEine leitende Kugel stehe durech einen
Draht mit der Erde in Verbindung, in der Entfernung e
vom Mittelpunkte befinde sich im Aulsenraume ein Punkt
mit der elektrischen Ladung 4+ F. Wie grols ist die Menge
der Influenzelektrizitit erster Art, und wie ordnet sie
sich an?

Auflosung. Durch die Verbindung mit der Erde wird erreicht,
dals nach vollendeter Scheidung im ganzen Leiter ebenso, wie in der
Erde, das Potential Null herrscht. Die gesamte Influenzelektrizitiit
— FE, erster Art hat sich infolge der gegenseitigen Abstolsungen ihrer
Teilchen anf der Kugeloberfliche angeordnet, aber infolge der An-
zichung durch die Ladung F unregelmiilsig, d. h. dichter auf der dem
Punkte F zugekehrten, weniger dicht auf der thm abgewendeten Seite.
Die Sitze iiber die homogene Kugelschale finden also hier keine
Anwendung, das Potential der Belegung allein ist also fiir den
Innenraum nicht konstant. Es wird sich aber ein einfaches Gesetz
ergehen,

Jedes elektrische Teilehen ¢ der Influenzelektrizitiit hat fiir
den Mittelpunkt ' der Kugel das Potential ®, die gesamte Influenz-

elektrizitit hat also dort den Potentialwert

N — & — K
2' Tt
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Der Potentialwert der Ladung £ des influenzierenden Punktes ist dort

: + K : g : ; R ; - =
g_l:l["li,*h i . die Summe beider Potentiale 1st mach H'|‘|15{-£-‘m ult‘lt'h
{ = . §

Null, also muls sein
woraus folgt

Folglich:

Die Menge der Influenzelektrizitit erster Art wverhilt
sich zur Ladung des influenzierenden Punktes wie der Kugel-
radius zur Entfernung des Punktes vom Kugelmittelpunkte;
der konstante Potentialwert im ganzen Innern der Kugel ist
dabei gleich Null. Die Menge der Influenzelektrizitit ent-
spricht genau der des Punktes P, im vorigen Problem.

[Es kinnte eingewandt werden, dals auch noch auf dem Draht

Influenzelektrizitit erster Art vorhanden sein kénnte. Denkt man

sich aber den Draht unendlich diion im Verhiltnis zu den Dimensionen
der Schale, so wiirde die Menge dieser mit wachsender Entfernung
schnell abnehmenden Elektrizitit verschwindend klein semm gegen die
der auf der Kugelfliiche angeordneten, ihre Wirkung aunf die elektrische
Verteilung kann also vernachlissict werden. Hs #ndert sich daher
auch nichts, wenn man den Draht abschneidet und die Verbindung
mit der Hrde aufhebt.]

134) Identitit dieses Influenzproblems mit dem Zwei-
punktproblem. Nach Aufhebung der Verbindung denke man sich

jetzt das Innere der Kugel entfernt, so dals nur eine diinne Schale

bleibt, deren Potential gleich Null ist.

Nur im Auflsenraume befinden sich die Kraftlinien des Problems,
denn im Innern ist das Potential konstant. Sie gehen von P, aus
teils nach der Kugel, teils nach dem unendlichen Bereiche. Die Kugel
aber ist eine Potentialfliche mit dem Potentialwerte Null, sie muls
also von den Kraftlinien senkrecht getroffen werden. Ganz dasselbe
findet bei dem entsprechenden Zweipunktprobleme statt. In der That
handelt es sich wm dieses Problem, nur ist die Kugelfliche mit
ihrer Belegung als Ersatz fiir den Punkt P, eingetreten und
80 der Innenteil der Kugel aus dem Problem ausgeschieden worden
(vgl. Nr. 97). Die Kraftlinien und die Niveauflichen des Aulsenteils
sind ungeiindert geblieben. Die Belegung wirkt nach aulsen
genau so, wie eine gleichstarke Ladung des Punktes F,.

Folglich mufs die Anordnung der Influenzelektrizitit dem oben
besprochenen Dichtigkeitsgesetz entsprechen. Die Dichtigkeit ist
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in jedem Punkte umgekehrt proportional der dritten Potenz
der Entfernung von P, bezw. P,; sie ist umgekehrt propor
tional den Felderflichen, so dals auf jedes Feld derselbe
Betrag kommt; sie 1st direkt proportional den an der Ober
fliche wirkenden Einheitsresultanten

Gg—e o —e
et = g 8T
o e,

Die Dichte ist an jeder Stelle

bezw.
{_)'—rt“.:;
= I, e
470 p,

135) Folgerungen filr die Gravitation. Daraus folgt fiir
die Lehre vom Potential der Schwere folgendes:

Denkt man sich auf einer Kugelfliche ponderable Masse m
so verteilt, dals ihre Dichtigkeit umgekehrt proportional der
dritten Potenz der Entfernung von einem #ufseren Punkte P,
und seinem zugeordneten Punkte P, (oder von einem inneren
Punkte P, und seinem zugeordneten Punkte P,) ist, so wirkt sie
nach anlsen genau so, wie dieselbe Masse im inneren Punkte E,

. . . < €y » i .
nach innen ebenso, wie die grolsere Masse m~ im #ulseren
Punkte P,.

Das erstere ist bereits nachgewiesen, das letztere folgt daraus,
dals im ganzen Innern das Potential der Belegung und das der Ladung
des Punktes P, sich gegenseitig aufheben (Potentialwert gleich Null).
Folglich:

Die so auf der Kugelfliche verteilte Masse giebt nach
aulsen hin geradlinige Kraftlinien, die von P, ausgehen,
und sie giebt Niveauflichen, die Kugeln mit P, als Centrum
sind. Nach innen sind die Kraftlinien Strahlen. die von B
ausgehen, und die Niveauflichen sind Kugeln mit P;sily
Centrum. Fiir die Zelleneinteilung sind die Massen m bezw.

I"'I n .
m - zu Grunde zu legen.
: .
Dasselbe Resultat findet man, wenn man P, mit der Elektrizitit
Sy e 1L

e
1
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ladet und die Kugelschale mit der Erde m Berithrung setzt, nur
sammelt sich dann die Influenzelektrizitit nicht auf der Aulsenseite
der Schale, sondern auf der Innenseite an. Der Gang der Betrachtung
ist derselbe. Das Potential nach aulsen wird gleich Null, so dals
die Wirkungen von F, und der Belegung einander autheben. Fiir
grifsere Entfernungen ist die Anordnung gleichgiiltig (Schwerpunkt),
da aber die Wirkung gleich Null ist, mufls es sich um gleiche Mengen
entgegengesetzter Elektrizititen handeln. Dies stimmt mit der vorigen
Betrachtung iiberein. HKs handelt sich also gewissermalsen um den
[nnenteil des Zweipunktproblems.

136) Centrobarischer Charakter der Belegung. Haben
nun die Kraftlinien irgend einer Masse Asymptoten, so gehen diese
nach Nr. 95 durch den Schwerpunkt der Masse. Hier sind die ge-
raden Linien ihre eigenen Asymptoten, folglich ist P, der Schwer-
punkt der so verteilten Masse (vgl. Nr.131). Daraus ergiebt sich fiir
die Mechanik folgendes bemerkenswerte Resultat:

Ordnet man auf einer Kugelfliche Masse so an, dals ithre
Dichtigkeit umgekehrt proportional zur Entfernung von
einem inneren Punkte P, (oder seinem zugeordneten dulseren
Punkte P,) wird, so ist P, der Schwerpunkt der Masse.
Attraktionscentrum und Schwerpunkt fallen also zusammen.
Die Belegung ist centrobarisch.

Fin fiulserer Punkt wird also so angezogen, dals er frei fallend
sich geradlinig nach P, hinbewegt. Wie in Nr. 11 bezw. 18 wird
das Arbeitsdiagramm durch die Gravitationskurve, das Potential
diagramm durch die gleichseitige Hyperbel dargestellt. Wird der
Punkt nach irgend welcher Richtung hin geworfen, so tritt dieselbe
Erscheinung ein, wie bei den Planetenbewegungen um die Sonne P,
d. h. er bewegt sich auf einem Kegelschnitte, dessen einer Bremn
punkt nach P, fillt.

Ein innerer Punkt verhilt sich ebenso, nur ist fiir thn P, der
malsgebende Anziehungspunkt.

Man kann sich nun unendlich viele Kugeln denken, die in Bezug
auf P, und P, das Gesetz i:‘ — ¢ befolgen, so dals man den ganzen
Innenraum der ersten Kugel ausfilllt. Ist auf jeder Fliche die
I‘Jnss:min-lg-;_n!-uny_- proportional dem Werte 1, , so0 ist die Sache dieselbe.

Py
Nur muls man jetzt, da die excentrischen Kugeln auf der P, zugewandten
Seite dichter aneinander liegen, als auf der andern, den Fehler ver-
meiden, von der Dichte der Flichenbelegung auf die der riumlichen
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Ausfiillung zn schliefsen. Unten wird sich zeigen, dals die riumliche
Dichtigkeit proportional der Grilse ~ wird.
Py
137) Sonderfall der Ebene. Nihert man den influenzierenden
Punkt P, emer unendlich grofsen leitenden (und abgeleiten) Kugel
schale, d. h. einer unbegrenzten Ebene, so wird P, das wirkliche
Spiegelbild von F,, und die Menge der Influenzelektrizitit wird

[¥]

gleich F, = E - Hier ist p =1¢, — [, also
. : Gy 1
Il == F : L 3
01 I [
. {1t
o
also fiir
0 2= 00308 The == B,
d. h. die beiden Mengen sind einander gleich. Dies war selbst-

verstiindlich, denn P, durfte auch als inmerer Punkt der unendlich
grolsen Kugel angesehen werden. Diese elektrische Menge ist so I
auf der Kugel zu verteilen, dals die Dichtigkeit an jeder Stelle um- '
gekehrt proportional der dritten Potenz der Entfernung von P, bezw.

P, wird. Diese HKntfernung ist jetat

N o 1
n=VE+7, |
wo 2 die Entfernung von der Geraden P, P, ist.
Um die Dichte zu berechnen, kann man den Normalteil der

Krat = bilden, d. h.

2

i Bk Aol
S-S =L ="7l.
" b i
Dazu kommt die abstolsende Emwirkung der Influenzelektrizitit auf
ihre eigenen Teilehen, die so ist, als ob dieselbe elektrische Masse
in P, angebracht wiire. Dies giebt ecinen gleichgerichteten Normal
: ey . . - 5 . P O
teil von derselben Grolse, so dals die Normalkraft cleich ~—* ist,
Py

withrend die andern Teile einander aufheben, so dals Gleichgewicht -
stattfindet. Die Dichtigkeit wird also jetzt

2 B K Kl

[’} == :j = - l_; =t
4 7 py 27

4

2w | ?"lJ 1 )2
Dies hiitte sich auch aus dem fritheren Resultate
e, — g“ IIi{} - arUIﬂ - g}: 2 {a."; —he f;

Jmk et L g\ ssigp

: i 3 3
4 7o py 4 7o ) 4 o py
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ableiten lassen, was fiir ¢ — oo sich auf dasselbe reduziert. Dadurch
ist eine wesentliche Ergiinzung zur Theorie des symmetrischen Zwei-
punktproblems fiir gleiche Mengen entgegengesetzter Elektrizitiiten
gegeben, dessen einer Punkt sich durch die so be

L'E_J:i.f‘ Ebene ersetzen
Lifst. Die Felder der Ebene sind dabei proportional den dritten
Potenzen der Entfernung von I

[Die Bestiitigung der Richtigkeit des Resultates lilst sich auf
folgendem Wege elementar erreichen. Man errichte auf der Ebene in
jeder Entfernung » = 2 von der Linie P, P, Lote von der Hihe

so dals der Mantel des zugehérigen Cylinders mit P, P, als Achse

3 y ' 5 . T T -+
das 2rzfache wird, nimlich EI, Um den Inmhalt des so
e
[

entstehenden Diagrammkorpers ohne hihere Rechnung zn finden, ent-
wickelt man in

o

i 9 97 ) & ; f = ..>
| 32 L Bra— If } jiE ) 2
Hitee =) 4[ e
die Klammer mit Hilfe d® binomischen Satzes in einer Reihe. Die
Glieder derselben sind mit # zu multiplizieren und dann der Schicliten-
formel zu unterwerfen (Summenformel). Fiigt man in der entsprechenden

- 1 -
als Elektrizititsmenge F, wie oben verlangt war.]

Klammer + 1 und — 1 hinzu, und multipliziert man mit 7, so er
1
giebt sich im wesentlichen 1 ‘ e I Das Endresultat giebt

Bemerkenswert ist, dals eine mit ponderabler Masse nach diesem
Gresetz belegte Ebene auf beiden Seiten ebenso anziehend wirkt, wie
der gleich stark geladene Punkt auf der entgegengesetzten Seite der
Ebene. Die Kraftlinien sind also Strahlen durch diesen Punkt, die
Niveauflichen koncentrische Kreise. Von der Freifallbewegung gilt
das oben Gesagte, ebenso von den in Kegelschnitthahnen erfolgenden
“‘Wu"f']}v—wugLL];;?-;L-H__

Symmetrie und Reciprozitit werden so zu einem Hebel "l*.')r
mathematischen Physik. Zugleich erkennt man wiedernm, dals ein
ﬂ]t;f.Eehimgﬁgn'nhlt~m x’q;llst.iindjg bestimmt ist, sobald man zwei semer
Niveauflichen kennt, dals z B. bei Punktproblemen die Punkte durch
Niveauflichen von bestimmter Belegung ersetzt werden konnen,
(Vgl Nr. 128))

Holzmiiller, ITng.-Math. I1. Patentialtheorie 13
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Zur Ubung kann man Probleme mit mehreren influenzierenden
Punkten. die sich elementar angreifen lassen, behandeln; z B. das
folgende:

133) Aufgabe. Zwel oleichartig geladene Punkte aulser-
halb einer leitenden Kugel, die auf der Verlingerung eines

Durchmessers liegen,

T =2 wirken unter Ab-
il _-H"x,\ leitung der letzteren
;/ "\,‘ nach der Erde in-
i y fluenzierend. Menge
e d | und Anordnung der
S I.-I Elektrizitit sind zu
= / untersuchen.

E, und € seien die
geladenen Punkte und
zugleich  die  Elektri-
zititsmengen der Ladung,
L, and &, seien die Inversionsbilder mit den Ladungen

1 o @ e
E,——E 2,

l @
&y

Das Problem dieser 4 Punkte ist nach Nr. 100 zu behandeln und

giebt unter den Niveauflichen
E &, g, &,
1) e e

e T

1 1 ]
die gegebene Kugel, die dem Potentialwerte Null entspricht.  Die
Kraftlinien des Problems sind von der (Gleichung

E, cos ¥, + &, cos

i

2) E, cos 8, + &, cos 0, + 8, = ¢.

Jeide Scharen sind zugleich die des Hauptproblems.
Ist fir irgend einen Punkt der Kugel p die durch (' gehende
Resultante, also
ery or

so ist die Dichte der Influenzelektrizitit in jedem Punkte, ihre

Menge ist E, 4 &,
linien, auf denen die Dichte konstant ist.

In entsprechender Weise sind beliebig viele und beliebig liegende
Konduktoren zu behandeln. Die [’:e-!ugullg' allein, ponderabel gedacht,
wirkt nach aufsen wie die Punkte F, und &,, nach innen wie die
Punkte F, und € mit ihren Ladungen. Der Schwerpunkt von B,
und €, ist der Schwerpunkt der Belegung.

Die Flichen p — ¢ geben mit der Kugel Schnitt-
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139) Elektrische Bilder.

Thomson, dem man diese Theorie verdankt. hat durch die In-
version zu geoebenen Punkte zu findende Punkte mit ihren elek |
trischen Ladungen die elektrischen Bilder der ersteren und ihrer
Ladungen genannt. Der Name ist um so treffender, als es sich fiir
den Fall der Ebene um wirkliche Spiegelbilder handelt. Der Begriff
des elektrischen Bildes umfafst also erstens die Lage, zweitens die
Ladung. Auch eine homogene Masse hat ein elektrisches Bild

Bezug auf jede Kugel, die Abbildung aber wird nicht homogen,
weil die einzelnen Punkte verschiedene Ladungen erhalten, die
Dichtigkeit also verinderlich wird. Man muls also lernen, nicht
nur Punkte, Linien, Flichen und Korper, sondern auch Dichtig-
keiten und Potentialwerte zu iibertragen. Kann man dies, so
lassen sich aus geldosten Problemen neue ableiten. Dies soll jetzt
agelehrt werden.

140) Inversionsbeziehungen bei elektrischen Bildern.
a) A, und B, seien die Abbildungen von A und B mit Hilfe
der Inversion durch den mit Radius ¢ um O gelegten Kreis, Aus

04.04, = g e

und =y e A
: 0B - 0B, = ¢* // = B
folgt \ o

04:0B= 0B, : 04, B 5
und damit die Ahnlicheit der ()_,4_"_’?1‘* it
Dreiecke OAB und OB, A,. «, 7| g
Demnach ist

AB: A B =— 0A: 0B,

o 2 _,_./l
oder s da FJ_H 0 B 18T, S

2 | 4 d T a {};‘ T 2 ] v e
AB: A, B, = 0A4: ” 5= = 04-0B:p" = 04 OB =04, 0B,.

Ist nun der Winkel « unendlich kein, also auch 4 B—sund 4, B, = s,
unendlich klein, so sind auch die Unterschiede zwischen O A4, und OB,
ebenso die zwischen 04 und OB unendlich klein, man tf.‘ui also Lhml
statt 04 - OB setzen 0.4 statt OA, - OB, ebenso UA;.

Wie also auch ein kleines Element s einer Geraden oder einer
Kurve gerichtet sei, stets gilt fiir dieses und sein Inversionsbild die
Proportion

§:8 = 0A° ;0 = 92 : ”;‘1?-
La”




196

Ein kleines von 4 ausgehendes

=

.[‘L'i'l]lﬂ'.ﬂl VIL

l;i]]llEJ']]- mJ:‘i' Hn;_l;i_'lhf|l'IIIL'II{' }_{'i{'])i LEt‘Hl

nach als Inversionshild ein Element

(Fiir grifseren Winkel e«
soleche ist s:8 = OA4:0 f'},‘ E_r

oilt diese Beziehung nicht, denn fiir

tem

OnF: ”_-IE.'}

Daraus lifst sich der isogonale Charakter und die Ahnlichkeit
in den kleinsten Teilen bei dieser Ubertragung ableiten. Ein kleines

Dreieck mit den Seiten s, ¢, u

iiber. Die Ahnlichkeit ist also

geht in ein solches mit den Seiten

4 U-_'." l {J‘.:
047

nachgewiesen.

b) Ahnliche Figuren verhalten sich wie die Quadrate homologer

Seiten.

ist ¥, : F—

U,.'l': : {J'!, d. h.

¢) Ahnliche Kérper verhal
Ist also o

mologer Seiten.

[st also die kleine Fliche I, das Inversionsbild von F, so

U;‘IJ: 7 o
oA

ten sich wie die dritten Potenzen ho-

das Bild von J, so ist

1
- [ i
J:J=04 :p
ond
L1 (1
: .”4'1-1 bt o
'.l LJ E)'.; — (}4}1.-!'
d) Die elektrische Ladung # geht iiber in
: 0A e
E,E—E 2 =E_".
o A
Der Bewels 18t oben It_-;u;_r:uhv]J_
e) Aus
0 A 042 p”
1 1 1 ¥ 1
b=E——=F% : und §, = s— g >
o0 ) A o- (A=

folgt durch Division

B - E g

.‘-'] 8

Nun ist aber die Dichte der elektrischen oder ponderablen Belegung

eines Linienelements

s e .04
FLAT S0 e

H

a

berw, o —
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Das Bild der Belegung & eines Linienelements also ist
4]
g-—0 e i)
{) Dieselbe Betrachtung fiir die Belegung eines Flichenelements
fithrt auf

; 04"
d L o= a e 5 = fj / — .
; 1 0.4} o

o) Dieselbe fiir die Belegung eines Kérperelements fithrt auf
r\)"‘ A5

), e
0 _ri.'l1 o

h) Auch Potentialwerte lassen sich durch Abbildung iibertragen.
Befindet sich z B, in A4 die Ladung F, deren Potentialwert in B
K

gleich V' = ist, so oiebt die Abbildung in A, die Ladung
- k! T
IR T T, 04,
e — i E =
) . : ) i r F, : tas ey T
deren Potential in B, den Wert ¥, = ~* hat. Fiir grolsern Winke

« gilt aber die Proportion

g:8 — 0A4: 0B, = 0B:04,,
d. h. es ist

RS, T e
Oy =2 SRy
Hs ist also
i
S e e HL oD SO o , i
e e et A i = (B ro=901:08,
V- il a 3 DR, l: 0B, B, 0 0 B
° 04
also
OB 0
VI:V[) _;V(JBIJ

Das Verhdltnis der Potentiale ist also unabhingig von der Lage
des geladenen Punktes, dagegen abhiingig von der Lage des Punktes,
fir den der Potentialwert genommen ist und vom Inversionsradius,
Demnach gilt das Gesagte auch von mehreren Ladungen.

Hat man z B. drei Ladungen, deren Potentialwerte fiir B die
Summe U4 V 4+ W geben, so findet man fir den Bildpunkt B,
den Potentialwert der abgebildeten Ladungen als

OB FrT r ry @
U+ V, - W= (U+F+W—=U+TV+ W) 0B,

o
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Als bekannt werde nun vorausgesetzt (vegl. Meth. Lehrbuch II.
Stereom. Kap. IX), dafs durch Inversion Kugeln wieder in Kugeln

ithergehen, wobei die Schnittwinkel zweier Kugeln erhalten bleiben.

S0 0

als z. B. eine Kugel, die die Inversionskugel rechtwinkliz schneidet,

in sich selbst {ibergeht. Ebenen gehen in Kugeln iiber, die durch das

Inversionseentrum gehen, Kugeln durch letzteres verwandeln sich in
Ebenen. Das Inversionscentrum ist #ulserer Ahnlichkeitspunkt der
Kugel und ihrer Bildkugel, woraus sich harmonische Beziehungen er-
geben. Die Rechteckteilung des Raums durch koncentrische Kugeln.

Meridianebenen und Kugel

lichen geht iiber in eine solche dureh

1en Kreis orthogonal

excentrische Kugeln, die ein Kugelbiischel durch ei
2 .
1

schneiden und in eine dritte Orthogonalschar von Flichen, die sewisser

malsen als Kegel mit kreisformig gebogenen Seiten betrachtet werden
kinnen. Alle diese Beziehungen lassen sich elementar entwickeln.
wozu man besoriders Mobius und Reye vergleiche. Vorbeugend se
bemerkt, dafs im Raum die Niveauflichen eines Problems nicht in
solche des Inversions-Problems iibergehen. In der Ebene dagegen findet

dies statt.

141) Abbildung gleichwertiger Niveauflichen.

Unter den zahlreichen physikalischen Sitzen, die sich aus obigem
ableiten lassen, ist folgender von besonderer Wichtigkeit:

Haben mehrere Niveauflichen desselben Anziehungs-
problems Belegungen, deren Potentiale nach auflsen hin

|'Hi.|.l‘|' nach innen

Fig. 106 hin) iiberall gleich

o wertig sind, 50
— e :

— (N g haben aunch i1hre

T e \ Bilder Potentiale
,f( | \

! \B von dieser Kigen-

' ,'\’1 (_ schaft.
=L B"_ e A e \t Beispiel. Die ho-
Ol SarrE o e of %2 |  mogen mit Masse m
| ==t = __"?J-- et ! S |'H,-]L'§_*;II' Kll;_l'{.‘]*.u']'lillt‘ I}iii
2 S - ____.';""'"f"/: nach aulsen hin das-
e g selbe Potential, wie ihr
N\ B AR gleich stark geladener
e s /' Mittelpunkt. Durch Ab-
= ~ e o hildung mittels eines
o mn einen dulseren Punkt

geschlagenen  Kreises
geht sie in eine Kugelschale iiber, bei der nach Nr. 139 die Dichte
umgekehrt proportional der dritten Potenz der Entfernung (z B.
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”'.]:1"_ 0B, m‘f \ ist. Da der Kreis durch den Mittelpunkt- P,
durch O und mit O P als Durchmesser (also durch 4 und B) in die
h. in die Berithrungssehne, ist P, der O

Gerade A, B, iibergeht, d.

suceordnete Punkt. Die Ladung von P, wird nach d)

r_|
1 = N -
.l_ 0 fJ
Die Belegung der neuen Kugel und die Ladung habi
nacn ;-‘.';I?‘:,'!I ]|i!'| t:.':;ﬁ.'i"!_:'lv I’-\[-. :‘1'12.::!. E] 1'--'_|-_!'_.'ifzi'.\"-'n'i'il Tiir '_"l"ll--'--l-

Entfernungen stimmen iiberein, also miissen beide Belegungen glei

So erciebt sich das schon in Nr. 132 bhehandelte Problem in
dufserst einfacher Weise.

Beispiel. Die homogen mit Masse m belegte Kugelschale hat mm

o . i . . .

Innern iiberall den Potentialwert ¥ = —, z B. auch im heliehig

]
liegenden Punkte ¢, der in ¢ iiberoeht. Nach h) wird
! ¢ vt !

) i D 1 o

Vs banelt LE i Bl
I 0, r 0, o¢, r

also umgekehrt proportional O¢),. Nun ist aber nach vorigem Beispiel

die Belegung

0 OF,,
e — : — M - g
gy =M 5p= M=
algo 1st
v w0 m, -OFP @ 15 P,
=00 el r 00, 08¢ r
Aus = P .-”._ lllhi;_"'f
0P
¥ }‘1 "-’_-\I-f_l i
demnach wird
OM,
m
7 m, OP-0M, o
1 0¢, nrO0P O¢y -
. OM,
oder, wenn man m; —— = M setzt ,
m
- My
b= 06, ’

d. h. gleich dem Potential einer in 0 angebrachten Masse i, die

su m. in dem frither dargelegten Verhiltnisse steht, Also auch hier

bestiitigt sich alles friiher Abgeleitete.
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Die Rechnune vereinfacht sich, wenn man einen Inversionskreis
wiahlt, der die

auf sich selbst abbildet, indem er sie recht-
winklig schneidet.

Beispiel. Koncentrische, homogen mit derselben Masse belegte
Kugelschalen haben nach aufsen hin dasselbe Potential. Folglich:
Kreise einer sogenannten Kreisschar, die mit gleichen Massen
so belegt sind, dals auf jeder die Dichtigkeiten umgekehrt
proportional dem Kubus der Entfernung von einem der
Bitschelpunkte sind, haben nach aulsen hin dasselbe Po tential

Beispiel. Die homogen mit Masse ausgefiillte Vollkugel hat nach
aulsen hin dasselbe Potential, wie der mit derselben Masse helegte
Mittelpunkt. Nach 139 geht sie durch Abbildung in eine Kugel iiber,
deren Dichtigkeit im Innern umgekehrt proportional der
fiinften Potenz der Entfernung vom Inversionsecentrum oder
von dessen zugeordnetem Punkte in der Bildkugel ist. Das
Potential nach aulsen ist iiberall gleich dem einer im letzteren

3 & L ) ]
Punkte befindlichen Masse, deren Grilse m - =% oleich der

der Bildmasse ist. Damit ist die Fru'iiu?nnu‘ zu Nr. 135 gegeben.

Die koncentrische homogen erfiillte
hin dasselbe P

kugel hat nach aulsen
otential, wie die gleiche ‘rlltaae- im Centrnm. Sie geht
in eine excentrische T]nhlLuuvl des vorigen Dichtigkeitsgesetzes uhu
fiir deren Biischelpunkte dasselbe gilt. Das Potential im Hohlraum
der ersteren ist konstant, das der letzteren ergiebt sich mit bei der
Schale als gleich dem tli."- iulseren |"}uxc}whmnlsu-- mit einer leicht
zu bestimmenden Ladung. Der innere Btischelpunkt ist nach dem
Asymptotengesetz der Schwerpunkt der so mit Masse erfiillten Kugel.
Beispiel. Jede Niveaufliche des

Fig. 107. symmetrischen Zweipunktsystems fiir
gleichartige Ladungen hat bei der
frither ermittelten Belegung nach aulsen
hin dieselbe Potentialwirkung, wie die
Punkte M, und M,. Man bilde mittels
des um O gelegten, durch M, und M,

gehenden Kreises ab, dann gehen M,
und M, in sich selbst iiber, die Niveau-
fliche geht in ihre reciproke Fliche
mit einer ganz bestimmten Belegung
iiber, z. B. bei der durch O gehenden
Niveaufliche in eine as symptotische
Drehungsfliche, deren G leichung leicht aus der ersteren abzuleiten ist.
I:'IE‘ Punkte des Aulsenraumes der urspriinglichen Niveaufliche gehen

1 die des nicht schraffierten Raumes iiber. Dort sind also die Niveau-




-
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flichen und Stromlinien der neuen Belegung ebenfalls identisch mit
denen von M, und M, Darans lassen sich weitere Schliisse itber
as Zweipunktproblem ziehen, da sich fiir die reciproken Punkte eine

[}
einfache Beziehung herausstellt. — Entsprechendes gilt von jeder An
ordnung geladener Punkte auf dem Kreise oder auf der Kugel.

Obwohl 1m allgemeinen Niveauflichen nicht wieder in Niveau-
flichen iibergehen, lassen sich in der genannten Weise aus gelisten
Problemen neue ableiten, und dazu lielsen sich noch zahlreiche Bei
spiele geben.

142) Mehrfache Spiegelung bei parallelen Ebenen.
Thomson hat aber auch Beispie

e behandelt, bei denen mehrfache
Spiegelung vorkommt. Auch diese bedeutungsvolle Ergiinzung seiner
Methode soll an einfachen Beispielen verdeutlicht werden, bei denen
es sich um Influenzerscheinungen auf mehreren Flichen zugleich
handelt.

Aufgabe, In der Mitte zwischen zwei unbegrenzten
Parallelebenen FE, und E, befinde sich ein Punkt P, mit der
Ladung -+ E. Dieser rufe auf jeder der leitenden Ebenen
Influenz hervor, die beiden negativen Influenzelektrizititen
aber beeinflussen sich gegenseitig. Die elektrische Dichtig-
keit fiir beliebig liegende Punkte der beiden Ebenen soll
untersucht werden.

Auflosung. Man spiegele PP, und die Ebene £, gegen die

| oD
Bbene I, was P, mit der Ladung — F und die Ebene E_, giebt.
Alles jetzt Vorhandene spiegele man
gegen die Ebene F,, das neu Erhaltene L
gegen I, das jetzt Neue gegen F u.s. w. e
Do erhilt man auf der Geraden A B i
: f: i 3 |
unendlich viele Punkte in gleichen Ab- |
stinden 2] mit wechselnde ven Bl e L2 (o
1.}:.!1 21 mit Pm(}m_incitn‘ Ladungen i i 0 a8 ) SO T
+ L und — F und dazwischen ent- | | 28 | |4 | K
sprechende Ebenen. Jede der Ebenen | |
.ih't :':1" triechene o Py y = Ve ! | £
ymmetrieebene des |Lflsl:J+.-3n.- dr.h: ! E, E, E, E, E,
so geladenen Punkte. Die Punkte 2
rechts und links von F, z B. bringen

auf der Ebene eine Influenzverteilung hervor, die identisch mit der

auf £ hervorgebrachten ist. Entfernt man jetzt alles, was rechts

und links von E, liegt, so hat man die Lisung des Problems. Denn
durch die entsprechende Belegung heider Ebenen ist alles Aulsen-
liegende ersetzt worden.

Nach Nr. 136 geben die Punkte P, und P_; zusammen der
Ebene Ik, in einem belicbigen Punkte die elektrische Dichtigkert
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Hl
8, = X

3

2a(l*4r52

wenn » die Entfernung des untersuchten Punktes von der Geraden 4 B
ist. Die Punkte P, und P_, haben von F; die Entfernung 31, sie
haben entgegengesetzte Ladungen, wie die vorigen, veriindern also die
Normalkraft und geben die Dichtigkeit

P, und P_3 geben
E5i

2o (25 1% -+ %)

ﬂ” = _}_ )
und so geht es in unendlicher Reihe weiter. Die Dichtigkeit in dem
untersuchten Beispiele wird also

Elr 1 3 b 7

0=—z g T 1 Al S| E e |8
2

3 3 :
| [E-rt]2  [(8D*42912  [(6D2ri]R
Diese Formel giebt die Dichtigkeit der Belegung beider Ebenen K
und F, in jedem Punkte. Die Reihe in der Klammer ist eine schnell
konvergierende oszillierende. Bildet man die Lésungen der ersten n
hezw. (n -+ 1) Glieder, so liegt die wirkliche Lisung rwischen diesen
Resultaten., Man kann also fiir jeden Standpunkt der Berechnung die
Fehlergrenze angeben. HBine geschlossene Losung wiirde man aller-
dings erst haben, wenn man die Formel fiir die Summe der Reihe
ermittelt hiitte. Diese Ermittelung soll aber hier unterbleiben, da
nur eine Idee von der Methode gegeben werden soll.

Die Summe der Elektrizititen fiir jede Gesamtebene wiirde sein

—[E—E4+E—E+4+E—E-4---,
so dals die Vermutung nahe liegt, es wilrde sich um den Mittelwert
zwischen je zwei aufeinander folgenden Niaherungswerten O und — F,
E . ; . e .
d. h. um — % handeln. Dies ist in der That der Fall, denn man

2
kann sich die beiden Ebenen im unendlichen Bereiche, wo die Dichtig-
keit gleich Null ist, als geschlossen denken, wodurch nichts geiindert
wird. Man konnte sich z B. vorstellen, dals es sich um ein
Drehungsellipsoid von der Drehungsachse 20 handelt, welches aber
bis ins Unendliche reicht. Auf diesem wiirde die Influenzelektrizitiit

. : ; i : s )
gleich — FE sein, so dals auf jeden der beiden Teile : kommt.
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143) Mehrfache Spiegelung bei Beriihrungskugeln. Bildet
man das Problem mit Hilfe irgend einer Kugel ab, so erhilt man
die Losung des Problems zweier einander beriihrender Kugelflichen,
bei denen der influenzierende

Punkt irgendwo auf einer dritten Fig. 109.
Kugel liegt, die den Raum

gwischen den beiden anderen h,
isothermisch teilt, d. h. so, dals T

die eine Kugel in Bezug auf Be =

Die Berithrung kann dabei

: : - N

sie zur anderen reciprok 1st. / L/ ™~
. | N
eme f I A

sulserliche oder eine innerliche ————+——@}——«— |
sein. Hat die abbildende Kugel \ N

ihr Centrum irgendwo auf der \ /i \

ir Ce o : { e e e

den Raum zwischen den beiden

Parallelebenen halbierenden Pa

rallelebene, so handelt es sich

um den durch Fig. 109 dargestellten Symmetriefall, wo P auf zwei

sich beriihrenden gleich grofsen Kugeln Tufluenz hervorruft. Die Uber-

tragung geschieht nach den oben auseinandergesetzten Grundsiitzen.
Wihlt man als Inver-

sionscentrum einen beliehigen Fig. 110.
Punkt O im Aulsenraume :' I |
der Parallelebene, als In ~ e | |
versionsradius die Entfernung ‘F,_.f‘-')f“'{ 5 : :
0@ = o bis zur Mittelebene, 3 oA R
g0 verwandelt sich diese in /’-""’ k\ \‘I
eine Kugel mit dem Durch- ,-fi;-'"'__'“ ; ke )
messer (¢. Die von der 4 N L . \"-\
Inversionskugel in ¥ und & | B 25t
gt‘?[:llllit‘l‘:,‘lli,'If‘]h['lll’ geht iiber e m ]F}_%—Tq)f__
i eine Kugel durch 0, & N\ }:' /J ’_/ ]
und . Der rechte Winkel \\‘“--.____---’/? I il s :
OGI), giebt einen vierten S /
Punkt F,, und dabei ist e E/"/ foor '
3 = s e |
von selbst S g :
= | |
ot o S =
”j'ljzfjjj:: 9_‘.3. | !

Fiir die letzte Kugel ergiebt sich der Punkt £, mit Hilfe der
Tangente B H und des Lotes HE,, wobei

ot G;: A _E;'
OB = o




204 Kaptel VIL

ist. Die #dulsere Kugel ist das Reciproke des Innern in Bezug auf
die mittlere Kugel, was dem Begriffe der isothermischen Teilung
entspricht. Auf der letzteren Kugel liegt irgendwo der influenzierende
Punkt, der die beiden anderen Kugeln beeinflulst.

Wiihlt man einen beliebigen Punkt O zwischen den Parallelebenen
und O@ als Inversionsradius, so geht die Mittelebene in die Kugel

tig. 111

mit- O¢) als Durchmesser iiber, die in F und & von der Inversions-
kugel getroffene Ebene in die Kugel durch O, &, F und D), wobei
<< 0GD, = 90° und

: 91 5‘)3
0D, = 85 =L

ist. Die letzte Ebene geht durch O und E,, wobei F, mit Hilfe

der Tangente FH und des Lotes HE, gefunden wird und
2 2
Y i SRR fe
< 1 (K o1
ist. Die durch O und @ gehende Kugel teilt den Raum zwischen
den beiden anderen isothermisch, d. h. so, dals die eine die Abbildung
der anderen ist.
Der Fall, wo P beliebig zwischen den beiden Parallelebenen oder
den sich bertihrenden Kugeln liegt, wird ganz #hnlich behandelt.
144) Aufgabe. Zwei Ebenen F, und F, mégen sich unter dem
p 3600 : . o ; :
Winkel 300 = 2" schneiden. Auf der den Winkel halbierenden Ebenc

liege ein mfluenzierender Punkt P, mit der Ladung - F. Die Influenz-
verteilung soll untersucht werden.
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Auflosung. Man bilde wie vorher die Spiegelbilder, was Punkte
P, P,, P,, P;, P, mit abwechselnden Ladungen — £, 4 F, und
ebenso Punkte P_,, P_o, P_5, ... P_; mit solchen Ladungen giebt.

Durch die simtlichen Punkte werden die beiden Ebenen ersetzt.

Fig. 112

E
| ¥
i
|
|
[

e

P, und P_, haben von E, die Entfernung /,. Jeder Punkt in

b o : ‘0 ! :
Entfernung 2 von der Senkrechten durch M hat von P, P, die Fint-
fernung », = 2 — MA,, wo A, den Schnitt von FE, und PP, be
deutet. Die Dichte in ihm bestimmt sich als
Il 1
PN Ry =
29T ]

{ - ")
Ebenso haben P, und P_, von F, die leicht zu berechnende Int
fernung [, Der vorher behandelte Punkt hat von P, P_; die Ent
fernuing #, = 2 — A,. Dies giebt die Dichtigkeit

\ Fl, 1

d, = 4+ i ==

(%4

11 . . . . : 3
! Ebenso bestimmt sich die aus den iibrigen Punkten P, und P_g,
Boond Py, P undiPop o Bpmd oy hervorgehende Dichtigkeit.
Diese kann also fiir die ganze Ebene F;, also auch fiir die Halb-
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ebene M E, in geschlossener Form berechnet werden. Dies ist fiir
: o 3607 L :
jeden Winkel ¢ =~ mbglich, sobald » ganze Zahl ist.

Dureh Abbildung erhilt das Problem hier zwei sich unter e

schneidende Kugeln und einen zwischen ihnen ,jisothermisch® liegenden
Punlkt.

Fig. 113 Im engsten Anschlufs

e an Thomson bezw. Max-

s well soll jetzt folgende

=

. Aufeabe gelist werden:

145) Aufgabe: Zwel
’ S S | von einander ge
/ A~ e x Al trennte, jedoch abge-
/ A7 \ ! \"'\-..\_\\ “,.E leitete koncentrische
I [ S T A Kugelflichen werden
e [ S ‘_:l Sy von einem zwischen
(TS i T SR Lodi = ! ihnenliegendenPunkte
S i f “ influenziert. Die
e _x'/ ! Mengen der Influenz
’ elektrizititen sollen

= s bestimmt werden.

-

II“"\.
A \
\ o

\ 2t

Auflésung. Die erste
e S innere Kugel K, habe den
Radius O A = b, die zweite,
dulsere K, den Radius OB =15b.¢". Die Lage des Punktes P sei
durch OP = b - ¢ bestimmt.
a) Zuniichst werde P gegen K, gespiegelt, was den Punkt ¢
geben mag, dann dieser gegen K,, was P, giebt, dieser gegen K,
was (), giebt u. s. w. Dabei ist fiir jede durch X, vermittelte Spiegelung

OP.0Q,— b, OP,-0Q, =0, ..., OP,- 0, — b

2
fiir jede durch K, vermittelfe 1st

0 f:.)n - 0 })1 Xz ;‘2'“39“\9 0 (LJ] - 0 PE = bPe?¥, U@.".\- Jo4 () ..u‘i — higt ot

Demnach ist
lf"_’ ;1‘
0Q, =—— = — = he—¥,
or be" :
o 4’12{43 i ;.IJBPI! 7 s
1‘,'} 1 —_— - —_— —_—— = jIJ I,\'{ -T- &
) rl"u he ¥
e B .
”(l)l = — = : = hpg—(u+2u)

) ‘Pl I!ll-"u %
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b* f!-':l e ‘113 r"_’ 1 ;
0 1“-1 == — w2 — Dkt
i (-2 w)
.’H’J_JL be
9 T D Ban
he et bre?
2 = — f— hlr.'r----;:-.-p
01 el ] (-2 (s— 1) )
01 he - )
t—1
] o
b” b P
B = = g lwr el
OP, -~ TyptRAE

Bezeichnet man die Ladung der Punkte durch die ihnen beigelegten
Buchstaben, so dals z. B. P die Ladung von P ist, so wird nach Nr. 139

be " . |
e e LRI
{i..'}u g -"‘ B i Pe ’
- -j||.
i 0P, ; pett?
‘ I o=, y. == D st
l’1 =T 1 = Pe o Pew,
[ 0y X
o ]
( = pe— 2w
[:)I — - i'*] . JQJ[ = - l'-J,‘j”: : e e _f"l”.. [ |,-_;..
; i h
K1
1P b= § ;
| P {i} OF, — Ppo—(utw). he B P. 2w
g 5 Ba FJ.‘:”
allgemein
P.— Pe>, '(l"' - TR {tr)

Dies ist bis ins Unendliche fortzusetzen.
b) Man bilde jetzt P gegen K, ab, was ¢, giebt, sodann )

gegen K, was P giebf, dieses gegen K, was ), giebt u. s. w. Dann

wird entsprechend

0 {t'-’]- — petv—wi () 1}1 et

06 . = b= % OPJ’ — her—4",
md allgemein
| OP = be* Bsw () [’L): — hptrw—¥

Die Ladungen werden allgemein

P — Potw 0 = — Perw—u,
aE =€ y

¥y
¢) Zu der Niveauflichen simtlicher Punkte gehoren die lm{lmr]
. q 1 141 ey g 1 3 Al ]‘l’
Kugelflichen und alle ihre gegenseitigen Ahhlldung[_u_ ”.“ T\fug_\a.l ﬁ,‘
1 i ' " ) T Mt 3 ] 4
mit ihrer Belegung kann durch die mmere Punktreihe, die Kugel K
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mit der ihrigen durch die Hulsere Punktreihe ersetzt werden. Die
innere Reihe enthilt alle Punkte P* und @), die #ulsere alle Punkte P
und ¢)’, alle P sind positiv, alle ¢ negativ geladen.

Die Ladung der inneren Kugel ist gleich der Summe der Ladungen
aller ¢ und aller P’. Die einen geben ‘

Ll

—~ j )
>' )y = — Pee(lJ eI g2vw + 8w L .. )
h‘l g z
(1]
1 i g W 10—
—lm — L P
1 7 L | gr—f
die anderen
N b (A Ei | AT
.nr‘--.nrr’ (1 4+ e +e 4 ..
— |

Die Ladung der inneren Kugel wird also

(2 E 2

B pliaeop. 1o optiito1
e —1 gri—q e
Uflt_'l'
5 P gt ¢
E, e s
ut![_"r', da
= or 0P ; 085 0On8
i ind ev — S
ist,
0B OP
5 , 04 ] b
by == st o) '
ot
d. h.
= :;1 ,OB—0P 04 .PB
JP OB — 04 OP.ARB

d) Die iulseren Punkte geben auf der iiulseren Kugel folgende
[nfluenzmengen: P, mit Ladung Pe' giebt auf der Kugel

R
Jr" 5 _[J! — dpxr | lr”_ T f ‘,"J'.-, (e~ (3—1) o)
y] g lH—!—E.LM' 7 .
A o e

Dies giebt die Reihe

S==ab
- i 20—
2'2 Pe—n [ o 0 B o (S S =P =6 e P 2
pp] =g I




|
,-‘n[t_-thuglu\ cil_‘]' elektrischen Hi':l][_‘l'_ der .c"'l‘\."l'l'lll‘_-t‘f,ril' i, der Inversion 1m Haume. 2| ]‘.' ‘ |
Jedes Glied der anderen Gruppe ¢ mit Ladung — Pe " giebt anf Il

der Aufsenkugel die Ladung

23 iy ; he . |
Porwe—u S Perw—w, = _ — __ Pguii=s, : ‘:
) ‘1\ -’I'['" LT M |

Die Summe von s = 1 bis § = oo wird I
i

: ARy - 1 e |
Pl Lot e et C SO B

- ' 1—e " € il Il

. . |

Im ganzen ist die Belegung It
] £ | ] e . !; e e’ (il

(4 1 £ - 1 @ 1 :

Setzt man wieder tHil
: 0B ! 0P It

er = und " = !

o et e 0 A i

ein, so erhilt man als Ladung
OB AP

E,——P

"OP AB’
e¢) Dabel 1st

. : 04 PB OB A Od- PB4 (0OA ABYAP |
P LS L 2 5 e B P = 2 !
1ol = f'::;-,n AB T OP AB/ : OP - AB
__ pOAPBAAP)+AB-AP_ 5 OA-AB4HAB-AP
OFP.-AB OF-AB |
OAL AP : il
c— e — = e » FUSHE
: G B i
Die beiden Kugeln zusammengenommen verhalten sich i |

also wie ein geschlossener Hohlraum, bei dem die Influenz-
elektrizitit dieselbe Mence hat, wie die influenzierende.
Ferner ist
E :E —=0A4.PB:0B:-PA.
[Sind 04 und OB unendlich grols, aber 4B endlich, so 1ist

E :E,=PB: AP, ! il

g

d. h. anf parallelen Ebenen verhalten sich die Mengen der Influenz- .
elektrizitiit umgekehrt, wie die Abstinde von der Ladung P, und (e
zwar ist

. PB

B ] Hoeecs P

AB? o "AB’

Damit ist ein wichtices Resultat filr das allgemeine Ebenenproblem
gefunden, welches ganz #hnlich, wie das Kugelproblem, auf zwei
Gruppen von Punkten fiihrt.]

Holzmiiller. Ing.-Math. IL, Potentialtheorie 14
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Lieot bei den koncentrischen Kugeln P auf der isothermisch
teilenden Kugel, so 1st
0Ad-0B= OP*= (0A+ AP) (OB — BP),
also
OAd- OB— 04 0B+ 0B- AP—BP(0A 4 AP),
dih,
OB-AP—BP.0A - BP-AP=BP 0P,

Demmnach wird in diesem Falle

’ _04.-BP OB-AP—BP-AP
’L‘Iz_"f‘ O AR 2 OP.AB
,AP.(OB—BP) _ i AP-OP o AP
= S R T ey e e AT AR
= L OB.- AP BP-OP ~BP
B, = Eop.AiB= E o as = E AB’

Das Verhiltnis vereinfacht sich also zu

ORI A B 28T S o
wihrend

A4 =08
bleibt.

[Sind die Kreise unendlich grofs, also Parallelebenen, so liegt
jetzt P auf der den Zwischenraum halbierenden Parallelebene und es
wird AP — BP, also E, = E,.

[n diesem Falle bilden die Radien der Bildpunkte, ebenso die
der Ladungen, eme einfachere geometrische Reihe (letzbere mit
wechselnden Vorzeichen), so dals die Rechnung einige Hrleichterungen
bietet, namentlich wenn man OP, = 1 setzt.

Die Berechnung der Dichtigkeit in jedem Punkte hat so zu er-
folgen, dals man bei der Innenkugel nach der fritheren Dichtigkeits
formel fiir jeden Innenpunkt und seine Ladung die Dichtigkeiten fest-
setzt und die oszillierende Reihe aufstellt. Die Summierung derselben

macht im allgemeinen Schwierigkeiten, da sie aber schnell konvergiert,
ist der Fehler leicht einzugrenzen, denn die Summe liegt zwischen der
Summe der # ersten und der Summe der (n 4 1) ersten Glieder. —
Durch Abbildung kann man zu excentrischen Kreisen und auseinander-
liegenden Kreisen iibergehen.

Weitere -I"n.‘i.\'p[t‘lv, besomders auch die f"hurtrapﬂmg des Problems
der Kreisscheibe auf die Kugelkalotte, findet man bei Maxwell und
Thomson. Die Fruchtharkeit der Methode ergiebt sich aber schon
aus den hier behandelten Problemen.
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