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Kapitel IX.

Selbstindiger Ubergang zu den zweidimensionalen
Problemen und zum logarithmischen Potential.

151) Allgemeine Vorbemerkungen. Der Ubergang von den
Raumproblemen zu denen der Ebene wurde oben mit Hilfe der all-
gemeinen Kraftlinientheorie gemacht. Frither pflegte man die An
gelegenheit durch Rechnung zu erledigen. Da man dadurch einen
neuen Einblick in die Theorie erhiilt, der auch solchen, die das vorher
Besprochene nicht absolviert haben, ein bequemes Eindringen gestattet,
und der ferner etwaige Zweifel beseitigen wird, so soll auch der
technungsweg angegeben werden. Einige dabei auftretende Wieder
holungen mége man damit entschuldigen, dals auch dieses Kapitel
in sich abgerundet sein mdachte.

Die physikalische Bedentung des Kapitels liegt nicht nur in den
jetzt zu behandelnden stationfiren Stromungen der Wirme und Elek-
trizitit in ebenen Platten, oder etwa nur in den entsprechenden
Stromungen einer inkompressiblen Fliissigkeit und der damit zusammen-
hingenden Theorie der freien Ausflufsstrahlen im zweidimensionalen
Gebiete, sondern auch in den elektromagnetischen Wirkungen gerad-
liniger Stréme in beliebig gestalteten und gelagerten Drithten (Theorie
der aus zahlreichen Driihten zusammengesetzten Kabel fiir elektrisches
Licht und Telegraphie) und der damit zusammenhiingenden Wirbel-
bewegungen. Dazu treten aber noch kartographische und hodo-
graphische Deutungen und Anwendungen auf Kinematik, Elastizitiits-
und Kapillaritiitslehre, gewisse Fouriersche Wirmeprobleme und
die Grundlagen der Forchheimerschen Theorie der Grundwasser-
bewegungen. Da die Funktionentheorie selbst das grofste Interesse
an dem Ausbau dieses Gebietes hatte, sind hier weit schnellere Fort
sehritte gemacht worden, als in dem von drei Dimensionen. Die
Attraktionskonstante wird im folgenden stillschweigend f__{lvivh 1
gesetzt. :
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218 Kapitel IX.

152) Aufgabe. Wie stark zieht ein homogener Kreishogen
den zugehdrigen Kreismittelpunkt an?

Auflésung. Ist auf jeder Liingen-
einheit des Bogens die Masse 1 angebracht,
ebenso auch in M, so zieht das Teilchen |

. . S
den Mittelpunkt mit der Kraft — an, von

der man, da die Resultante durch den
Halbierungspunkt €' des Bogens geht, nur

. T l T ;
die Komponente — cos & braucht. Nun ist
2

aber in Fig. 115 leos & =1[,, d. h. gleich
der Projektion des Bogens [ auf die Sehne
AB, denn < &, =-<C#&. Verlegt man
nach € die Masse [, =1[ =1lcos®, so
zieht I, den Punkt M ebenso an, wie die

wirksame Komponente von [ Dies gilt

von jedem Teilchen. Folglich:

Die Anziehung des Kreisbogens AB ist ebenso grols,
als die der nach C verlegten Masse der Sehne AB.

. q 0 + o . (4 . . .
Diese Sehne hat die Linge 2rsin , ihre Anziehung ist, wenn
- e 5 e
2 ¥ s8in 2 81N -
ki g e \ : 2 9
siec 1n (' koncentriert gedacht wird, gleich ———— oder ———, d. h.
. y = RS

proportional dem Sinus des halben Centriwinkels (oder des
zugehorigen Peripheriewinkels) und umgekehrt proportional dem
Kreisradius.

Fiir den Halbkreis z. B. handelt es sich um

2 gin 90° 2
r r J
fir den ganzen Kreis um
2 sin 1807 :
— . i]‘ :
=
fiir den Viertelkreis um

_ i i
2 s1m 45" '._‘-*l 9 V2

r y y
filr den sechsten Teil der Kreislinie um

9 gin 30° 1

P r

153) Aufgabe. Wie stark zieht eine homogene unbegrenzte
Gerade einen in der ]':ni.f"t_‘rllung r befindlichen Punkt an?
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Auflosung. Ist M der freie Punkt, so schlage man um ihn
den die Gerade in D beriihrenc

en Halbkreis und denke sich auf
jeder Léingenemheit
wieder die Masse 1 Fig. 116

:1}15_};&_-5):‘;!1']11. Das

kleine Massenteil-

chen A B =1 zieht

den Punkt mit der

e ok

Kraft — an, wenn
g*

o= M ist. Seine

Projektion auf den

durch € gelegten i 'y

koncentrischen Kreis e

ist I_, ”_ — [ cos 4.

o . : ; - lCOg 4 : R .
Diese wirkt auf M mit der Kraft ——- Die Projektion auf den
Halbkreis 1st i

I, = A,B, = A,B, - — = (lcos &) - cos & = lcos® & =1 -
e B : E
[hre Anziehung auf M 1st
f.r:' ; I.: 1F J'j‘
g i O
d. h. ebenso grols, wie die von [ = AL ausgeiibte. Dies gilt von

jedem Teilchen der Geraden. Folglich:
Die unbegrenzte Gerade zieht den Punkt M mit derselben

Kraft an, wie der berithrende Halbkreis, d. h. mit der Kraft —.
- 1

Die Anziehung ist also umgekehrt proportional der Ent-

fernung r,
1 : . . . 1 { s
Setzt man die Dichte 0 der Belegung gleich -, so ist die An-
- : 1 : : :
ziechung gleich —- Der Faktor 2 ist also canz unwesentlich,
: f.

154) [Niveauflichen und Kraftlinien der endlichen und
homogenen Geraden. Aulserhalb des Ganges der Untersuchung
kann man hier interessante Bemerkungen ankniipfen. Die Gerade A B
zieht den Punkt M an mit der Kraft

*

7
d. h. mit einer Kraft, die T}|'l_a]m1‘fitll}il| dem Sinus des halben (Gesichts
winkels ¢ und uwmgekehrt 1|I'()]|HI"T-§HJI:II der Entfernung » von . der
Richtungslinie der Strecke ist. Weil jedes Teilchen von A B gleich seinem
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Projektionsteilchen auf A4, B, 1st, so fillt die Resultante MC in die
Linie M, d. h. sie halbiert den Winkel und € teilt die Strecke 4 B
im Verhiltnis der Geraden A M und BM. Denkt man sich durch M
eine Hyperbel mit den Brennpunkten A4 und B gelegt, so ist O M
ihre Tangente. Dies gilt von jedem Punkte des Raumes. Die Kraft-
linien fiir die Anziehung einer homogenen Strecke AB sind
daher konfokale Hyperbeln, deren Drehung um AB ent-
sprechende Hyperboloide giebt. Die Niveauflichen des
Potentials sind also konfokale Drehungsellipsoide. Teilt
man AFB in gleiche Abschnitte, so erhilt man wegen der Gleichheit
der Belegung die gleichwertigen Kraftrihren dieses Problems. —
Nimmt man statt 4B die beiderseitigen Verlingerungen der Geraden
bis ins Unendliche an Stelle der besprochenen Geraden selbt, so ver-
tauschen die Kraft- und Niveaulinien ihre Rolle. Ist die Gerade nur
einseitig begrenzt, so handelt es sich um zwei Orthogonalscharen
konfokaler Parabeln, bezw. um die entsprechenden Paraboloide. Man
kénnte also schon an dieser Stelle den Ubergang zu den elliptischen
und parabolischen Koordinaten im Rauwme machen.

Man verwechsle aber das Problem der homogenen Geraden nicht
mit dem der elektrischen Ladung einer Geraden, die unter keinen Um-
stinden homogen wird, sondern infolge der gegenseitigen Abstolsungen
eine Anhiufung nach den Endpunkten hin giebt. Aut diesen Punkt

kommen wir noch zuriick.]

1565) Das Arbeitsdiagramm fiir die unbegrenzte Gerade
und das logarithmische Potential. Man wiederhole an dieser
Stelle das, was in Nr. 112 tiber die gleichseitige Hyperbel als Arbeits
diagramm fiir die Entfernung eines Punktes von der homogenen,
unbegrenzten Geraden und iiber die Berechnung des Flicheninhalts
mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus, ebenso das, was iiber die
Zellenverteilung des Raumes mit Hilfe koncentrischer Cylinder gesagt
ist. Auch dag in Nr. 113 iiber das logarithmische Potential

my g ry + mylgr, 4+ -+ 4+ m,lgr,

beliebig verteilter Massenpunkte in der Ebene soll jetzt nicht noch
einmal dargestellt werden.

156) Aufgabe. Mit welcher Kraft zieht die unbegrenzte
Ebene einen in der Entfernung » befindlichen Punkt an?

Auflésung. Man denke sich Fig. 116 um den Radius MD ein
wenig gedreht, so dafs  ein kleines ,Rechteck” f = bl, I, ein kleines
Rechteck f, = b,l, giebt, wobel
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b s G B it
[ 1D o
. ; : : I I, - ; :
ist. Wihrend bei der dorticen Aufgabe -, — L war, ist jetzt bei
{ . S ;

S : 3 b o0 ; :
homogener Flichenbelegung ein Faktor 3 oder beizufiicen, so dals
bl Bl
{r:e = J"'! §

oder
/ L e
R

wird. Die senkrechte Anziehungskomponente der Fliche f wird

. O .f r 2 .'r. s = fi
=S == = = ==

o* oD 7% e

d. h. die Anziehung des Flichenteilchens f ist ebenso grols,
wie die des nach D versetzten Flichenteilchens f,.

Dies gilt von jedem Teilchen der Grundfliche: die unbegrenzte
homogene Ebene zieht also den l'unkL M so an, als ob die
homogene Belegung der Halbkugel in D koncentriert wiire.
Die Massenbelegung der Halbkugel 1st .1i|[1 gleich 2%z, Diese in D
koncentrierte Masse iibt auf die in M be findliche Einheit die Anziehung

ey,
aus, was von » unabhiingig ist. Folglich:

Die mit der Dichte 1 homogen belegte unbegrenzte Ebene
zieht die irgendwo im Raume befindliche Masseneinheit mit
der konstanten Kraft 2x an.

157) Man wiederhole jetzt was in Nr. 114 iiber das sogenannte
Planpotential und das Rechteck als Arbeitsdiagramm gesagt ist,
ebenso die Bemerkungen in Nr, 114 und 104 iiber die Einteilung
des Raums in Wiirfel durch zwei Scharen von Parallelebenen.

Es handelt sich dabei um das sogenannte homogene Feld. Jede
kleine Raumzelle bei anderen Kraftlinien und Niveauflichen kann
angenithert als homogenes Feld betrachtet werden. Dies gilt z. B.
auch von der iﬂlwitluﬁw der Erde in unmittelbarer Nihe ihrer Ober-
fliiche, wo man sogar auf grolsere Strecken hin die Kraftlinien der
Schwere als Parallele betr rLLht-(‘-Jl darf. Man darf also hier an Stelle
des Newtonschen Potentials das Planpotential setzen. Dies soll
zunfichst in Bezug auf die stationire Strémung in einem Flusse

geschehen,
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[H8) Stationiire Stromung eines geradlinigen Flusses von
konstantem Quersehnitt. Ist die Neigung einer schiefen Ebene die
durch den sogenannten Reibungswinkel bestimmte, so wird ein auf
ithr liegender Korper, der einen Stols mach unten erhalten hat, sich
ohne Beschleunigung, und wenn der Luftwiderstand gleich Null ist,
auch ohne Verlangsamung, d. h. mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegen. Die Arbeit der Schwerkraft ist dabei gleich ph, wenn p das
Gewicht des Korpers, i der Hohenunterschied ist. Das Arbeitsdiagramm
ist also ein Rechteck. Die Geschwindigkeit hiingt nur von der Stols-
kraftt ab, nicht von der Steilheit der Ebene, die sich bekannthich aus
tan ¢ = p bestimmt, wo g der Reibungskoeffizient ist.

Man denke sich an Stelle «
stromende Fliissigkeit, also emnen geradlinigen Strom von konstantem

es  festen |'~:E'|]']u"|‘.~'- cine stationir

rechteckigen Querschnitte. Die schwache Neigung der Ebene, auf
der er herabflielst, soll ebenfalls konstant sein. Die kleine Ge-
schwindigkeit ist dann ebenfalls konstant. Dabei soll von den durch
Reibung an den Winden hervorgerufenen Drehungen der Molekiile,
die durch Reibung Stérungen in den Bewegungen der Nachbar-
molekiile hervorrufen, abgesehen werden. Die Bewegung séimtlicher
Teilchen soll also geradlinig und mit derselben Geschwindigkeit er-
folgen.

Wihrend nun bei dem vorigen Beispiele die Geschwindigkeit
durch die Kratt des Anstolses bestimmt war, nicht aber von der
Neigung der schiefen Ebene, hingt sie hier wesentlich von der
letzteren und von der Beschaffenheit des Flulsbettes ab. Die Arbeit
der Sehwerkraft wird durch die T:l']n_-:'\\'i|u[11nlt,n; der Bewegungshinder-
nisse gerade erschopft, sonst wiirde die Bewegung nicht konstant sein.
Die Widerstandsverhiltnisse geben einen konstanten Widerstandsfaktor
igkeib
von der Neigung lassen sich verschiedene Hypothesen aufstellen. Fiir
die hier beabsichtigten Zwecke wird angenommen, die Horizontal

% fiir die Geschwindigkeit. Fiir die Abhiingigkeit der Geschwind

projektion der Geschwindigkeit sei proportional der Tangente der
Neigung. Bezeichnet man diese Projektion der Geschwindigkeit mit
v, so hat man die Formel » = #, tane. Nun ist aber

}"1 = "r'r::

tan g = -+t =%
o

wo w der Horizontalweg, &, — J, die Hohendifferenz fiir die End-
punkte ist, demnach ist
L

(2H)

V=,

Den Ausdruck fiir tan @ bezeichnet man allgemein als das Gefille oder
das Gefillverhiltnis. Nun st aber nach obigem die Arbeit der
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. = = APty ]

Schwerkraft proportional der Hohendifferenz, also ist auch das

Potential proportional dieser Differenz, z B. Potentialdifferenz gleich
#y (hy — hy).  Demnach ist

#, Potentialdifferenz
7 b i —— — e —
.J‘:: i ?
Hy {
also, wenn man — y setzt,
Hou

Potentialdifferenz

(A= =
Horizontalweg
Die sekundlich durch jeden Querschmitt passierende Fliissigkeitsmenge
ist also

P =i . Potentialdifferenz
L wl

Mm=r ‘T_ ———— .
o i 10 Horizontalweg

In Figur 117 sind diese Verhiltnisse dargestellt. Man hat so
ein Analogon filr die Wiirmestromung in einem ebenen Parallelstreifen
und fiir die Klektri-

zititsstromung in einem Fig. 117
solechen nach dem Ohm 5, 2!
schen Gesetze. e B
: RESTETS <
Beir senkrechtem = _l
Halle wird das Bei- £ |———
'."l]jil_'] i”Ll'.‘\'HI'[EL_’l'L_. ll” I‘E“ I
dann unendlich e
grols, die Projektion der b e T
{l‘t.‘.‘ft'h\"']Elti]:_{lit’.li"- aber T 7
gleich Null wird. Zwar ==
: 5 2
kann der Widerstand so 2
grofs gemacht werden, =
wie die Schwerkraft &
] * ] ~ TR e
selbst, so dals die Ge-
schwindigkeit  irgend
einen konstanten Wert Gi= =t

erhiilt, aber mit der
Formel selbst Lifst nichts mehr anfangen. Praktisch hat sich also

diese Analogie in bestimmten Grenzen zu halten, sie gilt nur fir
kleine Geschwindigkeiten und geringe Neigungen.

159) Druckhéohe in Wasserleitungsrohren von konstantem
':.31-1['-1'54(:1}11itt. Man denke sich ein Wasserbassin, von dessen Grunde
ein horizontales Leitungsrohr ausgeht. Bei I strome das Wasser
mit beliebiger Geschwindigkeit oy, die kleiner als die theoretische

Ausflulsgeschwindigkeit v = }/2gh sei, aus.
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Bringt man zur Messung des Druckes, unter dem das Rohr an
verschiedenen Stellen steht, senkrechte offene Réhren an, so zeigt sich,

dals die Wasserstinde nach einer geraden Linie A, F abnehmen.

Fig. 118

A= -

]

1

I =

1

I
M

i

| .

| E

I - |

| : -
'!'-_ — __E_ ———— = s = - 1

|
AA, st um so grifser, je geringer die Ausflulsgeschwindigkeit,

oder je geringer bei stationiirer Stromung die Geschwindigkeit im
Hauptrohr ist. Angenommen dagegen, die Ausflulsgeschwindigkeit
sel die theoretische, so wirde 44, = I, = 0 sein. Die Druck-
differenz h;, hat niamlich nur die Bedeutung, bei der vorliegenden Ge
ir das Rohrstiick 4F auszureichen. Dagegen veicht die Differenz
A, B, zur Uberwindung der Widerstinde fiir die Strecke A B aus.
Wenn aber eine Druckhéhe 44, zur Uberwindung der Reibung
nitig ist, so bleibt der Rest 4, K zur Hervorbringung der Ausfluls-
geschwindigkeit »,. Wenn durch gewisse Stérungen beim Ubergange
des Wassers aus dem Bassin ins Rohr noch besondere Verluste
eintreten, so wird die Ausflufsgeschwindigkeit noch kleiner als

.3-.[ == I’JJEH . l]}{a

schwindigkeit », gerade zur Uberwindung der Reibungswiderstinde
i

es wird z B,

0, =V2g A, E=V2g - (h—h, — hy).

|Die Gleichung der Geraden A, F ist von der Form

@ i
PR

mh:l’
| AR
Y = _,f;[ —ra =R — tan «
Hier ist nach der letzten Formel (fiir V)
‘|'::]'I

hy =h—h, -

b
=,
=
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w setzen. Man fin
durch Berechnung aus v, = V2 A, K, so dals h, durch eine Subtraktion
gefunden wird. Vgl dazu Weisbach Ing. Mechanik u. s. w.]

Fiir unsere Zwecke reicht es aus, sich mit dem Diagramm A4 F A4,
zu beschiftigen. Die Druckdifferenzen entsprechen bestimmten Wider-
standsarbeiten, sie veranschaulichen also Potentialdifferenzen.

Ganz ebenso sicht das Diagramm fiir die Potentialdifferenzen bei
der elektrischen Btromung in einem homogenen Drahte aus,
die bekanntlich dem Ohmschen Gesetze gehorcht. Auch dort werden
die Potentialdifferenzen nur dazu verwandt, die Widerstiinde zu iiber
winden. Die Geschwindigkeiten werden dadurch nicht beeinflulst. Man
vol. dazu das in Nr. 54 Gesagte. Die Potentialdifferenzen sind
hier proportional den Weglingen.

Ebenso ist es mit der Fortbewegung der Wiirme in einer diinneu

Platte von der Gestalt eines Parallelstreifens, dessen emmes KEnde auf
der konstanten Temperatur ¢, gehalten wird, wihrend das andere auf

der niedrigeren {#, steht. Die Lote entsprechen den Temperaturen.
Dasselbe gilt von der Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit in
emem Kanale von iiberall konstantem rechteckigen Querschnitt und
dem zugehorigen lruLEmmn]luLc*ﬁ*]'c]tvnt].il Malsgebend ist fiir die
passierende 1‘.]e-n.m iiberall der Ausdruck

=% _ 1Fq — iFtne,

wo A der Leitungs- oder Widerstandsfaktor, F' der Querschnitt, w die
Weglinge, 7, — ¥, die Potentialdifferenz, ¢ das Potentialgefiille ist.
Die (nut,hwlmhuiwlf selbst ist

pe—= A 21— G = Ltane,

withrend beim Newtonschen Anziehungsgesetz die Kraft

war.

160) Ausdehnung der Analogien auf die Radialstromung
in ebenen Platten.

Die Stromung erfolge jetzt in einer diinnen, iiberall gleich starken
ebenen Platte, entweder von O ans nach allen Seiten hin , oder mner
halb eines Sektors Uf}l,.lf.'.,.-]. Soll die Stromung stationir sein, so muls
durch die Bogen B, (|, B,C, ByC;, ... u.s.w. dieselbe Menge passieren,
d. h. die Gese lnnm]lukut muls iUJJ“'L‘\l']“l proportional dem Radius »
sein, d. h. es ist

Holzmiiller, Ing.-Math. II, Potentialtheorie 15

librigens », und /i, durch Beobachtung, A, K

o ——

SN
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Vi =y ity =— 11—,

|

oder, da die Geschwindigkeit proportional dem Gefille tan ¢ an-

genommen wird (Nr. 155),
Fig. 119. r
; 1 1
tan e, : tan ¢, = — :
i 1 T rJ

Das verinderliche Gefille lilst sich also
in der Form
. 1
tan &+ =¢ - —

P

schreiben, oder, wenn man fiir # den

Supplementwinkel ¢ und ¢=1 setzt,

|
fice =4 tan @ = — L

r

Da man nach Nr.112 auf das logarithmische Potential kommen muls,
steht zu vermuten, dafls diese Gleichung die einer logarithmischen
Linie ist. Die Gleichung der letzteren in gewdhulicher Lage ist

9y = ¢*. Nach Ing-

i il Math. 1 Seite 150
A A st in  Fig. 120
¥ | g
/ : 5 A B Tat
j)i_ ________ fer I tan ¢ — 1 oaer
' j}: tan ¢ — ¢f =y,
' B
|; ! ] .
l T folglich
| B :
Al t . 1
- anff — —-
| /x i | ”
i Betrachtet man
sizvoalifon also die positive
?‘.'..—'J L Y-Achse :lls]lcasii'l".'e
A S == ; 7 X-Achse, so ist die
&= ! o? s -.
) | Gleichung der aut
ke — Tt I fe . :
TR T et Al sl B |y steigenden loga-
¥ A E:”;; A « rithmischen Linie
4 g - '
e }! durch
G' : ; i
tan § — 1
charakterisiert, die der absteigenden durch
1
tan @ = — o

oder, wie oben des radialen Charakters wegen geschrieben isf, durch
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1
tan g =— — -
=
Die Gleichung lifst sich auch schreihen » = ¢—¥, oder = ¢/ oder
' *
endlich
y=—Ilgr.

Die Hohe y hat wiederum die Bedeutung eines Potentials. Ver-
schiecbung und Vergrifserung verwandeln die Gleichung in

y=a—elgr.

Behiilt man die bei den oben angegebenen Analogien festgestellten
Ammahmen bei, so ergiebt sich folgendes:

Erweitert sich das Bett eines Flusses nach Art eines
Kreissektors und soll seine Tiefe bei stationéirer Strimung
trotzdem iiberall gleich grols bleiben, so muls, da die
Horizontalprojektion der Geschwindigkeit umgekehrt
proportional dem Radius 1st, das Gefille nach dem Gesetz
einer logarithmischen Linie abnehmen, deren Gleichung
durch .

y=a—clgr
dargestellt wird.

Erweitert sich ebenso ficherformig das horizontale Ab-
leitungsrohr einer Wasserleitung bei iiberall gleicher Héhe,
so werden die Wasserstandhéhen in den Druckriéhren nach
demselben Gesetz abnehmen.

Dasselbe gilt von den Werten des elektrischen Potentials
fiir den Fall, dals in einem Punkte (kleinem Kreise) in eine
Platte Elektrizitit eingefiihrt und an dem durch einen kon-
centrischen Kreis gebildeten Rande abgeleitet wird.

o

Dasselbe gilt von der ebenso eingeleiteten und ab-

geleiteten Wiirme und den entsprechenden Temperaturen.
Weil das Gesetz ein logarithmisches ist, so gehéren zu gleichen

Potentialdifferenzen nicht etwa gleiche Wege, sondern einer arith-

en entspricht eine geome-

metischen Reihe von Potentia
trische Reihe von Abstinden, und zwar nimmb die eine ab, wenn
die andere zunimmt,

Kennt man demnach zwei Punkte der Kurve, so kann man be-
lichig viele Punkte elementar konstruieren.

161) Konstruktion der Potentialkurve fir radiale
Dtromung aus zwei Punkten.
Aufl'c;éung. A, und A, seien die gegebenen Punkte. Man pro-
jiziere beide auf die ¥-Achse, was D), und D), giebt. Den Abstand D, 1),

15

kv Fe st




228 Kapitel IX,
trage man nach oben und unten beliebig oft ab, was eine arith-

metische Punktreihe

o e T g M 5 e g

Fig. 121 37
l'| giebt. Im vierten Quadranten ziehe man eine Hilfslinie
! OI von beliebiger Neigung. A, und 4, geben auf der
.‘ X-Achse die Projektionen By und B, die Verlingerungen
I der Senkrechten geben auf der Hilfslinie €, und €. Die
il (terade C,B, giebt die Richtung der Parallelen fiir die
D a, jetzt (wie in Nr. 13) vorzunehmende Zickzackkonstruktion
I an. Dies giebt die geometrische Punktreihe
: .
i st BRI St
I

D, .!NL’ Gleichzahlige Senkrechte in diesen Punkten und Hori
zontale in den Punkten D geben die Punktreihe

D, :
gy A vl gy Ay A
P s By 4 e (RS e Re
A, \f\‘
‘ ' Nt der Kurven. Interpolationen lassen sich durch Hal-
=) 1 rs o . i r .
“Q-'; N bierung der Strecke D,l);, und Konstruktion der
nl \ 4 mittleren Proportionale zwischen OB, und OB,
Al o - = -~
und entsprechendes Ziehen von Parallelen er-
Dl A, ledigen.
It 4, B, B,
X
~ |4,
- = . P |
= l'-lT
¢~

Die Gleichung der Kurve muls nach obigem von der Form
1’] Y=a— ] |g‘-.l‘
sein. Nun war gegehen
Yo = Bydy, 4, = B A, vy = Dy Ay, r, = D, A,

Die Konstanten ¢ und & sind also zu bestimmen aus
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|
Ypi==0i== b 15"\ Yo
Py blgr,.

Durch Subtraktion folgt

153 Yo — Yy = b (g », lar,);
e ist also
/ i
b v fl'_
lgr, —lgr,
demnach
i i
a =1y, + blgr, =y, P lgr, =19, + blgr |
= 0 = 11
Yo — 5 e
= '?}{[ T ]g-:.r“ hrrjj !?!'?l

Dadurch ist die Gleichung 1) fest bestimmt. Sie laubet

| Yo— | o g

2 — e o — =
& ] (\-‘l’fn |}1, 7o - ]l_: r, !f—',fﬂ_} _| ];_‘. o J.__C,;'.ll ]lv—J:F

Statt y, und y, hat man beim Wirmeproblem die gegebenen Tem-

| peraturen 7, und 7| fiir Anfang und Ende einzusetzen. Die Temperatur
fiir jede zwischen liegende Stelle ergiebt sich dann aus Gleichung 2).
Dasselbe gilt von den Potentialwerten V7, und ¥V, fiir elektrische

Strémung. el
Das Gefille an jeder Stelle ergiebt sich aus

e A : A . T s Pl Ry

: r,—T, (a—Dblgr,) _ (a—blgry) lgr,—lg rg

f_f'_r _— — = — — ,l—.—- 5
i ra " T tn = g

wo r, und r; benachbarte Werte sind, oder fiir die Grenze aus
1

¥

G=10

Die durch die Querschnittseinheit sekundlich passierende Wirme ist also

Womail
=

wo x der Leitungskoeffizient ist. Bei Metalldicke @ geht durch jeden (LA
Kreis (vom Radius #») die konstante Menge

W = 2rzdxb. — = 2adurb. R

Dasselbe g_nll vOn 19]|t'!-:pi'vt:]u-l!l!!t--ll elektrischen ﬁ'i(‘!l;{(’*ll ]14 nur ist dabei

die Dicke der Platte als sehr klein anzunehmen. Hat man die Ebene !

in n Sektoren eingeteilt, so wandert durch jeden Sektorenquerschnitt, '

d. h. durch jede Quadratseite, die Wirmemenge i
2w

W = = dal,




- e e

230) Kamtbel IX,

Schon in Fig. 86b war die Einteilung der Ebene in potentiell gleich-
wertige Zellen, d. h. in Quadrate t_l:l'f_!;t'}lL'l'l,

162) Das Vertauschungsproblem der Radialstrémung. Fiir

das spitere ist folgende Bemerkung von besonderer Wichtigkeit. Bei

der Eintellung der Ebene

Fig. 122 in gleiche Quadrate ist es

A gleichgitltig, welche der

; ¥ beiden Parallelenscharen

N \ manals Stromlinien, welche

S s : \ man als Niveaulinien he-

Sy B = trachte. Da man nun hier

[ i T T jedes kleine quadratische

: \ lachenstiick als  wirk-

! | liches Quadrat betrachten l

2 1, kann, so muls es gestattet

sein, die Kreise als Strom-
linien, die Geraden durch O als Niveaulinien zu betrachten. Denkt
man sich z B. bei kreisformiger Platte den Radius 04, auf der !
Temperatur 7,, den Radius OB, auf der Temperatur 7, gehalten, so |
erhilt aus Symmetriegriinden die Winkelhalbierende die Temperatur
T 1T

fi

———". Durch weitere Winkelhalbierung erhilt man beliebig viele

[sothermen, deren Temperaturen in arithmetischer Reihe aufeinander
folgen. Stellt man die Temperaturen durch Lote auf der Ebene dar,
so entsteht eine Schraubenfliche emmfachster Art.

Das Temperaturgefille aut A, B, ist
; 1,—1,
w0
auf 4,0, 1st es
r —T
¥ @ (/]
(7:? e W, )
es 1st also
. 1 | Limdl
(__rrl : {I.J = — ] —= 4 i
¥ 1w g LB

d. h. das Gefille ist wiederum umgekehrt proportional dem
Radius. Dasselbe gilt von der Geschwindigkeit » = % ¢ der Wiirme-

stromung oder der zum Vergleich herangezogenen inkompressiblen .
Fliissigkeit. Nun ist aber bei unendlicher Kleinheit der Quadrate

Ad s AL A, =1 1,

oben war

Vgl = =iy
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[
I
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folglich 1st 4 :
P1 X -"I.| .&'Iﬂ =, - "IPE ;1?.1--:—].

|

Folglich: Durch alle Quadratseiten auf jedem Sektorenquer- '

schnitt stréomt sekundlich dieselbe Warmemenge. Also ist

die quadratische Einteilung auch fiir das Vertauschungs-
problem eine potentiell gleichwertige.

Sind ferner 7, und I3 benachbarte Temperaturdifferenzen und

. L . 2rm . : e
der Abstand fiir die Entfernung » gleich == wobel n sehr grols ist,
. ; 2

so ist das Gefille nach obigem i

It

L= il

v i i1 (! T TN 1 1

= e —_ 2 | — == — {

r = 2 ro 2z I: @ -’IF_J = FJ ) ,':

n {Hl

die sekundlich iiberstromende Menge pro Flicheneinheit des Querschnitts I
also ist [HE

5 ot gl Sl |

W=uG = xb—-=ux—"——F. ;

¥ b i

" i
i : : 9 ror : : : : JHERa

Auf die Quadratbreite - kommt also bei Dicke d der Platte die il i
n 1
Menge : CEHRS
= 2 =t = 7 5 2rdnd Hill
H: = d = .5 d} £ — dx ':-‘Fa — f,’.'f_} =
n 2rm - e "

" |

was der Schlulsgleichung des vorigen Problems entspricht. Durch je _
n auf demselben Radius aufeinander folgende Quadratseiten stromt .

das » fache, also ' ;
: W = 2 mdxb, I i ||
und dies entspricht der Stromung durch jeden Vollkreis des vorigen e
Problems. Die Analogie ist also eine vollkommene. 5 |
In dieser Weise lifst sich zu jedem Problem ein Vertauschungs- ; !
problem aufstellen, bei dem die Strom- und Niveaulinien ihre Rollen i |F
wechseln. . ;H
| |
IR | |
| I | | |
. |
| |
| 1

i

It
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