UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Ingenieur-Mathematik in elementarer Behandiung

Das Potential und seine Anwendung auf die Theorien der Gravitation, des
Magnetismus, der Elektrizitaet, der Waerme und der Hydrodynamik

Holzmiiller, Gustav

Leipzig, 1898

Kapitel X. Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linearprobleme.

urn:nbn:de:hbz:466:1-77934

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-77934

-

Kapitel X,

Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linear-
probleme.

163) Aufgabe. In eine unbegrenzte homogene Platte
strome in zwei Punkten M, und M, unter gleichen Umstinden
Elektrizitit ein, wihrend die Ableitung in unendlicher Ent
fernung erfolgt. Die Strom- und Niveaulinien sollen er-
mittelt werden.

Auflosung. Die Potentialwerte — ¢ lgy, und — ¢ lgs, sind
nach Nr. 79 fiir jeden Punkt der Ebene algebraisch zu summieren,
so dals es sich um

-e(lgr, + lgr) = — ¢ lg(r,n)

handelt. BSetzt man diesen Ausdruck gleich einer Konstanten x, so

erhiilt man als Gleichung der Niveaulinien — ¢ lg (r,7,) = %, oder,
Ay

wenn man — — = ¢ Setzb
|

1) lgr, 4 lgr, =¢, oder lg(r,7,) = ¢, oder »,7, = ¢.

Léifst man e die Werte einer arithmetischen Reihe annehmen, so er-
hiilt man die Emteilung in potentiell gleichwertige Ringstreifen. Es
handelt sich um die in Ing-Math. Bd. I behandelten lemniskatischen
Kurven 2. Ordnung, deren Bl'tlL'lItlHI;_J: fiir die rI,‘["-rl.l_{huits und Centri
fugalmomente (vgl. Nr. 142, 147, 218, 234, 238, 281) und fiir die
mathematische Physik iiberhaupt bereits hervorgehoben worden ist.
Dort war gezeigt (Nr. 234), dals die Orthogonalkurven dieser Schar
ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln bilden, deren Gleichung sich
in der Form
2) &+ & =c

schreiben lilst, wo &, und &, die Neigungen der Vektoren », und », sind.
Dies geht ohne weiteres aus dem in Nr. 162 dargestellten Vertauschungs
probleme hervor, fiir welches & = ¢, und &, — ¢, die Bedeutung
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von Drehungspotentialen haben, die nach Analogie von Nr. 79 einfach
su summieren sind. Folgt auch hier ¢ einer arithmetischen Reihe,
40 erhiilt man die Einteilung in potentiell gleichwertige Streifen.
md die Vektoren

Piir die unendlich. fernen Punkte jeder Kurve s

parallel, so dafls dann &, — &, ist und Gleichung 2) in 28 = ¢ oder
Ci & . . ! ; e

& — - ilbergeht. Demmnach folgen bei der gleichwertigen Einteilung

die Asymptoten unter gleichen Winkeln aufeinander, die halb so
grofs sind, wie die Schnittwinkel der benachbarten Hyperbeln.

164) Aufgabe. Die Einteilung der FEhene in potentiell
gleichwertige Rechtecke® =z B. in kleine ,Quadrate® fiir
dieses Problem konstruktiv auszufithren.

l. Aufldsung. Man lege durch M, ein Strahlenbiischel, welches
lauter kongruente Sektoren giebt, durch M, lege man ein kongruentes
Biischel. Die eine Gruppe von Diagonalkurven des entstehenden
Netzes von Vierecken giebt das Biischel g
Damit ist ein einfaches Beispiel zu dem bekannten Satze gegeben,
dals die Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen projektivischer
Biischel auf einen Kegelschnitt fithren. Die obige Gleichung 2) folgt

eichseitiger Hyperbeln.

daraus von selbst. Lilst man nimlich in &, = e uid &, = nye
den Faktor », um 1 zunehmen, withrend », um 1 abnimmt, so bleibt

B+ B = (0 4 )¢

unverindert dieselbe Griifse. Dies entspricht dem Ziehen der
Diagonalkurven.

Fig. 125.

Jetzt lege man
um M, diejenige
koncentrische Kreis-
schar, die idhnliche
,Rechtecke”, =z B.
wQuadrate” giebt; um

b )

M, lege man die

kongruente  Schar. - ﬁ
Die eine Gruppe von g
I'Jirur_g:m.ziltnn'vc-n des =

Maschennetzes giebt

o

die gesuchten kon-

R~
s

‘ e

fokalen Lemniskaten ' s

2. Ordnung.  Lilst

man niimlich in lgr, = n,¢ und lg r, =ny¢ die Faktoren n, und », sich
ebenso, wie vorher #indern, so bleibt lgr, - lgr, = (n, ;)¢ eine

konstante Grifse,
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Fig. 124.

2. Auflésung. In Abschnitt VI von Ing.-Math. Bd. I ist die lemnis-
katische Abbildung durchgefiihrt, d. h. fiir jeden Vektor O ist die Winkel-
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d. h. gleich der mittleren Proportionale zwischen OM = 1 und OC
ist. Dort ist gezeigt, dals dadurch die quadratische Einteilung der
Ebene durch Strahlenbiischel und koncentrische Kreisschar in die
guadratische Einteilung durch Hyperbelbiischel und konfokale Lemnis-
katenschar erzielt wird. Der Bewels mdge dort nachgesehen werden.
Durch die in die Niveaulinien fallenden Quadratseiten gehen sekundlich
gleiche Mengen von Elektrizitiit. An jeder Stelle der Fig. 125 sind
die Abstinde der Niveaulinien gleich den Querlinien der Kaniile. Die
Figur giebt zugleich die Niveauflichen fiir das Anziehungsproblem
zweier paralleler homogen mit Masse belegter nnbegrenzter Geraden,
wobel die Dichtigkeiten fiir beide tibereinstimmen.

165) Aufgabe. Fiir einen Punkt einer der lemniskatischen
Kurven die Normale, fiir das eben besprochene Anziehungs-
problem die Resultante nach Grdfse und Richtung zu kon-
struieren.

Auflésung. Man konnte die bekannte Tangentenkonstruktion
fiir die betreffende gleichseitize Hyperbel zu Hilfe nehmen. Dies
soll hier aber nicht geschehen,

vielmehr soll die Mechanik heran- ey 1
2 3
gezogen werden. Nach Nr. 112 /",/;T"
iibt die Masse 1 in *”I auf P die /LP i1
%

; { x e T /,/f A
Anzie  —— P A, aus, die Masse 7
Anziehung - P A, aus, die Masse Pk 1;" %J‘,

; ; : 1 : 2 &
1 in M, die Anziechung = P A,. ,,"’; /(,
2 r, = N A
S . St Wy iy
Diese Strecken sind leicht zn kon- 4 0 2,
struieren (mit Hilfe der Proportion
r,:1=1:4). Die Resultante PB in Fig. 126 muls senkrecht auf

der Niveaulinie stehen, so dafls die Richtung der Normalen gefunden
ist. (Darin liegt ein leicht auszusprechender geometrischer Satz fiir
die ”:.,'['n_-]'l}elh1 .nml Lemmiskaten.) ZElglﬁriL‘.h st fiir das :\]]:C'ltrllkl]}f__is-
]n‘ﬂ})l{-n] die i;ﬁ!]j_{‘t" der Resultante g’f;:fll!ltit‘-ll, Sie f{ﬂg't ans

o o ¥ i :3
i 1 2 cosy re 1]+ 21 g cos (F, — By ) 4y
P= gt = .
7 9 s Ao
(BT g TiTs ity 1%
als
Dy
:-{\1 ¥ = - i
. { ry Ty ?

wobei » die Gerade OP ist.

Die Richtung der Resultante lilst sich mittels der Zerlegung der
Einzelkriifte nach der senkrechten und wagerechten Richtung bequem
ermitteln. Die Neigung ¢ gegen die X-Achse ergiebt sich, wenn M,
und M, als die Punkte x = -+ 1 der X-Achse hetrachtet werden, aus
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; i r, gin £ 7, 8in &, i iy
~ sin & 4 — sin &, : = L s - o= -
b £ Yy & Ty & Ty
eIl O = v — _—— == o
laky rocosdhy, | 1, cosdy v 1 1 1
cosdh, + —cosd, B e — 5 =
; 7 e
o oy ¥
v (75 - r7)
YR i . \2 2
oder, wenn man fiir ». und r, die Werte (v L) 4+ o bezw.

(@ 4 1) -+ »® einsetzt,

4) tan ¢ = ——;

166) Linien gleicher Stromdichte und gleicher Strom-
richtung fiir dieses Problem. Setzt man die Ausdriicke fiir 7
und tan e gleich konstanten Grofsen, so erhiilt man in

« 29
) — == ¢
J.l i.:!
und
3, o (2 - 2 - 1)
o) s e Sl — 0
T 'Z_.l'“J _!_ :’_F"! 4E 18 @y

die gesuchten Kurven.

Die Kurven 5) geben die Stellen gleichen Potentialgefilles und
gleicher Intensitiit fiir das Anziehungsproblem, gleicher Geschwindigkeit
fiir das Stromungsproblem einer inkompressiblen Fliissigkeit in den
hyperbolischen Streifen, gleicher Stromdichte fiir die stationiire Elek
trizitéits- bezw. Wirmestromung., Sie passieren Quadrate von gleicher
Grofse in der quadratischen Einteilung.

Die Kurven 6) verbinden die Punkte gleicher Stromrichtung bezw.
gleicher Anziehungsrichtung miteinander., [Beiliufig sei bemerkt,
dafs ihre Gleichung sich auf & — (9, -+ #,) = ¢ zuriickfithren lilst,
wo & die Neigung des Vektors O P ist, und dals sie die Orthogonal-
schar zu den Kurven 5 geben] Sie werden konstruiert, indem man
in das System der Lemniskaten oder Hyperbeln eine Parallelenschar
legt und die Beriihrungspunkte verbindet.

167T) Die I”El:"'l'?l]]].'1FHE]L'.||1' des Problems. Denkt man sich
auf der Ebene der Lemniskaten und Hyperbeln in jec

em Punkte das
Lot 2 =1lg (r,7,) =lg», + lg», errichtet, so erhilt man die Diagramm
fliiche des Potentials. Die Projektionen der Niveaulinien und Steilungs-
limien  sind die der Lemniskaten und I [yperbeln; die der Linien
gleicher Steilheit (gleichen Gefil

es) sind die Kurven 5), die der gleichen
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Richtung der Projektion sind die Kurven 6). Foleen die Hihen
arithmetisch aufeinander, so durchschneiden die Kurven 5) die Stellen
gleichen Abstandes w der Lemniskaten.

168) Das elektrische Stromungsproblem. Die Gleichungen
des elektrischen Problems sind
) g j
Ve =—uxlo(rr), 6d="2n, #—-——
i HAZ (V¥ ), vy 3 { Dl
wo I/ die sekundlich in jedem der Punkte M, und M, einstrimende
Elektrizitiitsmenge ist.
Sind 7, und », bezw. g, und g, die Abstiinde zweier benachbarter
Punkte einer Stromlinie, deren Abstand gleich w ist, so folgt aus

der Gefillgleichung

G =tang =x«
und der Geschwindigkeitsgleichung » = 4 tan ¢ fiir die inkompressible
Fliissigkeit, da zugleich
2
P = A
iyl
1st, die Beziehung
lgr. v, —lgo; o, 29 Vo—F, 2
SR L S0l oder 2 =

Sl 1w S

W T g
wo #» der von M ausegehende Vektor ist. Der Abstand der Niveau-
linien fiir eine gegebene kleine Potentialdifferenz V, V, berechnet
sich also fiir jede Stelle als

Dadurch sind die Quadratseiten fiir gegebene kleine Potentialdifferenz
berechnet. Das Problem kann damit als erledigt betrachtet werden.

169) Aufgabe. In M, und M, strémen sekundlich gleiche
Mengen entgegengesetzter Elektrizititen ein. Die Strom
und Niveaulinien sind zu untersuchen.

Auflésung. Nach obigem erhalten die Niveaulinien die (#leichung

1_.' I;_I 7

. ; .
— lor, =¢ oder |g_' J.' — ¢ oder *t=¢,

9

die Stromlinien die Gleichung

2) &, — &, =c
Der Faktor » ist als unwesentlich weggelassen. Die Schar 1) 1s6

eine Kreisschar, die Schar 2) ein Kreishiischel durch M, und M, beide
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Scharen durchsetzen einander rechtwinklie. Nimmt ¢ in beiden
Gileichungen Werte an, die derselben arithmetischen Reihe folgen, so
erhiilt man die Finteiling in kleine Quadrate.

Aus Figur 127 geht hervor, dals ¢ fiir jeden Biischelkreis den
konstanten Peripheriewinkel iiber M, M, bedeutet, der gleich dem
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Winkel ist, unter dem die X-Achse geschnitten wird. Demnach bilden
die Tangenten der Biischelkreise in M, und M, regulire Strahlen-
biischel.

Konstruktiv kann man

die Nivean- und Kraftlinien aunf wver
schiedene Arten erhalten.

Zuniichst kann man beginnen wie beim
s Al o 108 . ' - !
vorigen Problem, nur hat man die andere Gruppe von Diagonalen in

das Vierecksnetz einzuzeichnen. Eine zweite Art ist folgende: Man
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denke sich das Quadratnetz der Strahlen und konecentrischen Kreise
gezeichnet, mache einen beliebigen Punkt der Ebene zum Inversions-
centrum (Abbildung Z = i}], eine beliebige Liinge wiihle man als
Einheit. Nach dem Method. Lehrbuch II Kap. IX gehen dabei die Kreise
und die Strahlen in ein Kreisbiischel und die orthogonale Kreigschar
iber, und da die Ahnlichkeit in den kleinsten Teilen cgewahrt bleibt,
entsteht die quadratische Einteilung.

Selbstiindig lilst sich das Biischel leicht konstruieren, sobald man
weils, dals die Tangenten in den Biischelpunkten unter gleichen
Winkeln aufemnander folgen. Nimmt man neben der Symmetrielinie
einen der Orthogonalkreise willkiirlich an, so lassen sich die anderen
mit Hilfe der Tangenten m den Schnittpunkten mit dem Biischel,
welche Inversionscentren geben, leicht ableiten.

Der Ubergang vom Strahlenbiischel und den koncentrischen
Kreisen zum Kreishiischel und der orthogonalen Kreisschar giebt den
Zusammenhang der Polarkarte mit den Karten der &stlichen und
westlichen Halbkugel nach der stereographischen Projektion von
Hipparch-Ptolem#iuns. [Nimmt man dazu die Quadrateinteilung
der Ebene durch Parallelenscharen, so erhilt man den Zusammen
hang mit der Merkatorkarte, der durch die Abbildung Z =lgz ge-

geben wird. ]

Zugleich ist das Newtonsche Anziehungs- Abstolsungsproblem
gelost fiir zwel unbegrenzte Gerade, von denen die eine mit anziehender,
die andere mit abstolsender Masse homogen belegt ist.

170) Aufgabe. Die Fig. 128.
Resultante des letzteren
Problems nach Grilse
und Richtung zu kon-
struieren und zu be
rechnen, ebenso die
Linien gleicher Strom-
dichte und Strom-
richtung,

Auflésung. Sicht man
von der Konstanten ab, so
handelt es sich fiir den
Punkt P um die anziehende

e :
Kraft ~ und um die ab-
&g

stolsende Kraft — . die beide leicht zu konstruieren sind. Die Resultante
Fiai

ergiebt sich nach Fig. 128 durch Zusammensetzung.
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Die Grofse der Resultante ergiebt sich, wenn MM, — 1 gesetat

. 1
wird, als

| 1 1 . e | e 29 1, CO8 ( e .‘|
g i g ) 2 1 LR 2 1)
= + = — cos (4, — o) =
r'] "5 " Ta iy
S : g
e o i 21y ¥y COB d _”] .”;_, 4
2.2 T SEERIH e
1% i%s 179

S0 diﬂ.h'

ist.  Die Linien gleicher Stromdichte haben also jetzt die Gleichung

oder

d. h. sie bilden ein System konfokaler Lemniskaten.
Die Richtung der Resultante ergiebt sich nach dem fritheren aus

Tk et 7y sin g, r, Sin Ul ¥y
L B 3 5 : :
sin #, — — sIn 4, = o L 5= ai
tan ¢ : - & 2 2=
: S St e —
1 P, COos T,  COS 4 a—1
cosdh, — = cosd, e s FOS L ] P
! - . 2 o2 2 2 2
"y s di s Hy *a
i
y(rs—ry)
el 2 Byl
-’I_."_J—l'll—_|j':|||||

Setzt man hier

(=149, =(+1)+y

\

L Co )

e

so lilst sich die Formel auf

tan o — — ;)Irl_':lj- — == (
it ===
zurticktithren, womit zugleich die Gleichung fiir die Linien gleicher
Stromrichtung gefunden ist. Die Gleichung ist vom zweiten Grade,
stellt also, da alle Kurven durch die Punkte 4 1 der X-Achse gehen
und aulserdem den unendlichen Punkt erreichen, ein Hyperbelbiischel
dar und zwar das Orthogonalbiischel gleichwertiger Hyperbeln fiir die
Lemniskatenschar, Dies ergiebt sich durch folgende Umschreibung
der Gleichung :

[+ @1y  a— 1.y tan 4, - tan B,

(x4 Hz—1) —y® . 7 i o —tandh, tand,

— tan (-:‘J‘l + F)=¢
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oder auch
& 4 O =g¢,

was nach Nr. 163 die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel ist.
Zieht man also in einem Kreisbiischel parallele Tan-
genten, so liegen die Beriihrungspunkte auf einer gleich
seitigen Hyperbel. Die Orthogonalkurven sind Lemniskaten
2%r Ordnung, und jed

Quadrateinteilung der Ebene durech Kreishiischel und Kreis-
schar eine Reihe gleich grolser Quadrate.
Firrichtet man auf der Ebene in jedem Punkte ein Lot
lg () = lg#, — lgr
gl ) ='en—lgn,

. o B
g/

so erhiilt man die Diagrammfliche des Problems, iiber die sich
ihnliche Betrachtungen wie iiber die vorige anstellen lassen.
Die Gleichungen des e

elctrischen Problems sind

V—z2— —als [J'h WEE A e
: B\l ) 7 e 0 2 B 2 mwdd’

wo F die aus M

bedeutet,

. sekundlich hervorquellende Elektrizitiitsmenoe

Dieses Problem ist das erste, an dem Kirchhoff seine bahn
brechenden Untersuchungen iber die stationiire Stromung in ebenen
Platten theoretisch und experimentell priifend durchgefiihrt hat. (Vgl.
Poggendorfs Annalen, Bd. 64 u. 67 und die Vorlesungen Kirchhoffs

iber Elektrizitit und Magnetismus Seite 135.)

171) Aufgabe. In M, und M, treten sekundlich ungleiche
Mengen gleichartiger Elektrizitit ein, um im Unendlichen
abgeleitet zu werden. Die Strom- und Niveaulinien w s w.
sind zu untersuchen.

Auflésung. Sind F, und FE, die sekundlich in M, und M, ein-
tretenden Elektrizititsmengen, so handelt es sich um die Gleichungen

1) Elgr 4 E/lgr,=c¢ oder r'rS=¢
und
2) E#® + E#8 —c¢

Folgen die Werte von ¢ einer arithmetischen Reihe, so erhiilt
man die quadratische Finteilung. Konstruktiv erhiilt man das Netz,
mdem man in M, ein regulires Strahlenbiischel von nE, Sektoren,
m M, ein solches von nF, Sektoren zeichnet, die eine Grélse von
I]Ingnuulkut‘n_-n des Netzes ’g_r;ia.-ht' die Stromlinien 2), deren Gleichung
darans sofort als richtig erhellt. Dasselbe macht man mit den

Holzmitller, Ing-Math. TI, Potentialtheorie 16

e von ihmen durchschneidet bei der

||i| il
|
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quadratisch teilenden koncentrischen Kreisen der beiden Biischel, was
nach Form und Gleichung auf die Kurven 1) fiiht. Uber die Dia
orammfliiche, ebenso iiber die Kurven gleicher Intensitit und gleicher
Stromrichtung lassen sich dieselben Betrachtungen wie vorher anstellen,
nur werden die Resultate weniger einfach. Die Zeichnung fiir den
Fall E : E,=2:1 ermnert an Fig. 72.

Die Stromlinien haben Asymptoten, die unter gleichen Winkeln
aufeinander folgen und durch den Schwerpunkt der ,Massen® £, und E,
gehen, Zwei dieser Asymptoten teilen den Winkel 37, MM, im Ver-

hiltnis F, : F,. Die zugehirigen Stromlinien grenzen die beiden
Ausstromungsbereiche voneinander ab. Zu den Niveaulinien gehort
ein unendlich grofser Kreis um den Schwerpunkt. [Auf die Trans

formation, welche das Strahlenbiischel und die koneentrische Kreis
schar divekt in die vorliegenden Kurvenscharen verwandeln, kann hier
nicht eingegangen werden. Dazu vergleiche man Kapitel X der Ein
fithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschatten. |

172) Aufgabe. In M, strome die Elektrizititsmenge [
ein, der Teil E, werde in M, abgeleitet, der Rest flielse ins
Unendliche ab. Die Niveau- und Stromlinien sind zu unter-
suchen.

Auflosung. Konstruktiv beginnt man wie vorher, nur nimmt
man die andere Diagonalengruppe. Dies und die Potentialiiberlegung
fiihrt auf die Niveaulinien
1) B I_t_';-rl E lgr,—c¢ oder 'J'{I:I."_) Mt

%) Ty il Oy —

Die Zeichnung fiir F, : E, = 2 : 1 erinnert an Fig. 76. Die Arme
der sich selbst schneidenden Kurven schneiden einander rechtwinklig.

173) Aufgabe. In drei beliebig liegenden Punkten der
Ebene werde Elektrizitit in den sekundlichen Mengen £,
E, und F, eingefithrt, im Unendlichen abgeleitet. Das Strom
netz ist zu untersuchen.

Auflosung. Man bilde zuniichst die Stromlinien fiir FE, und £
and zwar soll die Zahl der Streifen fir M, gleich nFE,, fir M, gleich
nkE, sem. Darauf bilde man das regelrechte Strahlenbiischel fiir M,
mit nF, Streifen. Die eine Gruppe von Diagonalkurven des ent:
stehenden Maschennetzes giebt die gesuchten Stromlinien. Darauf
bilde man fiir M, und M, die quadratisch einteilenden Niveaulinien,
fiir M, die quadratisch einteilenden koncentrischen Kreise und ver
fahre damit ebenso.
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1) E lgr, 4 E,lgr, + E lg», — ¢,
fIIlE"I'
E S T e O 3
1 #) 1 i ¥ '}:'. = {
2) by &, 4 Bydy 4+ B8, — e

Die Asymptoten folgen unter gleichen Winkeln aufeinander und
gehen durch den Schwerpunkt S der,Massen* E,, F,, .. Jedem Punkte
kommt ein Bereich der Ebene zu. Der unendlich grolse Kreis wird

durch die trennenden Kurven bezw. ihre Asymptoten in Bereiche ein
geteilt, die sich verhalten wie FE, : F, : F,. Dies erleichtert die

V—ui[-lmmm' der Kurven. Die Tangenten in M, M, D, bilden regel
ilsige Strahlenbiischel mit n ¥, nE,, nE, Streifen.

174) Aufgabe. In M, und M, werde sekundlich die Strom
menge F, und F, ~E1|ml|-|iti in M; werde der Teil FE;, der
Rest im |. nendlichen abgele 1tll Das Stromnetz soll unter
sucht werden.

Auflosung. Konstruktiv beginnt man wie vorher, nur nimmt man

jedesmal die andere Gruppe von Diagonalkurven. Die Gleichungen

werden
L) F o gr, + E,1gr, — K, lor, — ¢,
oder
lﬂ'l | }."'-'.' FJ.L."&'. £y L
{ 1“9 %y
2) E 8, -+ E,8, - ¢.

Von den n (F, 4 E,) Stromlinien, die von M, ausgehen, wandern
nk, nach M,, der Rest von n (F, 4+ B, — E;) geht nach dem un-
endlichen Bereiche. Die ".H\mplute‘n der letzteren ’[c]luvn unter gleichen
“-'Hnixdn aufeinander und gehen durch den "u]mu[nm]x t der Massen
By, E, nnd — I,, der mit Hilfe entsprechender IKriifte leicht kon-
struiert wird,

Ist K, 4 B, — E, =0, so flielst keine Elektrizitit ins Unendliche
ab, und .1]]1’ Httcm]]mun die von M, und M, ausgehen, treffen sich
m M, Die Tangenten der Stromlinien in M,, M, M, bilden regel-
milsige Strahlenbiischel mit nF,, nkE,, nl, Streifen.

12

175) Aufgabe. In beliebigen Punkten M, M,, M,, ... M,
der Ebene stromen sekundlich die gleichartigen elektrisehen
Mengen Uy oy By ... B, ein, um im Unendlichen abgeleitet
zu werden. Das Stromnetz ist zu untersuchen.

167
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Auflésung. Die Gleichungen werden nach obigem

1) Elgr, + B lgw, + - - B, lgr, = ¢,
l]{l("l'
£ Ey
Ji) i r o=,
bezw.
2) Eo + £,8, + -4 B8 =

Der konstruktive Weg ist nmstiindlich, bietet aber keine Schwierig-
keiten. Man konstruiert mach Nr. 173 das Netz fiir drei Punkte,
nimmt das Strahlenbiischel bezw. die koncentrische Kreisschar des
vierten, dazu bildet man die Diagonalkurven. Dann wird der fiinfte
Punkt dazugezogen. Die Asymptoten der Stromlinien gehen durch

er. Yon

den Schwerpunkt und folgen unter gleichen Winkeln aufeinanc
der Streifenzahl gilt dasselbe, wie vorher.

176) Aufgabe. In den Punkten M,, M,, M, ... M, migen

die Strommengen ¢, &, € ...¢, eingeleitet, in den Punkten
M, M, ... M, die Mengen &, &, ...& abgeleitet werden, der

Rest soll ins Unendliche abflielsen. Das Stromnetz 18t zu
untersuchen.
Auflésung. Die Gleichungen werden

1) elgr, +elgr,+ -+ elgra—[glge, +5lgo, + -5 lge]=¢
ulil"r'
R e el
ol 1.3 =i
ot g™ pn
g =

Konstruktiv verfihrt man wie vorher, nur ist bei Heranziehung
der negativen Strome die andere Diagonalgruppe zu wihlen. Die
Stromlinien sind

s fe . s 9 | y r y y —
2) 9 + et -+ e.d, 6,91 + &@s + - 4 &l = ¢

Die Asymptoten der Stromlinien gehen durch den Schwerpunkt
der teils positiven, teils negativen Massen und folgen unter gleichen
Winkeln aufeinander. Von der Streifenzahl fiir die einzelnen Punkte
gilt dasselbe wie vorher. Ist die Summe der positiven und negativen
Strommengen gleich Null, so geht nichts ins Unendliche, also sind
unter den Stromlinien im allgemeinen keine asymptotischen. Nur
gewisse Grenzkurven sind auszunehmen.

Als allgemeine Form der Niveau- und Stromlinien kann man
einfacher schreiben




I) o

| B st
1) ey + ety + o+ e =,

wo die e teils positiv, teils negativ aufufassen sind.

Damit sind die Punktprobleme fiir das logarithmische Potential
erledigt.

[In Kap. X und XI el
der Einfithrung in die ] !
Theorie der isogonalen
Verwandtschaften  ist A
gezeigt, wie man durch :
eine eimfache Trans

formation direkt vom ; . P
Parallelen- oder vom RN ) e N i S B
Einpunktproblem AL B e : \nsd?
diesem  allgemeinsten 5 !

Punktproblem iiber- X

gehen kann. |

177) Einige Beil
spiele. Um einen Begriff von den hier auftretenden Kurvensystemen
zu erhalten, vergleiche man die beiden beistehenden Figuren, die
der Theorie der isogonalen
Verwandtschaften des Ver-
fassers entnommen sind.
Bei beiden handelt es sich
um gleiche Mengen ein-
stromender und abgeleiteter

Fig. 130.

o
)

HElektrizitit in vier bezw.
sechs Punkten, so dals ein
Abstrémen ins Unendliche
nicht stattfindet. Beide
Zeichnungen erliutern sich
selbst. An beiden lilst
sich auch das Verhalten
der durch Erdleitung ver- : B j ,
mittelten Riickstrémungen : Ko s ;

beim Telegraphieren erliu-
tern., Man nehme an, die
drei inneren Biischelpunkte
seien Telegraphenstationen, die gleichzeitig nach den drei Aulseren
telegraphieren. Unter Voraussetzung homogenen Erdreichs stellt dann
die Zeichnung die entstehenden Riickstréme dar, wobei zu beachten
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ist, dals jede Station nicht die ganze von ihr ausgehende Elektrizitit
zuriick er

iilt, sonderen nur einen Teil davon, wogegen sie den Rest
anderswoher erhiilf.

178) Eine allgemeine Methode zur Herstellung isother-
mischer Einteilungen. Aus obigem ergiebt sich ganz allgemein
folgendes: Hat man ein Strémungsnetz mit quadratischer
Kinteilung in der Ebene, und zeichnet man ein zweites
quadratisches ein, so geben die beiden Gruppen von
Diagonalkurven des Stromliniennetzes die Stromlinien
zweier neuen Probleme, von denen das eine gewissermalsen
dureh Addition, das andere durch Subtraktion aus den
beiden gegebenen hervorgeht. Dasselbe gilt von den Niveau-
linien der beiden Probleme, deren Diagonalkurven auf die
Niveaulinien der beiden neuen Probleme fiithren. Dabei muls
jedoch angenommen werden, dals die Massenbelegungen der Linien
bezw. Flichen unveriindert festge

1alten werden. Elektrizititen z B.
wilrden bei gegenseitiger Anndherung sofort durch Influenz in Ver-
schiebungen geraten. Dann aber wiirden die gefundenen Linien
nicht mehr das Strommetz des neuen Problems, sondern das eines
gewissen anderen geben. Bei Punktproblemen tritt die genannte
Storung nicht ein.

Ein besonderer Fall liegt darin, dals die Diagonalkurven einer
quadratischen Einteilung stets auf die Strom- und Niveaulinien eines
anderen Stromungsproblems fithren und zwar ebenfalls in quadratischer
Einteilung.

So kann man synthetisch aus bekanunten Problemen neue in be-
liebiger Zahl ableiten, ohne die Hilfsmittel der héheren Analysis zu
benutzen.

179) Eine zweite Methode ist die der konformen Ab-
bildung, d. h. der in den kleinsten Teilen #dhnlichen Ab-
bildung. Ohne aut den analytischen Charakter einzugehen, bemerken
wir folgendes. Gelingt es, durch irg

L2

: m : - 3 .
nd eine Transformation aus eine:
bekannten quadratischen Einteilung wiederum eine quadratische zu
erhalten, so hat man ein neues Stromnetz. Dies geschieht z B. bei

der Inversion oder Transformation mittels reciproker Radien, Z = —,

bei der in Band I erdrterten lemniskatischen Abbildung Z = V2,
bei der in Nr. 115 behandelten logarithmischen Abbildung. Die In-
version verwandelt die Parallelenschar in ein System sich berithrender
Kreise und die orthogonale Kreisschar, das Strahlenbiischel nebst
koncentrischer Kreisschar in das Kreishiischel nebst orthogonaler
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Kreisschar, Die lemniskatische Abbildung verwandelt das Strahlen-
bhiischel nebst konecentrischer Kreisschar in das Biischel gleichseitiger
Hyperbeln nebst konfokaler Lemniskatenschar, das Kreishiischel nebst
orthogonaler Kreisschar in das in
Fig. 129 dargestellte Lemniskaten- Fig. 151.
hiischel nebst orthogonaler Lemnis- / 1
katenschar, die Parallelenscharen AR
in  Scharen gleichseitiger Hy 9.9,
perbeln.
Die Abbildung Z =z
die Umkehrung der lemniskatischen : e
Abbildung verwandelt die Paral- '
in ein System kon
Strahlen :

lelenscharen
fokaler Parabeln, das
hiischel nebst koneentrischer Kreis-

schar in ein Biischel von Parabeln
Schar. Man
kann diese Transformation als die kardioidische Abbildung bezeichnen.

nebst kardioidischer
(Vergl. Ing-Math. Band I, Abschnitt VI.)
180) Die Abbildung Z==2% ist entsprechend zu behandeln.
[st 04 =1 und OA, = », eine beliebige Strecke, so vollende man
Dreieck O.A4.A, und setze darauf ein #hn-
liches 0A, A,, darauf wiederum ein #dhn- El =,
liches 04,4, Dann ist A,
/] — -:JI -‘II. IlI
”‘1:;_“1 ik
IIlll lI.
fii0%

().ri;, — }H‘

zugleich 1st
2 AO0A, — 3 <L AOA,.
Dies entspricht der M oivreschen Formel

[r (cos @ 1 3&in qu
3 (cos 3 ¢+ i sin 8 ).

Man nennt die Strecke 04, (Strecke ist
die nach Liinge und Richtung bestimmte
Gerade) die dritte Potenz der Strecke 0.4,.

A, den
in Kurven

S0 kann man zu jedem Punkte

augehvrigen A, finden. Koncentrische Kreise

um () gehen dabei wieder in solehe tiber, Strahlen durch O wieder
ither

cehen

o
— ()

durch . Kurven f (B, ®)=0 g
] — () in Kurven { (7, g)

in Strahlen
- : : "o (f]'
0, Kurven f |y £, =

fre neg)
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Der quadratische Charakter der Einteilung mittels Strahlen-
biischel und koncentrischer Kreisschar bleibt erhalten. Das ,Quadrat®
A, B, C, D, verwandelt sich in- einen

Fig. 155. mIechtecksranm® 4, B, C, I),. Dabei sei

Y
O4, =r, AD =ra,
dann wird
04y =1r*, A; Dy = 30,
d. h.
A. D, — 3¢ A D,.
Ist nun
":II a’! — E‘i]rSH ()J'}'] == ¥ .—I frf',
so wird
OB, — (r + d)?
— %+ 3¢%d 4 3rd® il hg:s}
=0y
4, 8. — OB, 0A,
b il = (r* + 3r%d + 3rd2 - 47 pt

— 3r°d -+ Brd® I @&

[st nun ¢ sehr klein, so kann man 8rd® - @&® als unendlich klein
2% bezw. 3% Ordnung gey

g gegen 3 r°d vernachlissigen, so dals

Ay By = 3r*d = 37* A, B,
wird, Ist nun 4, B, — »

A, B, — A, D,, (denn 39

wird ein Quadrat.

Dy d.h. 4, B C, D, ein Quadrat, so wird
1, B, = 3r*4,D,), d.h. auch A, B,C,D,

Die Abbildung ist also eine konforme. Das Bogenverhiltnis ist
1:37% das Flichenverhiltnis 1:9+% Die Folgerungen fir Polar
momente 2" und 4T Ordnung liegen auf der Hand.

Dasselbe gilt nun auch von ihrer Umkehrung Z — ¥z, bei der
allerdings die Dreiteilung des Winkels \'<1.|';1L1.~<g{.=.~_u.'t;-ct werden muls,
ebenso die konstruktive Darstellung der dritten Wurzel, demn der
Vektor 04, muls in 04, verwandelt werden. Da dies mit Hilfe der
Rechnung beliebig genau geschehen kann, soll diese Méglichkeit an-

genommen werden. Kurven f(#, ¢) = 0 gehen iiber in f(Vr, q;'l =)

Die orthogonalen Parallelenscharen verwandeln sich in orthogonale
Hyperbelscharen 3% Ordnung, das Strahlenbiischel und die koncen-
trische Kreisschar nm einen beliebigen Punkt in ein Hyperbelbiischel
3% Ordnung nebst Lemniskatenschar 3ter Ordnung, wobei die 3 Brenn-
punkte (Wurzelpunkte) auf einem Kreise liegen und ein gleichseitiges
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Dreieck bilden; das Kreisbiischel und die orthogonale Kreisschar gehen
ither in das Biischel der Lemniskaten 3% Ordnung nebst Orthogonal-

schar, welches in Fig. 130 dargestellt ist, u.s. w. So erhiilt man

=

. J &8 - . P LR
weitere Stromungsprobleme und kann ebenso zu Z = " wnd Z =y ¢
iibergehen.

181) Riickblick auf die logarithmische Abbildung.
Von besonderer Wichtigkeit ist die schon in Nr. 115 behandelte

logarithmische Transformation, die darauf beruht, dals man an

Stelle von X = a einsetzt lgr — a oder r = ¢, an Stelle von ¥ =0
dagegen den Bogen # = . Dadurch wird die Parallelenschar in das
System koncentrischer Kreise nebst Radien verwandelt. Aus X; —a 4 d
wird lg», = a -+ d, so dals r,=¢*t* wird, aus X, — X=d also wird
oy, —lor —d oder *— ¢
il = PR P il ]
g0 dals
' d d? \
r, =re* und 7, r=r(e# —1 =i (1 | . i e | = 1{]

B SRR W

wird. Fiir unendlich kleines ¢ wird also die eine Rechtecksseite gleich
rd. Aus Y, — b} d ergiebt sich &, =b+f d, ans ¥, — Y=
also &, — & = d, fiir den Radius # also ebenfalls »d. Demnach geht
ein kleines Quadrat in ein kleines Quadrat iiber. Damit ist auch
dieser Ubergang auf eine Transformation zuriickgefiihrt, die mit
der Formel

X - ¥i—lg[r(cos & -+ isin§] = lgr + lg (cos & - ¢sin )
= lgr 4 lge?! = lgr + 4

zusammenhingt, wobei X = lgr und ¥ = & wird, da man die reellen

r d # w ' . S, 2 o
Feile und ebenso die 11mMaginaren einander ;_f]l_‘](:]i zu setzen hat. In
beiden Ebenen entsprechen einander folgende Kurven:

Z-Ebene. z-Ebene.

I f(lgr, ) =0
1) £(X, ¥) =10 e
poe lodm 1a- Va4 o, arctan r'JJ = U,
l l ¥ 1}

20,1 (6% X)) =0
= EEny [ n " i
mi_u Vr 2 L Y=, arctan r) = (i);

‘I|I: d '




:3:)[} |\.I'|.|l||'| X,

Z-Ebene. 2- Ebene.
3) et e —1

I ..( T e arctan "‘j ]
‘erdL'r '\ l,r..«_-_ _|_ y? e z ] — (),

4) fletcos ¥, eXsin }| E—= ) flxy) 0.
5) f(R, @)=0 ;"‘ V(ler)? 4 82 arctan ]' | = ().

b / L L / P ;l.-ril
Aus der umgekehrten Abbildung

T4 yr=—er T ¥ —= pX.e¥t — X (cog ¥ | 38in ¥)
folet nimlich
X = €% cos }, Y == eX ri]'t] },‘

Aulserdem 1st nach 1)

i 2| o] y ) & }— L i

B = X* 1 Y*=(lgr)! 4+ 9% @ = arctan x — arctan — -

Dadurch ist man imstande, aus jeder beliebigen Kurvenschar der
emen Kbene die entsprechende der anderen leicht abzuleiten.

182) Hin Beispiel von praktischer Bedeutune. Das
| g

Kreishiischel durch die Punkte # =0 und # = 4 ¢ auf der
x-Achse der z-Ebene soll dureh die Abbildung Z=1gz in
die Z-Ebene iibertragen werden. Dasselbe seoll mit der

orthogonalen Kreisschar geschehen,

-

Das Kreisbiischel hat die Gleichung

y y
i, — & =¢ oder arctan —=— — arctan £ — ¢,
1 r— a
Die linke Seite lifst sich schreiben
I ‘.'J.' 8
- r— [ i it
arctan — arctan — —— — arctan — —
1 i r*—ax—++y* r® — ar cos 4
X T—a @I
Die Gleichung
£ = ] = ¢
arctan —— =y¢ oder - : — tane
i Uyt _arcosd 7 — ar cos 4 ;
geht {iber in
5 i il
1) ——— =tan¢ oder arctan —— =
T e € dan - - = [
f"i — f”.’x cos } Pl)‘.\l — r'e‘{."I~ cos Y

Die Kreisschar hat die Gleichung
r ¥
— ¢ oder = £f

s l(*’ _-(.«:."' i . f."-::




Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linearprobleme. 251

oder endlich

J‘l "+
— i a0
Vo — 2 ar cos & 4 a*

Sie geht iiber m

t’:'-IL
2) = ¢

!/r:' X_9neteos) + al

oder durch Logarithmierung in
Sy X 1 3 X C e -
Z°) lgr ¥ “lo [X — 2aeXcos ¥ | o] = ¢

Eine beliebig genaue Konstruktion der Kurven ergiebt sich folgender-
maflsen. Man denke sich nach Fig. 85 die z-Ebene durch Polar
koordinaten, die Z-Ebene durch gewéhnliche Parallelenscharen in
Quadrate eingeteilt. In der zKbene zeichne man die quadratische
Rinteilung durch Kreisbiischel und orthogonale Kreisschar mit den
Grundpunkten 2 =0 und 2 = 4 a der X-Achse mit anderer Farbe
z. B. rot ein. Ist die urspriingliche Teilung klein genug gewihlt,
kann man die rote Zeichnung innerhalb jedes kleinen Quadrates der
>Ebene in das entsprechende Quadrat der Z-Ebene geometrisch fihn-
lich eintragen. In Fig. 134 ist das entstehende Gebilde dargestellt.
Die Figur ist H\mm[‘ma{'h cegen AB, A, B, wnd CD nach oben und
unten fortzusetzen, so dals unendlich ‘l]i'!ﬁ' _I Yarallelstreifen entstehen.
Die durch E und F gchenden Niveaulinien haben Asymptoten, die
aus Griinden potentieller Gleichwertigkeit die beiden Halbstreifen
halbieren. Die nach links fortgesetzte Figur geht allmihlich in eme
wirkliche Quadratteilung durch gerade Linien iiber.

183) Deutungen der Figur. a) Man denke sich einen unbe
grenzt langen Parallelstreifen von Metall, in den von links her
Elektrizitit einstréme. Im Punkte P werde die gesamte Elektrizitat
abgeleitet. Die Figur stellt die Strom- und Niveaulinien des Problems
und die lHi'—-'[J'l'{}lE nde qumh:lhqhv Binteilung dar. Die entsprechende
Wiirmestromung ist mit denselben Worten darzustellen.

b) In einem fachen Kanale strome von links her regelmilsig
Wasser heran. welches durch eine Pumpe bei P entfernt wird oder
dort durch eine Bodenéffnung nach unten versinkt. Die Stromlmien
und die Linien gleichen (teschwindigkeitspotentials sind dargestellt.
Die Geschwindigkeiten sind umgekehrt proportional den Dimensionen
der Quadrate. Nach rechts hin befindet sich die Fliissigkeit m an-
genithertem, in sehr grolser Entfernung in absolutem lmhcm'-himlv

¢) Der Streifen stelle nach der noch zu besprechenden Forch
heimerschen Grundwassertheorie eine Grundwasser fithrende Sand-
schicht in einem Thale dar, dessen Begrenzung durch die Geraden
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gegeben ist. Bei P werde der gesamte Grundwasserstrom durch eine
Pumpe entfernt, Die Niveaulinien sind Linien gleichen Grundwasser-
standes, bezogen auf die Neigungsebene des Thales, die anderen
Linien sind Stromlinien des Grund-

Fig. 154. WASSErs.
A B d) Man setze die Figur nach
oben und unten durch Symmetrie

periodisch fort, so dals man beliebig

viele Parallelstreifen erhilt. Die

—— % kleinen Kreise bei den Punkten P

sollen die Normalschnitte von sehr

. . langen parallelen Drithten sein, Von
CEHHEH =~ links her nahe sich eine Induktions-
I 9 wirkung, die in idealer Weise von
dem ,,Drahtgitter” vollkommen auf-

gesaugt werde. In dem Raume

! F rechts von P werden die Dimen
sionen der ,Quadrate® allmithlich
unendlich grols gegen die der links
davon liegenden. Die Influenz

-B,  wirkungen werden also nach rechts
hin allmihlich unendlich schwach.

So erhiilt man eine Vorstellung von den Wirkungen der Schutz
gitter, die folgende Bedeutung haben. Soll ein Kérper, z B. eine
Magnetnade

L4
i

, gegen Influenzwirkungen geschiitzt werden, so umschlielst
man ihn mit einem Metallgefiilse, mit dem er leitend verbunden ist.
Beide haben dann gleiches Potential, z. B. durch Verbindung mit der
Erde das Potential Null TUm jedoch die Nadel beobachten zu
k6nnen, mufs man dem Gefils eine f_}ﬂ'nung geben. Diese Offnung
hat man jedoch mit einem Parallelgitter von Driithten zu versehen,
welches die Induktionswirkungen in der oben heschriebenen Weise
abhilt.

184) Eine Modifikation des Beispiels. Man denke sich
in der z-Ebene das Zweipunktproblem mit elektrischer
Ein- und Ausstromung in denselben Punkten (=0 und
@ = a), jedoch soll in 2z =0 doppelt soviel einstromen, als

in £ =a abgeleitet wird, so dafls der Rest ins Unendliche
abfliel[sen mufls. Die Strom- und Niveaulinien des Problems
sollen in die Z-Ebene ibertragen werden.

Auflosung. FEs handelt sich um die Niveaulinien

9

& (L .
2lgr —lgr,=c¢ oder — =¢ oder
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und um die Stromlinien |-|'
(11
¢ ¢ Y i !
28 — &, =c oder 2arctan - — arctan —— = ¢. i !.
i T —
= ; - . = 4 ||
Die entsprechenden Kurven erhalten die Gleichungen Il
5 L
: I
2 X (il
. i S |
_: 5. - I’ . - ? I
.Ifj X _2ae¥cos +a? { |
was rechts und links logarithmiert werden kanu, und [
e s . |
y e~ gin 3 e eX gin 3 |
2 aretan — - — arelan — — =, .
e cos Y e ens ¥ —i |

Uilt‘l‘
2 Y — arctan _'A Bl 5 e
et o8 XY —

Die Zeichnung in der z-Ebene ist nach der in Nr. 182 angegebenen |
Methode anzufertigen wund in die Z-Ebene wie dort zu iiber {14
tragen. Man erhiilt die Stromung in einem Parallelstreifen, die bei
P zur Hilfte aufgesangt wird und zur anderen Hilfte weiter flielst,
oder die eines Schutzgitters, welches die Influenzwirkungen nur zur
Hiiltte authebt.

An Stelle des Faktors 2 kann selbstverstindlich jeder andere
treten, so dals auch das alloemeinere Problem gelost ist. Auch jedes ikl L h
andere Mehrpunktproblem der z-Ebene kann in die Z-Ebene iiber- |
tragen werden.

Eine andere Behandlungsweise der Theorie der Schutzgitter sehe
man bei Maxwell-Weinstein I Seite 323 bis 329 nach.

185) Bemerkungen. Kartographische Bedeutung hat diese Uber-
tragungsweise noch dadurch, dafs man sofort die Gleichungen der Fle s ¢
Kurven aufstellen kamn, die irgend welchen auf der Polarkarte oder |
der Kugeloberfliche gegebenen auf der Mercatorkarte entsprechen.

Auch konnte man Mercatorkarten anfertigen, bei denen nicht die ! |
' Pole, sondern irgend ein Punkt des Globus nebst Gegenpunkt in fills |
unendliche Entfernung fillt, so dafs z. B. ein Kontinent, wie Amerika, bl
mit geringeren Verzerrungen dargestellt werden konnte, e

Eine andere |lvut_ung TOI I‘"],g_:_ 1 54 erhilt man durch f'nlls:["mlt':‘i
Vertauschungsproblem: Lings A B strome Elektrizitit ein, lings 4, B,

aus, durch einen bis 1ns Unendliche fortgesetzten Schnitt  lings |
der Kurven von F iitber G nach E werde sie gezwungen, sich 1n -
entsprechenden Bogen zn bewegen. Die Lisung liegt vor. Auch

das Problem Einstrémung in PD, Ausstrémung in PG st tiir den

Aussehnitt F'GE gelost. gl
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186) Newtonsches Potential gewisser Kurven. In Band I
ist gezeigt, wie gewisse Flichen ein mit Hilfe der Abbildungen
Z =z und g=FZ leicht zu bestimmendes Potentia
lifst sich entsprechendes fiir gewisse Kurven ableiten. Was nimlich

haben, Hier

die Grifsenverhiltnisse entsprechender Quadrate in beiden Ebenen
anbetriftt, so sind die Dimensionen am Einheitskreise der Z-Ehene
g‘iirif_']] denen des Hi’-l'l‘iir['ﬂr-'? dort also ist das |}1>§_{{=|1UJ|-|_|||‘J|!- s der einen
Ebene gleich dem Elemente S der andern. In der Entfernung » vom

- : et % 4 .8 J
Nullpunkte ist das Element s, = s-#, also ist dort * = 5,. Fiir
-

eine ganze Kurve und thr Bild ist also

e E S
Fratiis B |

Folglich: Die Linge der ganzen Kurve in der Z-Ebene ist
gleich dem Newtonschen Potentialwerte der entsprechenden
Kurve in der z-Ebene fiir den Nullpunkt.

Die den Streifen unter 45° schneidende Gerade z. B. hat iiberall
die Linge 27)/2. Ein ecinzelner Umgang einer unter 45°
e, wo sie auch beginmen moge, hat daher im

sechneidenden

logarithmischen Spira
- R T . s -
Nullpunkte den Potentialwert 2a7/2. Allgemein, bei Neigung ¢,

; 2 o .
handelt es sich um = fiir Lince bezw. Potentialwert. Ist w der
= g

Umfang eines geradlinigen Gebildes der Z-Ebene, so ist der Potential
wert des aus Bogen von logarithmischen Spiralen bestehenden
entsprechenden Gebildes der Z-Ebene fiir den Nullpunkt ebenfalls
gleich .

Kongruente Gebilde im Streifen haben gleiche Umfiinge. Ihre
entsprechenden Gebilde haben im Punkte ¢ denselben Potentialwert.
Entsteht das eine Gebilde der Z-Ebene aus dem andern durch
Parallelverschiebung in der Richtung des Streifens, so sind die beiden
entsprechenden der Z-Ebene einander #hnlich mit O als fulserem
Ahnlichkeitspunkt, sie haben aber iibereinstimmende Potentialwerte
in 0.

- . | C . i
(Umgekehrt ist E\ —_=2I'_-‘w'_. also da » in ¥ iibergeht
E'.x.' — E SeX,

diese Beziehung scheint aber nicht nutzbar zu sein. Die Vergleichung
V] e i 1/ T ¥ w s ’ Y
von Flichen fithrt auf > "‘d: 2.-' so dals jede Fliche der Z-Ebene
Ii‘- ] ’ 5

gleich dem Polarmomente (— 2t) Ordnung der entsprechenden Fliiche
der z-Ebene in Bezug auf den Nullpunkt ist.)
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187) Die allgemeine isogonale Transformation.
(tanz allgemein handelt es sich um Abbildungen mittels der
Funktionen komplexen Arguments
1) X+ Yi={f(z+ yi).
Zu jeder solchen gehért eine konjugierte Funktion
2"| ,\ — },' - fr-I [\r il .'.\I_1
in der auch die komplexen Konstanten konjugiert zu nehmen sind.
Addition giebt
. ; 2X = f(z 4 yi) + fule —9v),
Subtraktion
2Y=f(ae+ yi) — filx yi).
Demnach entsprechen den Parallelenscharen
A=
die Kurvenscharen

fle+y)—fie—yd _y

=)
g

Durch Multiplikation von 1) und 2) folgt noch

3) X4 V2=flz+yi)filx —y i),

so dafls den koncentrischen Kreisen R = ¢ Kurven
V(e + yi)fy(@ — yi) = ¢
entsprechen. Durch Division folgt hingegen
X1 Xs fla 4y
X—¥i  flx—yd’

so dals

2 0 X—7Y1 252 (B—y1)

1 X4 Y s fle— yi)

lHil'I'

arctan : g flz+yi) —lgfi (@ —ye Mz

X 93

Uberall hebt sich das Imaginiire weg. Den Kreisen lg R = ¢ oder

R — ¢* entsprechen die Kurven
Llgf(e 4+ yi) + lgfile — yi)] = ¢,
thfn (it!]':iili‘ﬂ
; Y
arevan S it

die Kurvenscharen

=g flx + yi) — lgfle — 92l = -
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Auch hierbei geht die quadratische Einteilung wieder in eine solehe
itber. [Kin niheres Hingehen auf diesen (Gegenstand wiirde Kenntnisse
aus der hoheren Analysis, besonders solche iiber Differentialquotienten
und Integrale der Funktionen komplexen Arguments beanspruchen. In
des Verfassers ,Binfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandt-
schaften® ist der Gegenstand miglichst elementar behandelt worden.
Dort zeigt sich, dals durch Transformation mittels der Funktionen kom-
plexen Arguments jedes Stromungsnetz wieder in ein solches iibergeht. |

Man kann ans solchen Beziehungen mancherlei Schliisse ziehen.
Liegen z. B. alle Einstromungs- bezw. Ableitungsstellen auf einer G-
raden, so gehirt offenbar die Gerade, gegen die Symmetrie stattfindet,

zu den Stromlimen. Durch die Abbildung Z = — geht die Gerade
i einen Kreis iiber. Folglich: Liegen drei oder mehr Einstromungs

und auch Ausstromungspunkte auf einem Kreise (sind aber aulser-
dem keine vorhanden), so gehort der Kreis zu den Stromlinien. Der
Symmetrie gegen die Gerade entspricht Reciprozitit geoen den Kreis.
Durch drei Punkte Lilst sich stets ein Kreis legen, folglich gehort zu
jedem Dreipunktproblem ein Kreis und gegen diesen findet Reciprozitiit
statt, so dals man sich nur um das Innere des Kreises zu kiimmern
braucht.

Liegen die Ausstromungspunkte symmetrisch gegen die Ein
stromungspunkte und entsprechen auch die Elektrizititsmengen dieser
Symmetrie, so gehort die Symmetrieachse zu den Niveaulinien.
Liegen sie reciprok gegen jene, so gehirt der Inversionskreis zu den
Niveaulinien, und gegen diesen findet iiberhaupt Reciprozitit statt.
Vorausgesetzt wird dabei, dals je zwei reciproke Punkte gleiche
Mengen ein- bezw. ableiten.

188) Inversionsheziehungen und elektrische Bilder in
der Ebene. Die geometrischen und physikalischen Beziehungen sind
bei den zweidimensionalen Problemen zum Teil andere, als bei den
dreidimensionalen, wie sie in Kap. VII entwickelt wurden.

Jedes Bogenelement s geht nach Nr. 139 und Fig. 105 durch
Inversion wieder {iber in

: OB 0A
A O OR,
oder
; 0 OA;
Y By Ui

Denkt man sich iiber der Zeichnung Cylinder von unbegrenzter Hohe
errichtet, so gilt diese Beziehung auch von gleich hohen Cylinder-
flichen, so dals
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; o ) lf
) ¢ — f"- == 1"'
]' ] 1 “.1: 0-_-_

ist.

Kleine ,,Quadrate” der Ebene gehen wieder in solehe iiber, fiir
sie ist aber
QI r‘l':‘_-ill

2) F I =t .

1 (A {]'-
ehenso fiir die dariiber stehenden |'{r"1rpm' fj:!!‘il‘hl"t'_ Hohe

! 0A,
9%) I e g

1 r‘j__ll [):

Will man durch die Elektrizititsbelegung F der zur Cylinder
achse parallelen Geraden und die der zugeordneten Geraden F, den
Kreis als Kurve konstanten Potentials erhalten, so muls es sich um
das symmetrische Zweipunktproblem handeln. Die beiden elek
trischen Mengen sind also gleich grols zu withlen. Folglich: Das
Bild einer elektrischen Belegung ist hier eine gleich grolse Menge
Elektrizitit. Also

3) =
Aus
5 !'.’Il l'ifI
nnd
o2 0A;
e i e =
i (A* o

folgt durch Division

B E 0A*. B ¢
5 5 oo 5 -!'J.l-f !
; y : : . o : I
folglich wird das Bild einer Dichte 0 =
: O A e
4) 0, =0—5=20 iy
; 0 (1,-!‘1’

Dasselbe gilt von der Dichte der Flichenbelegung emes (-I'.‘f'h“d“j'
elements,
Dagegen wird fiir die Dichte der Belegung eines Flichenelements

der Ebene oder eines zugehirigen K érperelements

= , 0At o!
) (‘]E —§ = 0= i
o ',J_-l1
Holzmiller, Ing.- Math, IT, Potentialtheorie 17
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189) Aufgabe. Das Problem des homogen belegten Cylin-
ders abzubilden.

Auflésung. In der Schnittebene geht der Kreis in einen Kreis,
die koncentrische Kreisschar in eine excentrische, das reguliire Strahlen
biischel der Kraftlinien in ein Kreishiischel iiber, dessen Tangenten
ire Strahlenbiischel sind. Die gleichen

in den Biischelpunkten regu
Bogenelemente des Kreises gehen nach 1) in solche iiber, die sich
verhalten wie die Quadrate der Entfernungen O A (oder auch PA.
wenn P der zugeordnete Punkt zu O im neuen Kreise ist). Die

Dichtigkeiten der neuen Belegung sind also umgekehrt proportional
diesen Entfernungsquadraten. Tritt an Stelle des Kreises eine Gerade,
so 1st das Gesetz leicht selbstindig nachzuweisen

( 1 1. %€ e
Die Wirkung des so belegten Cylinders (Kreises) nach aulsen
lilst sich dureh die der Geraden des inneren Biischelpunktes ersetzen,
wobei die Quantitiiten beider Belegungen gleich gind. Die Wirkung
nach immen lilst sich ebenso durch die Belegung der Geraden des |
dulseren Biischelpunkts ersetzen. Hier lassen sich die fritheren Be
trachtungen iiber centrobarische Belegungen wiederholen.
Fiir den massiven COylinder erhilt man Dichtigkeiten, die um
gekehrt proportional der 4'*® Potenz der Entfernung sind.

190) Bemerkung. Bei dem dreidimensionalen Probleme stimmten
die Elektrizititsmengen der Bilder nicht mit denen der Originalpunkte
iiberein, infolge dessen ging dort ein Teil der Elektrizitiit nach dem
Unendlichen ab, und das Innere der Kugel hatte Niveauflichen, die
dem Aufseren nicht reciprok waren. Hier fiillt dieser Umstand weg,
jedes F; wird gleich E, also gehen jetzt durch die Abbildung die
Niveaulinien eines Problems in die Niveaulinien des neuen
Problems iiber. So tritt eine wesentliche Vereinfachung ein. Im
Raume findet, wenn eine Kugel zu den Niveauflichen eines
Problems gehort, im allgemeinen keine Reciprozitit statt,

e

wohl aber ist dies mit dem Kreise in der Ebene der Fall
Dieser Unterschied ist von wesentlicher Bedeutung. Weiteres iiber
die Inversion in zweidimensionalen Problemen findet man in der
»Lheorie der I'.-s'tn;_l_'ull:llvtt Verwandtschaften®. Hier soll ans |1‘:|m||lt_r1'|'1|1th'll
nicht niher daranf eingegangen werden.

191) Ein wightiges Mehrpunktproblem.
Unter den Mehrpunktproblemen ist folgendes von Bedeutung. In
den Punkten y = 1 der Y-Achse striome Elektrizitiit in gleichen




Die zweidimensionalen Mehrpunlkt- und Linearprobleme 250

Mengen ein, im Nullpunkte des Koordinatensystems werde sie zur

Hilfte abgeleitet, der Rest flielst nach dem unendlichen Bereiche ab.
Die Gleichungen werden

) lgr, +lgr lgr,—c oder lg"” ryr .
) 0 g e L el R U el o - = ”.ElEa]‘ ; 2 e
2) Hh+ 4, — 8 =c

Die Konstruktion der Kurven geschieht durch die entsprechenden
Kreisscharen nnd Strahlenbiischel.

Bei dem Einpunktproblem war dagegen lg R —=1¢, 6 — ¢

Ywischen den Polarkoordinaten der letzteren und denen der ersteren
Ebenen finden also die Beziehungen

R="" ynd @— &+ 0 —48

Yo
statt.
In Fig. 135 ist die eine KEbene dargestellt. Hs werde der Bequem-
S ¥, 4 : 2 ;
lichkeit halber R = *-* gesetzt, was nur eine Verkleinerung des

Mafastabes auf die Halte in der X Y-Fhene badenteh

In gewthnlichen Koordinaten lautet dann die Beziehung

1) O € Vi s ol U s

: 4 (2% y7)
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i Y e ; e | Y
2H) arctan & = arctan = |- aretan =-—— — arctan =
W 1 y+1
m il a r I p 2ry K
— gretan ; — Arcial — = arctan ———— arctan i
if 1 11} e 1 T "t = 3," -T- 1 T
e i ST
1 1
2oy i
ot — y? 1 @ 2ady — o (2F— y - 1)
= arctan e = aretan ———— 57 !
{ 2z Y a(wt—y 1) 2ay”
gt =gt g
oder
9 l_ el ‘r“-..,_ I.';.' : 1 .
X P ? oyt 1

Will man erfahren, was den Kurven X = a, ¥ = b entspricht,
s0 hat man ¥ und X aus den beiden Gleichungen zu berechnen, was
keine Schwierigkeiten macht.

Statt des cewohnlichen Weges sei auf den Weg der Zerlegung
in Produkte komplexer Faktoren aufmerksam gemacht. Man kann
statt 1) schreiben
3) (X + ¥i) (X — Yi) = iy Ve —pid ;"I-_:'..F-l_'f“- _-l' ey 4

4 (o yi) (@ i1
Statt 2%) kann man schreiben

1 D R i) 1 o T R ) 1 a - By i
.l!_t' < ! . il:r‘r - "r_. e - _[“- | -'l'”. |—_ N j If-"- | _Jr".
24 X i) 2 P —yi4-2 ' 28 Sp—yr—1u 29 2@ —yi
oder
4 X+ ¥s &+ yi—i) (@4 yi+ 1) (2 —yi)
X—Y¥Yi (z—yi—ix—yi+i ety
Durch Multiplikation folgt aus 3) und 4)
P .0 (e gl —— (=== 1
(R T 0 it
- 4 ix - yr)*
oder
o 5 == r+yi—i)(xfyid-i ztyi*41 i 7 7 Imgis
h) X4 Yi= ' 5 = - = ll.r' Layir)4+—
—1 4 B i UL 2 (& -1y =T —'_" -t ..',r.{_;'

oder wenn man jede komplexe Grilse gleich Z beaw. z setzt,

U'j 7= ; (S -+ T‘)

&

Diese Funktion nennt man die abbildende Funktion.
Um in H) das Imaginiire vom Reellen zu trennen, schreibe man

x> o 1] g T — i 7 1 A a— At
X —-:— ¥Yi = 3 ) 1,— i —|— : — = Jl— i —!— o .ﬂ!"-

&+ yi) (z—yi)d 21

= |r Pt TR S L yla -yt —y]
B P B !),': g2 | oy

i i
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Daraus folgt

o B L e e
‘) X = 2 (@A ”:u. === {: -+ ~) cos g,
) . i (2 -t —1 fit TR
o =gl [ = s Lt = :
: } 9 22 Ly? e :’ J..j S111 qp.

So ist die Bestimmung von X und ¥ ohne umsténdliche Rechnungen
erfolgt und das Resultat in die einfachste Gestalt gebracht. Die Kurven,
die den Geraden X —a, X = b der X-Ebene entsprechen, sind in der
Zeichnung (Fig. 136) dargestellt. Fir ¥ =0 erhiilt man die Kurve

y wtyt—1 ,-, 5
¥ 4 . — [} U‘ti[‘[' &€ 'i" _'lj" s 1 — .'«

2 rne - I_J-'.

d. h. einen Kreis mit dem Radius 1, gegen den Reciprozitit stattfindet.
(Die Figur findet sich auch in der Dissertation des Dr. Hans Meyer,
Ziirich 1879.)

192) Deutungen der Figur. a) Man denke sich die homogene
Striomung eines breiten Stromes von links nach rechts gehend. In
der Mitte des gezeichneten Kreises werde durch ein Schaufelrad oder
durch Dampfkraft eine kriiftige Gegenstromung erzeugt, die kon-
tinuwierlich Wasser nach links treibt und von rechts her ansaugt.
Diese Strémung denke man sich in der ganzen Tiefe wirkend, Kin
Stromfaden geht von der Mitte O nach A, spaltet sich dort in einen
iiber B und einen iiber D nach € und dann nach O zurfickgehenden
Faden von kreisformiger Gestalt. Innerhalb dieses Kreises
spielen sich lokale Wirbelbew egungen®) von der gezeichneten
Gestalt ab. Der Kreis hezw. Kreiscylinder zwingt den Strom, um ihn
herumzugehen, wie um ein festes Hindernis. Alle (eschwindigkeiten
sind umgekehrt proportional den Dimensionen der kleinen Quadrate,
die durch die Stromlinien und die orthogonale Kurvenschar (Niveau-
linien oder Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials) gebildet werden.
Daher herrscht bei 4 und € Aufhebung der Geschwindigkeiten.

(Ein Vorlesungsversuch mit Wasser lielse sich wohl fiir kurze
Zeit arrangieren, besonders wenn man nach Eintreten des stationiren
Zustandes im Wirbelraume andere Fiirbung hervorbringt. Selbstver-
stindlich glitckt dies nur angeniihert, da hier von einer idealen
Fliissigkeit ohne Reibung und ohne Molekulardrehungen die Rede ist.)

Statt der Fliissigkeitsstromung konnte man in ein breites Band,
in dem Elektrizitit von links nach rechts stromt, unmittelbar links
von O Elektrizitit einstrémen, unmittelbar rechts von O abstromen
lassen.  Die Stromlinien sind dieselben. Auch eine entsprechende

Wirmestrémung kann man sich denken.

*) Nicht im Helmholtzschen, sondern im vulgiiren Sinne.
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Statt dessen konnte man in das homogene erdmagnetische Feld
einen kleinen Magnet stellen, dessen Lage der labilen Gleichgewichts

lage des Kompals entspricht. Dann gilt aber die Zeichnung nur an-

geniihert, denn das Problem wird dreidimensional.
|

e
|
-|
L
| |
Spiter wird gezeigt werden, dals man sich rechts und links von
() einen auf- und einen niedergehenden elektrischen Strom in Driihten
Die Kraft

denken kann, die normal zur Zeichnungsebene stehen.

Wirkungen geben mit denen des -

linien der elektromagnetischen )
homogenen, erdmagnetischen Feldes die vorliegende Zeichnung.

Man denke sich um den Mittelpunkt O einen grilseren Kreis,
als den vorliegenden, geschlagen. Er soll einen diamagnetischen '
Cylinder bedeuten, der in ein homogenes Feld gestellt ist. Dieser
zwingt die Kraftlinien des letzteren zum Abweichen von der w
spriinglichen Richtung, so dals eine geringere Anzahl horizontal durch

ihn geht. Die Richtung innerhalb des Korpers ist horizontal in die
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Zeichnung einzutragen. (Die entsprechende Figur befindet sich an
spiterer Stelle und auch in den Lehrbiichern.) Ein diamagnetischer
Cylinder verhilt sich also so, als ob in seinem Centrum ein kleiner
Magnet in labiler Gleichgewichtslage angebracht wire. Das Verhiiltnis
der Anzahl von Kraftlinien, die jetzt den senkrechten Durchmesser
des Kreises passieren, zu der Anzahl, die vorher durch dieselbe
Linie ging, giebt den Faktor w der magnetischen Permeabilitit,
der hier kleiner als 1 ist. Die Losung des magnetischen Problems
ist nur eine angeniiherte, weil die Aufgabe eigenthich eme drer
dimensionale ist.

h) Das Vertauschungsproblem. Man denke sich jetzt die
Strémung in der Zeichnung vertikal nach unten gerichtet, und bei
eine gleichgerichtete stirkere Stromung durch Schaufelrad oder
mittels eines Cylinders hervorgebracht. Der Cylinder saugt dann einen
Teil der Hauptstromung in sich ein, stifst aber nach unten hin so
viel aus, dals die Kraftlinien sich wieder Raum schaffen. Die Grenz-
linien der Einsaugung gehen durch 4 und (), erhalten dort einen
rechtwinkligen Knick und gehen im Bogen nach 0. Die ausgestolsene
Stromung ist durch w\nnmilmhc Linien, die ebenfalls nach 4 und

gehen, begrenzt. Der lokale Wirbel findet innerhalb der beiden
Flichen statt, die durch die von O nach 4 und C gehenden Bogen
begrenzt sind.

Die entsprechenden Deutungen iiber stationire elektrische oder
Wiirmestromung, iiber Kraftlinien nmrrm’rmhe} oder elektromagnetischer
Art im homogenen Felde bei stabiler Gleichgewichtslage des Magneten
lege sich der Leser selbst zurecht. Ein grofserer um 0 ceschlagener
Kreis wird von den Kraftlinien der Hauptstromung so getroffen, dals
man das Bild der Binwirkung eines paramagnetischen Korpers erhilt,
der eine grofsere Anzahl von Kraftlinien zum Durchgang zwingt, als
dem entsprechenden leeren Raume zukommen wiirden. In ihm wlhat
sind die Linien vertikale Gerade. (Fall u >1.)

uj Das Diagonalproblem. Fig. 137 ist dadurch entstanden,
dafs in das Quadratnetz der vorigen die Diagonalen eingetragen sind,
die wu'dc]'um ein Quadratnetz geben.

Die neuen Deutungen ergeben sich dadurch, dals man eine in
der Zeichnung unter 45° geneigte homogene Hauptstromung hei O
durch eine Lokalstrémung stort, die senkrecht dagegen gerichtet ist.
Die Grenzlinien der Ansaugung und Ausstolsung sind in der Zeichnung
markiert. ebenso die Kurven, welche die lokalen Wirbel einschlielsen.
Die iibrigen Deutungen liegen auf der Hand.

Das Vertausc hunm!nuhlmn giebt hier nichts Neues, sondern eine
symmetrische Zeichnung, was 1m allgemeinen nicht der Fall zu sein

braucht,
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Beide Zeichnungen entsprechen den Tafeln XVI und XVII bei
Maxwell-Weinstein, wo die leer gelassenen Cylinder das Ver-
gtiindnis erschweren.

N r;

d) Andere “i;i;_ﬁn!:l|]'nr‘rJ]r|t'rI||', In #hnlicher Weise giebt
jede isothermische Quadratteilung der Ebene zu einem Stromungs-
problem, einem Vertauschungsproblem und einem Diagonalproblem

Anlals. Man kann aber auch andere Diagonal-
M. 188 } I-]! lic'l-";
urspriingliche Quadratnetz orthogonale Recht

ecksdiagonalen z. B. fiir

probleme ableiten, indem man z |1

D |
[ex |
¢ L 1
a2t [l I tan o = tan e, =
| 7| emzeichnet, wie es Fig, 138 andeutet.
| e - '
= 193) Die selbstindige Konstruktion

et N 4 der Kwrven in Fig. 136 kann folgendermalsen
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erfolgen. Nach Festsetzung der Einheit DI bildet man zu einer he- [l

o . s . 1 o ‘ i

liebigen Linge » den reciproken Wert — und triigt 2¢ als Sehne A
. - :

in einen Halbkreis vom Durchmesser 4 B i

=y -+ — ein. Dies giebt einen Winkel

35t s |
: ! : /»{x |
BAC = @, fiir den T \ Il
! G ol \
2 ¢ ot . il
k‘l;}:‘l g — - - 4 £, \
e e
1" =t < ) |
el N
L B
ist, was der Gleichung 7) entspricht. So A EN ot g

erhiillt man fiir jedes » und ¢ das zu-

gehorige @, und damit sind beliebig viele Punkte einer Kurve von
der Gleichung

1

J Cos @ = ¢

T,

e
7 (7 =+

]{Lm:%t!'llit_'l'l, Ehenso '\'L‘t‘kah]‘t man mit ¥ — e was anf J\_{l]'\'i'll von

der Gleichung

1 1

| - | cos p = ¢

tiihrt,

194) Ubergang zu den elliptischen Koordinaten. Der
Einheitskreis der zEbene entspricht bei vorliegender Abbildung dem ;
horizontalen (doppelt zu denkenden) Durchmesser des Einheitskreises
der Z-Ebene. So liegt es nahe zu untersuchen, welche Kurven der
Z-Kbene den Polarkoordinaten der z Ebene iiberhaupt entsprechen.

Man gehe aus von den aus T) und 8) folgenden Beziehungen

X Y - i
= (0S [, — — BlI} 5.

[
-
t
-

Um ¢ zu entfernen, gquadriere man beide Seiten jeder Gleichung und
bilde durch Addition eine neue Gleichung. Bei dieser steht rechts
cos® @ -+ sin® g oder 1, so dals man erhilt JilieL |

& re | i
Sk ey g =1, L

N —

’7.: [\-‘ ] }} | |8 h J',:] J

Dies ist aber filr cevebenes # die Gleichung einer Ellipse mit den
Halbachsen

ol

A / 1) i
bt t) wi o=t |
Da
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ist, so liegen die Brennpunkte an den Stellen -+ 1 der X-Achse
_"\J‘.'\U:

Der koncentrischen Kreisschar # —

# um den Nullpunkt der
z-Ebene entspricht in der andern Ebene eine Schar konfokaler
Ellipsen mit leicht zu konstruierenden Halbachsen

: (;—: - ]} und (’x - I)

%/ %/
Jede lilst sich auch schreiben nach der Vektorengleichung

1 P+ @ 1}
P+ O=2a=un-+ odar =—— { == I (‘,r - ] =
= 5 .

2 \ %

Um aus 7) und R) die Gréfse » zu eliminieren, gehe man aus
von den Formen

,‘{_[’_,.l }'_E:. 1
t'n:;qlﬂ_ 2 [J‘ ] .F)’ :ma_ = {.‘ o ,)?

quadriere beiderseits und bilde eine neue Gleichung durch Subtraktion.
Rechts steht dann

o]

e i =1

so dals die Gleichung lautet

X
I(-J | o o -}., == 1 i
: COS* p SN~ g
Der Geraden @ = » durch den Nullpunkt der z-Ebene entspricht
also in der Z-Ebene eine Hyperbel. Thre Halbachsen @ und b geben
die Beziehung

a* 4 b* = cos* @ 4 sinp =1,

demnach liegen die Bremmpunkte an den Stellen -~ 1 der X-Achse,
und p ist zugleich die Neigung der Asymptote. Dem Strahlenbiischel
@ = p durch den Nullpunkt der z-Ebene entspricht also eine Schar
lkonfokaler Hyperbeln. Jede davon lilst sich nach der Vektoren
gleichung schreiben in der Form

P— @Q=2a=2cos »  oder — =— COS Y
Aus :
"”; Y _, {.r - : j und A ;'- s cos @
folgt _ :
5, 2N ‘“_.L_ @ - _! ( £ ;—‘:1)1 + 1 und @ = arc cos 4 .,7.-?‘




Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linearprobleme. 267
" - 3 i * i !:.
Jeder Kurve f(»,¢) =0 der z-Ebene entspricht also eine |
| % oo F
' Kurve
[(2+2 1/ FEOF 3 P—g] h
2+ B +1), aroens 258 =0 i.
der Z-Ebene, jeder Kurve H
3 il 1 il
i |7 = .l'l[n-it,-|=u 1
flz(r+3) cose |
x A !
der 2-Ebene eine Kurve
‘P+Q P—g
| Vi b 5 ‘ =0
o ‘ : P+ ¢ - : ) ;
der Z-Ebene. Setzt man die Halbachse ——* gleich eimem Parameter
@, die der Hyperbel
gleich einem Parameter Fig. 140,
@, so wiirde es sich LEas
it et v (0 = e e
1andeln um ,’ (e, e) —Ilr,r. o, .'I T
Fig. 140 stellt die /"\.\ \ e S 4’.{ /
e Nt [5
Quadratteilung  durch g "\ . | f Bl -
_ s o o \ : | / \ |
! konfokale Ellipsen und / TSR 0 VISl S Seb R | (e \( y ;
| ; N | B By i _
1 Hyperbeln dar. Die | e st |y . .
Asymptoten der Hy- 1111 —+—|—||
: . » \i L et [ ot
perbeln folgen unter \ X /~— | | | Al X
o - § b f | T et \ |
’ oleichen Winkeln auf \\/ 5 } { lﬂ\ e _
emander, genau {6 A R A e A
wie die Geraden der G n g / = '
| i = e f | _ -~ I
| z-Ebene. Quadratteilung s _______L_.r---'
entsteht, wenn in
Pt g /P O\2 P+ @ &€ e’ . I
% L l {! '-("'l) 41 = ¢ oder t v .~ T~ (Halbachse a), {ird
9 A TR . 2 2 . / L i
ebenso in it
P—Q
are cos L
2 |
oder L
lth_i 'l
P— ; e : 3 ¢ o)
— ¥ — cos ¢ (Halbachse bezw. Asymptotenneigung ¢) il
der Parameter ¢ einer arithmetischen Reihe folgt, z. B der Reihe |

0, o Lok Bycle 8k e i

195) Deutungen der Figur. a) In die Hbene stj'iilllt I.llngg_;:-; der
Brennlinie ', F, Elektrizitit ein und wird nach dem Unendlichen ab
geleitet. Dasselbe gilt von der Wirmestrémung. Die Hyperbeln sind
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Strom-, die Ellipsen Niveaulinien. In den hyperbolischen Kanilen stromt
gleich viel Fluidum. Oder aus einem flachen See von konstanter
Tiefe wird lings der Linie F I, Wasser entfernt. Oder mit Hilfe
des Sickerschlitzes F,F, wird aus homogener Grundwasserschicht
Wasser ausgepumpt. Oder F'F, stellt eine unbegrenzte Kbene dar,
die so mit Masse belegt ist, dals auf die Abschnitte der Brennlinie
gleich viel Masse kommt. Dabei handelt es sich um die Newtonschen
Kraft- und Niveaulinien. Die Belegung dieser Ebene bezw. eines der
Cylinder entspricht der elektrischen Verteilung bei Ladung und In-
fluenz,

h) Vertauschungsproblem. Man denke sich aus der X-Achse
die Brennlinie F|F, entfarnt. In dem stehenbleibenden Teile der
positiven Achse lasse man Elektrizitit ein, in dem der negativen aus
stromen. Die Ellipsen werden Strom-, die Hyperbeln Niveaulinien.
Ebenso ist es mit den anderen Deutungen.

¢) Das Diagonalproblem ist ohne besondere Bedeutung, es
entspricht dem der gleichwinkligen logarithmischen Spiralen.

d) Riickt einer der Bremmpunkte ins Unendliche, so hat man das
Problem der konfokalen Parabeln, riicken beide nach O, so hat
man das der koncentrischen Kreise,

e) Lilst man cose¢ einer arithmetischen Reihe folgen, so erhilt
man die Einteilung der Brennlinie in gleiche Stiicke und durch
Rotation die Kraftflichen des Problems der homogenen Geraden im
der Ellipsen -,

$0 hat man bei arithmetischer Reihe fiir ¢ und nach erfolgter Rotation

Ranme. Schreibt man statt ¢ in der Halbachsenforme

die Niveauflichen des Problems.

196) Zusammenstellung der gegenseitigen Beziehungen
beider Ebenen.
In beiden Ebenen entsprechen einander folgende Kurvenscharen:

Z-Ebene, z-Ebene.
Y P 2 =10 1#) f[3(r 4 3) cosg, +(r — 1) sing]
) 1A, = ) Jr'|_,_, \ { ;-) 08 @, 5 ( r{) S @ .
2) fla, «] =0 2%) fl 5 (r+ : ), cosp| = 0.
3) f[R — 0 38 AP ot al—0
) [ R, @] 3#) f2L, 9+ — o] =0.
4) flla + Va* + 1), arc cos ] = 0 4% fl», @] =0.

5) flla+ Ve — 1) V1 — ¢ ala+ Var—1)]=0 5% f(zy)=0.

e ] v D TDNE o
G) '{'_‘-'a:"' (@ — X s () 6%) ,f| 1_”;..!, 2 (@ —17) ‘ ==l
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Il
: : : i P4 Q r—g I
Hier bedeuten ¢ und ¢ die Ausdriicke -t und —*. In 3%) !
. o o R ; |
gehen p, ¢ und » von den Punkten +- ¢, — 7 und 0 auns, die Relation i

H) ergiebt sich durch Berechnung von # und y aus den Gleichungen

1 =)
r+ -=2a und cosp =«

oder aus

14"}-3 + ¥4 - _ -—2q 'nnd —= =g

Fithrt man statt @ und ¢ die Koordinaten X und Y ein, so ent-
steht die kompliziertere Formel

; / 2 P4 XY (X 4

! o + lf (X ¥ 1 _} Y- {(X } .
- V(X ¥ 1 —4 X2 Y* X*— ¥r:—1

i - 1 _I_ l o)

Uber 6) vergleiche man die Einfithrung in die Theorie der iso-
gonalen Verwandtschaften. Die P und ¢ bezw.p und g gehen daber
von 1 aus. Es handelt sich um Bicircularkoordinaten. Dort findet
man noch anderweitige Beziehungen.

197) Bemerkungen. Die elliptischen Koordinaten fiir Ehene
und Raum sind fiir die Mechanik und die mathematische Physik von
hervorragender Bedeutung geworden. Durch Abbildung des betreffenden
Quadratnetzes der Ellipsen und Hyperbeln kann man zahlreiche kom-
plizierte Linearprobleme losen, z B. iiber sternformig angeordnete
Sickerschlitze und dgl.
Man versuche z B. die
Abbildungen Z = V2,

Z—=1%V7z darauf anzu
wenden;

So kann man z B.
durch 27 = L das Pro-
blem der Geraden F,F,
in das Prohlem zweier

Geraden auf derselben
Linie verwandeln, wobei
eine Normale als Sym
metrieachse auftritt. Man
kann jetzt die Betrachtung auf die Halbebenen beschriinken und diese
(11E]‘tf! 1,“5}. _H}j}iltlul'lg.’; Z--—-,;‘z iil E‘i]lﬂ? ;111{%‘&'5['}1t1jlfL']H_'- Yﬂl]i.‘i)t.'lll.‘ Ve
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wandeln. Durch die Abbildung Z = lg # erhiilt man dann eine Ab-
bildung auf Parallelstreifen, durch die man die Maxwellsche
Fig. 141 erhilt, die nach rechts und nach oben und unten durch
Symmetrie fortgesetzt gewisse Probleme iiber begrenzte und un-
begrenzte Platten list.

198) Abbildung Z = cose.

Auch die Parallelstrémung in einem Streifen von der Breite 2x
lilst sich direkt in die elliptisch-hyperbolische iibertragen. Setzt man
niimlich

X -+ Yi=cos(a | yi) = cosx cos yi — sina sin y1,
so folgt
X — Yi= cos(x — yi) = cos2 cosyi 4 sina sinyi,

durch Addition folgt

1) X = cos 2 cos yi,
2 £ 81N 2 Sin Yt
2) F— el e
7 P
Aus 1) folgt
= X® : X Y2
bl 5] .
COS“ Y1 = —, aus 2) sn*yi— — — :

Y P ) Yy T

da aber
cos*yi + sinyi =1,
S0 f'i\[;_r:f
: X )i
3) ST s
% cO8~= 1 8In-
80 tizli'bi tlt.’ll (-'h?rml:_\.n r = dii_‘. I\:H‘j'\'i,‘.
x* y* ;
cos® a | cogia - 7
= 3 3 P IrL', ; :

d. h. eine ”_'\']r(}l'hi'l I (l) 2 cosa oder = = QO ML o — = |

als Brennpunkten entspricht, wofiir man noch schreiben kann

P—g
are cos —— =—@.

Ebenso kann man aus 1) und 2) folgern

5 X oy y?
COR T =— —p—, BIN“Y — — ———p— |
Cos" Yyt £ Bl e
so dals aus cos®z - sin?y — 1 folgt
; R 3
42' - — I

cos® i sin® e
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Nun ist aber

cos Yi - ¢ sinye = &V —= ¢V
also
O .r)’._l' — ,f' :-;]'|| J)r;' —_— g — r"",‘
folglich ist
B 1 -
COS i1 St St
. : | g Y A &
s ¥ = g gy ==l e ¥,
Gleichung 4) Lilst sich also schreiben in der Form
: X? _ y?
2 ) 1 12 _:'_ T X s o b ]|
= (e -+ e ¥ I;” [\f"—I —e= ¥

so dals es sich um die konfokale Ellipsenschar handelt, die den Ge
raden y = b entspricht. Fig. 142 zeigt, dals ein unendlicher senkrechter
Streifen  von  der

& + s » 42
Breite 2z auf der S le : &

: : 5 : E-Ehene
elliptisch ]l)'pvl‘lmh hk |
schen Ebene ll:i]“;_':l‘ \'\___ - | ¥
stellt ist, woraus sich S in e L) B A

. -". _/ " l. T b

neune Beziehungen er- Sl ]
geben. Der Periodi ' = )
zitat des Streifens G

entspricht die der

E‘Hiilt-iHL'.}l.l'll Stro ;
mung und die der ab-
bildenden Funktion
7 = cos 2.
Ehere

199) Bemer
kungen iiber Dia-
gonalprobleme

¥ GNPV G A,

und iiber graphi- %l alel X\ o
sche Addition von Al calizmE e
) : : ; |

Problemen. Bildet BT

man die Diagonal:
kurven einer quadra
tischen isothermischen Einteilung, so werden gewissermalsen P]'“h,lflm
und  Vertauschungsproblem in  den Gresamtwirkungen graphisch

: : . telwerts beider Probleme auf
addiert. Man denke sich die Potentialwerte beider Probleme aut

- . e i rosn Sy By R Sl W
den beiderseitigen Niveaulinien als Normalen auf der Ebene errichtet,
nach oben, wenn sie positiv, nach unten, wenn sie negativ sind.

. i S e . S :
Die Lote sind aleebraisch zu addieren. Da nun die Teilung
7o g j

1111
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quadratisch war, so folgt der Parameter ¢ in beiden Problemen der

selben arithmetischen Reihe. Beide Reihen sind entgegengesetzt, die

eine zunehmend, die andere abnehmend zmu denken, und =o bleibt
auf den !'i:lj_{tll]:i“il]t‘i't‘]] die Summe konstant, sie werden die NENen
Niveaulinien. Die Kraftlinien stehen von selbst senkrecht dagegen

und fallen in die andere Diagonalrichtune, Man kann die Sache auch

rein kinematisch deuten. Denkt man sich z. B. die Radialbewegung einer
Flissigkeit in friiher besprochenen Linien und zugleich die Kreis

bewegung des Vertauschungsproblems, und ist in beiden die (e
N ; i : ,
schwindigkeit proportional . (dem Reciproken des Abstandes vom

Centrum), so findet die Bewegung auf der logarithmischen Ppirale
statt, die unter 45° schneidet. Wiiren beide Potentialwirkungen von

ungleicher Intensitiit in

I 2 : 2 < i .
, die andere proportional wire, so wiirde eine
¢ H r 3

dem Smne, dals z B. die eine "r'_[‘:a'l'h\\'fntii;_-_'
keit proportional

andere logarithmische Spirale entstehen. Man hiitte die Diagonalen
emer Rechtecks- statt eciner Quadratteilung zu ziehen. Angeniihert
kommen solche Bewegungen hiiufig vor, z. B. beim Ausflicfsen des
Wassers aus Gefiilsen durch eine Bodendffuung, wobei die geringste
Drehungsbewegung der Gesamtfliissigkeit in den Stromlinien sofort
Spiralenbildung hervorruft. Der Wasserstand muls bereits ein niedriger
sein, damit das Potentialproblem dem zweidimensionalen sich miglichst
anniihere.

Die Gleichungen der Diagonalkurven kénnen in allen Fillen
sofort hingeschrieben werden.

Die Gleichung der Geraden in der Ebene lilst sich stets in der
Form Y= aX 4 b schreiben. Bei der Abbildung 7 =lg z entsprechen
thnen in der z-Ebene Kurven, deren Gleichung nach Nr, 181 ist

v=ualgr4+ 0 oder r=¢ ¢

Durch die Abbildung Z = 7/ # gehen sie iiber in Kurven von der Form
B+ 9) =a(lgp + lgp,) + b= alg (pp,) -+ b
Hil!_‘l'
H = Fy) —

PiPy = ¢
Dies sind die Gleichungen der lemniskatischen Spiralen. Dagegen
wilrden sie durch die Abbildung Z — S ( + 3) libergegangen sein
in Kurven von der Gleichung

P ’
are cos -

3] { iy z
e
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Dies wiirden die elliptischen Spiralen, d. h. die Diagonalkurven der
elliptischen Koordinaten sein. Bei der Quadratteilung vereinfacht sich
die Formel, da man von den Gleichungen Y — 4~ X + b der zwei
unter -+ 45° geneigten Linien :lll:&f_‘;l_'.ili_, was sofort beide Gruppen

agiebt. Hs ist dann @ =1 zu setzen.

Denkt man sich bei dem einfachen Radialproblem eine magne-
tische Wirkung mit einer elektromagnetischen langer Drahtstrime
kombiniert, derart, dals die eine Radien, die andere Kreise als Kraft
linien giebt, so wiirden die Kraftlinien des Gesamtproblems mit den
entsprechenden Diagonalkurven zusammenfallen.

Der Satz von der algebraischen Addition der Potentialwerte
gestattet iiberall, bei gleichen Potentialdifferenzen zwischen
den Niveaulinien zweier Probleme aus den Kraftlinien beider die
Kraftlinien des Gesamtproblems graphisch abzuleiten, indem man die
Diagonalkurven zieht. Ebenso kann man aus den Niveaulinien beider
die des Gesamtproblems bilden. (Weil dies richtig ist fiir' die ein
fachsten Fille, so muls es durch konforme Abbildung mittels komplexer
Funktionen anch fiir kompliziertere Fiille gelten.)

Hs 1st eine niitzliche [_'hung_, simtliche Figuren, die man kennt,
auf alle Art zu deuten und so einen klaren Einblick in die Ideal-
probleme der verschiedenen physikalischen Theorien zu erhalten. So
kann man z B. die Lemniskaten des Zweipunktproblems deuten als
die Zusammensetzung zweier festgehaltener Wirbel von gleichem
Drehungssinne, iiber deren gegenseitige Einwirkung fiir den Fall der
Beweglichkeit wir spiter sprechen werden. Die Schar der sich nicht
schneidenden Kreise in Fig. 127 kann aufgefalst werden als die
Kombination zweier entgegengesetat drehender und festgehaltener
Wirbel. Fig. 135 kann -;_rl‘t-l’n'-ﬁ als die Kombination dreier gleich-
wertiger Wirbel, von denen der mittlere entgegengesetzten Drehungs-
sinn hat, als die beiden andern.

In Fig. 130 z B. handelt es sich um 6 gleichwertige Wirbel
mit I'L'-Sigji.‘lﬁ:lt-f'm.'m Centrum, von denen die drei inneren entgegen-
gesetzten Drehungssinn haben, wie die Hufseren.

Auf die l"]]t:ﬁ.FH'L‘l.'l|.L'|]_l]'|_']] elektromagnetischen Deutungen kommen
wir noch ausfithrlicher zu sprechen.

200) Ubergang von den Mehrpunktproblemen durch
das \'1'.-1'1'.:{|1m:]1li.z|1;_rl.~.-"pr:}!:l(’.11| zu den Fourierschen Wirme-
problemen. Liegen mehrere punktformige Elektroden auf emer
U'L‘.J'?l[!e‘]]_, 80 gg-hﬁ];[. die Gerade selbst zu den Stromlinien. Diese
Zl‘t.%'illinll[_'tlg'fflifil'{g];['if bleibt bei jeder konformen Abbildung, z. B. bei
der durch Inversion geschehenden, erhalten. Bei letaterer geht die
Gerade 7 B. in einen im Endlichen liegenden Kreis {iber. Folglich:

Holzmiiller, Ing-Math, IT, Potentialthecrie. 18
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Liegen simtliche Elektroden, die positiven wie die nega
tiven, auf einem Kreise, so gehort dieser zu den Strom
linien. Damit neben dem Kreise nicht auch noch der unendlich
ferne Punkt Elektrode sei, muls die Summe der einstromenden
Elektrizititen gleich Null sein. Wihrend gegen die obige Gerade
Symmetrie der Strom- und Niveaulinien stattfindet, ergiebt sich hier
Reciprozitit des Kreisinmern und des Kreisiulsern. Man braucht
sich also nur mit dem Kreisinnern zu beschiftigen und darf die
Kreigscheibe ansschneiden, ohne dals sich etwas iindert.

Ein Blick auf die nachstehende Figur zeigt nun, dals sich das

Vertauschungsproblem folgendermalsen formulieren lilst: Als Klek
troden mit der Hinstréomungssumme Null betrachte man
die aufeinanderfolgenden Teile des Kreisumfangs. Dabei
werden sich weder die Strom- noch die Niveaulinien éndern.
Nur die Vertauschung beider Gruppen findet statt.

Hierbei wird allerdings fingiert, dals jede bandformige Elektrode
in ihrem ganzen Verlaufe konstantes Potential habe, was nach
Margules (Bericht der Wiener Akademie vom 11. Mai 1877) nicht

absolut genau sein wird, jedoch kann das ideale mathematische
Problem die betreffende Voraussetzung machen. Dasselbe gilt auch
von Wiirmeeinstromungen in dem Sinne, dals die einzelnen Kreis
bogen auf konstanten Temperaturen gehalten werden, wobei
die Isothermen und Stromlinien dieselbe Gestalt behalten,
wie vorher.

Damit gelangt man wiederum auf die Fourierschen Probleme
mit Randbedingungen, und zwar auf solche, die mit elementaren
Hilfsmitteln vollstindig loshar sind. Dabei soll von einer speziellen
Aufgabe ausgegangen werden, die sich leicht verallgemeinern Lilst.
Wenn den Punkten dabei eine regelmilsige Lage gegeben wird, so
geschieht dies nur, um das Zeichnen der beiden Kurvensysteme zu
erleichtern. Da iibrigens durch drei Punkte stets ein Kreis gelegt
werden kann, ist bei dieser Anzahl der Kreis stets Stromlinie.

201) Aufgabe. Drei Punkte A, 4,, A, einer Ebene migen
ein gleichseitiges Dreieck bilden. In A, strome Wirme
oder Klektrizitit ein, in A4, und A, stréme sie in gleichen
Teilen aus. Das Stromnetz soll untersucht werden.

Auflosung. Nach Nr. 175 werden, da die ein- und ausstrimenden
Masgsen sich wie 2:— 1:— 1 verhalten, die Gleichungen der Niveau-
linien von der Form

|

= B} = R |

1) 2lgr, —1

,_
|
ag
-

oder
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-
1% : = ¢,
I 0 ?

die der Stromlinien von der Form

2) 28, — &, — &, — .

Die Zahl der von A, ausgehenden Stromkanile ist doppelt so
grols, wie die der in A4, oder A, endenden. Aus Symmetriegriinden
gehirt der Durchmesser 4D zu
den Stromlinien. Unter den
Niveaulinien spielen die IKKurven
DF wnd DE, durch welehe die
rechten Winkel bei D halbiert
werden, eine Ausnahmerolle.

202) Das zugehorige
\'z-l'iuu.-'-v]mn;:sln'nhlv:'tl, Der
Bogen 4, 4, werde durch Wirme
zufuhr auf konstanter Tem-
peratur # gehalten, A, 4, auf
ty, Az A, anf #;, In der Figur
15t die Zahl der zwischen A4, 4,
und A4, 4, liegenden Niveau- E
streifen llup]n_‘

3
|

t so grols, alg

die der zwischen A4, 4, und 4,4, bezw. zwischen A, A, und A, 4,
hegenden. Dasselbe gilt von der Anzahl der Wiirmeabstufungen
oder Potentialdifferenzen. Der Wirmeunterschied zwischen 4,4, und
A; A, muls also (absolut genommen) doppelt so grols sein, als der
Wirmeunterschied zwischen A, A, und A, 4; bezw. zwischen 4,4,
und 4,4

Dem wird geniigt, wenn man

{5 Wenn L“E' heiden _l}l‘nhlf,‘tm" 'ltli_‘lﬂ'i.-ic‘h ]Il.l‘i]]t"ll. h‘:]”.f,-n,

h—ty=tu b —b—=fu b—f——2%

oder noch einfacher

o —t =1 &—f=1 f—tL,——2

S 4 2 5 2 b

setzt. Die letzte Gleichung ist jedesmal eine Folge der beiden ersten,
und ey ist in jedem Falle

I-.'{.J = '!2:} I ';."f:’ T "I::.J + l-l'I.'s = I'I|.J = 0.
Dem gentigen z. B. die Temperaturen 2% 19 0°, ebenso die Tempera
turen 16° 8% (2,

Jetzt erhalten die Niveaulinien (Isothermen) die Gleichung

15"




L}T{} |\.E1:1|t] \

J

L) 28, — &, s ==
die Stromlinien die Gleichung

2 2lgr, —lgr, —lgr,=c

Man beachte, wie in der Zeichnung der Bogen A, F seine
2 {=] foe] |
Wirme nach FE.A, schickt, der Bogen F A, nach A,0D, der Bogen
DA, nach A.F, so dals die egeknickte Kurve FDE die einzelnen
3 i Eet 5
Bereiche voneinander scheidet. Die Isothermen haben von A A,
aus gezihlt z. B. die Temperaturen 169 14° 129 10° 89 69 40 20 ()0,
Das Centrum liegt auf der Isotherme 4, D von 8, was die mittlere

Temperatur ': 02 st

Handelt ¢s sich um beliebige Bogen 4, 4, =b,, 4,4, — b,
A; A, = b, und um die Temperaturen ¢, &, &, so gehen die
GGleichungen tiber in
3) IR S e A e s
4) (=t = Y Mo S oy o

Die Temperatur in der Mitte, die gleichweit von simtlichen Bogen-
teilen entfernt i1st, wird

'-—?\J 1{4, == JIi'il"_' I tyDy i 'r:;hr;

Handelt es sich wm % Bogen 6,, &,, 0., ..., b, und um konstante
Temperaturen ¢, ¢, #, ... f, im obigen Sinne, so gehen die Glei-
chungen - iiber in

6) (6, — t,) (b —t) By 4 ... (o —t 1) O —p

Y i
6) (B —t)lgr, 4+ & —t)lgrs ...+ (ta—t. 1) lgr,—¢,
e A s 1
8) o :
2 Pl i 4

Durch Abbildung mittels irgend welcher Funktionen komplexen
Arguments, z. B. durch die lemniskatische Abbildung 27— J/z (vgl.
Ingenieur-Mathematik T Seite 175) kann man von den Randproblemen
des Kreises zu anderen, z B. zu denen der Lemniskate iibergehen.
An Stelle der Bogen mit konstanten Temperaturen kann man Elek
troden von konstantem Potential und konstanter Ergiebigkeit f,, &,
-+« U, setzen, wobei die Gleichungen dieselben hbleiben. [In der
Zeitschrift fiir Math. u. Phys. Jahrgang 1897, Seite 218 bis 246 ist
das betreffende Problem vom Verfasser ausfithrlicher behandelt und
mit anderen Gebieten der math. Physik in Beziehung gesetzt worden.]

B
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203) Andere Fouriersche Probleme. Handelt es sich um
eine endliche Anzahl von Kreishogen auf konstant gehaltener Tem
peratur, so gehen die Stromlinien iiberall, mit Ausnahme der Grenz
punkte, senkrecht von der Kreisperipherie aus, die selbst zu den
Niveaulinien gehirt.

Anders ist es, wenn die einzelnen Bogen unendlich klein sind,
selbst wenn die Anderungen der Temperatur von einer Randstelle zur

andern stetig vor sich gehen. (Es ist der Fall unendlich vieler
Elektroden.)

Um dies zu verstehen, schlage man z B. im lemniskatischen
/weipunktprobleme der Ebene einen Kreis, der die beiden Quell-
punkte ausschlielst. Die Sfrom und Niveaulinien sind iiberall die
des Zweipunktproblems, auch im Innern des Kreises. Denkt man
sich jetzt diesen aus der Umgebung herausgelost, hilt man aber jeden
Punkt des Randes auf der ihm zukommenden Temperatur, so bleiben

die Niveaulinien dieselben, die sie vorher waren. Der Kreis aber
gehort nicht zu ihnen.

In #hnlicher Weise kann man der Kreisperipherie Temperaturen
gehen, die jedem beliehigen anderen Punkt oder Linearproblem ent-
sprechen, dessen Losung bereits vorliegt. Die Quellpunkte migen
dabei vorliufic ausgeschlossen sein, damit weder auf dem Rande,
noch im Innern Diskontinuitiiten auftreten. Die Behandlung der
letzteren ist nicht ohne Schwieriglkeiten, besonders wenn sie sich auf
endlichem Raum zu unendlicher Zahl hiiufen. Die Untersuchung ge-
hort dann nicht mehr der Elementarmathematik an.

Wir kionnen hier nur Probleme besprechen, deren Lisungen nach
der fritheren Betrachtung bereits bekannt sind. Die allgemeinste
Fouriersche Aufeabe kann allerdings grundsitzlich als bereits gelost
betrachtet werden, jedoch sind geschlossene Lisungen, bei denen nicht
erst noch unendliche Reihen summiert werden miissen, nur in emer
Anzahl von Fillen vorhanden, die im wesentlichen mit den hier
synthetisch als lsbar angedeuteten zusammenfallen. (Zu den letzteren
sind auch die mit den elliptischen Funktionen zusammenhingenden

7z rechnen.)

204) Bemerkungen iiber Periodizitit.

a) Mit Hilfe zweier orthogonaler Parallelenscharen kann man
die Ebene in oc® Quadrate von endlichen Dimensionen einteilen.
Jede Abbildung mit Hilfe algebraischer Funktionen verwandelt
ein solche Einteilung wiederum in eme solche, bei der die Anzahl
der Quadrate unendlich grofs 2t Ordnung ist. Soll die Abbildung
aut oo! Quadrate fiithren, so sind transscendente Funktionen
ndtig, die einfache Periodizitiit besitzen. Soll nur eine endliche An-
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zahl von Quadraten entstehen, so sind doppeltperiodische Funk-
tionen erforderlich.

b) Mit Hilfe des Strahlenbiischels durch einen Punkt der konecen-
trischen Kreisschar erhiilt man oo! Quadrate® von endlichen Dimen
sionen. Durch algebraische Abbildung der Zeichnung ergeben sich
_T:-'ut)fhl_‘-l‘illt'.‘lkr-'l'llsl'l‘{.‘]l. die t.'hl’llﬂl]]ﬁ oo Qll:i{[]'zd;v f_l:p]relu_ ;",]Jm |.-‘]N-‘J';.{il!lf_{‘{‘-
von Gruppe a) nach Gruppe b) dient z B. die Abbildung Z — ¢,
oder auch

T s 2 — 082, Z4 = = §in 2,

24

» E

u. s. w. Diese Abbildungen miissen wegen des Uberganges von oo? zu
~o' Quadraten einfach perioc
vieldeutig. Bei Z = ¢* ist die Periode imaginiir, niimlich oleich 2 7,

isch sein, ihre Umkehrungen unendlich

bei Z = cosz und Z = sinz ist sie reell, gleich 22 Auch Kombi-
nationen von transscendenten und algebraischen Funktionen, wie die
unten zu behandelnde Z = z 4 ¢*, ebenso algebraische Funktionen

von transscendenten Funktionen teilen die Eigenschaft der einfachen
Periodizitiit bezw. einfach unendlichen Vieldeutigkeit.

Auch bei algebraischen Funktionen, z B. bei den irrationalen,
kommt Vieldeutigkeit vor, diese ist aber im allgemeinen eine end-
liche. Den Ubergang bilden Wurzeln mit irrationalem FExponenten,
der ebenfalls auf unendliche Vieldeutigkeit fithrt.

Will man also die Einteilung der Ebene in eine endliche Anzahl
von Quadraten ermiglichen, so muls man zu den doppeltperiodischen
Funktionen iibergehen, welche die reelle Periode der goniometrischen
Funktionen und die imaginire Periode der Exponentialfunktion in sich
vereinigen, Die wichtigsten und einfachsten der damit zusammen-
hiingenden Isothermenscharen findet man nebst Litteraturangaben in
des Verfassers ,/ Theorie der isogonalen Verwandtschaften®. Die dortigen
Figuren kliren iiber das Notwendigste auf. Sie stehen nicht nur in
Beziehungen zur Potentialtheorie, sondern auch zur Festigkeitslehre
und sonstigen Gebieten. Hinige Bemerkungen dazu sind schon in
Bd. T der Ing.-Mathematik Seite 199 gemacht worden. Sie schlielsen
sich an den Fall des Quadrates und der quadratischen Weltkarte von
Peirce an.

205) Grenzlinien fiir den elementaren Ausbau der
[ngenieur-Mathematik und Potentialtheorie. Zur Behandlung
der Gruppen a) und b) ist hiohere Mathematik im allgemeinen zu
entbehren, obwohl-die elementare Behandlung unbequem werden kann,
Aber schon die Behandlung der Kurven gleicher Intensitiit und aleicher
Stromrichtung macht die Anwendung der héheren Analysis wiinschens-
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wert. Gruppe ¢) aber tritt vollstindig aus der Méglichkeit elementarer
Behandlung heraus. Die Grenzlinie der letzteren ist also festgelegt
durch die einfacheren transscendenten Funktionen, die als goniometrische
und Exponentialfunktionen bezw. a:;_.dnmelrrlmht und lu:;_v.mﬂﬂn:mlu.
Funktionen auftreten. So grofse Fortschritte durch die hoheren
Funktionen auch erzielt werden konnen, man bleibt nach einem
Ausspruche von Dubois- Reymond doch auf das Strandwasser des
Ozeans der Funktionentheorie beschrinkt.

Als Beispiele von Problemen, die sich an jener Grenzlinie be-
finden, sind im folgenden einige herausgegriffen. Obwohl die hohere
Analysis vermieden ist, sind sie doch nur fiir vorgeschrittene Leser
bestimmt. Andere mdgen sie tiberschlagen. Aufgenommen wurden sie
aus dem CGrunde, weil durch sie die Theorie der Kondensatoren und
der Schutzringe verfeinert wird, und weil sie zweitens in die berithmten
Arbeiten von Helmholtz und Kirchhoff iiber die Theorie der
freien Ausflulsstrahlen einfithren und ein neues Licht auf die
schon vielfach besprochenen hydrodynamischen Analogien werfen.
Man wird daraus entnehmen, von welcher Bedentung die '\Id‘hnrlu der
konformen Abbildung fiir viele Teile der ntftflwmrﬁm]lr'n Physik ist.
Auf diesem (zebiete |1m]:~t sich noch mancherlei lohnende Arbeit fiir
den angehenden Forscher.

')Ht}l Die Abbildung Z ==z -+ e Diese Abbildung ist zuerst
vOn Hvlm]mh? fiir h\lI]Hl’i\,]ldl]llHth' Zwecke behandelt worden. Sie
giebt aber auch die Theorie der ebenen Kondensatoren und des Schutz-
ringes am Thomsonschen Elektrometer. Sie soll hier ganz elementar

hehandelt werden.

Aus
oder
X+ Yie=(z+}yi)feetvi—=atyitee i— g -yi 4 ¢ (cosy--isiny)
folgt durch Gleichsetzung der reellen und ebenso der imaginiren Teile
L) X =z ¢#cosy,
2) Y —y -} ¢ siny.

Fiir jeden Punkt z, y der s-Ebene kann man also die Koordinaten

X, Y des ihm entsprechenden der Z-Fbene berechnen und so durch
Rechnung die Abbildung ausfithren.

Es fragt sich, was fiir Kurven den Geraden z =a und y =1 in
der Z-Ebene ult.alrm_.-hun. Setzt man in beiden Gleichungen # = @, 80

erhidlt man _
X —a-tecosy, Y=y &smy.
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Aus der ersteren kann man cosy berechnen, daraus y und siny

— /1 -— cos*y bestimmen und beides in die zweite einsetzen. Man erhilt

als Gleichung der den Graden x — ¢ entsprechenden Kurven
. X—q A X — 2
Y — arc cog - — ! | ( : }
& - /
4”]'2-_‘5'
- X —it = > =
3) Y — arccos - “=Jerd— (X — g)?
[

Dafiir kann man auch schreiben

) X £ <_'n5-'~[}" |;”'.r:'-’"’- (X - rfjli"_J L g,

Der Geraden =0 z B. entspricht die Kurve

4) Y = arccos X + /1 X*

4%) X =cos[Y—yi—X2]

Setzt man dagegen y = b in die Gleichungen 1) und 2) ein, so entsteht
X=ua-4 e cosb, Y=>b-t ¢*sinb.

Aus der zweiten kann man ¢®, also auch 2 berechnen und beides in
die erste einsetzen. Man erhiilt als Gleichung der den Geraden y — b
entsprechenden Kurven

Y—9b e

Ae= i e e e
S smd ' snd
“‘Cii_‘i-
% - Yo P
A) X —=lg———= 4 = o i
4 2 b tan b /
wofiir man auch schreiben kann
R 2 e e
H#) Y'=sindle tauwd ||}
Ist z. B. 6 — 0, s0 ist auch ¥—10¢, d.-h die X Achsen beider Ebenen
entsprechen einander. TIst ferner b — w,80 18t auch ¥ — -+ =
so dals auch die Geraden y = + 7 und ¥ = —-  einander entsprechen.

Man hat nun zu untersuchen, auf welche Strecken hin dieses
gegenseitige Entsprechen der Geraden stattfindet,
petzt man ¢ =0 und geht man dann in «

er z-Ebene von o= — a0

bis =0 und von da nach 2 = | o0, so geht man nach 1) in
der Z-Ebene von — 0o 4 ¢—% ¢os0 oder — 0o nach o -k ¢ cosy = 41
und von da nach oo - ¢ cos g — - o0. Beide Geraden entsprechen

einander in ihrer ganzen Linge, nur entspricht dem Punkte z — o

der Punkt X — | 1.
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Setzt man :l:ngq-g:-n i a und macht man in der z-Ebene wieder
den Weg von #= — oo iilber 2 =0 nach 2 = -- oo auf dieser
Linie, so geht man in der Z-Ebene auf der Geraden Y =z von
X=—o+4e X .cosmg=—00 nach 0 + ¢ cos# = — 1 und dann
nach oo + ¢%° - coswr = 00— ¢ =0x (1 b F'JL —- 1\ - 1*:"1 =]
= — o0. Dem Wege von x fiber 0 nach 4+ oc in der 2-Ebene
entspricht also jetzt der Weg von — oo nach — 1 und von da zuriick
nach — oo: Der Punkt mit den Koordinaten ¥ = 7 und X = — 1

ist also eine singuliire Stelle, deren Bedeutung noch nither auseinander
zu setzen 1st,

Ebenso ist es aus Symmetriegriinden mit den Geraden y = — x
bezw. ¥ = — =, so dals auch der Punkt ¥ = —w, X = 1 von
singulirer Bedeutung ist.

Man beschrinke die Be-  :-mbene Elgvtiis
trachtung in der z-Ebene zuniichst
auf einen ]l]HlM[H!illll n Streifen B B e D,
von der Breite 27, der von den \ 0 :

‘ g i - n AR /
Geraden y = -} & eingeschlossen, i

ARt ol P = : g s
aber im iibrigen unbegrenzt ist. © - N W

Wie die Abbildung Z = ¢ T

. y . g 3 . T < f e o —~ = Ji!
diesen Streifen auf die gesamte = Al-7

Z-Ebene iibertriigh, ist dies auch

bei unserer Abbildung 7=z 4 ¢°
der Fall, aber in anderer Weise. In Fig. 144 ist das gegenseitige
Entsprechen fiir die vier Quadranten des Streifens zunichst ganz
roh dargestellt, wobei die Pfeile

andeuten, dals die Linien sich #-Ebene.

Fig. 144D

bis ins Unendliche erstrecken. In
der Z-Ebene ist die Schraffierung
nach aunfsen bis ins Unendliche
fortzusetzen, der weils gelassene

Streifen ist jedoch wvon = der
Kurve B(CA hegrenzt, deren
Gleichung in Nr. 4 gegeben war.

Denkt man sich den Streifen
der z-Ebene in 24 horizontale
Parallelstreifen zerlegt und dann von x = o aus durch Senkrechte in
regelrechte Quu.l;-;qm'('[1]5_-;|_=h-1']t, so giebt die Berechnung der den Eck
punkten der Quadrate in der andern Ebene entsprechenden Punkte
die Fig. 144ec.

Unter den Kurven. die den horizontalen Parallelen entsprechen,
T

. . : : dawallole =
sind zwei von besonderer Bedeutung, die den Parallelen y i

o7 =
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entsprechenden., Setzt man diesen Wert ein, so geht Gleichung 5%)
ither in

6) Y =X} bezw., ¥ = — ¢X-

| 3 1

=

Dies sind die Gleichungen zweier logarithmischen Linien. (Rechts
von der X-Achse aus nach oben und unten gezihlt handelt es sich
um die - 6 Kurve.) Die
Fig. tdde erstere unterscheidet sich nur
dadurch von der Kurve

- Ebene.

- - o ‘ T

i Y — ¢X, dalz sie um - nach
' S 5 s ;
,l--J—' — ; oben verschoben ist. Die
A\ e andere ist das Spiegelbild
] { der verschobenen Kurve in
e =t Bezug auf die X-Achse.
I : =
B , Setzt man aber y= 4=,
H { | Il

FERETLEEE B T & s e
HEE R ul| so geht die Gleichung 1) iiber
HEH t:; =t|: — s 3 o

T T - T o . w5 e [l
i) e in X =& - ¢-cos ( -3)

7 oder in
X=uz,

\ d. h. die Punkte auf den
z b ¥
_\ (xeraden y:i 5 und die
= entsprechenden auf-den
durch 6) dargestellten

logarithmischen Linien haben iibereinstimmende Absecissen.

Fillk man also von den in Fig. 144¢ durch die Quadratteilung

markierten Punkten der beiden logarithmischen Linien Lote auf die
fiz

X-Achse, so wird diese in gleiche Stiicke eingeteilt, die denen der
=

#-Achse nach Grolse und Lage entsprechen.

Man kann also die Zeichnung vereinfachen, indem man in der
Z-Ebene von den drei Geraden ausgeht, die beiden symmetrischen
logarithmischen Linien, die sich nach Nr. 161 elementar konstruieren
lassen, eintriigt, die Einteilung der x-Achse hilfsweise auf die X-Achse
iihertriigh, Lote errichtet und so auf den logarithmischen Linien die
Schnittpunkte der den Linien z = a entsprechenden Kurven auftriigt,
die eine guadratische Einteilung geben.

Die Funktion Z =z 4 ¢ ist eine einfach periodische mit der
Periode 2 7, ihre Umkehrung also unendlich vieldeutig. Es fragt sich,
was den sich anschliefsenden Parallelstreifen der z-Ebene entspricht.
Die Antwort ergiebt sich, sobald man y z. B. gleich ¢4 2z, = 2=,
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—x + 2=, + 27, - 27 setzt. Dem niichsten oberen Streifen

der z-Ebene von Breite 2x entspricht dieselbe Figur moch emmal,

b

jedoch um 2z nach oben verschoben. Man kann sich diese zweite Ebene
mit ihrer Zeichnung als eine zweite Schicht denken, die iiher der andern
liegh. Dasselbe kann man mit der Verschiebung um — 2z machen
und diese Schicht unter der urspriinglichen denken, und so kann man
mit +4x, 4+ 6x, + 8x... fortfahren. Dadurch erhalten siimtliche
an den horizontalen Grenzlinien scheinbar unterbrochenen Kurven ihre
Fortsetzungen. Zeichnet man diese, so sind simtliche Geraden Y= nx
Symmetrieachsen der Gesamtzeichnung.

Die Kurve, die der Geraden # = o entspricht, geht dann &hnlich,

wie die als Cykloide bezeichnete Rollkurve des Einheitskreises aunf

der Linie X = — 1 nach oben. Sie ist in der That eine Cykloide.
Die Gleichung einer solchen wird in den Lehrbiichern mit Hilfe einer
dritten Variabelen 2 in der Regel durch die Gleichungen x = w — sinw
und y = 1 — cosw dargestellt. Elimination von w giebt dort als
Gleichung # = arc cos (1 —y)— Y=l —y)". Wegen der Drehung
um 90° ist hier 2 und y zu vertauschen, was

y — arccos (1l — o) — 1 — (1 —x)®

oiebt. Das Koordinatensystem ist aber gegen das unsrige um 1 ver-

=

schoben. Setzt man z = X - 1, so wird die Gleichung

Y = are cos X - lfdi oder X = cos(¥Y Pl — Xél],

was mit 6) bis auf das unwesentliche Wurzelzeichen (beide Zeichen sind
richtig) iibereinstimmt. Die Kurve 4 BC ist also in der That eine
Cykloide.

In gleicher Weise sind die iibrigen Wellenliien und Ovale ge-
dehnte bezw. verschlungene Cykloiden. Die Gleichung der
letzteren wird in der Regel durch

= W — ¢ S W
i = 1 — ¢ cos

dargestellt. Elimination von w ergiebt als Gleichung

- =9 / — iy 2
£ = arc cos 1 - = I-—’ Li— [ £ ) :

i

oder bei Vertauschung von x und y

Yi==GlC Lo =——5 — ¢ l 1 ( e 125
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Setzt man 1 r=X—a,also x=14a X ein, so wird die
Gileichung
X —a X — =
¥ aAre Cos e ] Jioi==l ( = e
L \ ' J
Man hat nur noch ¢ = ¢ zu setzen, nm die Ubereinstimmung mit

B

Gleichung 3) bezw. 3%) herbeizufithren. Folglich: Simitliche Niveau-
linien sind gedehnte bezw. verschlungene Cykloiden, deren
Rollkreis den Radius 1 hat, so dals ihre Periode gleich 2;
wird.

Hieraus ergiebt sich eine Fiille von geometrischen Beziehungen,

auf die nicht nither eingegangen werden soll. Wir gehen vielmehr

vor weiteren Untersuchungen zu physikalischen Deutungen iiber.

207) Hydrodynamische Deutung. Man denke sich einen iiberall
cleich tiefen langsam fliefsenden Strom zwischen parallelen Molen weit
m einen iiberall gleich tiefen See geleitet. Reibungs- und Beharrungs-
storungen werden als nicht vorhanden angenommen, so dals die Strom-
bewegung etwa der verlangsamten des elektrischen Fluidums entspricht.
Die Zeichnung stellt die Stromlinien und die Linien gleichen Ge-
schwindigkeitspotentials dar. Die Geschwindigkeiten sind umgekehrt
proportional den Dimensionen der Quadrate. An jeder Stelle der
Molen herrscht innen eine grifsere Geschwindigkeit, aulsen eine weit
kleinere. Dem Innen- und Aufsenpunkte jeder Stelle entsprechen
zwel getrennte Stellen der Grenzlinie des Streifens der #Ebenen, die
man durch einfaches Abzihlen der Stromlinien bis zur Cykloide hin
bestimmen kann. Man kann auch die betreffenden Niveaulinien bis
zar logarithmischen Linie verfolgen und dann die Schnittpunkte ant
die X-Achse projizieren, was ebenfalls die beiden Abscissen giebt.
Dadurch hat man gewissermalsen eine graphische Lsungsmethode
der transscendenten Gleichung

Bl N COB o oder X = 7 et

wobei X gegeben, @ berechnet werden soll. Diese Methode ist ebenso
genau wie die tibliche arithmetische Annfiherungsmethode, nach welcher
man zur Auffindung des ersten Wertes zu schreiben hat

1) xy = X 4+ e = X | Vor G o I 8 - pXAetaTEL

Den zweiten Wert findet man mit Hilfe der Gleichung ¢ — — X -1 a,
oder
2) v, = lg | X+ z)=lg[— X+ lg(— X 4 g) ]

=gl X+ XF(—X+a)]}=—"
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Damit ist zugleich die ¥Frage nach der Umkehrung der Abbildung

7 = ¢ 4 ¢° beantwortet, bei der analoge Gleichungen, wie 1) und 2), i
jedoch fiir z aufzustellen sind. Sind Z, und Z,, ebenso gz,

und 2,
nnendlich benachbarte zusammengehorige Werte, so findet man fiir

— 1 L ertvi=1 4 ¢ (cosy + ¢ siny),

wo z = & - yi der Mittelpunkt der unendlich benachbarten 2z, und 2,
ist. Statt (4, — Z,) = (2, —2;) (1 4+ ¢*) kann man, wenn die Punkte
Z, und 7, auf dem Molenrande liegen, schreiben

(X

: xi) — (X, + =i) = [(z, + i) — (&, + =i)]

: ] | e |'l.rn,~::r + § sin )],
oder einfacher

So erkennt man, dafs die kleine Molenstrecke (X, — X, ) das (1 —e*)tache
der entsprechenden kleinen Strecke der Streifengrenze ist. Mit anderen
Worten: Man hat das Vergrilserungsverhiltnis (1 — ¢)
zwischen den an den Molo anstolsenden Quadraten und den
zugehirigen des Streifens der z-Ebene gefunden.

| A 1 - . s
Fiir 22 = — 0o handelt es sich um 1—-—_-=1. D. h. je grolser der
i

negative Abstand vom Nullpunkte der z-Ebene ist, um so mehr stimmen
die Quadrate in der Grilse iiberein. Fiir @ = o0 ist das Vergrilserungs-
verhiiltnis das (1 ) = (1 1) = ofache, d. h. an den kritischen
Stellen 4 und B werden die Quadrate der Z-Ebene unendlich klein
gegen die der z-Ebene. Auf der Aulsenseite nehmen dann nach links |
hin die Quadrate schuell zu, z B. gilt fiir 2 =1 der absolut zu nehmende (il
Betrag des Ausdrucks (1 — ¢!) als Vergrilserungsverhiiltnis, so dafs
es sich um das (¢! — 1) — 1,718. .. fache handelt, bei 2 — 10 um das
(€' — 1)fache, hei 2= oo um das (29902 ) oder ocfache. Durch die
reciproken Werte sind die Geschwindigkerten bestimmt. An den
Stellen A und B wird die Geschwindigkeit unendlich grofs, was bei
gewohnlichen Fliissickeiten ohne ein Zerreilsen des Zusammenhangs
micht denkbar ist. Der Molo ist tibrigens keine mathematische Linie,
sondern ein Korper. Abrundung hebt diese Schwierigkeit aunt. th'
Helmholtz war die Bemerkung itber die unendliche Geschwindigkeit
icher Fliissigkeitshewegungen

-

der Anlals, seine Theorie diskontinuier

. = o . 3 sy L <=1 [l e iy 2 Ay AT
mnd die der freien Aunsgflulsstrahlen 1m zweidimensionalen Rauwme an
zubahnen, worin ihm dann Kirehhoff gefolgt ist.




280 Kapitel X,

208) Ele

ctrostatische Deutungen fiir zwei Halbebenen
als Kondensatoren. Der eine Molo stellt eine normal zur Zeich
nungsebene stehende Platte dar, also eine Halbebene, die im iithrigen
unbegrenzt ist, der andere eine parallele Halbebene. Ladet man die
eine mit positiver Elektrizitit, so entsteht auf der anderen nach Ab
leitung zur Erde dieselbe Menge negativer Influenzelektrizitit. (Vgl.
Nr.74 und 75.) Nach den fritheren Betrachtungen sind die elektrischen
Belegungen derartic angeordnet, dafs auf die an den Kondensator
anstolsenden Quadrate der Zeichnung gleiche Mengen kommen, d. h.
die Dichtigkeit der Belegungen ist umgekehrt proportional
den Dimensionen der Quadrate.

Daraus geht hervor, dals nicht nur die Innenseite, sondern
auch die Aulsenseite der oberen Kondensatorplatte mit
positiver Elektrizitit belegt ist. Nach links hin wird die Be
legung im Innern sehr bald homogen, im Aulsern nimmt die Dichtigkeit
allmiihlich zu Null ab. In den kritischen Punkten A4 und B aber
wird, wenn die Platte unendlich diinn ist, die Dichte unendlich grols.
Da aber in Wirklichkeit die Platte eine endliche Dicke hat und bei
A und b5 abgerundet sein kann, ist man imstande, die daraus
folgenden iibergrofsen Spannungen und Biischelentladungen zu ver
meiden.

Der Schwerpunkt fiir je zwei gegeniiberliegende elektrische Teil-
chen beider Platten liegt in unendlicher Entfernung. Dasselbe gilt
also iiberhaupt von den Belegungen jedes Doppelstreifens des Konden
sators.  Folglich: Die Asymptoten der einen Kurvengruppe
schneiden die X-Achse in unendlicher Entfernung. Von
denen der beiden logarithmischen Linien ist dies bekannt.

Entfernt man die Platten weit voneinander, wobei sich nur die
Ordinaten ihrer Punkte éindern sollen, so erhiilt man an jeder Platte
Kraft- und Niveaulinien, die zwei Scharen konfokaler Parabeln
darstellen. Da dieses Symmetrie giebt, ist allmihlich die Belegung
auf beiden Seiten gleich grofs geworden. Dies eiebt einen Einblick
in die Influenzbewegungen der Elektrizitit beim Nithern oder Knt-
fernen der einen Platte von der ruhenden anderen.

209) Thomsonscher Schutzring. Man bringe die Platten in
die alte Lage zuriick, denke sich aber in der einen irgendwo links von
A eine durchgehende kleine Unterbrechung, wobei jedoch eine leitende
Verbindung bestehen bleiben soll, dann tritt nur ein sehr kleines Biindel
von Niveaulinien durch die Unterbrechung hindurch, im iibrigen aber
bleibt alles unveriindert, d. h. die quadratische Einteilung bleibt 1m
wesentlichen dieselbe, insbesondere bleibt die Belegung links von der
Unterbrechung fast vollstindig homogen. So erkennt man die Ein-
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wirkung des Thomsons chen Schutzringes zunichst fiir unendlich
grofse Kondensatorplatten beztiglich der Festhaltung der Homogenitiit
atten liegenden Feldes. Die Deformationen der
Geraden nehmen erst in grilserer Entfernung rechts von der Unter-
brechung wahrnehmbare Grilse an. Vgl Nr. T6.

des zwischen den P

210) Die Cylinder der logarithmischen und anderer
Linien als Kondensatorplatten. Da nach obigem aut Linienstiicke
(bezw. Flichenstiicke), deren Projektionen auf die X-Achse gleich lang
sind, gleiche Belegungen kommen, so ist das entsprechende Problem
als vollstiindig gelost zu betrachten, sowohl fiir die beiden logarith-
mischen Linien, als auch fiir eine von ihnen und eme der drei Geraden
der Figur. Auch das Influenzproblem zwischen Halbebene und ganzer
Ebene (X-Achse) ist gelost. Auch mit den fibrigen Kurven kann man
entsprechendes leisten.

Auf Wirme-, Elektrizitiitsstromungen u. dgl. soll jetzt micht em
gegangen werden, auch nicht auf die nahe liegenden Vertauschungs-

probleme bezw. die etwas unbequemer zu behandelnden Diagonal
probleme. Simtliche Aufgaben bieten instruktives Ubungsmaterial.

[211) Beispiel zur Theorie der freien Ausflulsstrahlen
von Helmholtz und Kirehhoff. Vorgeschrittenere Leser mogen ihre
Kraft an einer ebenfalls elementar zu behandelnden Abbildungsaufgabe
versuchen, von der nur die Resultate der Einzelrechnungen angegeben
werden sollen. An dieser soll die neuere Theorie der freien Aus-
fluflsstrahlen erliutert werden.

Bs sei wiederum Z — X 4+ Yi und 2 = @ + yi. Die abbildende

Funktion ist

L) H=1 — e F— ]-"'.Ii‘ e — i — arctan V! L

Es soll untersucht werden, welches Flichengebiet der Z-Ebene einem
unbegrenzten horizontalen Parallelstreifen der z-Ebene von der Breite
x entspricht, z. B. dem von den Linien y = 0 und y = « begrenzten,
und zwar soll der negative (linke) Teil des Streifens zuerst, der
positive (rechte) Teil zulebzt betrachtet werden,

Setzt man y — o, so geht 1) iiber In
2) X—1—e¢g*— e 22— 1 4 arctan Ve 4= —1.
Tun L= —00 bls & =10 bleibt der I-'\ll:'idl'lli_‘k ]"-"U”: 50 dals der

imaginire Teil von Z fiir diese Strecke

2*} Y=¢
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ist. Die Strecke wvon 4 iiher ¢ bis - o0 der z-Ebene i=]11".~'4]||'it'1f|1‘
also der Strecke von A iitber € his ~x der Z-KEbene.

Wird aber x positiv, so treten in 2) imaginiire Teile auf. Dabei

ist zu beachten, dals
. i 1-1la
arctan g = —lg —

2 1 it

ist. Trennung der reellen und imaginiren Teile giebt

3) X=T1 =g

%) o s e T e _
B l’,"] e

Durch 2, 2%) und 3, 3%) ist es mdéglich, fiir jeden Punkt der #-Achse

in der zEbene die Koordinaten der entsprechenden Punkte der

Z-Ebene zu finden. Der Strecke oo, U, A4, H, 4 o in der
z-Ebene entspricht in der Z-Ebene die Gerade — oo, €, A und die
Kurve AH uw.s.w. Fir ¢ = 4 oo folgt aus 3) X —1, ¥V — — 00,
so dals die Gerade X = 1 die senkrechte Asymptote der Kurve 4 H
wird.
setzt man dagegen y — &, so geht 1) iiber in

=1 — g +mi. Ve 2et+mi — | -+ arctan [.r"r- 2zt 1
oder

o =— e *(cosw —zsinm) — Ye=2%(cos 2 — i sin 2 ;) — 1

-+ arctan Ye 2% (cos 2 — isin2x) — 1.

Fiir die Strecke von o bis — oo giebt die Zerlegung in den reellen

und imaginiiven Teil

PR B e e AR e T
4%#) Y = o,
inshesondere entsprechen einander 2 — — oo und X = 4+ 00, £ =10

und X — 2 - =z,
Da jedoch fiir positives 2 die Wurzeln imaginir werden, so ist

tiir solches eine andere Zerlegung giiltig. Man erhiilt

D) X—=1+4¢= 4 x,

6) ¥ =11 — 2 1 lo 11—

1—)1—¢ 2%

wobel wiederum die Formel fiir arctan ig Anwendung gefunden hat.
Der Geraden y — x von — oo iiber D), B, J nach -~ co ent-

spricht also die X-Achse von + o iiber D nach B, wo X =2+«
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ist, dann kommt eine Kurve von B iiber J nach dem unendlichen

Bereiche mit der Asymptote X = 1 4 a.
Der symmetrisch teilenden Geraden

symmetrieachse X = 1 4 -

Yy = _: entspricht

die

Fig. 145 erliutert diese Bezichungen

in hinreichender Weise. Die linke Hiilfte des Streifens der z-Ebene

Hig. 145,

’ Z-Ebene By
D et
L T | £} I

| i {

| AR
B IR s
(f

Z - Fbene
P

entspricht der oberen Halbebene der Z-FEbene mit Ausschluls einer

Fliche A4 FB. deren Grenze der Geraden 2 — o entspricht,

& = ¢ (leichung 1) in
‘V fr ] =a T4 P VFJ --‘:i._l.'i __ 1

Holzmiiller, Ing.- Math, 1T, Paotentinltheorie,

|2
-

arctan Vr' 2yi ]
19

Da

fiir

G
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oder in
X4 Yi=1— (cosy —isiny) — V(cos 2y isin2y) — 1
-+ arctan }/(cos 2 y — 4 sin 2y) 1

itbergeht, so bestimmen sich die Koordinaten der Punkte jener Grenz-
kurven aus der Gleichsetzung der reellen und imaginiiren Teile, wobei
die Wurzel und der Ausdruck mit Arcus tangens zunichst in einen
reellen und 1maginiiren Teil zerlest werden miissen.

Es wird nun behauptet, die an die Bogen AH und BJ an-
stolsenden Quadrate der quadratischen Einteilung hiitten
iiherall dieselben Dimensionen, wie im Streifen der z-Ebene.

Der Beweis erfordert die Kenntnis des Grenzwertes von =2 —=2

fiir unendlich kleine einander entsprechende Differenzen. (,"\l:}lll‘lg.'“:‘:t‘.}-l
handelt es sich um den Differentialquotienten der in 1) dargestellten
Funktion, der sich elementar bilden lilst.) Ks ergiebt sich als
solcher Z' — ¢4 Ye2: — 1.

Jetzt werde die Abbildung

E—=ec 4 Ve 2:—1 oder &= w- Vuw'—1,

wo ¢ ° = gesetzt ist, herangezogen. Simtliche Transformationen,
auch die Umkehrung

sind schon ausfithrlich be
t worden.

hande!

Die doppelt zu denkende
Gerade von o — —1 his
# = -1 der w-Ebene ent-
spricht dem vollstindigen
Kinheitskreise der g-Ebene.
Die einfach gedachte w-Ebene,
von t — — 1 bis 2=+ 1
aufgeschnitten, entspricht dem
Aulseren (oder Inneren) des
Einheitskreises. Der ganzen
X-Achse der 20 Ebene ent-
spricht die der {-Ebene, nur
ist der Kinheitskreis an Stelle des Stiickes von X =— — 1 bis
X =+ 1 zu setzen. Dem Einheitskreise der w-Ebene entspricht em
durch @ = - 1 gehender Kreis der gEbene auf zweierlei Art. Uns
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interessiert nur die in Fig. 146 hervorgehobene Sichel. Durch die

Abbildung w — e—* geht die einfach gedachte #-Ebene in einen

Parallelstreifen von der Breite 2x ither, die Halbebene in den hier

untersuchten Parallelstreifen von Breite . Durch Buchstaben und

Zahlen ist das gegenseitige Entsprechen der Z-Ebene, der zEbene
I

eot, das Stromen ist durch Pfeile

und der {-Ebene hinreichend klarge

angedeutet.

Der absolute Betrag von § =& 4 in = o (cos & - i sin @) ist
gleich 0. Bezeichnet man also die Liinge von A Z, als Z, 7, die
VM _'_'L .":. a4ils ]C. S0 E:JT

Z, 7y ”
— = @ oder Z Z, = T & Ay
i

(Vgl. Einf. in die isogonalen Verwandtschaften § 39.) Fiir den

Finheitskreis ist aber p =1, also ist fiir diesen und die entsprechenden
Punkte der Grenzkurve in der ZEbene Z Z, — ¢,2,, d. h. die Liingen

1 denen der an die Greng-
kurven AH und BJ der Z-Ebene stolsenden Quadratseiten. Damit
ist die Gleichheit der Dimensionen nachgewiesen.

der Quadratseiten in der z-Ebene sind gleic

Denkt man sich also eine Wasserstromung im  Streifen der
z-Ebene und vergleicht man sie mit der Strémung aus der oberen
Hiilfte der Z-Ebene in den zuniichst mit festen Wiinden versehenen
Ausflulskanal, der von AH und BJ begrenzt ist, so sind die Ge-
schwindigkeiten an den Wiinden des letzteren eben so grols
wie an der Streifengrenze. Dabei ist die Figur nur als Grund-
rilsfigur der entsprec

ienden Ebenen zu denken, die Offnung A B also
als ein unendlich langer Parallelschlitz.

Der konstante Charakter der Randgeschwindigkeit ist, wie § 212
zeigen wird, von hervorragender Bedeutung fiir die Theorie der freien
Ausflufsstrahlen. ]

|212) Deutung des Problems im Helmholtzsechen Sinne.
Man denke sich in der z-Ebene parallele Winde DB und €A, die
links his ins Unendliche reichen und darin ein Strémung von links
nach rechts in den ["l]H'I'I'_}:t"II wasgererfiillten Raum. Ist die “1}\\'1_-};‘11115_';
langsam und sieht man von der Beharrung ab, so wiirde Fig. 144¢
malsgebend sein. Bei dieser Figur wurde daranf aufmerksam gemachf;
dals an der Grenze des Ausflusses unendliche Geschwindigkeiten er
forderlich sein wiirden, so. dals dort der Zusammenhang der Fliissickeit

gestort werden miilste. Die Beobachtung =zeigt daher auch ganz

anderes, Der Strahl schielst zuniichst kompakt in die ruhende

Fliissigkeit des Gesamtraums hinein, um sich um so spéter und in wm
19*
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so grofserer Entfernung in Wirbeln aufzulisen, je grélser die Ge
schwindigkeit ist. Man hat also dann auf eine
bewegte und ruhende Fliissigkeit nebeneinander, beide
durch scheinbar feste Winde begrenzt. Dazu ist aber nitig,
dals die Differenz zwischen » und O grols genug ist, den Zusammen

ingere Strecke

hang zwischen der ruhenden und bewegten- Fliissigkeit aufzuheben
bezw. unméglich zu machen. Jetzt mige v gerade die Grenzgeschwindig:
keit sein.

In der Z-Ebene handelt es sich dann um folgendes: Man denke
sich zwei Gefilse, die durch die Ebenen €'A4 und BD begrenzt sind,
g0 dals aus dem oberen in das untere durch den Schlitz 4 B Wasser
iiberstromen kann. Die Theorie verlangt, dals den Strom- und
Niveaulinien der z-Ebene solche der Z-Ebene entsprechen. Da aber
der Zusammenhang zwischen der ruhenden und bewegten Fliissigkeit
bei einer bestimmten Geschwindigkeit » aufgehoben wird, so muls
die Grenzlinie des Strahles so beschaffen sein, dals sie
erstens eine Stromlinie ist, die auf die ruhende Fliissigkeit
keinen Druck ausiibt, dafls zweitens die Geschwindigkeit in
ihr tiberall gleich jenem w» ist. Anderte sich niimlich in der die
Grenze bildenden Kraftlinie die Geschwindigkeit, so wiirde eine Kin-
engung oder Verbreiterung stattfinden wollen, was einen negativen
oder positiven Druck auf die ruhende Fliissigkeit geben wiirde. —

Die Abbildung 2z = f(2) hat also so zu geschehen, dals der absolute
. Ly — 2, . ; : ; : A
Betrag o von =21 gleich 1 ist. Dies war im obigen Beispiele der

=
Fall. Jene Aufgabe ist also als gelost zu betrachten. Wichtig ist
bei dieser Theorie, dafs man das wirkliche Mals der Kontraktion des
Strahles erhilt.|

[213) Andere Beispiele freier Austlulsstrahlen. Gelingt
es, einen unbegrenzten Parallelstreifen so auf eine Fliche eindeutig
abzubilden, dafls ein Teil der Begrenzung der letzteren in den Dimen-
sionen der anstolsenden Quadrate mit denen der Quadrate des Streifens
itbereinstimmt, so ist im allgemeinen ein Problem fiir freie Ausfluls-
strahlen geltst. (In der Sprache der Analysis wiirde die Methode
folgendermalsen zu charakterisieren sein: Man bildet den Streifen
der z-Ebene eindeutig auf eine Fliche der &Ebene ab, zu deren
Grenzen ein Stiick des Einheitskreises gehort. Darauf sucht man das
Integral Z der Funktion §= f(¢). Die Funktion Z lost dann das
Problem.) In der 22. Vorlesung von Kirehhoffs Mechanik findet
man mehrere Beispiele. Hat z. B. ein sehr tiefes Gefiils einen der
Fig. 147 entsprechenden Ausflulsschlitz, der weit hoher liegt, als der
Boden, so geschieht der Ausfluls nicht direkt an den inneren Wiinden,
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sondern so, dals die gegeichneten Kurven die freien Grenzen sind.
Der schrig schraffierte Rawm kann rubende Fliissigkeit enthalten.
Die losende Funlktion

=gl g —14+e7? l.-'jr: e e ]‘.'. (e -+ '1{'}3_2-* - 1)

st von Helmholtz als erstes Beispiel fiir diese Theorie bestimmt
worden. Liegen die Grenzen (Fig. 148) nicht in gleicher Hohe, so

Fig. 147
= . — = Fig. 148 >
‘\\ = Fig. 149.
7o
=

poe

B R R e o

-+
!

wird die Mittellinie des Strahles schrig, so dals er gegen die
Wand anschligt, was Stérungen verursacht. Wird das Ausstromen
durch eine in Fig., 149 dargestellte Platte gehemmt, so sind die
dort gezeichneten die Grenzen der Ausstromung. Die abbildende
Funktion ist

1 4 arcsin /2.

Die physikalischen Annahmen dieser Theorie sind am ausfiihr-
lichsten in der Helmholtzschen Abhandlung iiber diskontinuierliche
Flissigkeitshewegungen vom 23. April 1868 dargestellt, die in seine
gesammelten Werke aufgenommen ist. ‘ ;

Die Besprechung der Theorie 1st hier erfolgt, um irrtiimliche
Deutungen der fritheren Betrachtungen zu vermeiden. |

214) Ubertragungen auf krumme Oberflichen. Gelingt es,
o8 Netz einzuteilen, so

eine gekritmmte Oberfliche in ein quadratiscl e
em von Strom-

lifst sich jede der beiden Kurvengruppen als ein Dyst _
Probleme stationiirer Stromung betrachten. Dasselbe

linien fiir gewisse . a .
Wie in der Ebene, so sind

gilt von den Diagonalkurven des Netzes.
anch auf jeder Oberfliche anendlich viele Probleme durchfithrbar.
Wie die Probleme der Ebene in ;_f{!g_r;cl1sr;itige11 Beziehungen stehen,
die durch Abbildung mittels Funktionen komplexen Arguments

TE
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wiedergegeben werden kinnen, so stehen auch die verschiedenen
Probleme auf derselben Oberfliche, ebenso die fiir verschiedene Ober-
flichen moglichen in gegenseitigen Beziehungen.

Abwickelbare Flichen. Jeder Sektor der Ebene sich
durch entsprechende Kriimmune in einen geschlossenen Kegel ver-
WA Man rolle z B. die Halbebene des symmetrischen Zwei-
punktproblems so zum Kegel zusammen, dals der Mittelpunkt der
hnlr]alnﬂlulum Kurven zur Spitze des I\vu’~|- wird. Die Hilften der

i
in der

» vollstindigen Kurven schliefsen sich so rusammen, dals
]'llmlr.'ufi;_-;]{crit' an Stelle der urspriinglichen Zweideutigkeit tritt.
Dureh die Lemniskaten und Hyperbeln ist z B. folgendes Problem
gelost: In die Oberfliche eines leitenden Kegels, dessen
Leitlinie ein Kreis, eine Elli pse oder eine ~m||-'1"iu‘1- g -

schlossene Kurve sei. werde an beliebiger Stelle Elektrizitit
eingefiibhrt, um im unendlichen Berej iche des Kegels abgeleitet
zu werden., Die Strom- und Niveaulinien .\lml z11 unter-

suchen. Auch die Linien gleicher Intensitit lassen sich elementar
bestimmen,

Entsprechendes lalst sich mit Jedem symmetrischen oder zwei-
und mehrdeutigen Probleme symmetrischer Art machen, z B. auch mit
den ]u.ﬂ.]lnf\_a]m Ellipsen und Hyperbeln. Zahlreiche der schon he
handelten Figuren geben instruktive Modelle fiir das Verstiindnis der
Strimungen auf krummen Oberfliichen.

Ahnlich kann man mit de n abwickelbaren Regelflichen ver
fahren. Gewisse Schraubenfliichen gehoren hierher. Das einfachste
Beispiel ist naturgemals der € vlinder, dessen guad
einteilung benutzt werden

ratische Oberflichen-

cann, Scharen von Schraubenlinien herzu-
stellen, die ihn ebenfalls in Quadrate einteilen. Dagegen treten die
Probleme, die sich auf nicht abwickelbare Regelfliichen bezichen,
z. B, auf das einm: mtelige Hyperboloid und hyperbolische
l'.itrthnltm , aus der lhinvn’rmu Behandlungsweise heraus.

) Die I\IJH’r'i Projiziert man die Kugelfliiche von einem ihrer
P llJlI\il' aus auf die gegeniiberliegende T angentialebene, so geht hekannt:
lich jeder Kreis ihrer Oberfliche im allgemeinen in einen Kreis iiber.
Ziwei sich schneidende Kreise verwandeln sich dabei in Ireise, die
sich unter demselben Winkel schueiden. Die Abbildung ist also eine
isogonale, so dals kleine Dreiecke der Kugelfliiche in @hnliche Dreiecke
auf der Tangentialebene iibergehen. In manchen Lehrbiichern der
Elementarmathematik, z. B. im Method. Lehrbuch Bd. II des Verfassers
Stereom. IX werden diese Sitze auf einfachem Wege abgeleitet. Fiir
die Riickprojektion der ' l'angentialebene auf die Kugel mit Hilfe des
Antipodenpunktes gilt dasselbe. Jede ;Iu.ululfaciw Einteilung der
bene giebt also eine solche auf der Kugel, und durch Inversion kann
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die letztere wieder in eine andere Kugelteilung umgeformt werden.
Solche Einteilungen geben z. B. die Meridiane und Parallelkreise und
ihre Diagonalkurven, die loxodromischen Linien, die bei der obigen
Projektion in logarithmische Spiralen {ibergehen. Ahnliches gilt vom
Kreishiischel auf der Kugelfliche bei lw]i:-lni}i liegenden Biischelpunkten.
(Auch die sphiirischen Kegelschnitte machen eme Quadrateinteilung
miglich, die jedoch auf elliptische Funktionen fithrt. Sie vermitteln
die Abbildung der Kugelfliche auf Quadrat und Rechteck. Vgl. Ing.-
Math. S. 199: Quadratische Weltkarte yon Peirce.) .

¢) Drehungsflichen. Jede Drehungsfliiche kann durch Meridiane
and Parallellcreise quadratisch eingeteilt werden, z B. das Drehungs-
ellipsoid, Drehungsparaboloid, Drehungshyperboloid und verschiedene
Ringfliichen. Dasselbe gilt von gewissen Kanalflichen und den durch
Reciprozitiit aus thnen entstandenen. Manches lilst sich elementar
durchfithren. Vergl. die Abhandlung des Verfassers iiber die Ab-
bildung der Cyklide in Bd. 94 des Crell. Journals, ebenso die iiber
einige Aufgaben der darstellenden Geometrie im Progr. 1883 der
Hagener Gewerbeschule und im 14. Jahrg. der Zeitschr. fir math.
Unterricht. Endlich noch die Abhandl. iiber gewisse transscendente
Fliichen, welche die Cyklide als besonderen Fall enthalten im 94. Bande
des Crell. Jowrnals.

d) Schwieriger sind die allgemeinen Flichen zweiten Grades zu
hehandeln, noch mehr Schwierigkeiten bieten die htheren Grade. Auch
die Oberflichen von Polyedern, besonders von regelmiilsigen, geben zu
interessanten Aunfeaben Anlals.

Beispiele aus diesem (Gebiete sollen nicht gegeben werden, da
sie nur theoretischen Wert haben und in der Ingenieur-Wissenschaft
kaum Anwendung finden. Mit diesen Bemerkungen soll das Kapitel

von den zweidimensionalen Problemen abgeschlossen werden,
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