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Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linearprobleme.
Kreisschar, Die lemniskatische Abbildung verwandelt das Strahlen-
bhiischel nebst konecentrischer Kreisschar in das Biischel gleichseitiger
Hyperbeln nebst konfokaler Lemniskatenschar, das Kreishiischel nebst
orthogonaler Kreisschar in das in
Fig. 129 dargestellte Lemniskaten- Fig. 151.
hiischel nebst orthogonaler Lemnis- / 1
katenschar, die Parallelenscharen AR
in  Scharen gleichseitiger Hy 9.9,
perbeln.
Die Abbildung Z =z
die Umkehrung der lemniskatischen : e
Abbildung verwandelt die Paral- '
in ein System kon
Strahlen :

lelenscharen
fokaler Parabeln, das
hiischel nebst koneentrischer Kreis-

schar in ein Biischel von Parabeln
Schar. Man
kann diese Transformation als die kardioidische Abbildung bezeichnen.

nebst kardioidischer
(Vergl. Ing-Math. Band I, Abschnitt VI.)
180) Die Abbildung Z==2% ist entsprechend zu behandeln.
[st 04 =1 und OA, = », eine beliebige Strecke, so vollende man
Dreieck O.A4.A, und setze darauf ein #hn-
liches 0A, A,, darauf wiederum ein #dhn- El =,
liches 04,4, Dann ist A,
/] — -:JI -‘II. IlI
”‘1:;_“1 ik
IIlll lI.
fii0%

().ri;, — }H‘

zugleich 1st
2 AO0A, — 3 <L AOA,.
Dies entspricht der M oivreschen Formel

[r (cos @ 1 3&in qu
3 (cos 3 ¢+ i sin 8 ).

Man nennt die Strecke 04, (Strecke ist
die nach Liinge und Richtung bestimmte
Gerade) die dritte Potenz der Strecke 0.4,.

A, den
in Kurven

S0 kann man zu jedem Punkte

augehvrigen A, finden. Koncentrische Kreise

um () gehen dabei wieder in solehe tiber, Strahlen durch O wieder
ither

cehen

o
— ()

durch . Kurven f (B, ®)=0 g
] — () in Kurven { (7, g)

in Strahlen
- : : "o (f]'
0, Kurven f |y £, =

fre neg)
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D48 Kapitel X,

Der quadratische Charakter der Einteilung mittels Strahlen-
biischel und koncentrischer Kreisschar bleibt erhalten. Das ,Quadrat®
A, B, C, D, verwandelt sich in- einen

Fig. 155. mIechtecksranm® 4, B, C, I),. Dabei sei

Y
O4, =r, AD =ra,
dann wird
04y =1r*, A; Dy = 30,
d. h.
A. D, — 3¢ A D,.
Ist nun
":II a’! — E‘i]rSH ()J'}'] == ¥ .—I frf',
so wird
OB, — (r + d)?
— %+ 3¢%d 4 3rd® il hg:s}
=0y
4, 8. — OB, 0A,
b il = (r* + 3r%d + 3rd2 - 47 pt

— 3r°d -+ Brd® I @&

[st nun ¢ sehr klein, so kann man 8rd® - @&® als unendlich klein
2% bezw. 3% Ordnung gey

g gegen 3 r°d vernachlissigen, so dals

Ay By = 3r*d = 37* A, B,
wird, Ist nun 4, B, — »

A, B, — A, D,, (denn 39

wird ein Quadrat.

Dy d.h. 4, B C, D, ein Quadrat, so wird
1, B, = 3r*4,D,), d.h. auch A, B,C,D,

Die Abbildung ist also eine konforme. Das Bogenverhiltnis ist
1:37% das Flichenverhiltnis 1:9+% Die Folgerungen fir Polar
momente 2" und 4T Ordnung liegen auf der Hand.

Dasselbe gilt nun auch von ihrer Umkehrung Z — ¥z, bei der
allerdings die Dreiteilung des Winkels \'<1.|';1L1.~<g{.=.~_u.'t;-ct werden muls,
ebenso die konstruktive Darstellung der dritten Wurzel, demn der
Vektor 04, muls in 04, verwandelt werden. Da dies mit Hilfe der
Rechnung beliebig genau geschehen kann, soll diese Méglichkeit an-

genommen werden. Kurven f(#, ¢) = 0 gehen iiber in f(Vr, q;'l =)

Die orthogonalen Parallelenscharen verwandeln sich in orthogonale
Hyperbelscharen 3% Ordnung, das Strahlenbiischel und die koncen-
trische Kreisschar nm einen beliebigen Punkt in ein Hyperbelbiischel
3% Ordnung nebst Lemniskatenschar 3ter Ordnung, wobei die 3 Brenn-
punkte (Wurzelpunkte) auf einem Kreise liegen und ein gleichseitiges
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Dreieck bilden; das Kreisbiischel und die orthogonale Kreisschar gehen
ither in das Biischel der Lemniskaten 3% Ordnung nebst Orthogonal-

schar, welches in Fig. 130 dargestellt ist, u.s. w. So erhiilt man

=

. J &8 - . P LR
weitere Stromungsprobleme und kann ebenso zu Z = " wnd Z =y ¢
iibergehen.

181) Riickblick auf die logarithmische Abbildung.
Von besonderer Wichtigkeit ist die schon in Nr. 115 behandelte

logarithmische Transformation, die darauf beruht, dals man an

Stelle von X = a einsetzt lgr — a oder r = ¢, an Stelle von ¥ =0
dagegen den Bogen # = . Dadurch wird die Parallelenschar in das
System koncentrischer Kreise nebst Radien verwandelt. Aus X; —a 4 d
wird lg», = a -+ d, so dals r,=¢*t* wird, aus X, — X=d also wird
oy, —lor —d oder *— ¢
il = PR P il ]
g0 dals
' d d? \
r, =re* und 7, r=r(e# —1 =i (1 | . i e | = 1{]

B SRR W

wird. Fiir unendlich kleines ¢ wird also die eine Rechtecksseite gleich
rd. Aus Y, — b} d ergiebt sich &, =b+f d, ans ¥, — Y=
also &, — & = d, fiir den Radius # also ebenfalls »d. Demnach geht
ein kleines Quadrat in ein kleines Quadrat iiber. Damit ist auch
dieser Ubergang auf eine Transformation zuriickgefiihrt, die mit
der Formel

X - ¥i—lg[r(cos & -+ isin§] = lgr + lg (cos & - ¢sin )
= lgr 4 lge?! = lgr + 4

zusammenhingt, wobei X = lgr und ¥ = & wird, da man die reellen

r d # w ' . S, 2 o
Feile und ebenso die 11mMaginaren einander ;_f]l_‘](:]i zu setzen hat. In
beiden Ebenen entsprechen einander folgende Kurven:

Z-Ebene. z-Ebene.

I f(lgr, ) =0
1) £(X, ¥) =10 e
poe lodm 1a- Va4 o, arctan r'JJ = U,
l l ¥ 1}

20,1 (6% X)) =0
= EEny [ n " i
mi_u Vr 2 L Y=, arctan r) = (i);

‘I|I: d '
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