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958 Kapitel X.

189) Aufgabe. Das Problem des homogen belegten Cylin-
ders abzubilden.

Auflésung. In der Schnittebene geht der Kreis in einen Kreis,
die koncentrische Kreisschar in eine excentrische, das reguliire Strahlen
biischel der Kraftlinien in ein Kreishiischel iiber, dessen Tangenten
ire Strahlenbiischel sind. Die gleichen

in den Biischelpunkten regu
Bogenelemente des Kreises gehen nach 1) in solche iiber, die sich
verhalten wie die Quadrate der Entfernungen O A (oder auch PA.
wenn P der zugeordnete Punkt zu O im neuen Kreise ist). Die

Dichtigkeiten der neuen Belegung sind also umgekehrt proportional
diesen Entfernungsquadraten. Tritt an Stelle des Kreises eine Gerade,
so 1st das Gesetz leicht selbstindig nachzuweisen

( 1 1. %€ e
Die Wirkung des so belegten Cylinders (Kreises) nach aulsen
lilst sich dureh die der Geraden des inneren Biischelpunktes ersetzen,
wobei die Quantitiiten beider Belegungen gleich gind. Die Wirkung
nach immen lilst sich ebenso durch die Belegung der Geraden des |
dulseren Biischelpunkts ersetzen. Hier lassen sich die fritheren Be
trachtungen iiber centrobarische Belegungen wiederholen.
Fiir den massiven COylinder erhilt man Dichtigkeiten, die um
gekehrt proportional der 4'*® Potenz der Entfernung sind.

190) Bemerkung. Bei dem dreidimensionalen Probleme stimmten
die Elektrizititsmengen der Bilder nicht mit denen der Originalpunkte
iiberein, infolge dessen ging dort ein Teil der Elektrizitiit nach dem
Unendlichen ab, und das Innere der Kugel hatte Niveauflichen, die
dem Aufseren nicht reciprok waren. Hier fiillt dieser Umstand weg,
jedes F; wird gleich E, also gehen jetzt durch die Abbildung die
Niveaulinien eines Problems in die Niveaulinien des neuen
Problems iiber. So tritt eine wesentliche Vereinfachung ein. Im
Raume findet, wenn eine Kugel zu den Niveauflichen eines
Problems gehort, im allgemeinen keine Reciprozitit statt,

e

wohl aber ist dies mit dem Kreise in der Ebene der Fall
Dieser Unterschied ist von wesentlicher Bedeutung. Weiteres iiber
die Inversion in zweidimensionalen Problemen findet man in der
»Lheorie der I'.-s'tn;_l_'ull:llvtt Verwandtschaften®. Hier soll ans |1‘:|m||lt_r1'|'1|1th'll
nicht niher daranf eingegangen werden.

191) Ein wightiges Mehrpunktproblem.
Unter den Mehrpunktproblemen ist folgendes von Bedeutung. In
den Punkten y = 1 der Y-Achse striome Elektrizitiit in gleichen
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Mengen ein, im Nullpunkte des Koordinatensystems werde sie zur

Hilfte abgeleitet, der Rest flielst nach dem unendlichen Bereiche ab.
Die Gleichungen werden

) lgr, +lgr lgr,—c oder lg"” ryr .
) 0 g e L el R U el o - = ”.ElEa]‘ ; 2 e
2) Hh+ 4, — 8 =c

Die Konstruktion der Kurven geschieht durch die entsprechenden
Kreisscharen nnd Strahlenbiischel.

Bei dem Einpunktproblem war dagegen lg R —=1¢, 6 — ¢

Ywischen den Polarkoordinaten der letzteren und denen der ersteren
Ebenen finden also die Beziehungen

R="" ynd @— &+ 0 —48

Yo
statt.
In Fig. 135 ist die eine KEbene dargestellt. Hs werde der Bequem-
S ¥, 4 : 2 ;
lichkeit halber R = *-* gesetzt, was nur eine Verkleinerung des

Mafastabes auf die Halte in der X Y-Fhene badenteh

In gewthnlichen Koordinaten lautet dann die Beziehung
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Will man erfahren, was den Kurven X = a, ¥ = b entspricht,
s0 hat man ¥ und X aus den beiden Gleichungen zu berechnen, was
keine Schwierigkeiten macht.

Statt des cewohnlichen Weges sei auf den Weg der Zerlegung
in Produkte komplexer Faktoren aufmerksam gemacht. Man kann
statt 1) schreiben
3) (X + ¥i) (X — Yi) = iy Ve —pid ;"I-_:'..F-l_'f“- _-l' ey 4

4 (o yi) (@ i1
Statt 2%) kann man schreiben

1 D R i) 1 o T R ) 1 a - By i
.l!_t' < ! . il:r‘r - "r_. e - _[“- | -'l'”. |—_ N j If-"- | _Jr".
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oder
4 X+ ¥s &+ yi—i) (@4 yi+ 1) (2 —yi)
X—Y¥Yi (z—yi—ix—yi+i ety
Durch Multiplikation folgt aus 3) und 4)
P .0 (e gl —— (=== 1
(R T 0 it
- 4 ix - yr)*
oder
o 5 == r+yi—i)(xfyid-i ztyi*41 i 7 7 Imgis
h) X4 Yi= ' 5 = - = ll.r' Layir)4+—
—1 4 B i UL 2 (& -1y =T —'_" -t ..',r.{_;'

oder wenn man jede komplexe Grilse gleich Z beaw. z setzt,

U'j 7= ; (S -+ T‘)

&

Diese Funktion nennt man die abbildende Funktion.
Um in H) das Imaginiire vom Reellen zu trennen, schreibe man

x> o 1] g T — i 7 1 A a— At
X —-:— ¥Yi = 3 ) 1,— i —|— : — = Jl— i —!— o .ﬂ!"-
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Daraus folgt

o B L e e
‘) X = 2 (@A ”:u. === {: -+ ~) cos g,
) . i (2 -t —1 fit TR
o =gl [ = s Lt = :
: } 9 22 Ly? e :’ J..j S111 qp.

So ist die Bestimmung von X und ¥ ohne umsténdliche Rechnungen
erfolgt und das Resultat in die einfachste Gestalt gebracht. Die Kurven,
die den Geraden X —a, X = b der X-Ebene entsprechen, sind in der
Zeichnung (Fig. 136) dargestellt. Fir ¥ =0 erhiilt man die Kurve

y wtyt—1 ,-, 5
¥ 4 . — [} U‘ti[‘[' &€ 'i" _'lj" s 1 — .'«

2 rne - I_J-'.

d. h. einen Kreis mit dem Radius 1, gegen den Reciprozitit stattfindet.
(Die Figur findet sich auch in der Dissertation des Dr. Hans Meyer,
Ziirich 1879.)

192) Deutungen der Figur. a) Man denke sich die homogene
Striomung eines breiten Stromes von links nach rechts gehend. In
der Mitte des gezeichneten Kreises werde durch ein Schaufelrad oder
durch Dampfkraft eine kriiftige Gegenstromung erzeugt, die kon-
tinuwierlich Wasser nach links treibt und von rechts her ansaugt.
Diese Strémung denke man sich in der ganzen Tiefe wirkend, Kin
Stromfaden geht von der Mitte O nach A, spaltet sich dort in einen
iiber B und einen iiber D nach € und dann nach O zurfickgehenden
Faden von kreisformiger Gestalt. Innerhalb dieses Kreises
spielen sich lokale Wirbelbew egungen®) von der gezeichneten
Gestalt ab. Der Kreis hezw. Kreiscylinder zwingt den Strom, um ihn
herumzugehen, wie um ein festes Hindernis. Alle (eschwindigkeiten
sind umgekehrt proportional den Dimensionen der kleinen Quadrate,
die durch die Stromlinien und die orthogonale Kurvenschar (Niveau-
linien oder Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials) gebildet werden.
Daher herrscht bei 4 und € Aufhebung der Geschwindigkeiten.

(Ein Vorlesungsversuch mit Wasser lielse sich wohl fiir kurze
Zeit arrangieren, besonders wenn man nach Eintreten des stationiren
Zustandes im Wirbelraume andere Fiirbung hervorbringt. Selbstver-
stindlich glitckt dies nur angeniihert, da hier von einer idealen
Fliissigkeit ohne Reibung und ohne Molekulardrehungen die Rede ist.)

Statt der Fliissigkeitsstromung konnte man in ein breites Band,
in dem Elektrizitit von links nach rechts stromt, unmittelbar links
von O Elektrizitit einstrémen, unmittelbar rechts von O abstromen
lassen.  Die Stromlinien sind dieselben. Auch eine entsprechende

Wirmestrémung kann man sich denken.

*) Nicht im Helmholtzschen, sondern im vulgiiren Sinne.
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