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206) Die Abbildung Z=z+e? und die entsprechenden Stromungen
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wert. Gruppe ¢) aber tritt vollstindig aus der Méglichkeit elementarer
Behandlung heraus. Die Grenzlinie der letzteren ist also festgelegt
durch die einfacheren transscendenten Funktionen, die als goniometrische
und Exponentialfunktionen bezw. a:;_.dnmelrrlmht und lu:;_v.mﬂﬂn:mlu.
Funktionen auftreten. So grofse Fortschritte durch die hoheren
Funktionen auch erzielt werden konnen, man bleibt nach einem
Ausspruche von Dubois- Reymond doch auf das Strandwasser des
Ozeans der Funktionentheorie beschrinkt.

Als Beispiele von Problemen, die sich an jener Grenzlinie be-
finden, sind im folgenden einige herausgegriffen. Obwohl die hohere
Analysis vermieden ist, sind sie doch nur fiir vorgeschrittene Leser
bestimmt. Andere mdgen sie tiberschlagen. Aufgenommen wurden sie
aus dem CGrunde, weil durch sie die Theorie der Kondensatoren und
der Schutzringe verfeinert wird, und weil sie zweitens in die berithmten
Arbeiten von Helmholtz und Kirchhoff iiber die Theorie der
freien Ausflulsstrahlen einfithren und ein neues Licht auf die
schon vielfach besprochenen hydrodynamischen Analogien werfen.
Man wird daraus entnehmen, von welcher Bedentung die '\Id‘hnrlu der
konformen Abbildung fiir viele Teile der ntftflwmrﬁm]lr'n Physik ist.
Auf diesem (zebiete |1m]:~t sich noch mancherlei lohnende Arbeit fiir
den angehenden Forscher.

')Ht}l Die Abbildung Z ==z -+ e Diese Abbildung ist zuerst
vOn Hvlm]mh? fiir h\lI]Hl’i\,]ldl]llHth' Zwecke behandelt worden. Sie
giebt aber auch die Theorie der ebenen Kondensatoren und des Schutz-
ringes am Thomsonschen Elektrometer. Sie soll hier ganz elementar

hehandelt werden.

Aus
oder
X+ Yie=(z+}yi)feetvi—=atyitee i— g -yi 4 ¢ (cosy--isiny)
folgt durch Gleichsetzung der reellen und ebenso der imaginiren Teile
L) X =z ¢#cosy,
2) Y —y -} ¢ siny.

Fiir jeden Punkt z, y der s-Ebene kann man also die Koordinaten

X, Y des ihm entsprechenden der Z-Fbene berechnen und so durch
Rechnung die Abbildung ausfithren.

Es fragt sich, was fiir Kurven den Geraden z =a und y =1 in
der Z-Ebene ult.alrm_.-hun. Setzt man in beiden Gleichungen # = @, 80

erhidlt man _
X —a-tecosy, Y=y &smy.
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Aus der ersteren kann man cosy berechnen, daraus y und siny

— /1 -— cos*y bestimmen und beides in die zweite einsetzen. Man erhilt

als Gleichung der den Graden x — ¢ entsprechenden Kurven
. X—q A X — 2
Y — arc cog - — ! | ( : }
& - /
4”]'2-_‘5'
- X —it = > =
3) Y — arccos - “=Jerd— (X — g)?
[

Dafiir kann man auch schreiben

) X £ <_'n5-'~[}" |;”'.r:'-’"’- (X - rfjli"_J L g,

Der Geraden =0 z B. entspricht die Kurve

4) Y = arccos X + /1 X*

4%) X =cos[Y—yi—X2]

Setzt man dagegen y = b in die Gleichungen 1) und 2) ein, so entsteht
X=ua-4 e cosb, Y=>b-t ¢*sinb.

Aus der zweiten kann man ¢®, also auch 2 berechnen und beides in
die erste einsetzen. Man erhiilt als Gleichung der den Geraden y — b
entsprechenden Kurven

Y—9b e

Ae= i e e e
S smd ' snd
“‘Cii_‘i-
% - Yo P
A) X —=lg———= 4 = o i
4 2 b tan b /
wofiir man auch schreiben kann
R 2 e e
H#) Y'=sindle tauwd ||}
Ist z. B. 6 — 0, s0 ist auch ¥—10¢, d.-h die X Achsen beider Ebenen
entsprechen einander. TIst ferner b — w,80 18t auch ¥ — -+ =
so dals auch die Geraden y = + 7 und ¥ = —-  einander entsprechen.

Man hat nun zu untersuchen, auf welche Strecken hin dieses
gegenseitige Entsprechen der Geraden stattfindet,
petzt man ¢ =0 und geht man dann in «

er z-Ebene von o= — a0

bis =0 und von da nach 2 = | o0, so geht man nach 1) in
der Z-Ebene von — 0o 4 ¢—% ¢os0 oder — 0o nach o -k ¢ cosy = 41
und von da nach oo - ¢ cos g — - o0. Beide Geraden entsprechen

einander in ihrer ganzen Linge, nur entspricht dem Punkte z — o

der Punkt X — | 1.
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Setzt man :l:ngq-g:-n i a und macht man in der z-Ebene wieder
den Weg von #= — oo iilber 2 =0 nach 2 = -- oo auf dieser
Linie, so geht man in der Z-Ebene auf der Geraden Y =z von
X=—o+4e X .cosmg=—00 nach 0 + ¢ cos# = — 1 und dann
nach oo + ¢%° - coswr = 00— ¢ =0x (1 b F'JL —- 1\ - 1*:"1 =]
= — o0. Dem Wege von x fiber 0 nach 4+ oc in der 2-Ebene
entspricht also jetzt der Weg von — oo nach — 1 und von da zuriick
nach — oo: Der Punkt mit den Koordinaten ¥ = 7 und X = — 1

ist also eine singuliire Stelle, deren Bedeutung noch nither auseinander
zu setzen 1st,

Ebenso ist es aus Symmetriegriinden mit den Geraden y = — x
bezw. ¥ = — =, so dals auch der Punkt ¥ = —w, X = 1 von
singulirer Bedeutung ist.

Man beschrinke die Be-  :-mbene Elgvtiis
trachtung in der z-Ebene zuniichst
auf einen ]l]HlM[H!illll n Streifen B B e D,
von der Breite 27, der von den \ 0 :

‘ g i - n AR /
Geraden y = -} & eingeschlossen, i

ARt ol P = : g s
aber im iibrigen unbegrenzt ist. © - N W

Wie die Abbildung Z = ¢ T

. y . g 3 . T < f e o —~ = Ji!
diesen Streifen auf die gesamte = Al-7

Z-Ebene iibertriigh, ist dies auch

bei unserer Abbildung 7=z 4 ¢°
der Fall, aber in anderer Weise. In Fig. 144 ist das gegenseitige
Entsprechen fiir die vier Quadranten des Streifens zunichst ganz
roh dargestellt, wobei die Pfeile

andeuten, dals die Linien sich #-Ebene.

Fig. 144D

bis ins Unendliche erstrecken. In
der Z-Ebene ist die Schraffierung
nach aunfsen bis ins Unendliche
fortzusetzen, der weils gelassene

Streifen ist jedoch wvon = der
Kurve B(CA hegrenzt, deren
Gleichung in Nr. 4 gegeben war.

Denkt man sich den Streifen
der z-Ebene in 24 horizontale
Parallelstreifen zerlegt und dann von x = o aus durch Senkrechte in
regelrechte Quu.l;-;qm'('[1]5_-;|_=h-1']t, so giebt die Berechnung der den Eck
punkten der Quadrate in der andern Ebene entsprechenden Punkte
die Fig. 144ec.

Unter den Kurven. die den horizontalen Parallelen entsprechen,
T

. . : : dawallole =
sind zwei von besonderer Bedeutung, die den Parallelen y i

o7 =
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entsprechenden., Setzt man diesen Wert ein, so geht Gleichung 5%)
ither in

6) Y =X} bezw., ¥ = — ¢X-

| 3 1

=

Dies sind die Gleichungen zweier logarithmischen Linien. (Rechts
von der X-Achse aus nach oben und unten gezihlt handelt es sich
um die - 6 Kurve.) Die
Fig. tdde erstere unterscheidet sich nur
dadurch von der Kurve

- Ebene.

- - o ‘ T

i Y — ¢X, dalz sie um - nach
' S 5 s ;
,l--J—' — ; oben verschoben ist. Die
A\ e andere ist das Spiegelbild
] { der verschobenen Kurve in
e =t Bezug auf die X-Achse.
I : =
B , Setzt man aber y= 4=,
H { | Il

FERETLEEE B T & s e
HEE R ul| so geht die Gleichung 1) iiber
HEH t:; =t|: — s 3 o

T T - T o . w5 e [l
i) e in X =& - ¢-cos ( -3)

7 oder in
X=uz,

\ d. h. die Punkte auf den
z b ¥
_\ (xeraden y:i 5 und die
= entsprechenden auf-den
durch 6) dargestellten

logarithmischen Linien haben iibereinstimmende Absecissen.

Fillk man also von den in Fig. 144¢ durch die Quadratteilung

markierten Punkten der beiden logarithmischen Linien Lote auf die
fiz

X-Achse, so wird diese in gleiche Stiicke eingeteilt, die denen der
=

#-Achse nach Grolse und Lage entsprechen.

Man kann also die Zeichnung vereinfachen, indem man in der
Z-Ebene von den drei Geraden ausgeht, die beiden symmetrischen
logarithmischen Linien, die sich nach Nr. 161 elementar konstruieren
lassen, eintriigt, die Einteilung der x-Achse hilfsweise auf die X-Achse
iihertriigh, Lote errichtet und so auf den logarithmischen Linien die
Schnittpunkte der den Linien z = a entsprechenden Kurven auftriigt,
die eine guadratische Einteilung geben.

Die Funktion Z =z 4 ¢ ist eine einfach periodische mit der
Periode 2 7, ihre Umkehrung also unendlich vieldeutig. Es fragt sich,
was den sich anschliefsenden Parallelstreifen der z-Ebene entspricht.
Die Antwort ergiebt sich, sobald man y z. B. gleich ¢4 2z, = 2=,




Die zweidimensionalen Mehrpunkt- und Linearprobleme. 2R9

—x + 2=, + 27, - 27 setzt. Dem niichsten oberen Streifen

der z-Ebene von Breite 2x entspricht dieselbe Figur moch emmal,

b

jedoch um 2z nach oben verschoben. Man kann sich diese zweite Ebene
mit ihrer Zeichnung als eine zweite Schicht denken, die iiher der andern
liegh. Dasselbe kann man mit der Verschiebung um — 2z machen
und diese Schicht unter der urspriinglichen denken, und so kann man
mit +4x, 4+ 6x, + 8x... fortfahren. Dadurch erhalten siimtliche
an den horizontalen Grenzlinien scheinbar unterbrochenen Kurven ihre
Fortsetzungen. Zeichnet man diese, so sind simtliche Geraden Y= nx
Symmetrieachsen der Gesamtzeichnung.

Die Kurve, die der Geraden # = o entspricht, geht dann &hnlich,

wie die als Cykloide bezeichnete Rollkurve des Einheitskreises aunf

der Linie X = — 1 nach oben. Sie ist in der That eine Cykloide.
Die Gleichung einer solchen wird in den Lehrbiichern mit Hilfe einer
dritten Variabelen 2 in der Regel durch die Gleichungen x = w — sinw
und y = 1 — cosw dargestellt. Elimination von w giebt dort als
Gleichung # = arc cos (1 —y)— Y=l —y)". Wegen der Drehung
um 90° ist hier 2 und y zu vertauschen, was

y — arccos (1l — o) — 1 — (1 —x)®

oiebt. Das Koordinatensystem ist aber gegen das unsrige um 1 ver-

=

schoben. Setzt man z = X - 1, so wird die Gleichung

Y = are cos X - lfdi oder X = cos(¥Y Pl — Xél],

was mit 6) bis auf das unwesentliche Wurzelzeichen (beide Zeichen sind
richtig) iibereinstimmt. Die Kurve 4 BC ist also in der That eine
Cykloide.

In gleicher Weise sind die iibrigen Wellenliien und Ovale ge-
dehnte bezw. verschlungene Cykloiden. Die Gleichung der
letzteren wird in der Regel durch

= W — ¢ S W
i = 1 — ¢ cos

dargestellt. Elimination von w ergiebt als Gleichung

- =9 / — iy 2
£ = arc cos 1 - = I-—’ Li— [ £ ) :

i

oder bei Vertauschung von x und y

Yi==GlC Lo =——5 — ¢ l 1 ( e 125
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Setzt man 1 r=X—a,also x=14a X ein, so wird die
Gileichung
X —a X — =
¥ aAre Cos e ] Jioi==l ( = e
L \ ' J
Man hat nur noch ¢ = ¢ zu setzen, nm die Ubereinstimmung mit

B

Gleichung 3) bezw. 3%) herbeizufithren. Folglich: Simitliche Niveau-
linien sind gedehnte bezw. verschlungene Cykloiden, deren
Rollkreis den Radius 1 hat, so dals ihre Periode gleich 2;
wird.

Hieraus ergiebt sich eine Fiille von geometrischen Beziehungen,

auf die nicht nither eingegangen werden soll. Wir gehen vielmehr

vor weiteren Untersuchungen zu physikalischen Deutungen iiber.

207) Hydrodynamische Deutung. Man denke sich einen iiberall
cleich tiefen langsam fliefsenden Strom zwischen parallelen Molen weit
m einen iiberall gleich tiefen See geleitet. Reibungs- und Beharrungs-
storungen werden als nicht vorhanden angenommen, so dals die Strom-
bewegung etwa der verlangsamten des elektrischen Fluidums entspricht.
Die Zeichnung stellt die Stromlinien und die Linien gleichen Ge-
schwindigkeitspotentials dar. Die Geschwindigkeiten sind umgekehrt
proportional den Dimensionen der Quadrate. An jeder Stelle der
Molen herrscht innen eine grifsere Geschwindigkeit, aulsen eine weit
kleinere. Dem Innen- und Aufsenpunkte jeder Stelle entsprechen
zwel getrennte Stellen der Grenzlinie des Streifens der #Ebenen, die
man durch einfaches Abzihlen der Stromlinien bis zur Cykloide hin
bestimmen kann. Man kann auch die betreffenden Niveaulinien bis
zar logarithmischen Linie verfolgen und dann die Schnittpunkte ant
die X-Achse projizieren, was ebenfalls die beiden Abscissen giebt.
Dadurch hat man gewissermalsen eine graphische Lsungsmethode
der transscendenten Gleichung

Bl N COB o oder X = 7 et

wobei X gegeben, @ berechnet werden soll. Diese Methode ist ebenso
genau wie die tibliche arithmetische Annfiherungsmethode, nach welcher
man zur Auffindung des ersten Wertes zu schreiben hat

1) xy = X 4+ e = X | Vor G o I 8 - pXAetaTEL

Den zweiten Wert findet man mit Hilfe der Gleichung ¢ — — X -1 a,
oder
2) v, = lg | X+ z)=lg[— X+ lg(— X 4 g) ]

=gl X+ XF(—X+a)]}=—"
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