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Kapitel XIV.

Hydrodynamische Analogien.

a) Allgemeines.

278) Allgemeine Bemerkungen. Schon frither wurden hydro-
dynamische Analogien erwiihnt, bei denen es sich um Bewegungen einer
idealen Fliissigheit handelte, die so erfolgten, als ob das Flielsen in
den Kraftréhren unendlich kleinen Querschuitts fiir irgend ein mag-
netisches Problem (bei nur positiven Massen konnte es auch ein
Gravitationsproblem sein) geschehen miilste, und zwar ohue jede Reibung
bei absoluter Inkompressibilitiit. Die Geschwindigkeit in jedem Punkte
entsprach dabei nach Grélse und Richtung der anziehenden oder ab-
stolsenden Kraft des Potentialproblems, das Geschwindigkeitspotential
entsprach der Kriiftefunktion, d. h. dem eigentlichen Potential. Denkt
man sich die Kanalwiinde weg, so hat man vorauszusetzen, dals die
mit nicht ganz gleichen Geschwindigkeiten aneinander hingleitenden
Stromfiiden keine Reibung aufeinander austiben, so dals die Fliissigkeits-

tellchen nur fortschreitende Bewegungen erhalten, nicht aber sich
um die eigene Achse drehen. Geschihe letzteres, so wiirde der
Vorgang ein sehr komplizierter werden, der Raum, in dem es geschihe,
wiirde aus dem Potentialproblem auszuscheiden sein. Man kann iiber-
haupt fiir den ausgeschlossenen Teil keine Kriftefunktion ausfindig
machen, aus der sich die Bewegungen fiir den Raum ableiten lielzen.
Dort giebt es kaum Gemeinschaftliches, fast nur Individuelles, man
sagt, fiir diesen Raum existiere kein Potential.

Aufserdem muls, da man auf die Triigheit nicht wohl verzichten
kann, angenommen werden, dals die Trigheit auf die Grifse und
Richtung der Bewegungen ohne Einfluls sei. Jedes Teilchen, welches
auf einer Kurve zu wandern hat, will ja infolge der Trigheit diese
verlassen. Man muls annehmen, dals dieses Bestreben, aus der Bahn
zu weichen, irgendwie anfgehoben werde.

Im allgemeinen giebt man den Kraftrihren rechteckigen Quer-
schnitt. Befrachtet man einen Rechteckskérper der Fliissigkeit mit den
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Kanten a, b, ¢, der in einem solechen Kanale fliefst, so bleibt er ein Recht-
eckskorper, jedoch indern sich die Kantenlingen a, b, ¢. Da aber
[nkompressibilitit angenommen ist, so bleibt der Inhalt abe — a, by e,
also konstant. Die einem Wiirfel einbeschriebene Kuge

. verwandelt
sich m ein embeschriebenes Ellipsoid gleichen Inhalts, es findet fiir
die verschiedenen Gestalten eines Teilchens Affinitit in
den kleinsten Teilen bei ungefindertem Rauminhalt statt.
Zu  dieser Umwandelung ist in der Wirklichkeit ein gewisser
Arbeitsaufwand nétig, so dals eigentlich von einem freiwilligen statio-
niiren Zustande nicht die Rede sein kann. Von solchen Reibungs
widerstiinden sehen wir ab, um den stationiiren Zustand zu erméglichen.
Zr l'"lu-r\*.'imltm;;’ miilste eine Art von Triebkraft angenommen werden.
Den Widerstand einer Zelle der potentiell gleichwertigen Einteilung
gegen die betreffende Umformung des Wasserkiorpers konnte man
definteren als den Quotienten aus der Potentialdifferenz der beiden
Grenzflichen (Geschwindigkeitspotential!) und der jeden Querschnitt
passierenden Fliissigkeitsmenge. Dies wiirde eine Reduktion auf die
Masseneinheit bedeuten, und damit ganz analog sein der Ausdrucks
weise 1in der Elektrizititslehre, wo der Widerstand einer Zelle eben-
falls aus dem Quotienten der Potentialunterschiede der beiden Grenz-
Hichen und der passierenden Elektrizititsmenge erklirt wird. Oben
wurde von solchen Betrachtungen absichtlich abgesehen. Die fiir die
Kriifte eines Potentialproblems geltenden Gleichungen pw = p,w,,
y: 2y

plr=pt,, p=un— e » (G gingen einfach fiber in Gleichungen

fiir die Geschwindigkeiten, welche lanteten
v, — T

w

— % (7.

pw = vy, vEF=uF, v=x«

Besonders einfach wurde alles bei den zweidimensionalen Problemen
des logarithmischen Potentials. Dort fand iiberall Einteilung in kleine
Quadrate oder ihnliche Rechtecke statt. Die Atfinitit den kleinsten
Teilen wurde zur Ahnlichkeit in den kleinsten Teilen. Die Geschwindig:
keiten wurden umgekehrt proportional den Dimensionen der kleinen
Quadrate. Zu jedem Probleme gehorte ein Vertauschungsproblem,
d. h. Strom- und Potentiallinien konnten ihre Rollen wechseln.

Fig. 142 2 B. stellt das System der konfokalen Ellipsen und
Hyperbeln dar. Ob die Bewegung in den hyperbolischen oder in den
elliptischen Kaniilen erfolgt, ist gleichgiiltig. 111 letzterem Ii”.l_ .-]tmmh
man sich den Vorgang i'{JIlr_n'-ud:_~rmui:~3¢.~.u vorstellen. Das Gefils ser
ein elliptischer Cylinder mit einer Einsatzwand, die der Brennlinie
entspricht. Um diese Scheidewand herum  denke man sich die
Fliissigkeit in Bewegung gesetzt, z. B. mit HIH:'“'\'{}]I Sehaufeln.
Nach einiger Zeit werden sich etwaige storende Wirbelbewegungen
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beruhigen, allmiihlich tritt eine Art stationdirer Zirkulation um die
Scheidewand herum infolee der Beharrung ein. Diese ist zu unter-
suchen. Unter den angegebenen Voraussetzungen erfolgt sie so, wie
die Figur sie beschreibt.

Entsprechendes findet bei anderen Problemen zweidimensionaler
Art statt. Bei Mehrpunktproblemen bezw. ihren Vertanschungsproblemen
kann man Einsiitze entbehren, es ist aber fiir die Anschauung gut,
sich Cylinder geringen Durchmessers an Stelle der Punkte zu denken,
wobei das Zirkulieren der Fliissigkeit verstindlicher wird. Man vgl.
z. B. Fig. 125,127,129, 130. So lassen sich alle Stromungsnetze hydro
dynamisch deuten.

Helmholtz ist es gewesen, dem es gelang, den Einfluls von
Wirbelbewegungen auf den umgebenden wirbellosen Wasserraum und
die gegenseitigen Einwirkungen der Wirbel unter sich in den Grund
ziigen aufzukliren, indem er die betreffenden Bewegungsgleichungen
integrierte. Da hier von hiherer Analysis ganz abzusehen ist, miissen
wir auf die Wiedergabe seiner Rechnungen verzichten. Das neu er
schlossene Gebiet ist aber von derartigem Interesse, dals der Versuch
cemacht werden soll, mit Hilfe der von Helmholtz aufgedeckten
elektromagnetischen Analogien die stattfindenden Bewegungen zu be-
schreiben, wobei nur Sitze benutzt werden sollen, die frither abgeleitet
wurden. Leser, die der hoheren Analysis miichtig sind, wiirden auf
die ,Gesammelten Abhandlungen von Helmholtz, Bd. I, auf die
sMechanik“ von Kirchhoff, auf Auerbachs ,Theoretische Hydro
dynamik® und auf die Inauguraldissertation von Grobli iiber Wirbel-
fiiden (Ziirich bei Ziircher u. Fugger) zu verweisen sein.

bh) Wirbelbewegungen,

279) Analogien zwischen einem Wirbelfaden und einem
elektrischen Strome. Man denke sich

Fig, 220, in unbegrenzter Wassermasse einen geraden
a b oder gekriimmten Cylinder, in dem sich

eine grolse Anzahl wirbelnder Hlementar-
cylinder befinden, (Fig. 220.) Fig. ¢ stellt
den Querschnitt eines solchen Komplexes
dar, durch den man an die Ampeéresche
Darstellung magnetischer Molekularstrome
erinnert wird, die durch einen Solenoid-
strom ersetzt werden kénnen. s wird sich
zeigen, dals, wenn alle Elementarcylinder

in gleichem Sinne wirbeln, auch der Gesamtcylinder eine Drehung
macht, die bei gleichmiilsiger Drehung der Elementarwirbel nm den
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Mittelpunkt vor sich geht, bei ungleichmiilsiger Drehung um den zu
definierenden Schwerpunkt erfolgt. Ist der Querschnitt nicht kreis-
férmig, so hat er periodische Schwankungen durchzumachen u. s. w.
Jeder Elementarwirbel wird als Wirbelfaden bezeichnet. Er be-
steht aus unzihligen Wirbellinien (parallel zu semer Mittellinie).
Die Randgeschwindigkeit seiner Wirbelbewegung an jeder Stelle
wird als Geschwindigkeit des Wirbelfadens an dieser Stelle be-
zelchnet,

Das Produkt aus Randgeschwindigkeit und Querschnitt
heilst Intensitit des Wirbelfadens.

Wir vergleichen den stationiiren elektrischen Strom im Drahte
und seine elektromagnetisch polarisierte Umgebung mit dem Wirbel-
faden im Wasser, die auf die nordmagnetische Hinheit ausgeiibte
Kraftwirkung des ersteren mit der Geschwindigkeit, die der Wirbel
einem in entsprechender Lage befindhichen W asserteilchen agiebt, Die
Analogien, die von Helmholtz entdeclkt sind, sollen i:u: chrieben
werden. Vorliufie kann man sich dabei den Wirbelfaden im allge-
meinen als geradlinig denken.

a) Der stationiire elektrische Strom hat in allen Teilen des
Drahtes dieselbe Intensitiit, d. h. durch den Querschnitt flielst iiberall
dieselbe Elektrizititsmenge. Der Querschnitt darf daber nirgends
oleich Null werden, da sonst die hypothetische Fliissigkeit nut
unendlicher Geschwindigkeit bezw. Dichte flielsen miisste. Der Strom
muls also entweder geschlossen sein, oder sich beiderseits ins Un-
endliche ansdehnen. Analog:

Der Wirbelfaden hat in allen Teilen dieselbe Intensitiit
J=qx, wo ¢ den Querschnitt, » die Randgeschwindigkeit
der Wirbelbewegung bedeutet. Der Querschnitt darf nir-
gends gleich Null werden, da sonst unendlich grolse Rand-
§-§L‘-?.~'L’.]L\\.'..'l!h|i_!.-’.'l\?[‘[.i}{?ll stattfinden wiirden. Der Wirbelfaden
erstreckt sich also entweder ins Unbegrenzte, oder er liuft
in sich selbst zuriick, oder er endigt dort, wo die
Fliissigkeit zu Ende ist. iig; 2.

Bs ist also g:q, = v,:0. Fig. 221 gilt sow ohl fiir gleiche
Stromvolumina, ,1]-1 auch fiir ulw:hu Tﬁ-f]l]]Tl]li]rL eines Wirbel-
fadens. Bei wlm:humtwu l'miulhmu ist gl = q,l,, also
gogy =11 Aus beiden Proportionen folgt v, :v =1, :.f. Also:

]}H» Wirbelgeschwindigkeit am H.mdt' ist um-
gekehrt pmpu]hunttl dem Querschnitt und direkt
proportional den Lingen gleicher Volumina des
Wirbelfadens. N -5

b) Der stationiire Strom giebt zwar der Verbindungslinie zu-
eine Richtung, aber er ruft im Dielektri-

an*

sammengehdriger Magnetpole ¢
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kum keine Stréme hervor. Nur wenn aulser thm noch Stromleiter
oder Strome vorhanden sind, tritt besonderes ein. Amnalog:

Ein Wirbelfaden ruft in der wirbellosen Umgebung keine
Wirbelbewegungen hervor. Nur wenn noch andere Wirbelfiden
vorhanden sind, tritt besonderes ein. Folglich:

Der Wirbelfaden nimmt kein einziges der nicht wirbeln
den Molekiile seiner Umgebung in sich auf.

Darf man von der Reibung absehen, so behilt er, wie ein
stationfirer Strom, in allen Teilen dieselbe Energie. Folglich:

Der Wirbelfaden besteht stets aus denselben Wasser-
teilchen, behilt also auch (der Inkompressibilitit wegen)
stets dasselbe Volumen. Lifst man thn diinner und diinner
werden, so wird er zur Wirbellinie, von der nun konsequenterweise
dasselbe gilt.

¢) Bewegung des Stromleiters indert die Intensitiit und Energie
des Stromes nicht, sobald nicht andere Stromleiter in der Nihe sind.
Folglich:

Fortschreitende Bewegung eines Wirbels findert seine
[ntensitit und Energie nicht, sobald nicht andere Wirbel
in der Nihe sind.

d) Nach Nr. 248 bezw. Nr. 207 bewegt ein geradliniger Leiter
von der Intensitiit J, die Einheit des Nordpols senkrecht gegen die
durch Pol und Leiter bestimmte Ebene mit der Kraft

Analog:
Ein gerader Wirbelfaden von der [Intensitit J giebt

jedem Wasserteilchen in der Entfernung ¢ eine Geschwindig-

; o . ;
keit v = — senkrecht gegen die durch Faden und Wasser-
¢ b

teilchen bestimmte Ebene und zwar im Sinne der Wirbel-
drehung. (Man setzt = an Stelle von 2% J;.) Die Geschwindigkeit
= : ¢

ist umgekehrt proportional o.

Wodurch dies geschieht, ob durch Reibung, was wahrscheinlich
ist, oder durch irgend eine von Hertz und anderen angenommene
,Verkoppelung der Molekiile®, das sei dahin gestellt. So gut aber,
wie der elektrische Strom vom Momente des Entstehens an bis zum
Eintritt des stationéiren Zustandes Energie an das ihn wmgebende
Feld abgeben mufs, so hat auch der Wirbel Energie abzugeben, bis
die stationiire Bewegung der Teilchen des Feldes herbeigefiihrt ist.
Von da ab bleibt seine Energie konstant. Die in Bewegung gesetzten
Wasserteilchen drehen sich um die Querschnittsachse des Fadens, aber
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nicht um die eigne Achse, so dals man nur von fortschreitender Be
wegung zu reden braucht.

e) Das Stromteilchen A B =1 iibt nach Figur 198 und der zu-
gehorigen Erliuterung auf die in der Entfernung s von ihm in der
Entfernung p = s sin ¢ vom Faden befindliche nordmagnetische Einheit
die ablenkende Kraft

2w o By %, oJ, | sine

_\.::- :‘.:.'
aus, wo F, die vom Teilchen und dem Stromelemente | gebildete

Dreiecksfliiche ist. Setzt man aunch hier — an Stelle von 2#,./;, 8o

ailt analog:

Jedes Teilchen des Wirbelfadens vom Volumen ¢l und
der Wirbelgeschwindigkeit #, also von der Intensitit gx = J,
giebt jedem Wasserteilchen, welches von ihm die Entfernung
s, von der Drehachse die Entfernung o = ssine hat, die Ge-
schwindigkeit

o J1ein e q:—n"nmw q/}'

= = ]

xst T &* w8

wo F dieselbe Bedeutung, wie vorher hat. Das Drehungs-
hestreben fiithrt also nach Erreichung des stabioniren Zustandes zu
einer Geschwindigkeit, die direkt pmpmtlmml dem Ausdrucke ¢xl sin e
und umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstands s ist.

Genauere Vorstellungen von einem Wirbelfaden werden sich aus

dem Folgenden ergeben.

280) Zwel und mehrere Elementarfiaden.

a) Befinden sich im Wasserraum zwei oder mehrere Wirbeltdden
von Wii*it‘lwn [ntensititen und iibereinstimmendem Drehungssinn, so ist
A hvs-.t.1t=ht dem Wirbel B und seiner Umgebung die 'tﬁ!t'-(!ﬂf‘]f[‘l]d[‘

(ieschwindigkeit v, — — zu geben. B wirkt in demselben Sinne
A i
auf A ein. BEs resultiert fiir beide Wirbelfiiden eine Drehung um den

Halbierungspunkt S der
i Fig. 228

Strecke A B. Denkt man ;

sich die Inmtensititen der Ao ,//\'.-,
Wirbel A und B dort als ;
Massen angebracht, so ist
S der Schwerpunkt. Beide
Wirbel wirken auf die
Gerade A B so drehend ein, als ob jeder ein Kriftepaar wiare. (Vgl.
das Aufsetzen zweier Kreisel in die Vertiefungen A und 5 eines
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um S drehbaren Balkens, wobel eine 1')]‘1,']“111;_-“ des letzteren entsteht.
Schmidtsche Kreisel-Versuche.)

b) Verhalten sich die Intensititen der beiden Wirbel wie 2: 1,
so teilt der Drehungspunkt S die Linie

Figa s ehensgo, wie die Massen 2 und 1 in A4
s |2y bezw. B, denn : = 2:1./(Fig: 223.)
sk, T TP ;
s ' E ¢) Drehen die Wirbel entoecen-
e g gesetzt, so ist es dhmlich, wie bel ent-

cegengesetzten Kriften (bezw. Massen).

Der Schwerpunkt fillt aulserhalb. Auch jetzt 1st er das Centrum
der Drehbewegung. (Fig. 224.)

d) Sind dabei die Intensitiiten absolut genommen einander

gso fillt § in unendliche Entfernune

=

leich,

¥
wie bel einem Kriftepaar, beide
Wirbel wandern mit der Geschwindigkeit - in derselben Richtunge

g = .

vorwiirts. In diesem Falle ist B das Spiegelbild von 4. Man kann
die Mittellinie ('J) als feste Wand betrachten

Fig. 225, und B entfernen, ohme dals sich fiir 4 etwas
Dy, indert. 4 wandert in der Nahe einer festen
S b .
. Wand parallel derselben vorwiirts mit der Ge-
:ﬁli . v . o - = . ' ¢
. *'j schwindigkeit — - Hs verhilt sich wie ein
o ¥ b e
'. lz)  Sehwimmer, der mit der linken Hand richfig
- rudert, mit der Rechten aber eine Gegenbewegung
/A 1 Y Y
-_: macht. In der That wird links von A alles
Wasser zuriickgetrieben, rechts von A eine weit
G kleinere Wassermenge vorwiirts getrichen. Dureh

cdie Differenz der Gegenwirkungen beider Aktionen
entsteht die Geschwindigkeit von A.
Abnlich ist es, wenn A und B (ohne die Wand) aufeinander
wirken. A rudert richtic mit der linken, B
mit der rechten Hand, jeder falsch mit der
anderen Hand. Das Wasser aulserhalb 4 B wird
riickwiirts, das zwischen 4.5 vorwiirts getrieben,
in der Mitte naturgemils schneller, als 4 und
B schwimmen.

e) Es handle sich um drei gleichwertige
Wirbelfiden, die in der Zeichnung ein oleich-
seitiges Dreieck bilden. Jeder erhiilt zwei

X gleiche Geschwindigkeiten senkrecht gegen die

entsprechenden Dreiecksseiten, deren Resultante
senkrecht zur Mittellinie steht. So entsteht Drehungshewegung um
den Mittelpunkt S des Dreiecks ohne sonstige Anderungen. |
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f) Ebenso ist es bei jeder Anordnung nach den Ecken eines regel-
milsigen Polygons, ebenso bel homogener Ausfiillung emer Kreisfliche
mit gleichwertigen Wirbeln., Stets entsteht Drehung um den Mittel-
['IIEH]{J[_

o) Sind drei gleichwertige Wirbel allgemein gelagert und bildet
man die Resultanten, so stehen diese im allgemeinen nicht mehr
senkrecht auf den Schwerpunktstransversalen, der Schwerpunkt ruht
bei der Bewegung, aber die Gestalt des Dreiecks macht periodische
Anderungen durch, da die einzelnen Wirbel sich bald von 5 entfernen,
bald in grofsere Niihe gelangen. (Figur fir my=1, my=1, my= —1
siehe hei Grobli, Seite 22.) Die Untersuchung des Gestaltenwechsels
ist elementar nicht durchzufiihren. Ebenso trefen Wandelungen der
Gestalt ein, wenn die Wirbel eine Ellipsenfliche gleichmiilsig erfillen,
woriiber man Kirehhoffs Mechanik vergleiche. ;

Stets aber ruht der Schwerpunkt des Komplexes von
Wirbeln.

Diesen Schwerpunkt findet man, wenn man jeden Wirbel durch
eine seiner Intensitit entsprechende Masse ersetzt.

Das Ruhen des Schwerpunktes gilt nicht nur von den Wirbel-
cylindern, die aus Wirbelfiiden bestchen, sondern auch von den aus
Wirbellinien bestehenden Wirbelfiiden, sobald man sich im Normal
schnitt die Punkte der Wirbellinien mit Massen belegt denkt, die ihren
Umdrehungsgeschwindigkeiten proportional sind.

Damit ist die genauere Vorstellung des Wirbelfadens geschaffen,
die oben unverstindlich geblieben sein wiirde. Auch erkennt man
jetzt, warum oben von Strombewegungen und fortschreitenden Be-
wegungen der Wirbelfiiden gesprochen wurde.

Von den krummlinigen Wirbelfiiden sollen nur unendlich diinn
zu denkende kreistsrmige Wirbelringe behandelt werden, die ans den
unten anzugebenden Griinden von hervorragendster Wichtigkeit fiir
die neueren physikalischen Theorien geworden sind. Simtliche Wirbel-
linien eines solchen Ringes sind als kreisférmig aufzufassen. Jeder
Raucher kann bekanntlich solche Ringe sichtbar hervorbringen. Bei
ruhigem Wetter bildet der auspuffende Dampf einer stillstehenden
Lokomotive oder eines Dampfrohrs bisweilen sehr schone Wirbelringe.
Mit Hilfe einer Kreisscheibe (eines Loffels) hat Helmholtz solche
im Wasser hervorgebracht, auch halbkreisformige, deren freie Enden
an der Oberfliche der Fliissigkeit aushefen.
iiber geradlinige Wirbelfiden gesagt wurde, gilt, bei-
1) . wenn die Fliissigkeit normal gegen solche
durch Ebenen becrenzt ist, also z. B. fiir senkrechte Fiiden in Teichen
von iiberall gl{ritc-.']wr Tiefe. Es handelt sich eben dann um zwei-

dimensionale Probleme.

Was oben
liufie bemerkt, auch dann,
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281) Ein vereinzelter kreisformiger Wirbelring. In Nr. 257
und an Fig. 196 war die Wirkung eines Kreisstroms von Intensitiit
J, auf einen Punkt seiner Achse berechnet worden, wenn fiir diesen

der halbe (resichtswinkel gleich y war. Es ergab sich als Potential

1) V=ax (1 — cosy)= 2% ad, (1 — cosy),

als anziehende bezw. abstolsende Kraft

2) prh _ Fudy_ am I,

Lk seb = 8
wo s den Abstand des Einheitspols von der Peripherie, F' die Fliche
des Kreisstroms bedeutete. Fiir den Mittelpunkt des letzteren war

3) free :,:_:r._!'l - L’y._,fr‘fl :

}- i |l|
Setzt man auch hier fiir 24 ., den Ausdruck = ein, so erhilt
T

man fiir den kreisformigen Wirbelring, der als unendlich diinn zu

betrachten ist, die Gleichungen .
1%) V=d (1l — cosy)
. I
2%) ==
) =
J
£} 5=
™ PV = .
/ L Ty

Ist damit auch nur das Geschwindigkeitspotential fiir die Punkte
der Achse und ihre Geschwindigkeit selbst berechnet, so reicht dies
doch hin, ein allgemeines Bild von dem Vorgange zu geben.

Denkt man sich durch die Achse einen Meridianschnitt gelegt,
so erhiilt man als Schnitt zwei entgegengesetzte Wirbel, die nach

Nr. 289 aufemander so einwirken, dals beide

Gl vorwiirts wandern. Da dasselbe mit je zweien
/(_F' geschieht, so erhilt der gesamte Ring eine
\D 1‘-'“['1'.]}6_‘\‘.'E_‘-#ILJ_IJ.ILJ' in der Richtung des Pfeiles.
p h_":l\l Diese ist ganz naturgemiils, weil durch das
i“‘-r’“I IL___ > ganze Innere des Ringes nur wenig Wasser
I'ﬁ——‘)"l_h_"“‘f vorwirts getrieben wird, wihrend alles Wasser,

\Q}H\/ welches aulserhalb des zugehirigen Cylinders
/

liegt, riickwiirts gestolsen wird. Die Differen
der Gegenwirkungen treibt den Ring vorwiirts.
(Wenn Auerbach in der citierten Preisschrift sagt, der Ring wiirde
durch die energisch durch sein Inneres strémenden Wassermassen
mitgerissen, so wird die Wirkung mit der Ursache verwechselt. Der
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Grund ist derselbe, wie bei jedem Meridianschnitt fiir sich und bei
Fig. 225. Die Geschwindigkeit des Ringes selbst ist schwierig zu
berechnen, da auf jeden seiner Wirbelteile von Linge ! simtliche
anderen wirken. :

Beim stationiiren Zustande ist die Geschwindigkeit des Ringes
konstant, ebenso unveriinderlich sind seine Dimensionen und seine Kreis-
gestalt, ebenso unveriinderlich ist seine Intensitit und Energie. Dabei ist
natiirlich von der Reibung ganz abgesehen, die in der Wirklichkeit
die Ringe bald zur Auflosung gelangen lilst. Ohne die Reibung
witrde der Ring unveriinderlich dem unendlichen Bereiche zawandern.

282) Zwei parallele, gleichartige .‘1'\'7[J']'H-_',ll'[!l_‘{_!;{--_ Helmholtz
schildert, ohne den Beweis zu geben, das Verhalten parallel gestellter
Wirbelringe. Kirchhoff citiert die Bemerkungen ebenfalls ohne
Beweis. Beschriinkt man sich auf die Be-
trachtung der Wirbel eines Meridianschnitts, Fig, 228,
so lilst sich der Vorgang einigermalsen be-
griinden, was hier versucht werden soll. Der
Wirbel 4 erhélt, abgesehen von den {ibrigen
Einwirkungen, Bewegungsantriebe von B,
und ) aus, die umgekehrt proportional den
wirklichen Entfernungen sind. Die Resultanten
fiir 4 und B, @, und v, sind so gerichtet,
dals man das Bestreben des Ringes er-
kennt, sich zu verkleinern, d. h. sich zu-
sammen zu ziehen. Weil er stets dasselbe
Volumen hat, schwellen dafiir die Flichen A
md B an. Weil ferner 4 und B bei gleich-
bleibender Energie einander niher riicken, wird die Wassergeschwindig-
lkeit bei dem Schwerpunkte S und ehenso die Selbstkomponente,
d. h. die Fortbewegungsgeschwindigkeit des Wirbelringes
verstirkt, wihrend er sich bestindig verkleinert.

Entgegengesetztes geschieht bei € und D), wo die Resultanten
v, und v#; nach aulsen CP(_‘['ll n. Der ”.lLlllJ(]df]]lE-. du“:f.‘% il]tlﬂ(“? IGI‘EH)I‘EL‘I'
sein  Querschnitt verkleinert sich. Weil ¢ und D auseinander-
riicken, wird die nigene ’r'm'r&u;ln'eitemif: Bewegung vermindert.
Die ]“|(rfn ist, dals der Ring D von AB EI-LLQ'{:]]O” wird,
dals der kleiner gewu;dvne und entsprechend beschleunigte
AB durch den gréfser gewordenen und verlangsamten 0D
schuell hindurchse hliipft. Sofort verlangsamt sich A B, wihrend
C'D beschleunigt wird, beide Ringe haben die Rollen vcmuwchi im
iibrigen “mdelhnlt sich der Vorgang. Er wiirde sich in Ewigkeit
v.u-,derlmleu, wenn keine Reibung vorhanden wiire.
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(reschickte Raucher konnen auch diesen Vorgang, den Verfasser
selbst bei Lokomotiven mehrfach beobachtet hat, wiederholen. Helm-
holtz hat ihn durch schnelle wiederholte Bewegungen eines Liffels
im Wasser ebenfalls sichtbar gemacht. Das wechselnde Durcheinander-
schliipfen erscheint fiir den ersten Augenblick tiberraschend. Die Er-
scheinung wird aber verstindlich, sobald man nur einen einzigen
fortschreitenden Ring betrachtet. Bei diesem befinden sich bald die
einen, bald die anderen Klementarwirbel aulsen, durchschliipfen sich
also gegenseitic. Das wechselnde Erweitern und Zusammenziehen,
das Addieren und Subtrahieren der fortschreitenden Bewegung und
der Drehung um die Mittellinie des Ringes, also die wechselnden
Verlangsamungen und Beschleunigungen sind notwendig und selbst
verstindlich zugleich.

283) Zwei ungleichartige Wirbelringe. Fig. 229 stellt
parallele Wirbellringe von entgegengesetzter Bewegung dar. Dieselbe
Uberlegung, wie oben, giebt fitr die Wirbel eines
Meridianschnittes Bewegungsantriebe, die auf
Vergrifserung des Durchmessers und Ver-
langsamung beider Ringe hinarbeiten.
Da 4 und €, ebenso B und [) einander immer
niher riicken, wird im HEimklang mit Fig. 134
das Parallellaufen mit der Symmetrielinie all-
miithlich herbeigefithrt, denn die iibrigen HKin-
wirkungen nehmen allmiihlich ab, weil die Ent
fernungen grofser und grifser werden. Dabei
werden die emmzelnen Wirbel schlielslich so diinn,
dals endlich die Ringe als aufgelost zu be-

% B fu trachten sind.
R Beziiglich der Symmetrieehenen kann man
dieselben ,Ht:rrza.(f.hh111;5(-.11 anstellen, wie bei Fig, 134.
Nihert sich der Ring AFB bei seiner Wanderung einer Wand KL,
so wirkt diese ebenso auf ihn, wie sein Spiegelbild C' D), er verlangsamt

seinen Gang, schwillt an und léfst sich allmihlich auf.

284) Schlulsbemerkung iiber Wirbelfiden. Das hier Ge-
gebene bestand nur aus Beschreibungen der Vorginge auf Grund der
von Helmholtz entdeckten Analogien. Die eigentlichen Beweise wurden
nicht gegeben. HEs handelte sich nur num emen fliichtigen Einblick
in ein Gebiet, auf dem Cauchy, Hankel, Thomson, Beltrami,
Roch, Dini, Lipschitz, Maxwell, Helmholtz, Kirchhoff, Tait,
Rankine und andere L-l“t'uﬁgi‘(-ii;h gu:ia‘l:{zitl'l haben. Diese Theorie ist
um so wichtiger, als Thomson versucht hat, als Grundlage der
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mathematischen Physik eine Theorie der Wirbelatome aufzubauen.
Bekanntlich haben wir iiber die Natur der Materie zwei einander ent-
gegengesetzte Hypothesen, die der Kontinuitiit, und die der diskreten
Atome. Die Theorie bedient sich, je nach Bedarf, bald der einen,
bald der anderen Anschauung. Das Bediirfnis, zwischen beiden 2
vermitteln, wurde von jeher empfunden.

Rankine machte emen ersten Vermittelungsversuch. Thomson
unternahm einen zweiten mit Hilfe der angedeuteten Lehre von den
Wirbeln, die schon bei Maxwell eine so bedeutungsvolle Rolle spielten.
Er wurde dazu veranlalst durch den konstanten Charakter der Wirbel-
ringe und ihre der vollkommenen Elastizitit entsprechenden Fihigkeit,
sich auszudehnen oder zusammenzuziehen. Das Ganze hingt mit den
Hertzschen Bestrebungen zusammen, die Kriffe aus der Mechanik
zu eliminieren und die Vorginge auf Bewegungsvorgiinge zwischen
den irgendwie verkoppelten Molekiilen zuriickzufithren.

Auch dariiber haben Uberlegungen stattgefunden, ob etwa der
Begriff der Triigheit und der Energie entbehrt werden kinnte. Diese
Frage ist unentschieden geblieben. Wiihrend eine Gruppe von Physikern,
wie Ostwald, die Energie als ein gegebenes Agens annehmen und
das Energieprinzip als ein allgemeines N:'Ltut’”’L“*L’!"? proklamieren, sind
Hertz, Boltzmann, Plank und andere gegen diese Stellungnahme
aufgetreten und auch Helmholtz hat sich dl_)]c!me_'ml verhalten.

Man sieht daraus, dals man sich zuniichst mit der Theorie der
Wirbelbewegungen zu beschiiftigen hat, wenn man in die neueren
|1]1\-1L,l|m}1a]1 Theorien eindringen und an den augenblicklich gefiihrten
Geisteskiimpfen teilnehmen will Aus diesem Grunde erschien es
zweckmiilsic, auch solchen Lesern, die moch nicht imstande sind,
die _I]'[t{"li‘[([‘t].[}]} der h\-dnl}:irn,unji'\[']utl 1.}[ﬁ'('l't‘l'ltizli“'.l&"it'l'iﬂliU'E’ll von
Helmholtz zu ver [c:icrun wenigstens eine Beschreibung der einfachsten
Bewegungsvorginge auf dem Gebiete der Wirbelfiden und Wirbel-
ringe zu gehen.

" Schliefslich sei darauf aufmerksam gemacht, dafs Dr. Rausen-
berger im Programm 1895 der Adle'lﬂ\chhi hule zu Frankfurt a. M.
den Versuch gemacht hat, die He Imholtzschen W irbelbewegungen fiir
die Lehre von den Wirbelstiirmen zu verwerten, wobei er auf seine
Schrift iiber diesen Glegenstand im Jahrgange 1889 des Freien Deutschen
Hochstifts verweist.

Von geringerer Bedeutung ist die nachstehend bearbeitete Analogie
der elektrischen Strémung in ebenen Platten mit der von Dr. Forch-
heimer aufgestellten Theorie der Grundwasserbewegung in der Um-
gebung von IirmmemnIrurcn und Sickerschlitzen. Lassen sich hier auch
berechtigte Einwinde m{ulmn so bietet die Auffassung doch mancherlei

Interessantes.
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¢) Forchheimers Theorie der Grundwasserbewegung in der
Umgebung von Brunnen und Sickerschlitzen.

285) Die Grundhypothese. Die Zeitschrift des Architekten-
und Ingenieur-Vereins zu Hannover enthielt im 7. Hefte des Jahrgangs
1886 eine Abhandlung des Prof. Dr. Forchheimer iiber die Ergiebig
keit von Brunnenanlagen und Sickerschlitzen, die eine interessante An-
wendung der besprochenen Isothermenscharen darbietet. Die Berech-
nungen schlossen sich nach eigner Angabe des Verfassers an unsere
Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften an.

Die zn Grunde gelegte einfache Hypothese kann folgendermalsen
formuliert werden: :

Die Geschwindigkeit einer stationfren Strémung des
Grundwassers 1st proportional dem Gefiillverhiltnis seiner
Oberfliche, im iibrigen aber unabhéingig von der Tiefe.

Gegen diese Annahme lassen sich zwar Bedenken erheben, aber
als Anndherungsannahme darf man sie innerhalb gewisser Grenzen
gelten lassen, da die Resultate durchaus nicht widerspruchsvoll er-
scheinen und einfach und fafshich auszusprechen sind. Andere Theorien
peleistet.  Daher soll der Versuch

o

haben entsprechendes noch nicht
gemacht werden, eine elementare Einfithrung auch in dieses interessante
(zebiet zu geben, bei der ein einfacherer (xang, als der von Forchheimer
gewahlte, eingeschlagen werden soll.

Um fiir die Sache zu interessieren, schicken wir das Resultat voraus:

Die Projektion der Niveau- und Stromlinien der Grund-
wasserstinde giebt ein isothermisches Netz. Ist e=f(xy) ¢
die Potentialfliche fiir eine Wirme- oder Elektrizitits-

o

stromung, so ist 2° = (zy) + ¢ oder 2 =V (zy) + ¢ die Glei-
chung fiir die Oberfliche des Grundwassers bei der ent-

sprechenden Stromung. Gemils der Proportion 1:)z:Vz:2
hat man also nur fiir 1 und jede Ordinate die mittlere Pro-
portionale zu konstruieren, um aus der einen dieser Flichen
die andere abhzuleiten.

286) Die Parallelstromung. Mit der einfachen Parallelstrs-
mung soll begonmen werden, und zwar an der Hand des folgenden
Problems.

Man denke sich zweil Seen verschiedenen Wasserstandes
durch einen geradlinigen, iiberall gleich breiten Damm von-
einander getrennt, dessen Grenzflichen als senkrecht an-
genommen werden. In welcher Weise geschieht das Durch-
sickern des. Wassers?
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An jeder Stelle ist, der obigen Hypothese entsprechend,

1) . — Ry r

) Y= == — ——p fan .,
L = o | A

wenn die Grundwasserstromung in der Richtung von links nach rechts

vor sich geht. Hier ist % eine konstante Grilse, die der Durchlissio-

keit des Erdmaterials entspricht, & ist der (negative) Neigunoswinlkel

der Grundwasseroberfliche. Die in der Zeit-

einheit durch eine senkrechte Fliche, die auch Fig. 230,

. i =k i 5 b 4 =

die  Stromungsrichtung senkrecht schneidet,

passierende Wassermenge ist also :

2| (lt) = rr.'_i'j?: tan i,
wenn b die Breite des Rechtecks, y die von
der undurchliissigen Schicht bis zur Oberfliche

gemessene Hohe ist. Da nun der Zustand als
ein stationirer befrachtet werden soll, muls durch ein anderes

Rechteck von derselben Breite b, aber anderer Hhe 4, und anderem

ol
Winkel &, dieselbe Menge
2#) @ — — by, x tan 9,
gehen. Daraus folgt aber

— by tan & = by, » tan B,

oder
3) ] tan 4
= ¥,  tand

Die Einstellung des Grundwassers geschieht also stets
s0, dals die Hohen umgekehrt proportional den Tangenten
der Neigung seiner Oberfliche sind.

Durch die Gleichung 3) ist aber eine Parabel charakterisiert,
deren Achse in der undurchlissigen Schicht
liegt. Iiir jeden Punkt P ist nimlich

bei dieser Kurve tan ¢ = — 5~, also ist
fiir zwei Parabelpunkte
e - .IJ}II'
tan 4, 2, 4o
tan & Y Yo
2z
. CER ¥ _rj" a
Nach bekannter Parabeleigenschaft ist zugleich 3 = -, also
Wy w1
iy 1
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Da die rechten Seiten iibereinstimmen, gilt dasselbe von den linken

Seiten, und so folgt Gleichung 3).

e i a g L c Y, c
Aus 'f_, = folgt o> = y® — = 2y, *L x = 2y, tan ¢, 2, oder
il;]' I|,|L » L w i l.J-: L 8 z-‘f'j v /
nach 2%)
Fig. 232
26
P 4) “‘9 _ Y
e / : b
B | .
Es handelt sich also um
diejenige Parabel, deren
R, Achse in die Grenzlinie
| \\ KI, der undurchlissigen
= 5 | o : :
K R ; T Sehicht fillt, und die durch
e =4 . =5 i
el Yoot _ die Niveaunpunkte B, und
B, geht. Der Scheitel S 1st
' Nullpunkt des Koordinatensystems.

Aus den besonderen Werten

w & L]
I;? = _ ;:‘: x, und hj S ;;EJ 5
folgt zuniichst
- g =) L) 5]
=36 o= — =2,

i so dals

Il .- . : bu (B — B3)

I D) i Ga

ist. Folglich:

Der Sickerverlust ist umgekehrt proportional der Damm-
breite e, direkt proportional der Linge &, der Durchlals-
konstanten x und der Differenz der Quadrate der Grenz
hohen A, und h,.

Nach b) lilst sich die Parabelgleichung 4) umformen in

6) Y= —- .

Die Tangente des Neigungswinkels fiir jede Stelle ist umgekehrt
proportional der Hoéhe y, nidmlich

i () hy — .I'l'f
i) tan & — - AT i i

“buy ey

die Geschwindigkeit ist ebenfalls nmgekehrt proportional der Hithe 4, da

% ia?--- !.':":
o) p— —pltand—x% ——"=-
: 2ey
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Die Entfernung A4,S ist nach 6)

eht o
& & i N &
Jral — ;J'E s o5 [L"r"ﬂ..:}
ey
Den Hochstwert des Sickerverlustes erhilt man fiir h, — 0. Fr
; . bahy . ; g
ist gleich ——- Die zugehiirige Geschwindigkeit wiirde unendlich
e ' = t
grols sein, da nach 8) 4y = 0 in den Nenner treten wiirde.

| Dieser praktisch unmdogliche Grenzfall ist der schwache Punkt
der Theorie, der sich zuniichst dadurch erledigt, dals das ausstromende
Wasser stets eine bestimmte endliche Hihe /i, hat, so dals der Grenz
fall iiberhaupt niemals erreicht wird. Er entspricht der unendlichen
Geschwindigkeit der Elektrizitit ber punktférmigen Elektroden. Be-
denklich aber bleibt, dals in der Nihe von S Geschwindigkeiten statt-
finden wiirden, welche die tiberhaupt mogliche Ausflulsgeschwindigkeit
v =7V 2¢h, ibertreffen, die der Dammbreite ¢=— 0 entspricht. Es
handelt sich also um eme Anniherungstheorie, die nur branchbar sein
kann, wenn A,S nicht zu klemme Werte annimmt.|
Wichtig fiir unsere Zwecke ist nun folgendes: Die Gleichung
20)
i — — £
Y b

wiirde eine ebene Schrigfliche geben, wie sie bei der Parallelstromung
der Wiirme und Elektrizitiit anftrat. Hier aber handelt es sich um

oy e

i
Man kann also die zweite Fliche aus der ersten dadurch ableiten,
dals man an jeder Stelle geometrisch die Quadratwurzel der

Ordinate bildet. Gemils der Proportion

1:Vy=Vy:y

handelt es sich um die Konstruktion der mittleren Proportionalen
zu 1 und y. (Fig. 233.)

Fiir den Fall der Parallelstromung
hat sich also das vorausgesagte
Resultat bestitigt.

Liegt die undurchlissige Schicht
in unendlicher Tiefe, so werden die
Dimensionen der Parabel unendlich
grofs, d. h. es handelt sich um die gerade Linie B, B, Fiir diesen
Fall stimmt also die Potentialfliche der Grundwasserstromung mit
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der der elektrischen Stromung nach dem Ohmschen Gesetze iiberein.
Der Umstand, dals Prof. Forehheimer den Fall unendlicher Tiefe
an die Spitze seiner Abhandlung stellt, erschwert ihr Studium und
lilst die Theorie als kiinstlicher erscheinen, als sie in Wirklich-
keit ist.

287) Radialstrémung. Das Grundwasser stréme von allen Seiten
her in stationiirer Weise einem Brunnen mit kontinuierlichem Betriebe
zi. Um mathematische Einfachheit zu erhalten denke man sich eine
etwa aus Diinensand bestehende kreisformige, eigentlich eylindrisch be-
grenzte Insel im Meere und in ihrer Mitte einen bis zur horizontal
goedachten undurchlissigen Schicht reichenden Brunnenschacht. Der
urspriingliche Grundwasserstand entspricht dann der Meeresoberfliiche.
Durch den Pumpbetrieb senkt sich der Wasserstand im Brunnen so
lange, bis infolge der wachsenden Steilheit der Oberfliche des Grund-

wassers dessen Nachstromen stark genug geworden ist, um die Wasser-
entnahme aunszugleichen. Von da ab bleibt seine Oberfliche konstant.

Jetzt 1st nach der Theorie an jeder Stelle
1) v = -+ % tand,

denn tan & ist der Senkung wegen fiir jeden Radius negativ, aber
auch v ist negativ, weil die Stromung dem sunehmenden Radius
entgegengerichtet ist.

Die in der Zeiteinheit jeden der koncentrischen Cylinder durch-
stromende Wassermasse 1st also

A

2) ) = 2 raxyx tan &,

wo # den Radius, y die Hohe des Cylinders, von der Grundschicht
ans gemessen, bedeutet. Fiir einen bestimmten Cylinder sei

2%) Q) — 2r,wy,x tan 9.
Aus der Gleichsetzung der linken Seiten folgt

ry tan & = » y, tan i,
also ist
ry  tand,

(3]
) —

#o4y  tand’

eine Gleichung, der die Niveaufliche geniigen muls.
[st AB ein Stiick Oberfliche, jetzt steigend gedacht, so ist nach

’

'8 ] a3 Wi { % Ly
Gleichune 3) wo tan & = = - 2u setzen ist
g 9 T

-"'l -'

3%) Y (y"—y')=ry, tan &, - _}_— — -1 (p r’).
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Die linke Seite kann aufoefafst werden als Schicht eines Dreiecks,
welches i jeder Hohe y den Quersehnitt  hat, dessen Inhalt wvon

: : 4 . : : U
irgend eimer Hohe y, bis zu einer andern y von der Grilse 21
ist. Den Ausdruck rechts kann man auffassen als Horizontalstreifen
einer Fliche, die in jeder Hohe »

S . Fig. 24.
den Querschnitt * hat, d. h. einer Fig. 255.

I //B i

gleichsertigen Hyperbel, die be i ( ¥ 7
kanntlich von der Hohe 1 bis 1= ="
zur Hohe r gemessen den Inhalt 2 l]a/
¢, lgr — ¢ lg1 = ¢, 1g r hat. Nun g
stimmen nach 3%) je zwei zu- ——b—-— !

sammengehorige Streifen beider

I'liichen iiberein, rechnet man also die letztere von 1 bis », die erstere
vom zugehdrigen y, bis zum zugehdrigen y, so muls die Summe der
Sehichten der emen

gleich der entsprechenden Summe der andern
sein, d. h. es muls werden

= ¢ lgr = r,y, tan &, lgr
oder
y = 2y, tan & lgr - y,.

Dieser Gleichung miissen also auch die Koordinaten der Kurven
des Grundwasserstandes geniigen.

Die Gleichung lilst sich unter Beriicksichtigung von 2%) auch
schreiben

e g e[
I," = = I}_";i T Hl
oder auch

Eh .-'; o : 2.
44 ) i= l ?;}: [L_{ y JI— I.fjj

Nun steht aber diese Gleichung zur Gleichung

: Q g
= PO 1 Pt B T
D) y=— lgr Y,

die eine logarithmische Linie darstellt, in der Beziehung, dals die

Ordinaten der Kurve 4%) die Quadratwurzeln aus denen der Kurve 5)
sind, d. h. dals jede Ordinate von 4%) gemils der Proportion

L: l'f-yl_.: Vs
als mittlere Proportionale zur Strecke 1 und zur Ordinate y, konstruiert

werden kann. Dies entspricht der im Anfang gegebenen Voraussagung.

»
by

Holzmitller, Ing-Math, 1T, Potentialtheorie
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Die durch 5) dargestellte Potentialfliche entspricht dem Falle der
Ausstréomune  der Elektrizitit aus einem Punkte der unbegrenzten
Platte, der die Elektrizitit auf einem sehr grofsen Kreise zugeleitet
wurde. Bei 4) handelt es sich um die entsprechende Wasserstandsfliiche,
deren Ordinaten durch Wurzelausziechung gefunden werden. Wie man
die logarithmische Potentialfliche elementar konstruieren kann, so kann
man auch die Niveaufliiche fiir radiale Grundwasserstrimung elementar
konstruieren. Vgl Fig. 121.

Fig. 256,
Schaelt
) N R - ook
{ B { | o O
Mevresflisohes o Adenen: | ! Lok Moeregliicfe
| o e | Seeriel B

= | G 1 ' e

' I h._\ | e i I —
i 1 | -~ I =
| : I
[ I
I I3
| o : |
L (rrundosser Grundwasser 1
| |
l |
I ]
1 I

\Ceeazcherehldseige Solaoi wenndyrchlivssige. Selbioht
NN N % LY N N

SRk T TR

Die Zeichnung stellt den Vorgang schematisch dar. AB =2,

ist der Durchmesser der Insel und zngleich die Linie des urspriinglichen
Grundwasserstandes. H DB ist eine der durch Gleichung 4) dargestellten
Kuarven.

Ist #. der Radius des Schachtes und ¢, die zu », gehdrige Ordinate
der Kurve, ¢, die zu », gehorige, so folgt nach 4) fiir diese Stellen

2 ) l ool
g == ¥
y:_g —— :"-*'I,E .”| H
3 () 9
ey .-
i ity lg fa ! ,'.I'IL 3

=2 agr,—1gn) = L1g (7).

= L= & T O s

L &2
-
==
o
5
|

6) v,

Die dem Wasserstande y, des Brunnens zugehorige Wasser-
entnahme ¢, d. h. seine FErgiebigkeit fiir diese Einstellung, ist

{2 Ch g 2
- wx\Ys — Y% %t —Y)
i) l'tj — Sy —
lgr, —lgr, Iy
lg
= 3-3
* b
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Die Ergiebigkeit bei stationfirvem Betriebe ist also um-
gekehrt proportional dem Logarithmus des Radienverhilt-
. e . 1o G E e
nisses -* und direkt proportional der Durchlilsigkeits-
konstante » und der Quadratdifferenz der Grenzhéhen, d h.

f o oy
dem Ausdrucke (y, — };‘).
Die Analogie mit den Formeln fiir die Parallelstromung fillt sofort
in die Augen. Nach 6), wo fiir 9, das allgemeine y zu setzen ist, Lilst
sich die Gleichung der Niveaufliche auch schreiben

: 2 2 )
S) Yy —y, == (lgr —lgr),

lor 22
9 b {
: Y — ];{, J_].‘.‘; ‘} = r
wt | 1 B - T
Y2 — gry—lgr r
Yo Uy 572 57y ]L{___
r.‘?

Damit ist eine rein geometrische Gleichung gefunden, die nur von
gemessenen Liingen abhiingig 1st.

Wire z B. v,= 1000 m, r,—=1m, y=30m, 9,=20m, so
wiirde die Gleichung der Niveaufliche lauten

8 i 10
lo— e il 53 10 10
y:—20? i | NG || I s S (- & A
302—B0: & =)0 g R A BT =Ty T
g™ 1g1000 121000 1g1000
T i n
oder
} 10 =
4 OAM) 1
= |/ - e
.'rj g ;EJ" U I _1- =
eiindll
. - o ‘ q i =il a0 ;
Die Kurve trifft die Grundfliche an der Stelle, wo - lg» = — 400
o l - 1 g -
) ] o T a9 = AT ] :
ist, also lgr = — 5 — — 24 oder .lg — =24, d. h. ; 251, so

. AR ‘ 3 : 1 e
dafs die Entfernung von der Schachtachse gleich ;- m ist.

Jede Niveaukurve setzt sich auf die Grundschicht senkrecht auf,
y ;!,F_E-U'1

denn nach Gleichung 3) ist tan & = ., was fiir y = 0 unendlich

wird und & = 90° macht.
Zum obigen ganz willkiirlichen Beispiele gehtrt nach T) die -

giebigkeit

ol 2 5 4 B0 - "? () 77 4 ol (3 (314 Loy
@—TnCGU—0) _ T _ S =P 0484 mx — ~ 22T
m.‘."l‘“’ — 1g1000 lg 1000
2 e

a5 *
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Wiire z. B. 2 = -_>|_1|-:| ’

gleich 1,135 cbm sein. Kennt man umgekehrt durch Pumpversuche

so wiirde die Ergiebigkeit fiir jede Sekunde

% =1 chm, so wiirde % — ,jlil_ sein, und zwar fiir den entsprechenden
Diinensand, fiir den nun alle Aufgaben leicht zu lésen sein werden,
z. B. auch fiir die Parallelstrémung.

Wire z. B. ein Bassin zur Ebbezeit mit seiner Wasseroberfliche
10 m ither der undurchlissigen Schicht, die Meeresoberfliiche selbst
9 m und wiirde die Trennung, rein schematisch gedacht, durch einen
Damm von Diinensand in der Breite von 20 m herbeigefithrt, so wiirde
der Sickerverlust nach den obigen Formeln fiir das laufende Meter der
Dammlinge sein

b (K —73)
= — :

|

: e 1 19 o T
2 e L 237 {-.1”:-_ ”3] .80 9080 chm — ~ 2 Liter

auf die Sekunde.

Dabei ist jedoch das unmigliche Schema der Figur angenommen,
denn der Diinensand wird sich nicht mit senlkrechten Winden ein-
stellen. Auch der Wert von % ist hier ganz willkiirlich im Anschluls

an das obige Beispiel angenommen.
Riickt die Wand des Sehachtes allzunahe an die Stelle heran,
wo die Kurve sich auf die Grundf

dche aufsetzt, so werden aus den-
selben Griinden, wie bei der Parallelstromung, die Formeln unbranchbar.,

288) Bemerkung. lis fragt sich, ob, wie bei der Parallelstrémung,
fitr unendliche Tiefe der Grundschicht der Unterschied zwischen der

jetzt behandelten Niveaufliche und den friiheren Potentialflichen auf

hort. Zu diesem Zwecke schreibe man Gleichung 8) in der Form

P = | £l
v+ ys) (— ) = 5 (lgr — lgny)
oder :
J .
Y — Y= — (lgr —lgn).

(Y -+ 1,)

[st nun y und auch g, sehr grofs, so kann man statt y —+ y,

schreiben 2y,, denn der endliche Unterschied darf gegen 2y, ver
nachlissigt werden. Dies verwandelt die Gleichung in
(9 :
Yy — = i—— (lgr - lgr,).
Y Y 2 mwny, 8 g7s)
Dieg aber ist die Gleichung einer gewthnlichen logarithmischen
Linie. Die Niveaufliiche fiir sehr grofse Tiefen stimmt also {iberein
mit einer gewissen Potentialfliche fiir elektrische Stromung.

280) Folgerungen. Aus den Gleichungen lassen sich gewisse
Proportionen ablesen, Bildet man z. B. Gleichung 7) fiir zwei Fille,

=]
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die sich nur beziiglich der Verhiiltnisse 2 — g und — = ¢ unter-
y r v
& &
scheiden, so erhiilt man durch Division fiir die Ergiebigkeiten das
Verhiltnis _

R 5 ‘l,l;i:r?-'
gL, r,\ | lgg
¢ ler ( } lgq
: Ly ’,‘-
Setzt man ¢ = e*, ¢'= ¢", so folgt
f) "'
(4] T

Sollen sich die Ergiebigkeiten wie 1:2 verhalten, so muls g =¢",
q = ¢*", also ¢'= ¢* sein, sollen sich die Ergiebigkeiten wie 1:#%
verhalten, so muls ¢ = ¢" sen.

Projiziert man bei einer solchen Niveaufliiche die zu den Hohen

Vies: K 2e, 1 VBe, Ve, ...

gehirigen Niveaulinien auf die Grundfliche, so entstehen koneentrische
Kreise, deren Radien in geometrischer Reihe aufeinander folgen,
z. B. nach der Reihe

A 20y o v ¢
¢, 6, e84, eta, ..

Dies folgt daraus, dafs bei der entsprechenden Potentialfliiche fiir
elektrische Strémung die zu diesen Kreisen gehorigen Ordinaten nach
dem Gesetz

Qe 80 Al .

aufeinander folgen, fiir die Niveaufliche aber die Wurzeln auszuziehen
sind.

Befindet sich der Brunnenschacht im Binnenlande auf ausgedehnter
Grundwasser fithrender Ebene, so kann man die obigen Resultate mit
um so grolserer Anniherung als richtig henutzen, je ausgedehnter die
Ebene bei homogenem Materiale ist. Allerdings lielse sich einwenden,
dals, je linger der Pumpbetrieb dauert, der Radius #,, der dann Schnitte
der Niveaukurve durch die Grundwasserebene giebt, grolser und grolser
werden miisse. Dies @ndert aber fiir die nihere Umgebung des

Brunnens schliefslich doch nichts.

290) Beispiele. : : :
a) Nachdem der Zusammenhang mit dem logarithmischen Potential

einmal klar gelegt ist, lassen sich zahlreiche Resultate ohne weiteres

aussprechen.
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Liegt der Brunnenschacht anf kreisformiger Insel excentrisch, so
bilde man zu dem betreffenden Punkte P den reciproken ¢) und
durch P und ¢} ein Kreisbiischel nebst zugeordneter Kreisschar, Vgl

l':&:l'

Fig. 127. Die Kreise des Biischels sind Stromlinien, die Kreise der

Schar sind Niveaulinien des Grundwassers. An Stelle der Gleichung
4%) tritt

0 :
; : ; 2
 f e — | It.l' —_—
Y Tr 2, { Y
oder
LS S
Y = __m.lt_sil—]gr:JJl—y:.

Befindet sich der Brunnen in der Umgebung einer geradlinigen
Kiiste, so hat man zu P nur das Spiegelbild zu bilden und wie vor

her zu verfahren.
il b) Handelt es sich um zwel Brunnenschachte anf unbegrenzter
it Ebene, deren Betrieb ein gleichartiger ist, so wird Fig. 125 mals
gebend, d. h. die Stromlinien sind ein Biischel gleic

wseitiger Hyper-
beln, die Niveaulinien konfokale Lemniskaten 2% Ordoung. An
Stelle von Gleichung 4) tritt

| ) . g
S i e
. i e lg (ry7y) = ¥
{ t‘_:{h'}'
fitt i : 3
i' l y=y = dgr, 4+ 1g#) + 4

Sind die Ergiebigkeiten der Brunnen verschieden, verhalten sie

sich z. B. wie » :2,, so handelt es sich um die Niveaukurven und

I Niveauflichen
| 1/@ T
| = e ey
i" Y l n,‘,_[\'ﬁ 1 + D ? .fl
j flli{"r
4/ 0 e g 4 /€ 5
e g | ey ar i S : s B
=y _— lgr, + v lgr) + 9, = 1 =g T .
. Ebenso wird bei n Brunnen von der Ergiebigkeit v,, »,, ... u,

die Gleichung

L0
Y= ==
: T

[:PI !.L’*‘j'.l <= Vy Jf—]a""l-: i Vs I.‘-f"':i i e | lﬂ ¥a) = .”;

9 3 ()
e e :
o — i == D Ig.

T el

oder

Dem Leser bleibe es iiberlassen, weitere Ubungsbeispiele zu
bilden.
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Geschieht z B. das Auspumpen mit Hilfe eines Sickerschlitzes,
so wird Fig. 140 in Kraft treten, bei der es sich um konfokale
Ellipsen und Hyperbeln handelt. Die Gleichung geht iiber in

!_I-r.‘ _!_ U =]l Il.“ | '?J:__ 1 |
- % ! i ;

L)
- =

wenn die Liinge des Schlitzes gleich 1 gesetzt wird.
Durch Abbildungen wie Z = }/2 kann man zu andern Formen
der Siekerschlitze {ibergehen.

In allen Fillen erhilt man Gleichungen von der Form
2 & }}'
y —y =cV,

wo V das entsprechende logarithmische Potential 1st.

Da aber dies nur noch den Wert von ["hunf_a_'r;hm-ispi:-lt-n hat, soll
von weiterem abgesehen werden. Man versuche, andere Zeichnungen
dieses Werkes oder der ,JIsogonalen Verwandtschaften® entsprechend

zu deuten,

991) Schlufswort. Der Leser hat in dem Vorgetragenen eine
Reihe von Eigenschaften des Potentials und ziemlich viele Anwendungen
dieser Funktion auf die Gtebiete der Gravitation, der Elektrostatik
und des Magnetismus, des Blektromagnetismus und der Elektro
dynamik, auf die Lehre von den stationiren Stromungen der
Wiirme, der Elektrizitit und idealen inkompressiblen Fliissig-
keiten, auf die Lehre von den freien Ausflulsstralilen, von den
Wirbelbewegungen und den Bewegungen des Grundwassers
kennen gelernt. Der Zusammenhang mit den Faradayschen Kraft-
linien fihrte zu den Faraday-Maxwellschen Anschaunungen,
zur Vorstellung der Wirbelfelder und zu den Hertzschen
Schwingu noen iiber. Auch iiber die Elastizititslehre, tiber die
[{a.pi]1;:;'1'}u:urie und itber die Lehre von den I-Iurlug__rl‘a.phe_.n
hiitten elementare Betrachtungen herangezogen werden konnen. Je
weiter man aber eindringt, um so mehr macht sich das Bediirfnis
geltend, mit den Waffen der hoheren Analysis zu arbeiten. Die
a Potentialtheorie wird jedoch jedem Leser

analytische Behandlung der S
its einen ersten vorliufigen Kinblick in

erleichtert sein, der hier bere
diese Lehre erhalten hat.
Beziiglich der Gravitation findet man noch einiges Klementare
in .*h—.hvills Theorie der Bewegung and der Krifte®, wo mehrere
Probleme iiber die Anziehung homogener Linien, Flichen und ein-
fach gestalteter Korper ceometrisch bezw. mit Hilt'mnit’%eln der ge-
wohnlichen Arithmetik behandelt sind. Namentlich bei Schalen, die
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durch dhnliche Ellipsoide begrenzt sind, kann die hihere Analysis
entbehrt werden, wie schon Newton gezeigt hat. Vgl die Zusitze.

In Schellbachs ,Neuen Elementen der Mechanik® findet man
ebenfalls einige elementar behandelte Probleme aus der Lehre von
der Gravitation, die hier absichtlich iibergangen wurden, insbesondere
die Lisung der Aufgabe, die Gestalt des Korpers grifster Attraktion
zu bestimmen.

Vorgeschrittene Leser mogen auf die Originalabhandlungen von
Gauls, auf die von Grube herausgegebenen Vorlesungen Dirichlets
tiber die Krifte, die umgekehrt proportional dem Quadrate der Ent
fernung wirken, auf die Schrift von Clausius iiber das Potential und
die Potentialfunktion und auf folgende Werke Neumanns verwiesen
werden, die, wie das friiher citierte, siimtlich bei Teubner erschienen
sind: ,Beitriige zur mathematischen Physi

<, yHydrodynamische Unter-
suchungen nebst Anhang iiber Elektrostatik und magnetische Induktion
SUntersuchungen ither das logarithmische Potential®. Endlich seien
noch das Werk von Beer iiber die Elektrizitiitslehre und Kirchhoffs
Vorlesungen iiber mathematische Physik, auch die entsprechenden
Vorlesungen des dlteren Neumann genannt. Beziiglich der elektro-
magnetischen Theorie des Lichtes sei auf die Helmholtzschen
Vorlesungen, herausgegeben von Kénig und Runge (Hamburg und
[ Leipzig bei Voss) und auf das entsprechende Werk von Tumlirz
(bei B. G. Teubner erschienen) verwiesen. Auch der bald erscheinende

4. Band von Wiillners Experimentalphysik wird das Nitigste dariiber
enthalten. Auf Poincaré war bereits im Texte hingewiesen.

Mit diesen Andentungen sei unsere elementare Einfilhrung in die
Theorie des Potentials und seiner wichtigsten Anwendungen beschlossen.
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