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Jetzt ist wie vorher r: = %, wo % eine Konstante ist, also d = - [.
Folglich:

Die Dicke einer dhnlich begrenzten diinnen Ellipsoid-
schale ist proportional dem vom Mittelpunkte aut die zu-
gehirige Tangentialebene gefillten Lote.

4) Physikalische Folgerungen. Regelt man bei einer
ditnnen Ellipsoidschale die Dicke so, dals diese proportional
dem vom Mittelpunkte auf die Tangentialebene gefillten
Lote ist, so ist die Anziehung im Hohlraum gleich Null
und das Potential ist dort konstant.

Falst man nun die Massenbelegung als eine Flichenbelegung auf,
so tritt an Stelle der Dicke d die Dichte d der Belegung. Folglich:

Wird eine Ellipsoidfliche so mit Masse belegt, dals ¢

ie
Dichte der Flichenbelegung an jeder Stelle proportional
dem Abstande der zuj_rt-he'-irig_g:'-n Tangentialebene vom Mittel-
punkte ist, so ist die Anziehung dieser Belegung fiir den
ganzen Innenraum gleich Null und das Potential ist dort
konstant.

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig.

Ladet man nun einen Konduktor mit Elektrizitit, so ordnet sich
diese nach den fritheren Betrachtungen so auf der Oberfliche an, dals
das Potential im Innern konstant und die Anziehung Null ist, denn
wire dies nicht der Fall, so wiirden elektrische Scheidungskriitte
eintreten. Folglich:

Ladet man einen ellipsoidischen Konduktor mif Klek-
trizitidt, so ist nach Eintreten des Gleichgewichtszustandes
die Dichte an jeder Stelle proportional dem Abstande der
zugehiorigen Tangentialebene vom Mittelpunlkte.

Die Dichte ist also am grélsten im Endpunkte der lingsten, am
kleinsten am Endpunkte der klemsten Hauptachse; sie ist konstant
fiir diejenigen Punkte der Ellipsoidfliiche, fiir welche der Abstand der
Tangentialebenen konstant ist.

Diese Abstiinde spielten schon in Band I & 406 bei dem
Culmannschen Centralellipsoid eide wichtige Rolle. Aufserdem sind
sie von Bedeutung fiir die Hauptkriimmungsradien des Ellipsoids.
(Vgl. Salmon Fiedler, analytische Geometrie des Raumes, I § 205.)
Die Dichtickeit steht also auch in Beziehung zur Lehre von den
r|_11‘ﬁ;_‘{"]lt*ii-‘.‘il'Il\[-_.!!TlE?'llti_‘!l und der Flichenkriimmung.

Aufgabe. Den Abstand des Mittelpunktes von der zum
Punkte x,1,2 gehdrigen Tangentialebene zu berechnen.
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Auflésung. Die Gleichung des Ellipsoides, die sich aus der der
Kugel ebenso leicht durch Affinitét ableiten lilst, wie die der Ellipse
aus der des Kreises, mige sein
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Dann ist die der Tangentialebene fiir den Oberflichenpunkt =, v, 2
von der Form
2x | YY, 2 L

as . pa e

Dies wird ganz &hnlich, wie bei der Tangentengleichung der Ellipse,

( ; | : ; i
elementar gezeigt. Setzt man hier g, = 0 und 2, = 0, so folgt z —

i . 1 e . - & r -
als Entfernung des Schnittpunktes fiir die X-Achse und die Tangen-
. nl : . hE a2
tialebenen. Ebenso gilt fiir die anderen Achsen y — , &=

4=

Demnach bildet das vom Mittelpunkte auf die Ebene gt‘li"ilﬂi[‘ Lot 1
mit den Achsen Winkel, die sich bestimmen aus

La ! Ly, I Iz

CO8 o = AT cosfi = — = - COS = — = 1
m f{\“ 3 ‘,! If,. 7 2 r":
Aus
cos® —+- cos? Fi -+ cog®y = 1

folgt demnach

demnach ist

1
= /3 7 3
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Damit ist die Aufgabe gelést. Folglich:
DieDichtederelektrischen Belegungeinesellipsoidischen
Konduktors ist proportional dem Ausdrucke

/3 R
] Ty i " ey
A+ a+

U-I

Ebenso ist die Dicke einer #hnlich begrenzten Hllipsoidschale
diesem Ausdrucke proportional. Setzt man niimlich die Konstante

50 18t d = l&, und damit ist die Proportionalitit mit ! klargelegt.
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Aufgabe. Das Volumen einer diinnen dhnlich begrenzten
Ellipsoidschale zu berechnen.

o i h i
Auflésung. SHetzt man }- —_— = ¢, 80 18t
(1]
A Bages
T LR e L

also » = ¢ (1 4+ «). Daraus folgt fiir die Halbachsen
a, = d {\1 —|— {{:], hi —hik —'-:-- h':f, == I] —: o).

3 g - =, - 4 d
[st der Inhalt des inneren Ellipsoids J, = = abex, so ist nach
1 2 3 )

dem Gesagten der des #ulseren
i Nl S e ST L 7o 8
J=50(14+e)b(l +e&)c(l+4 e)z=5xabe(l+ a)
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Nun war die Dicke als klein angenommen, also auch e« als klein,
L=, ! !
man kann daher das Unendlichkleine hiherer Ordnung vernachlissigen

und (besonders fiir Flichenbelegungen) setzen o, = wabe (1 4 3 a).
Daraus folgt
. : y e 4 / h
J— oy ’5 abew (1 4 B a) — 5 abea = dabemwe = 4abex-
2 - : ] . 8
el
= 4 abex 7
Inshesondere folgt
i 1. J 1
i = !r_[f —_— {_.'j| -.{3' — = v : —
E dabemw 4 abem 4abex /8 3 3
l;""f'J Yy 1
at ' bt G el

Ist also der Inhalt J einer diinnen Kllipsoidschale
(Ahnlicher Begrenzung) bekannt und sind die Hauptachsen
a, b, ¢ gegeben, so ist die Dicke an jeder Stelle z,, 4, # nach
der gegebenen Formel zu berechnen.

Physikalische Folgerungen. Wird ein ul]ipsniuiischlur
Konduktor mit der elektrischen Menge E geladen, so ist
die Dichte 0 an jeder Stelle @ y,2

o 1
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T idwmabe /2 2 o
L wa l/'ri v, 4
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[
Fiir 9, = 0 und 7, = 0 folgt

B a® FHa
. dxalc o dmben;
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Dies gilt fiir die Schnittlinie mit der Y Z-Ebene. Fir z, = q,
den Endpunkt der langen Achse, folgt

i I

(A
dmwabe 4mxbe’

(‘,I#. e

fiir die Endpunkte der anderen Achsen ist

E B = B E

0, =

_-;-irrcnfjf b ~ dmca 4mxabe {chi,-rrr;“:.
Aus der ersten Schreibweise folgt
0z 0 0, —=abe
Jm zum Sonderfalle der elliptischen Scheibe liberzugehen, schreibe
man die Formel 1) in der Form
¥ =18
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Aus der Ellipsoidformel folgt aber fir den Punkt x,9,2,

o2 2
;'.] .n'.l
5 == ] — e —
c? a?
Kinsetzung dieses Wertes giebt
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Ist hier ¢ = 0, so handelt es sich um eine elliptische Platte mit
den Halbachsen @ und . Und es folgt der Satz:

Ladet man eine diinne elliptische Platte mit den Halb-
achsen @ und & mit der elektrischen Menge F, so wird die
Dichte der Belegung in jedem Punkte zy,

_ ! i 1
n.) e =g
&/ g 1abw 5/ ~a g
g
a* b?

Handelt es sich um eine kreisformige Platte, so wird
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Bei 2) und 3) folgt aus der Gleichung der Kurven fiir die
Randlinie die Dichtickeit d = oo. Handelt es sich um eine
gerade Linie von der Linge a, so schreibe man Gleichung 2) in
der Form
K ) 1 7 E . 1 By

0 =

= Tam =/ 7 3 A J = - -’- e ; -,
;,-' b ,J.I !-’ 1l .-:'I .."]

Pt —— .ljg ChE—— = ('[’?' ..hf}

= o a® o i

was einen unendlich grofsen Wert giebt. Dies ist naturgemils, da
jetzt die ganze Belegung sich auf der Randlinie befindet.

Macht man fiir die Formel 2) die elektrische Menge £ = I n,
also » mal so grofs und zugleich & = nb, so erhiilt man

Tdgw 07

n B 1
e - — : =
da(nb)m - / 3 )
/., _4_ 4
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Jetzt ist die Dichte mur von &, abhiingig, d. h. es handelt sich
um das in Nr. 194 und Fig. 140 dargestellte zweidimensionale Problem,
welches auf konfokale Ellipsen und Hyperbeln bezw. deren Cylimder
fiihrt.

Fiir unsere Zwecke reicht es hin, daraus den Schluls zu ziehen,
dals die Niveauflichen fiir den Fall 2) itberhaupt konfokale Flichen
zweiten Grades sind.

[nfluenzproblem. Man lege um eine elliptische Fliche eine
konfokale Ellipse und durch ihre kleine Achse in normaler Ebene eine
Ellipsenfliiche, die ihre Brennpunikte in den Endpunkten der kleinen
Achse der ersten Ellipse hat. Durch die beiden letzten Flichen lafst
sich dann ein dreiachsiges Ellipsoid legen, fiir welches die erste Ellipse
die Fokalellipse 1st.

Wird nun die Fliche der Fokalellipse mit der Elektrizitit + £
geladen, so sind nach obiger Bemerkung die Kraftlinien durch die
Schnittkurven der konfokalen ein- und zweimanteligen Hyperboloide
geoeben. Diese schneiden jedes der konfokalen Ellipsoide konfokal,
[ f einem solchen bereits vorhandene Ladung

beeinflussen also emne au : ;
War keine Ladung da, und leitet man die

nicht in ihrer Verteilung.
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Schale nach der Erde ab, so sammelt sich die Influenzelektrizitiit
erster Ordnung — F in gleicher Quantitit an und ordnet sich nach
Vorschritt der Formel 1) an. Die Wirkungen von 4 F und — F
nach aulsen heben sich auf. Beide Ladungen wirken also nach aufsen,
vom Vorzeichen abgesehen, in gleicher Weise.

Fiir die Influenzelektrizitit gilt aber die Formel p, — 420 (vgl.
Nr. 12-1:1, wo p, die Anziehung des Kernkorpers bezw. seiner Belegung
ist.  Folglich:

Ladet man eine elliptische Fliche mit der Elektri-

zitit K, so ist die Wirkung in jedem Raumpunkt z ¢, auf

die Kinheit
i 1

abe /8 g 3

p =

wo @, b, ¢ die Hauptachsen des durch den Punkt gelegten
Ellipsoids sind. Die Richtung von p ist normal gegen diese
Fliche. Die Kraftrohren gehorchen beziiglich ihrer Quer-
schnitte der Gleichung pF=p F,.

Entsprechendes gilt von der Ladung jeder Ellipsoidfliche
bezw. jedes ellipsoidischen Konduktors.

Nun kann man aber an Stelle der elektrischen Belegung eine
Massenbelegung setzen, an Stelle der Dichte 6 die entsprechende
Dicke d der Schale mit dhnlicher Begrenzung. Folglich, wenn die
Gravitationskonstante x = 1 gesetzt wird:

Eine éihnlich begrenzte Ellipsoidschale von der homogen
verteilten Masse m wirkt auf jeden Raumpunkt #,4,2 in der
Starke

i 1

p =

abe s d

/3 3 - ”y 3
;r. ,{:] I.l)l 1 ,'_"]
1‘ Bl

(1% fi ¢t

wo [a, b, ¢ die Halbachsen des durch den Punkt gelegten
konfokalen Ellipsoids sind. Die Richtung ist normal gegen
diese Fliche. Diese ist also Niveaufliche.

Hat man zwei Schalen, deren Aufsenflichen konfokale
Ellipsoide gind, deren Innenflichen bezw. Dicken sich nach
dem Gesetz der dhnlichen Begrenzung richten, so wirken
beide nach aulsen identisch, wenn die Massen gleich sind,
sie wirken im Verhéltnis der Massen, wenn diese verschieden
sind.

Dieser Satz gilt auch von zwei homogenen massiven Ellipsoiden
(Mae Laurin).
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Damit sind durch einfache physikalische Uberlegungen Siitze der
Gravitationstheorie «(und Elektrostatik) abgeleitet, die von hervor-
ragenden Analytikern entdeckt und von Chasles elementar bewiesen
wurden. Niheres findet man bei Schell: Theorie der Bewegung und
der Kriifte in dem Abschnitte Potential.

Die besonderen Falle der Drehungsellipsoide, die der Belegung
der Flichen von Fokalhyperbeln und von ein- und zweimanteligen
Hyperboloiden lassen sich hieran anschliefsen. Dies sei jedoch dem
Studium oder der eigenen Arbeit des Lesers iiherlassen.

L=
-1

Holzmiiller, Ing-Math. IT, Potentialtheorie
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