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Arithmetik, Algebra und niedere Analysis.

I. Abschnitt,

Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 1. Benennungen.

Summe: a -+ b; a und b Summanden,.

Differenz: a —b; a Minuend, b Subtra-
hend.

Produkt: a.b; a und b Faktoren (a Mul-
tiplikator, b Multiplikand).

Quotient: a:b; a Dividend, b Divisor.

§ 2. Addition.

) =b -} a.

2. a4+ (b+c)=a-t+b+c
=a-4c+b=b+atc=b+cta
—=c¢c+at+b=c+b-+a

2/at+Mb+e+d+t...)=a+bt+ct+d4....

= a0 - desis =0 .
0301 a—a;: 0--0=0

§ 3. Subtraktion.
1. Erkldrung: (a —b) -+ b =a.
2. a*“l_‘b—'b:.:{t,.
3. &'—E_L:'.O; a_O:a; 0_020.
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8 Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 4. Negative Zahlen.

== =2 | (a+b)—a==Db
1. Erklarung: De——hy-===i() \ et ]
Hh e T=—2 ‘zm—(a—[~b)$——b.
_ (+at(by=-+atb
7 —a+4+(4+-b)=—a--1
i ]| ) i _) Ziusammenstellung :
; +a-f(—b)=-+4a—b R e
g g ] I +(+b)=+b
a—(+b)y=+a—D> Lemi=blimsaib

[
\
f
\
4' {_jay(—%—b):—ﬂ,——b frdishl=r b
{ ==

a—(—b)y=—a-+b

§ 5. Verbindung von Addition und Subtraktion.

Gesetze erster Stufe:

at+(b+ec)=a+btec

a4+ (b—c)=atb—c

LYadtboc—d=atb—c—d

la+(—bidec—d=a—b+oec—d

a— (b cj—a—hb—"¢

9 2ia — (h—e)—a—Db-%

g —i(—=Db-le—dF—a" b —0c1 d
3,a—bte—d=a+e¢c—b—d=afc—d—b

=l sk —d =500 e

Klammerregeln:

1. Regel: Eine Klammer, vor der ein -{- Zeichen
steht, kann ohne weiteres weggelassen werden; jedes in
der Klammer befindliche Glied behélt sein Zeichen.

9. Regel: Eine Klammer, vor der ein — Zeichen
steht, kann weggelassen werden, wenn alle in der Klam-
mer befindlichen freien - in — Zeichen und umge-
kehrt verwandelt werden.




Multiplikation.

3. Regel: Kommen in einem Ausdruck nur + und
— Zieichen vor, so kann eine einem - Zeichen folgende
Reihe von (liedern ohne weiteres von einer Klammer
umschlossen werden; die einem — Zeichen folgenden
Glieder diirfen nur dann von einer Klammer umschlossen
werden, wenn man die von der Klammer zu umschliessen-
den freien - in — Zeichen und umgekehrt verwandelt.

§ 6. Mulfiplikation.
(3.a=ataa

|m.a=a+ta-t....+a (m Summanden).

Erklérung:-

1. 1.a=a; 0.a=0; 0.0=0.

2. a.b=D>.a.

3. (a+b).c=ac+be; (a—b).c=ac—bec.
(a + b)(ec + d)-ac%—bc—]“dd—l—bd
(a,-"E--b)((,—d)——ac~~—bc——~ad—ljd

s (@ —b)(c+ d) =ac—bec+ ad — bd
(a - b)((’.’.—d)—’i,ﬂ—bb'—"&d—f- b d.

Ziusammenstellung.

(-+b)(4+ d) =+ bd, kurz: | .4 =+
,i(—i—b)(‘"‘d):—b@, " + . — = —
2 l (—b)(hd)=—bd, , =
GRS
6. (—a)(—b)(—c)=—abe; (—a)(—b)(—¢c)(—d)

Bei ungerader Zahl der negativen Faktoren ist das
Produkt negativ, bei gerader Anzahl positiv.
7. (a+ b)P=a*1 2ab b
8. (at+b+ect+d?=a’}+2ab-+2ac+2ad+ b
+2bect2bd+tc*42 cd4-d%
9, (a-kb)>—=a®4-8:a*b{ 3:ab’-} b
10. (a-}-b)*=a*+4a’b+6a*b*+4ab’+b"
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10 Grundoperationen und Kombinatorik.

11. Binomialtafel:

1—)»\1

v
1-—>3 1

v v
1—>3—>8—%»1

; E

Yoiic s N 1150
1 4 6 4 1
1 D 10 10 15) 1

{7 D W

(Binomischer Lehrsatz s. § 28.)
 a®4+bi=(a- b)(a’—ab-tDb?
\ a’+b’=(a}Db)(a*—a’b+{a*b”>—ab’4 b°)
wafRE
: a’—Db®=(a a’+ab-+Db
i3 f b? b)(a®+ab - b*
Tl a’—bi=(a—Dh)(at+a’b-Fa’b®+ab®+ b*)
nlas
aaf’-—-b'j:(d, -+ b)(a-—h)
A [a"—ub" (a®*—b®)(a’+-b*)=(at-b)(a—Db)(a*4b?)
l =(a-b)(a®—a’b-4+ab*—b?)
=(a—b)(a’]- a® lJ—I—‘Lb -+ b?)

He g T

12,

§ 7. Division,
@i blsb=a

B e Dos =0

o

Erkldrung: {

(+a): (-b)=-+(a: b), kurz: +:+ =+
e =t i), i
: +a)i(—=b)=—(:b), , F:—

(._. {L):(-—}‘b)=—(&:b), " i =

Il
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Verbindung von Multiplikation und Division, 11

(a:a=1, a:1=2a, 0:a=0;
a: 0= (wobel 0 etwas unendlich Kleines);
0 : 0 = unbestimmte Zahl.
(a+b): m=(a:m)- (b:m)
3.{ (a—b):m=(a:m)— (b;m)
(a—b—c¢—d):m=(a:m)—(b:m)+-(c:m)—(d:m).

§ 8. Verbindang von Multiplikation und Division.

Gesetze zweiter Stufe:
a.(b.c)=a.b.c
1.3 a.(b:e)=a.b:e

. (b e die)=g.b . 01d e
a:(b.c)=a:b:c
o s ibeti=a b0
g:(b.eid.e)j=aibie.d:e

3. arbh.c:d—a.c:bid—¢.aib:d=c:blasd—ett

Klammerregeln:

1. Regel: Kommen in einer Klammer nur freie
Rechenzeichen zweiter Stufe vor und steht vor der-
selben 1. ein Multiplikations- oder 2. ein Divisions-
zeichen, so darf die Klammer im ersten Fall ohne
weiteres, im zweiten nur dann weggelassen werden,
wenn man simtliche freien Multiplikations- in Divi-
sionszeichen und umgekehrt verwandelt.

2. Regel: Kommen in einem Ausdruck nur Rechen-
zeichen zweiter Stufe vor, so kann eine beliebige einem
.Zieichen folgende Reihe von Gliedern ohne weiteres
von einer Klammer umschlossen werden; die einem
: Zieichen folgenden Glieder diirfen nur dann von einer
Klammer umschlossen werden, wenn man die von der
Klammer zu umschliessenden freien . in :Zeichen und
umgekehrt verwandelt.




Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 9. Klammerlose Ausdriicke.

1. Kommen in einem Ausdruck nur Rechenzeichen
gleicher Stufe vor (nur - und — oder nur . und :),
so darf die Reihenfolge der Glieder beliebig geéndert
werden, doch darf kein Divisor erstes (Glied werden
(s. § B3 und § 8s).

2. Der Gang der Rechnung ist von links nach rechts,
die hohere Rechenweise ist vor der niederen auszufiihren.

§ 10. Briiche.

a
?.b:&

Erklarung:
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Proportionen.
1 a a a a
'*I"jj_—‘ﬁ—i o +j15:+ e
e a - a e
s e b
&b bera b= a—b
ST e A TR K R

§ 11. Proportionen.

Wenn a:b=c:d, dann ist ? =i und
) d
1. s eo==tred] Sl eviai— duib;
b:a=4d:e¢, i c:d—=a:b,
befedi=n g me; SiF idel b 1c% 5

d et ihinasidethn

In einer Proportion kann man die inneren Glieder
unter sich, die #dussern Glieder unter sich vertauschen
und es diirfen die inneren Glieder zu #Husseren, und
die dusseren zu inneren gemacht werden.

2.°8d. — be, d. h.;

Das Produkt der #dusseren (Hlieder ist gleich dem
Produkt der inneren.

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak-

toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro-

portion gebildet werden. Die Faktoren des einen Pro-

dukts werden die #usseren, die des andern die innern

Glieder der Proportion.

8. am:bm=c:d, | (a:m):(b:m)=c:d,

am:b=cm:d, | (a:m):b=(c:m):d, d. h.:
In einer Proportion darf ein inneres und ein Husse-

res (Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert oder

dividiert werden.

=

e ) : n__
4. ar; bn — en; dn, ! ] a l b=l ¢ lﬁ d.




Grundoperationen und Kombinatorik.

K orregpoudieren de Addition:
a:(a by o (cady Thdatb) —ad:(cE: d).

Korreqpondlerende Subtraktion:

11 (a—b)==t:{c—d) | b:(a—b)=d: (c ¢ — d).

Korrespondierende Addition und Sub-
traktion:

(a+-b):(a—by=(c+d): (e — d).

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver-
hilt sich zur Summe oder Differenz des ersten und
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe
oder Differenz des dritten und vierten.

Die Summe des ersten und zweiten Glieds verhilt
sich zur Differenz derselben wie die Summe des dritten
und vierten Glieds zur Differenz derselben.

Wenn a : 8, — b b, = ¢t 6 = .. si=W% 315
dann 1st
(at+b4ct...):(a,+b 4 4 ...)=a:a, —..o=Ww:l,
und
(am -+ bn4 cp4-...):(am4-byn ¢ B ces) = 4. 8

—...w:1.
(. Wenn cb==c:d
¢ .b —=c,:d,, dann ist
(‘1 a):(bb,)=(cc ) :(dd,) und
(ata,): (b b, j—/(e: c]) (d:d,).
8. Wenn a:b=c¢:d und
a:b =c:x, dann ist
- o= d.r i

9. Stetige Proportion: a:x=x:h,
10. Harmonische Proportion:
(a—Db):(c—d)=a:d;
stetige harmonische Proportion:
(@—x):(x—b)=a:b
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Potenzen mit ganzen Exponenten. 15

11. a) Arithmetisches Mittel aus a und b:
a-+b

b) Geometrisches Mittel aus a und b:

c) Harmonisches Mittel aus a und b:
: 2ab Is 1._1(1 L 1
h_a_kh’ ST L a b
Bei drei Grossen a, b, c ist
: g-=lhials 3/ =2 1 (d 1 1)
g nri=— - - 1 o g -i b. .'. —_— _I._ —_— - — 1.
A 3 8=y 2o, O X I—i(a ' b r ¢

§ 12. Potenzen mit ganzen Exponenten,

I. Positive, ganze Exponenten.
| a° —a.a.a
am=—4a.8......a (m Faktoren),
a heisst Basis, m Exponent, am Potenuz.

0

. <
I.a'=a, 08 —0, 1°—1, a’—=1: a% = ] 1, wenn a ;-1.

[(—1m= 1, 1

1)2 e R
& (-—-—- &)211::':4-&21], {—&)2]‘1-4{—1:__ ﬂ,?'“_i'_l
i 1 (a—Db)2n= (b —a)2, (a—Db)2nt+l = _(b—a)ntl,

d. am . ar —gir T

am—r, wenn m > r

13 w M=T
1

&!'—D'l

4, (ﬂ b)m — gmphm

m m
e £ Bies f_
b bm

0. (&m)r — gmr

am : gr —

: e R T
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16 Grundoperationen und Kombinatorik.
g bm m—2
i ?j: gm— ! —- am—2h + am—3 b2+ - +ab = .
i pm —1 f
am— bm‘ 3= 0 oy ;
8. _ﬂ._:——_b R e ' O_ == Tma™ : :
14 Negatlive Exponenten. ;
1
Erklérung: a—=™=—1

l aqm | q F — qm-—r
1. ] a—m. ar—a—mir

a—m _ g—r—g—m—r— a—(@+"),

g m:; r — a"—m b i

{ gm : 5 — qm - T

g—m: g— T — - In=-F
O (&b)_ m._— g—mb—m,

a —-m___ ft—m_ _}:] m
e

(am )—-r e
5. (a— m)r e T
(&_ m)—-r — gmr,

§ 13. Wurzeln,

Ty
Erklirung: Wenn xn = a, dann x=]/ a, also

n,—

Benennungen: Bei | a heisst a Radikand, n

Wurzelexponent;
9

fa=Va
[.L. Wurzelformeln:
G Pl

1. Y1=1; Jo=0; Y1=1; —1=—1L




B = .

> ) - e P ekl : s
T T N v o RS R S ....maq.u; ;-u-\ Tt e : e

- z Ty o e P M e ; ER e e = e \

Wurzeln. 17

"? 1 Sl S
: ) ],“ a=a; l a?n—{—I:&, ] R n+1:—-"],
Dy A
f —apn=—a.
H ni—{vy :
: 3. [ a. ]1 b _] ab.
I
' R h “! n 'fa,
e e |/
e n —\F
5 ]"r e — ( x'f ) ) .
n,— nX—— —n— n.—
6 ] aqr — 1 qrx ] qr — ] q—r

8. a [[) _— } ﬂ,n_}_;

n f
Z z) a V7 7z ] gn—1
- . S SR
Va Lk 1 a

(e )

z e
83— 83 _ b
foaot [ b
: 2 B b == ko)
a+)bi}e (Va+tyhb)—c
e z (Y &—[—] bl C)(a - 11——(3-—:-2] ah)

(—i—b—c) T :
besonderer Fall a 4 b =

Biirklen, Fornmlsannnlung. 9




Grundoperationen und Kombinatorik.

2/ a+Vb z})a+Vb(a—yDh)

Z
- ﬁ?ﬁ)_ il a*—b
2}/(2>—b)(a—¥ b)

gt t=h

IIT. Zerlegung einer Quadrat-Wurzel:

e e 8 —7T . .
JatVb= V R / ~ wobel r =7)a*—h.
S 5+ |

2 2

IV. Beispiele fiir Quadrat- und Kubik-"
wurzelausziehung:

g,
9. J 44|361|864 — 354
21
27117361
135
ooh
125
3{3?5'14.85 864
14700
16 80
64

- = ot
- = ==

-
- =
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0
10—‘{;-{ 30x” |- 79x* - =bx*—3x* 1 ]\_2
|__.‘} .\:‘ L. Ox*
10x® — §x° _[_ 70x*
‘ | T0x* 49}:::-1_,1()\:9
10x? —(JX)—;—-_-LT‘;-I—I-:)_\; e :
+15x° 9:-:’_']?_2[:{.__:;____}]_:_

] (1256x"—-225x%4-660x"—657x " 924x°— 441 x* |- -343x%)
'_|_ 121)\{('} e UK"—J),\“ TX
75%" |—— Pobx
|- 225x° 4 135x" - 27x°
75x"—90x™+27x[+ 525x"— 630x"
‘—'—5 25x"1-630x"1-189x®
*|— m,m _..-_141;.1‘ !-“1“

§ 14. Potenzen mit gebrochenen Exponenten.
£ M B == S n.o——
Erklirung: an =] ar; an=—=gn —g=n—— ]'a—r

R st - = L e i




Grundoperationen und Kombinatorik.

r T r
4. (ab)r = anbn,

r r r

5. (a: b= av ; bo,

rAP LETR
6. \anJa —an " a,

§ 15. Imaginiire und komplexe Zahlen,

Erklirung: J— 1 = 1 (imaginire Einheit),
| J — a = i) a (imaginire Zahl),
e a + bi (komplexe Zahl; Normalform).

i P Ao g
12 =—1 14n+1 — 3
i3:"—~i ij‘n”}'E:-—l
e in+8 —

2. =t —=hi—4
s e Ty
; 3. Konjugierte komplexe Zahlen: a--bi und a —bi,
: (&. -5'“ b 1) (& —b i) — a? “—1— b2,
; 4, Wenn a4+ bi=0, dann ist a =0 und b =0,
» at+bi==x-}1y, dann ist a=x, b=y.

0o
[
|

11

|
g
&
~
oy
o
o —

(L

|Ir
£

5. Setzt man: a=r cos ¢ (¢ Anomalie),
b=rsin ¢ (r Modulus),
r = Ja2 4 b2, dann ist
. = _'_ - |. > - 3 o
if‘,__- bi=r (cos ¢ - 1sin p) {h.a.noms(,he Form)

allgemeiner:
a-+bi=r ((cos p+2kn) -+ isin (p 4 2k=)).
6. (cos ¢ | 1 sin @) (cos ¢ | 1 sin ¥)

= cos (¢ + ) -+ isin (¢ + ).



Logarithmen.

7. Moivre’s Formel:
m
] - = 1“ 1 1 . _» ]ll 1
(cos p-{-i8in¢p)"=—=cos -n-(2 k 7z @) -} isin = kw4 @)

im einzelnen: (cos ¢ - sin )2 = cos np - 18inngp

al 2k 7z 2k w1

' . ded l— . . q)
(cosp--ising)e=cos kit SRS, AT i et R
— : n - n

§ 16. Logarithmen.

) (&
Brklirung: Wenn ¢*=a, dann ist x =log a, daher
c c c
¢loga = a: log (e?) =n; log (¢c—2) = —n
¢ heisst die Basis, a der logarithmand, n der
Logarithmus.
1. log ab=1log a -} log b

a
2 Iﬂg h—: I(Jg a — log b
3. log an =n log a
s o
4. log Ja = o log a
L+ 1] c 4]
5. log e=1; logl=0; logO0=—00; logow =

6. die Basis der kiinstlichen, oder gemeinen,
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der
natiirlichen Logarithmen, welche mit log nat, oder
log n oder ! bezeichnet werden, ist e=2,71828... (s.§ 29)

c
b loo ¢ b c
- ; g : s
¢ log a = S log a = log a .log b
log b

8. Umrechnung der gemeinen in natiirliche Loga-
rithmen :

10
e log 10 1
& ? 1 :] 10=_D_:__ __:2: 2{1.. v
)18 10 R e

log e
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Grundoperationen und Kombinatorik.

10 40
e log a s
I)) f{L = 105 e _IU_J_ = IUE I ...;. )0 )0{3‘
log e

Weiteres iiber Logarithmen s. § 29,

§ 17. Kettenbriiche.

1. Verwandlung eines gewéhnlichen Bruches
in einen Kette 111)1 uch:

14 1 I 1 1
&) T e e e —— B — -
47 dj SRR 3.1 1. ol 1
PAE a5 sttt S g ot 2 R
5 AR
— 1 —_—— 1 A e sl
= 1__.-3 __l_ i
e _! . | T —1
3 et M 3 B e =
< 5 e L r 1
1 A
b) 14 47
19|
5142
![0 : die Nenner gind 3, 2, 1, 4.
0|1
LI"
1]4]4

2. Statt eines h.etten bruches k kann man stets
folgenden schreiben:

1 = 1
—--—1—, dessen erster Niherungswert 0 dessen
0--

0

§ Wi
zwelter T 1st,

3. Verwaudlnng eines Kettenbruches in
einen gewdhnlichen Bruch,
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Kettenbriiche.

AE AL R :
Sind =%, =% u. s. f. die einzelnen Naherungswerte
13 B3
_ 1 ;
des Kettenbruches —— e L 15t ¢
Ao i 1
el q_' ,
5 _[_ [ L IR I ]
A.r_ll_] q.lr_-.u]_ 4_%_ ‘—"'.A-r—] 4 1 g .‘L\_Z_ a"_-]
B ‘l,r|_1B Br_l _B Etl’ Bz_ &, a,-|<1
{3 B 0
" a, &, ‘ a,
chema:
il O p- sl a, i, a,a, 1
O 4 e aditia (o ey
[ e il
. 3 | L R
' | : |
1"} 1]12]3]14]
0 o130 | c10) 47

Br—l -r ey ey

bh. Sdtze:
1. Die aufeinanderfolgenden Niherungswerte
(N.-W.) eines Kettenbruches sind abwechselnd
grosser und kleiner als der wahre Wert der-
selben und zwar sind die ungeraden (der 1.,
3....) grosser, die geraden (der 2., 4.....)
kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches.
9, Jeder N.-W., liegt dem wahrenWert des K.-Br.
niher als der vorhergehende.
Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br.



Grundoperationen und Kombinatorik.

und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke
Wert des Quadrates vom Nenner dieses N.-W,

4. Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten
Ziahlen ausgedriickt, d. h. Z&hler und Nenner
sind relative Primzahlen.

5. Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als
der Nenner eines N.-W,, kommt dem wahren
Wert des K.-Br. niher als dieser N.-W.

§ 18. Kombinationslehre.
I. Permutationen.

1. Die Permutationen aus n Elementen be-
stehen aus den Komplexionen, in denen simtliche Ele-
mente vorkommen; die Gruppen unterscheiden sich nur
durch die Stellung der Elemente.

Die Permutationen von a, b, ¢, d sind:
abed|bacd|cabd|dabe
abid bl bhidel awalilidaioh

achd|bcad

acdb|bcda |

adbe|bdac|

lecdab|{decab

adeb|bdca

cb&d:dl)zmi
chdal|dbecal

Gdba!dcba|

2. Die Anzahl der Permutationen aus n verschie-

denen Elementen ist:
Pn)=1.2.3...(n—1).n
= n! (yn Fakultdt®)

3. Sind unter den nElementen ¢ unter sich gleiche
Elemente, ebenso ferner g und y je unter sich gleiche
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen:

Ll R SR i
(@, 8, ¥) «a! gl oyl

Bestehen die n Elemente aus 2 Gruppen von r und

n —r je unter sich gleichen Elementen, dann ist die

Anzahl:
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Kombinationslehre.

gl SRR n!  n@—1)n—2)....n—r4-1)
(l‘, T 1') Ty (Il —— 1*)! = ol —
| = (111 ): "(31'3'1- § 21

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden
eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element
hoher ist als das zweite.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom-
plexion #ndert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine
ungerade Zahl.

II. Variationen,

5. Die Variationen aus n Elementen der rten
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen
zwelter Klasse der 4 Elemente abed sind:

ohne Wiederholung mit Wiederholung
ab ac ad S A, fad ad
i hei. ohd ba .2 bib e @bl
ca cb ecd ca ¢b ce cd
e dby do da: 19db2daiiidd

6. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur rten Klasse 1st
n
Vin)=nn—1)n—2)....n—r+41)= ( 1_) 1 (s.§ 21)
Vo(@)=n(n—1)(n—2)....1=n! (Permutationen).
7. Die Anzahl der Variationen mit Wieder-

holung ist: \-‘Ti(n) =nt.

III. Kombinationen.

8. Die Kombinationen aus n Elementen zur rten
Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je r der
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n Blemente bilden lassen, wobei aber blosse Verstellung
der Glieder keine neue Kombination ergiebt.

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, ¢, d zur
zweiten Klasse sind:
ohne Wiederholung: ab, ac, ad, be, bd, cd;
mit 5 an, ab, ac, ad; bb, be, bd; ce,
cd: dd.

9, Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen-
ten zur rten Klasse 1st
= nn—1)n—2)....n—r-}+1) n n!
e ese ( r ) —

Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia-
tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kombi-
nationen permutiert.

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Klemen-
ten zur rten Klasse mit Wiederholung ist

K’ i:n)::_l_l{ik}~1:}lf11—;—:3). .o ..(11+1‘——1):(u it 1).

r r! %

§ 19. Determinanten.

I lra b
1 11|
=i
a, b, 1 by —a, b,
9. b.¢ :
'll bl (31 b‘é‘ c, | 1 il b'} Cy | | 1-’1 C, 1
W o a == ) -E ¥ el a i =3 = a 1
G : Yo ' 2 . 3 o
a, lJ.I Cy ‘ 8 "3] ! b1 Gy . b;’ Gy |

Unter der Determinante eines Systems von
n Klementen 8., 8.,..+. 95 by by, vy bay oo . versteht
man die Summe Z(+a, b, ¢, ...), in welcher jedes Glied
alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung ent-
hilt und welche zugleich alle moglichen Produkte um-
fasst, die durch Permutation der Indices gebildet wer-
den konnen. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist




Determinanten. oF

positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist.

2. Der Wert einer Determinante wird nicht ge-
indert, wenn die Vertikal- als Horizontalreithen und
umgekehrt geschrieben werden., Z, B.

a, b,

9D

-I i
| ﬂ‘l r].-:?

25 | b'l b;,

3. Werden irgend zwei Horizontal- oder zwei Ver-
tikalreihen mit einander vertauscht, so indert sich das
Vorzeichen der Determinante.

4. Sind 1n einer Determinante zwei Horizontal-
oder zwei Vertikalreihen vollig iibereinstimmend, so ist
der Wert der Determinante gleich Null.

5. Bezeichnet man in einer Determinante 4 den
Faktor von a, mit A, (Unterdeterminante), den von b,
mit B,, dann ist

A=n A -La. A . vt an &y
=b, B, +b,B, +.....4 b, B,
i s S omale s ie o v s vy SODRER 36

-I}] Ik-l__]_l).f A_.! "}_' " e |_€_ ])n.‘:\.n: G.E .;-'_\1 _}_ -*-'_, .Cllz _}_ (" .o_.i_ cu “'3'1120‘
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6. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind,
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipli-
ziert. 7. B.

ka, b, ¢, | |8, b, ¢

ka, b, ¢, | =k, ‘ a,:b; G
: : |

_ ]{Ll;s b;a C, | &y b:s Cs |

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich Null.

7. Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe
zweler Gurossen ist, so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z., B.




e e T s et gt g

|
Ay - oy ])1 G
__!L_ o, h-: GJ

a, :
2 2

(Sl LT
| &3 T &3 b:s Cq

oder: (a

[

legbanr.

z. Bi:
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‘ a, b, ¢
a, b, ¢,

! g ]')3 Cq

dern Reihe addiert; z. B.
, B Il
I e S b, ol == doay
Larbres ="
a, b, c, ‘ a, b, ¢
9. Wenn
| a, b, ¢, [ o
D=|ab,c |und A= |¢,
| 8y b:; Cq ‘ @,
: Sl
| a, & b g ¢ »
D d = ‘ iy Stnts bz 1"?1 '_:“' C, 74
1 # r__ ] A
Qg 0 T b, 8, 1+ ¢, 7,
1
Vs o b, 8,
8, @, b, 8,
i
&, o 1 by By

8, by o~ ka,

3

1
[l Shite,

‘ | o, h_.i ¢

' | o I']l c, |

3 |

i al)Al—}_ (3'-2'}"“:) Az ag (“:a_l’ “:a)Aﬂ:ELLAf[_ a’zAz
ol 3-3:&3 o @ A't e @, A;’ o a:;Aa'

Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden,
so ist die Determinante in m. n. p Determinanten zer-

8. Der Wert einer Determinante bleibt unveréndert,
wenn man zu den Elementen einer Reihe beliebige,
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer an-

- ka,

By 7 ‘

B, ¥y |, dann ist

= .

O3 Vs
| y

&y Oy - bL '!?:, + 01 /-.J.
| e

ay @y T by 8, < ¢ ¥,
|

g By T b:{ 'gz "1_ Cg 7

1

T 6 Vs |

I .

T Gy Vs

I

i I G:-; Vs

10. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi-
nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m Hori-
zontalreihen gemeinschaftlich haben, so ldsst sich die-
selbe in das Produkt zweier Determinanten zerlegen;




¥ diel
biitenid=cd

a“""z? ek | Cy &3 e, !
O @i e die 't —| {L") ]’.I,i - e, d e
0 0 EC-; d, e, I EE |c: d; e, ‘
0O 0 e (]5 €,

11. Jede Determinante kann auf folgende Weise
erweltert werden:

1 184 ﬁt lg-_{ ﬁ:g
| Fl:l -I)l. Gl 0 l al ag [5;5 I
| a, b, ¢, 00 a, b, o |
|2y by o 004 b |
0:0-a. b ‘e

§ 20. Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1. Ist fiir ein Ereignis die Anzahl aller moglichen
Fille m, die der giinstigen Fille (Treffer) t, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen:

t
W
m.’
fiir das Nichteintreffen
" —t
= —=—1-— v also
m

I. w4 u=1.

: fies
2. Ist bei m maoglichen Fillen w, = —- die Wahr-
n
scheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses E, und
t, :
e — m diejenige fiir das Eintreffen von E,, so ist die

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass entweder E oder E,
eintrifft .
e W=w | w..
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L1

3. Die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Ereignisse
E, B, B . gleichzeitig (oder nacheinander) ein-
LlLHul], 1‘>t
L. W=w, . W, . W, ...
. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwel Ereig-
nissen h\ und E, das erste eintrifft, ist

oW

W, + W,
| -1

Soll von zwei Ereignissen K, und E, eintreten:

1. B, und B, s0 st W=w, . W,

2. B,, aber nicht E,, so ist W =w, (1— W )3
3. B nicht, aber BE,, so ist W= (1—w,). w,,;
4. Eines, aber nicht beide, so ist W = (1 ~ W,

| f r = &
(L —w,) Wy
5. Hochstens eines von beiden, so 1st
W=1—wW,;
5. Wenigstens eines von beiden, so 1ist
W=w, 1w, — W, W3
7. Beide oder keines, so ist W=1—w, (1 —w,)
— (1 — w,)w,;
. B, n mal, E, m mal in bestimmter Reihenfolge,

—

dann 1'%t \\ WD Wy ist die Reihenfolge
beliebig, dmm 1&,1:
% n -+ m
-\‘ - ( g .._>_ 1“* n \Vg 'm.
n! m!

§ 21. Binomialkoeffizienten.

D= 1)in = Devwes(n—r-4-1) (n)

T

1. Der Bruch

rl
gelesen ,n iiber r%, heisst Binomialkoeffizient.

= Neaqu
9. Ist n positiv und ganz, so wird (1> = 0, ‘wenn

A




Arithmetik, Algebra und niedere Analysis.

I. Abschnitt,

Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 1. Benennungen.

Summe: a -+ b; a und b Summanden,.

Differenz: a —b; a Minuend, b Subtra-
hend.

Produkt: a.b; a und b Faktoren (a Mul-
tiplikator, b Multiplikand).

Quotient: a:b; a Dividend, b Divisor.

§ 2. Addition.

) =b -} a.

2. a4+ (b+c)=a-t+b+c
=a-4c+b=b+atc=b+cta
—=c¢c+at+b=c+b-+a

2/at+Mb+e+d+t...)=a+bt+ct+d4....

= a0 - desis =0 .
0301 a—a;: 0--0=0

§ 3. Subtraktion.
1. Erkldrung: (a —b) -+ b =a.
2. a*“l_‘b—'b:.:{t,.
3. &'—E_L:'.O; a_O:a; 0_020.
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A

- n
r > n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird (1)

fiir keinen Wert von r Null.

G
I —
Lol =
“"“-—_—-"/-‘-
P =

] jmi
0=
~
T

|
—
o)
=
|
L ] =
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=
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= D
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II. Abschnitt.
Reihen.

A. Endliche Reihen.

§ 22. Arithmetische Reihen erster Ordnung.
heihe: a; a-1d, a1-2d, w..d . (n—1)d.
l.z—a-4 (n—1)d.

(@a4+2).n (2a-f+(nm—1)d).n

e Dt 5

§ 23. Geomefrische Reihen.

Reihe: a, aq, aq® aq®...,aqe-1.
7, :&(ln—l‘
a(qr—1 qz—a
o S:‘(l )T—l T e
l q— 1 q—1
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