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IIT. Abschnitt.
Gleichungen.

8. 80. Gleichungen ersten Grades.
a) Umformungs- und Versetzungsregeln:

1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder
Qeite dieselbe Operation mib derselben Zahl vorge~

nommen wird.
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40 Grundoperationen und Kombinatorik.

2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und

umgekehrt.

3. Hine Zahl, welche Faktor der gesamten einen
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der-
selben gesetzt werden und umgekehrt.

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten

einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel-
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt.

by Gleichungen mit einer Unbekannten,

9, Aus [ xta—=Db folgt x=h —a

} X—a—5
&X:b
X
e

k a

'
XeH=—gy
I]I,.—

L Jx=a

"

n

n

n

n

X =Db -+ a.

b
e
a
x — ab
n —
f."
X — ] a
Ha=ug

6. Aus ( ax=0 folgt x =10

(x

a(x—b)=0 folgt x —b=0
l a)(x —b)=0folgtx—a=0Qu.x—h=0

ax-|-bx=cx folgt x=0
{ a(x—b)+c(x—b)=d (x—b) folgt x—b=0.
Ist die linke Seite einer auf null gebrachten
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdriicke in x
als Faktoren enthilt, so ist jeder dieser Faktoren gleich

null zu setzen.

Kann eine (Hleichung mit x oder einem Ausdruck,
der x enthilt, durchdividiert werden, so ist x, bezw.

dieser Ausdruck, gleich null zu setzen,
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Gleichungen ersten Grades.

¢) Gleichungen mit zwel und mehr Unbe-
kannten.

foAug (- axhy—¢

L a, x4 b y—=¢, folght

¢—ax
'\‘ : 0 T W —
= b ;
=V iq ar
y — —+————, daher
b,
13 c—ax ¢ —axX (Gleiuhsetxung%-
A A methode),
1k ¢, —& X (Einsetzungs-
ax+b.————=c¢ Hide
b, methode),
LT ab.x-=bby= ch,

a, bx -} bb, y=¢ 1}_
a, b) = ch,—e¢, b
eb, —¢, b

x(ab,

=
ab, —a, b
(Kombinationsmethode), -

i
1
|

IV.1) ax+by=c¢c m
2) a,x+ b y=c¢ ‘
3) (zun—g—ﬂ.l)x_+ (bnﬁ—-}—bl )3?-":0{;:{;03 :
b
setze bm--b, =0, so ist m = — b]-’

dies in 8) eingesetzt giebt

ab ch
e e R G
= o :

e
| ~ F 1
(—ab, A b X—="——Chi—- c, b
¢b,—e b
e e P
a )1 11-1 )

ebenso wird y bestimmt.
(Methode der unbest. Koéflicienten von Bézout.)




42 Grundoperationen und Kombinatorik.

8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
ax-- by + cz=d 'r
| = T
b i S e
a,x + b,y -+ ¢,z = d,

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwel
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte
dreimal und erhilt dadurch drei Gleichungen mit drei
Unbekannten u. s. f.

9. Lisung durch Determinanten:

[ A
1 i*l[
Nim= G e (L ' A
- _]_ 1 r I_ A : | fa
g X~y e n—idy | A

o | ;
ax-t+by-tecz=d
a,x 4 b,y -

[o

a

3

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter-
determinanten und Addition folgt:
: , KN _l ey -
(a, A +a,A, J+aA)x=dA +dA, | dA,, also
difs d AT d R
a, A, - a,A, 4 a‘::A:s'

Der Nenner ist die Determinante 4 des Systems der

R

linken Seiten. — Fiir y und z folgt ebenso:
= o dBid B olod By
i
dl Gl =7 d-zc-z 5 l’1:—50:-;
e s

10. Die Bedingung fiir das gleichzeitige Destehen
von n homogenen Gleichungen, z. B. von
ax- bt 6 m =0 tach e
a,x 1 b,y+4cz =01st| a, b, ¢c,
B by m =0 . a5.by0
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Gleichungen zweiten Grades.

§ 31. Gleichungen zweiten Grades und Exponential- Ll
oleichungen. il

a) Mit einer Unbekannten.

TNE =y
x =-+17Va
2o x=EhX 0

I

0 (1. Normalform.)

- e b?
X = HXi=i= _-"i == [— —4
— b+ 1—-"b2_— 4e
>~ = =
2
‘3 ‘Lxg_—ﬁ— bx +c= (2. Normalform.)
__—b+ b
e y

Die Gleichung liefert:
9 yerschiedene reelle Werte
2 gleiche 5 9 '~ je nachdem b®—4ac Z 0.
9 verschiedene imag. j =
b?— 4 ac heisst Diskriminante der Gleichung.

4. x—a)(x—F=0 (3. Normalform.)

| Xx,=a
x, = 8.
Aus [ x?*—(a+g)x+ef=0 folgt [ x,4x,= —b
k= ba el L% - 5 =0
5. Die Gleichung
1 1 ; b
X1 o a |- — hat die Wurzeln x, =a, X, = o
il e g R
< a n " n L SRR T a =

6. Gleichungen, die durch Einfihrung einer
newen Unbekannten oder durch Zerlegung auf
quadratische zuriickgetfiihrt werden konnen:
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L. ax*--bx*lec=0, setze X =y
2. ax';—f—b\r‘ o =0,-1- 4 ek —
3. fLX..al'Il b}&!l lTG:O? $ }s’_ll-l—-—-}r
4, \——b] xt}¢=0, 3 yx=y
8 — 3
b, "1] X + .EJ] '—{ Gi= O. 5 ]}T:*::t'
6. au?x ]—bu\—}-- =) e ur=y(§31ec.)
iz ’—‘Lx)_—l—h( I ax)4-c=0, RS o o b G
& ax-+b a_l_ﬂ_i__b S st zm——b_Y
\extd/ " extd s Nex=d

Symmetrische Gleichungen:
1. ax’+bx*4-bx+a—0, a(x’+41)+bx(x-}1)=0, zerfillt in
I. x4+1=0 und II. a(x*—x-+1)-}bx=0.

2. ax*+bx*4-¢x*+bx+a=0, Division mit x°

1 ' T
a (\7 I Kg--) & h(}: |- —\-:—) 1-c=10;

7

1 1
setze x + — =y, xX*+ 5 =3y — 2.
X L5 Xu
3. ax’+ bt”‘% cx® -1 ex? 4 bx} a:O,

a(x’ 1) bx(x2-I 1} Fexix )=
Abspaltung von x -1 :()) Reatgluchung s}-mmetrisch
vom vierten Grad.

b) Mit zwei Unbekannten.

Fiir die Auflssung quadratischer Gleichungen mit
zwel Unbekannten kann keine allgemeine, einfache Me-
thode angegeben werden, da die Elimination einer der
Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung vierten
Grades fithrt. Es ergiebt sich jedoch in vielen Fillen,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht
alle moglichen Glieder enthalten, die Schlussgleichung
als quadratische oder sonst lésbare. In jedem einzelnen
Fall ist nach Massgabe der Eigenschaften der vorliegen-




45

Gleichungen zweiten Grades.
den Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fille
sind :

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten
Grad; man driicke eine Unbekannte aus und setze sie
in die andere Gleichung ein.

9. Durch Elimination der quadratischen Glieder
entsteht eine Gleichung ersten Grades.

3. Hs lisst sich eine Vereinfachung durch Absonde-
rung eines Faktors erzielen.

4. Die Einfithrung einer neuen Unbekannten in
die eine Gleichung bewirkt, dass dieselbe nur noch
diese Unbekannte enthilt, oder es wird das ganze System
durch Binfiihrung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation
oder Division der beiden gegebenen (Gleichungen, oder
auch durch korrespondierende Addition und Subtrak-
tion bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in

oder einen sonstigen

der fir x-+y, x— 7y, Xy oder

L

Ausdruck in x und y eine neue Unbekannte eingefiihrt
o/ o

werden kann.
6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit
o D 3

¥

y? durch und bestimmt —
'V’

7. Bs kommen ausser dem Absolutglied in jeder
Gleichung nur- quadratische Gilieder vor; man eliminiert
die ‘Absolutglieder, so erhilt man ein homogene Glei-
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die

L

andere, dividiert dann Zihler and Nenner durch y=,

2t :
getzt — — t und bestimmt t.

8. Man kann z. B. aus x>
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46 Grundoperationen und Kombinatorik, .

durch Addition und Subtraktion der zweiten (x |- y)® und
(X — y)? bilden und hieraus x } y und x — y bestimmen.

¢c) Exponentialgleichungen (logarithmische
Glemhungeuj.

1. Grundaufgabe:

K:b;

log b
xloga —=loo byt —— =
log a

2. Besondere Fille:
i ax=—aram =g

g \x b \m
2. (b) = (;) ; X=—m,

X g \x c log ¢ — log d
:_l = - — TG it X :- =y = i
b e 100 ﬂ.—low

m —-—x n +~x
(ab nxX —ag, br+ X

Logarithnnere, sammle die Glieder mit x
nach links, die ohne x nach rechts, und Iose
nach x auf,

abx 4 ¢ (d+4 b-%) =e; setze und bestimme
zunichst y = bx,

6. axTp | axt+q=px+m_| hx+n,

ax (ap - a1) = bx (bm 4- bn)
3 \x bm _}_ bn :
= e hieTalis Holoh x
b a? 1 al

xr x}()g'!{ e ]J;
1‘10gx—{~ logx.log x=1log b, setze und bestimme
= loo'\: . 8,1
8. lon‘ (ax 4+ b) -+ log (cx -} d) = m:
es ist Iog ((ax ==blllex-Td ) —m, also
(ax D) (ex - d) = 10™

woraus x fol at.

(a3 §

=]




Diophantische Gleichungen ersten Grades. 47

9. axby =p
cxdy =q;
Iomnthmn,le und bestimme aus den erhal-
tenen (GHleichungen log x und log y.

§ 82. Diophantische Gleichungen ersten Grades.
a) Mit zwei Unb ekannten.

1. Buler’sche Methode. (Absonderung der

grossten Ganzen.) Beispiel:
61x--7y= 1000
1000 — 615 1
y:.—_-—'—?—)*f*—"llr;"—gx—‘_ ™ _(ZH)
==
X2112| — = 3u -
nN=2v— 1 also
14 v — 7 sl
¥ . —qv—3
1000 — 61 (Tv—3
y= L f‘;( YRS Bl
v !: Xy
—— o e e 4 ] 11
O =3} 169 108 | 47
‘1 4 108 sind also die brauchbaren
{3 11 i Werte fiir die Unbekannten.
9 18 | —14

9 Kettenbruchmethode von Liagrange:
1. ax-+ b y=c gegeben, so setze man

Ist

2 ax+by=*t

Ok

dann folgt:

1‘)1 o2 bt
2 :

ab, —a, b

at— (1] [

a 1)

a, b’




48 Grundoperationen und Kombinatorik.
x und y sind dann ganze Zahlen, wenn a b, —a, b=-1.

Dies ist der Fall, wenn —11— vorletzter Niaherungswert
} L
1
a

des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches = ist
(s. § 174).

Beispiel: 1. (')IK—[—T}' = 1000
Niherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten

Bruches —-‘-—1- sind : i " —})-—, _‘;(" i‘i’ also
5] ¢ . i )
2. 26x 13y ="%
3. %= 3000= Tt =T7(429—1)— 3
=7v—38
t— 26x fl‘“) v—182v-|-T8
4. Y= n 0
o) <)
=169 — 61 .
o e
: ZEEE A
& ” oE ‘ L RS PR e )
{ |
y | 169 108 | a7 |14

b) Mit drei Unbekannten.

. Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei-
Lhunn*w eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann lose
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und ber echne
7z vermittelst der erhaltenen Werte von x und y aus

einer der gegebenen Gleichungen.

§ 33. Allgemeine Siitze iiber hohere Gleichungen.

1. Hat f(x) =a,x"}-a,x"—1]a, xn—21 ., +a,=0
die Wurzel x=a, so .lst f(x) durch x— « ohne Rest
teilbar,



Allgemeine Siitze iiber héhere Gleichungen., 49
2. Eine Gleichung nten Grades hat n,
aber auch nur n Wurzeln.
3. Sind @, @, ..., die Wurzeln der Gleichung
f(x)=0, so ist
f(x)=a, X— ) (X—03)....(X— ) und

4. Symmmetrische Funktionen:

a,
sl T ST =it % R ‘s
e K (o, a....00)=—(a,Fa,}....12);

C

0

a, -
_‘lfl = 21\2 (c«:” O oo all) =&, 0 | @ ¢ | - &, &,
ol

0

| I :
_]_ L -_[ c‘n—- 1 an’

a

(R YK l
Tl aaies l\:}(a” Gyonen @)= _‘{a1aza:;”'|'“1azafi o e
[4

0

_I_‘ LI -'—{_'aﬂ'—gall—lcc'ﬂ’

an
-I_l' = : (-—_ 1)[1l al L ] a__) . a:i LN ] . all.

Yo

5. Kine Gleichung hat hochstens soviel reelle po-
sitive Wurzeln als Zeichenwechsel und hochstens soviel
reelle negative Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden
Glieder sind mit -+ 0 zu ergiinzen).

6. Ist p + q1 eine Wurzel einer Gleichung mit re-
ellen Koeffizienten, so ist auch p— q1i eine Wurzel. Die
Gleichung hat, wenn sie imaginiire Wurzeln hat, stets
eine gerade Anzahl derselben. Eine Gleichung von un-
geradem Grad hat daher zum wenigsten eine reelle
Wurzel.

7. Wird f(x) fiir x=7p negativ und fiir x—q po-
sitiv, so liegt mindestens eine Wurzel der Gleichung
f(x) =0 zwischen p und q.

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x° eingeschlossen) gleich null, so hat die Glei-

Biirklen, Formelsammlung, 4

e
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chung rmal die Wurzel null; sind die der r hochsten
Potenzen 0, so hat sie r mal die Wurzel oo.

9. Ist « eine Wurzel der Gleichung 1., so ergiebt
sich aus derselben durch Division mit x —e die Glei-
chung n— 1ten Grades
xf—f)a =b,x" ol byl g bidsox ot b, 1=0,
dann 1st by=be—1.a-1a;.

Beispiel 3x°— Tx*+ 2x* 1+ 4x°—Tx —2=0
soll durch x—2 dividiert werden,

3 .7 12 14 —T —2

s e e
Res.: 3x*—x"+4x-11=0.

Durch diese Division wird festgestellt, ob x=2(=«)
eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung ist.

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung
aufzufinden, zerlege man a, in Faktoren p, p,....
und versuche, ob x—p,, x—p,.... ohne Rest in die
(Heichung aufgeht. s.auch § 87, 1.

10. Wurzelverkleinerung. Soll die Gleichung

f(x):aox“~l-—al x“—I—E—,...—',— a,—1X+a,=0
in die Gleichung

o =P 3L e o Sy — 0
umgewandelt werden, so dass die Wurzeln der letzteren
Gileichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so
muss f(x) =¢(x—k), also
a, x e x4ty =p (k) (- ey =pd

B p, L)
sein und es sind daher pn, pa—1, .... p, die Reste,
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x —k
dividiert.




Binomisehe Gleichungen.

Beispiel: x*—4x*—39x*1 46x- 80=0
DG oy = ey,
"i) l 8 '—|_ 9 —= pn e
4) 1 12 — P1
‘1') 1=7p,
die gesuchte Gleichung ist:
x*+12x*+9x* — 202x — 360 =0.

11. Waurzelreduktion (= Transformation).
Soll die Gleichung f(x)== 0 so umgeformt werden, dass
das zweite Glied der neuen Gleichung O ist, so ist, da

p.—a +nka,=0,
]{ = — _a!‘_.
na,
s e > e
Beispiel : x*—18x*+105x—196=0; k=—- == kb
6) 1 —12 + 33 +2 Yy =6
6) 1 — 6 — 3
6) 1 0 Res.: y*—3y+2=0.

§ 34. Binomische Gleichungen,

1, Xeli— |._ 1 = GOS8 2]{ A -l—l%lll 2 ]\I T3

n = okx .. 2k=

x=]='+1: (=-1)"=ocos > - 1isgin - =

wobel k alle ganzen Werte von O bis n erhilt.
2. xt=—1—cos(2k-}- 1)zt 15 (2k+1)=;
n—— 9k }— e 2k+1

x=|—1==cos = -+ isin =

3. Beispiele,
B0 S
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r=

i el e A S (x=1,
o e e — s
mit = 2 l x =c05120%}181n120°—=—— S
__Jo
Vi
% 13: = .

: 0 S e e
mit k = {-._;. ...... [ X = €058 60°+181n 60" —— ; oS {-r—-Ia,
it k=10 e . lx::——l.

Sixdes]
mitk=0........ x =1,
mit k = {]t ...... :-x cos 90 + isin 90 = + 1,

)

mib k=20 J}::HI.

4 Xf = — 1;
mit k = f 0 i, [x — cos 45° - 1 sin 45°,

\ 9 J

itk = {g s AT lx:-:: cos 135° -1 sin 135°.

iw. _}'{5:11;

mib k=0 nian =1,
mit k:-{i ...... =03 72" 35 1 8in 72,
. 9 5T :
mit k— {: .. | x=rcos 144° -} 1 sin 144",
'j \
mitk — {{i ...... x — cos 36° |- 1 sin 36°,
J
mit k— {1}' ...... x—cos 108° 4 i sin 1087
<)
2 x— — 1.




Kubische Gleichungen.

4, x0—gq Xxh— — a

«(Ja).J-1

n,—
wobel (] a ) den absoluten, reellen Wert von J'a bedeuted,
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder loga-

n - n;——
rithmische Berechnung erhilt, wihrend /-1 und J—1
jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte darstellen,

§ 85. Kubische Gleichungen.

Xt —a—=90 |x*+a=0
| [
e Voth )] i (fa)e
(=) —(fa).s

B S 3"-, 31} 2.

2 x* 1+ ax’f+bxtec=
Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei-
a ; 5 : a ;
nerung um—g—oder Subtsitution von y —=x — 3 § 3310)
auf die Form
R g3 ot
v+ 3py+t2q=0
und setze y=u-+vundu’+4v’'42q=0,
| eSS e
Iu o 'I_-"_ q —i— 'I'.-"(l‘_’ :}ti):i
dann 1st 3 :
R sT g e
/ ! el ~ 3
]v == —d g P
Yy = ulv
-V }: i
Sl | i ]
Vi—— 4 —¥3 (a—v % N
2 a2 fol / (Cardan’schen

Formeln)

rl
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Die Cardanschen Formeln fiihren zu einer Lisung
nur so lange q*--p°> 0; sie liefern dann 1 reelle und
2 imaginire Wurzeln.

3. Fall der 3 reellen Wurzeln (casus irreduci-
bilis). Ist q*>-p®<0, so hat die Gleichung 3 reelle
Wurzeln, aber diese konnen nicht mit den genannten
Formeln bestimmt werden; dann

Eawds

COBp— ————
(p I_' IJd

Yy, =2 J—p. cos ?}_

2 (3

-~

/s

Yo=—2V—p.cos (--?:———60“)-

L5 '.J
4, Trigconometrische Auflésung fiir Fall 2:
o

q*-pt=>0;

-p >0

g

q 2
y,=-F 2)p.ctg 2 ¢

sin 2 v

_IF? 3 ,f{-:

Ys== 1:_1;(ctg Qo i V3 ) :

sin 2+

4

hiebei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,
' AR >
je nachdem q 2 O.




Biquudratisclm Gleichungen.

9P <0
3 gz
sin @ == (": (1;)5 tg ]g =tgy
o 9 r:; _1_.
Yo 2 1'si1121;;
easisas 1 rn t 2 )
e ml a Jl eroni 1) 3ctg 29

1 o
V3:~'-— 1-’—-}( -————11 3 ctg 1,#).

5 = sin 2

Zeichen wie oben beil 1. zu nehmen.

§ 36. Biguadratische Gleichungen.

1. Besondere Fille s. § 31, 61, 7.
9. Methode der Zerlegung.
die ﬁcn'ebene (xlemhunﬁ' auf die Form:
tlax*+bxt+c=0 und setze
X ~---d\”~-—bk Le=(x"+ax+ g) (2> e x+6;);
hieraus durch Koeffizientenvergleichung

Man reduziere

e
s Bt f_‘;’J[_ﬁl_-cﬁ:a
: la’(-@l o ﬁ):b
pp, —c

Durch Ehmmahon von § und g, ergiebt sich :
9. o*12aatl(a®—4c)a T hi=0

1 ansformatlon und Losung dieser (nach o %)
kubischen Resolvente. (Ein Wert von e ge-
niigt; die andern liefern die x nur 1n
anderer Reihenfolge.)

4. Berechnung von § und g, aus 1.

5. Liosung der Gleichungen: [ x*—- aX - 8=0

lx

‘._)l

—
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3. Kuler'sche Methode,
1. Transformierung der Gleichung auf die Form
x*tax*t+bx+e=0
Bildung der Resolvente

AR a‘—4 ¢ b* 0
G e e

Sind die Wurzeln dieser Gleichung Vi3 Yo ¥ay dann ist
[ o
[ Xl:-_"h—_(lh e, }2_13‘3)
| e T e ity
| 5t
}ciz-" [ (—]v —Iv —]V i
wobei die Vorzeichen so zu wihlen sind, dass
o R A, b
/ AETS I PR J Yoo 0 \._J,_
§ 37a. Hohere Numerische Gleichungen. — Niherungs-
methoden.

1. Rationale Wurzeln, Zerlegung des
Absolutgliedes. — Man bestimmt alle Faktoren
a, a,, @,.... des Absolutgliedes und stellt durch Ein-
setzung derselben in die nenebou Gleichung fest, ob
sie derselben geniigen.

Ist die Zahl der Faktoren eine sehr grosse, S0
stellt man mit der Substitution x == =y -+1 eine neue
Gleichung her und bestimmt wiederum die Falktoren
des Ai)solutfrhedes Es konnen dann nur diejenigen
Faktoren des Absolutgliedes der gegebenen  Gleichung
Wurzeln derselben sein, weleche um 1 grosser sind a.l.-;
die Bllt-&})ledlbllden lm,l{toren der zweiten Gleichung.

. Newtons Methode. Hat man durch Ver.
*smhe (odel durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden,
dass « annihernd eine Wurzel der Gleichung

i(\)-_d"o“ "|—|,, \u_l ....,.—i--{ln:'_:o
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ist, so 1st an « noch eine Korrektion anzubringen, um
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s. § 95)

f(a)

— (ageP -+ a8, an—1]...ita,)

B L) e
Setzt man nun o - p an Stelle von «, so erhilt hiemit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion
e

3. Regula falsi (indische Methode). Hat
die Gleichung f(x) =0 eine Wurzel zwischen « und ¢,
(f (¢) und f (¢,) haben also entgegengesetzte Vor-
zeichen), so erhilt man einen angeniherten Wert fiir
die Wurzel, wenn man an Stelle des Schnittpunktes der
Kurve mit der X achse, den der Sehne setzt, welche
die zu den Abscissen « und ¢, gehorigen Kurvenpunkte
verbindet; man hat dann:

SR o Xl
f(a)  f(e)

| ('zl tor a:} f(“)
S fla) — f(e,)

L, somit

X =
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Mit dem neuen Wert und einem benachbarten, kann das
Verfahren wiederholt werden u. s. f. — Dieses Ver-
fahren ist insbesondere bei transcendenten Gleichungen
anwendbar. Beispiel:
xx = 100, also
xlogx =2 oder xlogx — 2 =0.

Ausrechnung: x| f(x) =xlogx—2

1 ‘ — 2

2| — 14

3| — 0,5687

4 | 4 0,4084
ST T
¥=34 1 — 358

598
3,58 | + 0,0171
3,60 | — 0,0027
s 0020011
.'3;06 + _6,0198
— 3,58 -+ 0,01727 = 3,59727 u. s. {.
(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).
4) Kettenbruchmethode von Lagrange.
Beispiel: x* 4 3x — =1

5 =

3

1
Man findet 2> x> 1 und setzt x=1-+ .
hiermit folgt aus der gegebenen Gleichung

y?—6y*—3y—1=0
1

nun ist 7> y>6; man setzt y=6-4 —
Z

und erhilt 19z° — 332> — 12z — 1 =0; es 1st
3>z>2; mib ?;22—}——t— folgt

Bt3— R4t2— 81t — 19 =0 und es ist
18>t> 1w sk



Grosste und kleinste Werte.

Es ist nun: x=1-}: T i 1,15416
Brslre= 1
e B
174...
1 B
oder x=1 T 1,15418
bt
1
9 I
2 - 15"

§ 87b. Grosste und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)
Ist y cine Funktion von x, also eine von x ab-
hingige Grosse, und z. B.
1. y=ax®} bx’} ex —5—-_61J
so konnen hiebei die verschiedenen Werte von x als
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be-
trachtet werden,
Zieht man eine Parallele E F zur X axe, welche die

Y

betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F, deren

Abscissen x. und x. sind, schneidet, so hat y in diesen
1 2 ? 3




Punkten E und F die gleichen Werte, es ist also fiir
obirfes' ]3=ic:piel 1

ax®4 bx 4+ cx, +d=ax,’+ bx,*+4 cx, + d, woraus
EL(X1 3—~x27‘)~§4 b(x,*—x,%)4c(x, — ) } 0, folglich nach
Division mit x, —x,

a(x,* -{-xx b (x, +x,)+c=0.

Wenn sich nun EF parallel weiter bewegt, so werden
x, und x, fiir den Punkt, wo y einen grissten oder
kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab-
scisse dieses Punktes X, 80 ergiebt sich demnach aus 2.
3. 3ax"'-}-2bx -} c=0.

Durch Auflosen dieser Gleichung findet man die Werte
von x, welche y zu einem Maximum oder Minimum
machen.

Das Verfahren ldsst sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen:¥)

Um einen grossten oder kleinsten Wert (oder
mehrere) einer abhiingigen Grosse zu finden, muss man:

*) Vergl. hiezu: Martus, Maxima und Minima, Berlin 1861.
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Grosste und kleinste Werte.

1. Die Funktion in einer unabhiincicen veriander-
55 :

lichen Grosse x ausdriicken;

9. in diesen Ausdruck x, und dann x, einsetzen
and die sich ergebenden Ausdriicke einander gleich
setzen;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so
dass sich mit dem Faktor :L —x, durchdividieren lasst;

4. nachdem mit x, —X, dmd]ﬁlwdlv]t ist, hat man
in der hiedurch e1h<tltguux (Gleichung x, —x,=x zu
sotzen und die Gleichung aufzulsen. Fiir die gefun-
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi-
nimum.

. Ob ein grosster oder kleinster Wert vorliegt, er-
”tht slch aus dm Natur der Aufgabe oder durch Be-
rechnung der Werte von y fiir solehe Werte von x,
die dem gefundenen benachbart sind.

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen
eine (Qmuh‘qimﬂl'%l mGommt muss vor dem Divi-
dieren mit x, —x in der Regel noch umgeformt werden,

E7i]

Beispiel:
mx, --n T L bx, + ¢=mx, - n- Yax,?-} bx, e
m(x,—xzj—ﬁ—hle’{b |c—]1x‘—-~bx ¢ =0,
woraus
a(x,®—x,%)+b(x, —x )
mix,— %)+ - —0,
: Vax > - b et jax, b2 -1 ¢
a(x, -+ x, b :
folglich m |- -— St 3) :l_— ——— = (),
]ax P+ h\ e 7a X -bhXE, - ¢
Nun ist x =3x, —x 20 setaen I

2) D% Anwendun%odnet der obigen, elementaren
Methode 1st begrenzt; allgemeine \mtulucn fiir Auf-
findung nmbstm und kleinster Werte giebt die hihere

=
Analysis ( 8 97).
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