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Ebene Trigonometrie .

I . Goniometrie .

§ 56 . Funktionen einfacher "Winkel .
1 . Erklärung der Funktionen .

a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse ,
b und c Katheten .)

b b a
- * p.ncpp . R = —

bsm ß = — ; tg ß = ——; cosec ß =
81

c°s/ ? = — ; ctg/? sec ß = — .c

b) Am Koordinatensystem (r Fanrstrahl , x und y
Abscisse und Ordinate .)

sm a

y cos a ~ — ; ctg a
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Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate ,
der cos das der Abscisse , tg und ctg haben
gleiches Vorzeichen .

c) Vorzeichen in den vier Quadranten :

sin cos tg ctg

I . + + + +

II . — — —

III . — — + +

IV . — + — —

2 . I — cc E — a R —j—cs 2 R — a 2R -fß

sin — sin a cos a cos C£ sin a — sin a

cos cos a sin cc — sin a — COS Cf — COS Cf

| — tg « ctg a — ctg a — tga + tga

ctg- | — ctg a tg « — tga — ctg a + ctg a

3 K — a 3 R —{—Cf 4 n R -j- a

sin — COS Cf — COS Cf sin (- |- a )

cos — sin a -j- sin a cos (+ a)

tg 1 + ctg a — ctg a tg (+ a)

ctg | + tg « — tg « Ctg (+ a)
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3 . Grenzwerte und besondere Werte :

0°
360° 90 ° 180 ° 270 ° 45° 30 ° 60 °

sin 0 1 0 — 1 1
2

1 -
yV3

cos 1 0 — 1 0 1
2

tg 0 00 0 — 00 i Vs

Ctg- 00 0 - 00 0 i fl
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4 . Zusammenhang der Funktionen :
sin 2 et -f eos 2 ar = l

tg « :

ctga =

Sin a
COS a
COS a

tg a . ctg a = 1

1 + tg 2 ct =

1 -f ctg 2 ct =

"
COS 2ct

1
Sin 2 a

ctg a
1

tg a

sin a cos a tg a ctg a

sin a = tg a 1
V 1 — cos 2 a

y 1 + tg 2 a yi + ctg 2 «

cos a —
1 ctg a

V1 — sin 2 ct
y 1 + tg 2 a y 1 + Ctg 2a

tga =
sin ct y 1 — cos 2 a 1

V1 — sin 2 a cos a Ctg" ct

ctg- a = V 1 — sin 2 ct COS a 1
sin a yi — cos ‘ a tg ct

y/stnFös cos a ctg a
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§ 57 . Funktionen zusammengesetzter Winkel.

1 .

a)

sin (a -j- ß) = sin a cos/ ? + cos a sin ß
cos (a + /?) = cos a cos ß 41 sin a sin ß

tg (a + ß) =

ctg (« + /?) =

tga -j- tg ß
1 + tgatg ß

ctg a ctg ß ip 1
ctg ß 4 ^ctg a

b)

_ . . . a a
sm 2a = 2 sin acos a ; gm a = 2 sm — cos —

ni £t

cos 2a = cos 2 a — sin 3 a ; cos a = cos 3
y — sin 3-^-

tg 2 a = 2 tg a
1 — tg 3 a

ctg a — 1
ctg 2 a = - ,- ;° 2 ctg a

2 ta
tga :

1 - tg 3

ctg a =
ctg^ - 1

2ctg ^

2 cos 3 « = 14 - cos 2 a ; 2 cos 2 — = 14 - cos a
U

c) | 2 sin 3 a = 1 — cos 2 « ; 2 sin 2 — = 1 — cos a

1 — cos 2 «
tg « =

— COS 2 a sin 2 i
14 - cos 2 a 14 - cos 2 a sin 2 a

d) {sin 3 a = 3 sin a — 4 sin 3 a
COS 3 a = 4 COS 8 a — 3 COS a .
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2 . Umformung von Summen und Differenzen .
i . „ „ . « -1- /3 ct — ßsin a -)- sin ß = 2 sin — cos —~

a )

b)

• . „ « ct 4 - ß . a ■
Sill a — S1B ß = 2 COS — —Sill —

, „ a 4 - ß ctcos a + COS ß = 2 cos — cos —

n • tt ß •— 2 sin ■ sincos CS— cosß --

cos ct + sin a = ]/lT . sin (45 ° + “)
cos a — sin a = ]/!T . cos (45 ° + a)
1 + tg “ tg (45 _j_ B)
1 — tg ct
C
^

+ i = ctg (45 »- a)
Ctg a — 1

C} jetga
+ tg « ^ ^

1 ctg a — tg ct =t 2 ctg 2 ct.

II . Das Dreieck ete.

§ 58 . Formeln über üas schiefwinklige Dreieck .
a ß y

« + 0 + 7 = 2 =

sin (ß -(- y) — sin (2E — ct) = sin ct
cos (ß + y) = cos (2 R — ct) = — cos ct

ß + y . Ar,— « " ' K — —
2

0 + r ■cos ft

2 .
2 ““"

V
" 2 / 2

a : b : c = sin a : sin ß : sin y. (Sinussatz .)
a sin ß = b sin a = h "

<. b sin y = c sin ß = h (Höhenformel .)
t c sin ct = a sin y = h ' .

/
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0 ^ <1

sin cs sin/3 siny
a = 2 r sin a (Sehnenformel .)
b = 2 r sin ß
c = 2 r sin y.

a = b cos y + c cos ß
b == c cos a a cos y (Projektionssatz .)
c = a cos ß -f- b cos a .

b -j- c
b — c V ; '
c “I- a

. 7 + “
tg 2

c — a

a -f- b t '

a — b

( Neper’sche Grleicbgn .)

2
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a ß — y5 . (b -|- c) sin — = acos —- —
Z Z

(c - |- a) sin ~~ -= bcos ^-r —
Z Z

(a + b) sin | = ccos ^
'

(Mollweide -sclle
a . ß — y Gleichen .)

(b — c) cos ~ = asm ” —
Z Z

ß . y — a
(c — a) cos — = b sin —-—

Z Z

, 7 ■ a ~ ß
(a — bjcos — = esm -

y
-

6 . Pythagoräischer Lehrsatz für das schiefwinklige
Dreieck .

{
a 3 = b 8 + c 2 — 2 bc . cos a
b 8 = c 8 -f - a 8 — 2 ca . cos ß
c ! = a ! + b ! - 2 ab . cos y .

2 . a

Folgerungen :

| (b + c) 2 — 4 h c cos 2 -

| (b — c) 2-f'd bcsin 2 -

3 .

sin -

2s
2 (s — a)

a — b -]- c
a _)_ b — c

= 2 (s — b)
= 2 (s — c) .

OC1 1 c) a
003 T

= l/s (s — a)
b c F bc

(s - c) (s -
c a

a) . ß
c° s T

=

i1 b) .9
7

COSy
= l/s (s — c)

F ab •
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4.

5 .

sin a = s (s — a) (s — b ) (s — c)

sin ß = — l/ s (s — a) (s — b ) (s — o)

2 _
sin y = ]/s (s — a) (s — b) (s — c) .

« 1 / (s — b ) (s — o) e
g 2 r s (s — a ) s — a

ß i / (s — c) (s — a) _ {>
tg 2

~ l s (s — b) s — b

y | / (s — a) (8 — b) _ g
tg 2

— ! s (s — c) s — o

7 . Inhalt , In - und Ankreishalbmesser .

1 . 2 J = a b sin y = b c sin a = c a sin ß .
( 2 r 2 sin a sin ß sin y

2 . J = <[ abc
[ 4r '

3 . J = y s (s —■a) (s — b ) (s — c)
= C - 8 = ^ (8 — a) = (>2 (s — b ) ^ 3 (s — c) .

4 . £> * • (>2 * ?3 = *
« ß y

q = (s — &) tg — = (s ■— b ) tg ~
y

= (s - o) tg -
g

-

5 * ß y
, ei = st gY ; ^2 = s tg "

2
” ; ?3 = st g ~

2
_-

( . . “ . ß . y
q — 4 r sm — sm — sm ^ r -

6 . {
2

0
2

. “ ß y
I s — 4 r cos -r - cos — cos — .' ä A &
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§ 59 . Berechnungen .
I . Das rechtwinklige Dreieck ,

a Hypotenuse .
1 . Gegeben a , ß .

b = a sin ß ; c = a cos ß .
2 . Gegeben b , ß .

a = .
k

, c = b ctg ß .sinß ' °
3 . Gegeben a , b.

sin/ ? = — , c = a cos ß = b ctg ß \ c = ]/a 2 — b 3.
B

4 . Gegeben b; c .
b b C n-n- i— ö

taß = — ; a = —— -r = - a = yb 2 + ca
e ^ c ’ sin ß cos ß 1
2J = bc = ab cos ß = a b sin y = b 2 tg y.

II . Das gleichschenklige Dreieck .
1 . Gegeben b, ß .

a == 2bcoS (? ; h = b sin ß.
2 . Gegeben a , a .

= Yt g ß.b — a
; h =

2 cos ß
’

3 . Gegeben a und b.

cosß = ^ ; h = b sin ß = a
T tgß = | /b 2 -

2 J = b 2 sin ct = tg ß.

III . Das regelmässige Vieleck ,

a . 180°
1 . Gegeben a .

r = — : sin -
2 n
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Q

2 . Gegeben r .

a — 2 r sin

— r cos

nr 2
. 360 °

J = - 77- sin2 n
3 . Gegeben ^

r = o : cos

a = 2 o tg

Iv . Segment .
r 71a

Sektor — arc «.

A = T sm «

(arc a — sin cs)Segment = -7— — sm a

V . Das scbiefwmklige Dreieck .

1 . Gegeben a , ß, y .

a = 180 “ — (0 + y) ; b = ±Ä C
asmy

sm a sm a
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2 . Gegeben , b , c , a .
ß + 7 D «

2
“ ^ 2

2 b - |- c ° 2

_ 0 + 7 , 0 ~ 7
** 2 * 2

ß + r ß — y
l y = _

2
_ _ _r

oder :

*gß
b sin a

c — b cos a
b sin a c

sin ß

b sin a
sin ß

(= yb 2-fc 2— 2bc . cos a)

3 . Gegeben a, b , c.

J = i s ( s — a) (s — b ) (s — c ) .

2 . (> = ” • (2s = a + b + c) .

3 . te -
2 s — a

Proben : 1 . (s — a) + (s

to I = ''
° 2 s - b ’

b ) + (s .

tg -

- c)

— b cos a
cos ß

y_ _ _ Q
2 s — c

’

= s .
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Ct R y
2 . S . tg y . tgy . tg y = Q.

3 - T + T + i = 90°-
4. Gegeben a , b , ß .

a) b > a .
a sin ß

1 . sm a = — Ir 5 < 90°

2 . y

3 . c

: 180° — (ß + ß) .
b sin y a sin y
sin ß sm a

. . , ■ a sin ß
b) b < a ; sm a — — r — ;

hiebei a und 180° — a brauchbar , daher 2 Werte für c
c, = a cos ß b cos a
c2 = a cos ß — b cos a .
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