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Sphärische Trigonometrie
§ CO. Das reclitwinklige sphärische Dreieck.

I . Formeln (a Hypotenuse) .
1 . cos a = cos b cos c (a , b , c) .

(a , ß , / )■
0 , y < *>) •

2 . cos a = ctg ß ctg y
3 . cos ß = sin y cos b

cos y = sin ß cos c
sin b

4 . sin ß = (ß , b , a ) .sm a
sin c
sm a

tcc
ü . cos ß —

tga
tgb

COS y = 7- .r tga
ta1b

6 . tg ß = sm c
tgc

tg 5' = sinb -
7 . Nepers Hegel . Der

cos irgend eines der wie neben¬
stehend ungeschriebenen Stücke
ist gleich dem Produkt der sin
der getrennten und gleich dem
Produkt der cts der anliesren
den Stücke .

Hiedurch können die For¬
meln 1—G mechanisch abgeleitet
werden.
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II . Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks .

1 . Gegeben a., b .
cos a

1 . cos c = - ocos b
tg b

2 . tg ß = —- ; tg y° ^ sin c ’ °

2 . Gegeben b7 c .
cos a :

tg ß

cos b cos c .
tg b
Jrr ; tgr

tgc
sin b '

tg c
sin b '

3 . Gegeben a7 ß.
1 . ctg y = cos a tg ß .
2 . tg c = tg a cos ß ; tg b = tg a cos y .

4 . Gegeben b , ß.

1 . sin a = S| n ^
(zwei Werte für a) .

sin ß x

2 . ctg y = cos a tg ß .
3 . tg c = tg a cos ß .

Gegeben b , y .

1 . tg a =

2 . tg c =
3 . cos ß :

tg b
cos y

■sin b tg y.
= cos b sin y .

6 . Gegeben ß , y.
1 . cos a = ctg ß ctg y.

cos ß2 . cos b

3 . cos c =

sin y
cos y
sin ß

’
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Determ . Sind ß und y gleichartig , so muss ß + y > 90 °

und < 270 ° sein ; sind ß und y ungleichartig , so muss
ß — y oder y — ß < 90 ° sein (s . 53,13 C) d) .

§ 61 . Das schiefwinklige Dreieck .

A . Formeln .

1 cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a
< cos b = cos c cos a -f sin c sin a cos ß
[ cos c = cos a cos b -f- sin a sin b cos y

II .
" s " ~ • - - !" " — . " ’n ß : sin y ;
sin a sin ß = sin b sin a
sin b sin y sin c sin ß = h

a , b , a , ß \

Sinussatz .sin b sin y = sin c sin ß = h
sin c sin a = sin a sin y = IV

III . sina cos ß = cosb sine — sinb cosc cosa ; a,b,c,a,/ ? ;
sina cosy = cosc sinb — sine cosb cosa ;
sin b cos y = cos c sin a — sin c cos a cos ß ;
sin b cos a = cos a sin c — sin a cos c cos ß ;
sin c cos a = cosa sinb — sin a cosb cos y ;

. sin c cos/J = cosb sina — sinb cosa cosy .

T-tT . « • « ~r «IV . sin —- sin —^— =
£ £
a . b + c
_ Ol*» _ _ _ a , b + c , ß + y

, ot b “f* C ä
sin — cos — = cos

£ £ £
ft ß - f- yCOS -fr COS ■ ■■■— ■
£ £2 Delambre ’sche

a . b — c . aa . ß — y bezw ._ cm i_ £_
2

cos —- cos — r— == cos -s - sinv £ 2 2
ot b — c ab — c

2
a .cos -5- sm*£

ß _]_ y Gleichungen

B ü r k 1 e n , -Formelsammlung . 8
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tg
b + c _

cos ß — 7

tg 2 '
cmt±l

a , b + c , ß + y , ß — y

a , ß + y , b + c , b — c

sin ^
, b — c * a 2

sin

J ß + y , «
tg 2

Z = ctg Y

cos

2
b — c

cos
b + c

2
. b — csm ——

tg 2
~ ctg 2 . b + c

sin —j-—

Nepersche
Gleichungen .

a + b + c :

. <* i / sin yg — uj Bin ,
sin y

=
(/ - .... . . r. » “ > a> D>

sin

/ sin (s — b) sin (s —
_
c) __

2 i sin b sin c

ß _ ] / sin (s — c) sin (s — a ) _
sin c sin a ’

sin ( s — a) sin (s — b)
sin a sin b ’

4
4

a i/sins .
cos Tr m

ß
-i/si° s T

= |/ -

'sin s . sin (s — a) _
sin b sin c ’

sin s sin (s — b ) _
sin c sin a ’

_ 1 / sin s sin (s — c)
r sin a sin b
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VII . S = ysin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — cj
2 S

ßj Sj Dj C

sin ß

sin b sin c
2 S

Sin y - 2 S
sin c sin a ' ' sin a sin b

(S Eckensinus .)

VIII . :
J/E

ctg

sin (s — a) sin (s — b ) sin (s ■
sin s

sin (s — a)
ßj a , h ) c

eia ß sin (s — b) _; cts 7 sin (s — c)
2 k ’ ” ' D 2 k

IX . ( e = a ß -f~ y — 180 ° (sph . Exzess )

I tg — :
> 4

n A s . s — a , s — b , s — c
7 ^ 2T 2

, 8 — b , 8 — 0tg - y tg
, S , S — Jltg ^rtg

Illb )

2 8 2
(L ’Huilier ’sche Gleichung .)

Polarformeln .
Ib ) r cosa = — cosßcosy -J- sinßsinycosa ; a , ß , y.

\ cosß = — cosy cos a -j- sin ysin a cosb
i cos y = — cos a cos ß sin a sin ß cos c .

sin a cos b = cos ß sin y -)- sin ß cos y cos a ; a , b ; a , ß , y
sin a cos c = cos y sin ß -j ~ sin y cos ß cos a
sin ß cos c = cos y sin a + sin y cos a cos b
sin ß cos a = cos a sin y -f- sin a cos y cos b
sin y cos a = cos a sin ß -f- sin a cos ß cos c
.sin y cos b = cos ß sin a + sin ß cos a cos c .
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VII b )

cc-j—ß -j—y — S
2 = V— cos a cos ( ff — a) cos ( ff — ß) cos ( ff — y) ;

Sill a :
2 2

sin b =

sin ß sin y ’
2 2

sin y sin sin c ;
2 2

sin a sin ß

VIII b)

•l/cos ( ff — « ) cos (<r — ß) cos (er — y )
\ — COS ff
COS ( ff — ß )

ki* a

x b cos (o — ß) t c cos (ff — y)
tg T

= -
k7- » tg “

g
~ -

jp
-

IX b)

d = 360°
d°

(a -)- b -j- c) (spli . Defekt )

ta ( l
‘Si tg T

X . Sphärischer Umkreishalbmesser B..

sin a sinb sin c . a b c
—- =- - — = —— = 2 tß K cos — cos — cos —
sm a sin ß sin y 2 2 2

COS ( ff — a ) COS ( ff — ß ) COS ( ff — / ) _ _ ^
— COS ff

XI . Sphärischer Inkreishalbmesser q .

. _ -i / sin (s — a) sin (s — b ) sin ( s — c) ^
° ^ f sin s

XII . Inhalt des sphär . Dreiecks s . § 5315 .

ctg R = j/
'
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B . Berechnungen .
1 . Gegeben a , b, c. -

1 . a-j-b -f -c = 2s , s — a = . . . , s — b = . . v s — c = . . .

2 . _ 1 / sin ( s — a) sin ( s — b ) sin (s — c)

3 - ctg — =
sin (s — a) °tg 7

ß sin (s — b)

ctg

2 k

y sin (s — c)
2 k

Proben : 1 . (s — a) -f- (s — b ) + (s — c) = s

2 . ctg . ctg ~ . ctg =
1

sin s ° 2 ‘ b 2 ' ö 2 lc
2 . Gegeben a , ß , y.

1 . 2o,= a4' /3+ y ; ff — a = . . . , a —ß = . . . , ff — y= .
2 . k ' = s . VIII b ,

a cos fff — a)
3 . tg “ = -

p — > u - s . w . s . yillb .

Proben : 1 . ( o-— cs) - )- ( ff — ß ) -f- (er — y) = er
1 a b c 1

2 - “
^ ' tg T - tg T - tg

3 . Gegeben b , c , a .
a b — c

.ycos -
g

- z

k ' -

1 . tg
ß ^ y

COSttCOS -

2 .

3 .

ß - y cosysm ^ -

b + c N
* 2
b — c

(s . y .)

Z '

2 . a . b-)- c N '
sm sm - -

g
ß+ y , ß —r

2 2
. ß+ y ß — t
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a Z oder N
cos 2 costo

’

. a
sm ^

Z ' N '

• ß — Tsm -
g

- COsL ^

Ist nur a verlangt , dann dies aus I .
4 . Gegeben ß, y, &•

. a ß — y

. b + c
Sm 2

°0S 2 Z , xr,
L tg 2

" a ■ ß + y . N ^ - V ) '
COS - 7T- COS -

2 . tg -

2 2
. a . ß — y

, sm — sm ——
b — c 2 2 Z '

{ b =

4 . sin -

a . ß + y N' ‘
cos -

g
- sm —-—

b + c
|

b - °
2 T 2

b + c b — c
2 2 *
Z „ N
b + c

sm - cos -b + c s . IY , oder

Z ' w
b — c b — c’

cos -
2 2

Ist nur a verlangt , dann dieses aus Ib .
5 . Gregeben a, b , a.

sin b sin a
1 . sm ß = - :- •sm a a + ß

c a + b C°S 2
2 - tg ^ = tg • — -— j - oder

2 cos 2
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<* ~4~ ß

a — b

. a — b

Determination . Für ß ergeben sich aus 1 . im

allgemeinen zwei Werte . Bei der Bestimmung ist zu

berücksichtigen , dass
>

wenn a = b , danna ß
<

und a + b > 180 °
, dann a -f ß

> 180 °

( s . § 53 , 13 b und e) .
6 . Gegeben «, ß, a.

sin a sin ß
1 . sin b = - ;- .sin a

T2 . tg — = s . 5,3 .

Determination s . ebenfalls vorige Aufgabe .
Anmerkung . Die Aufgaben 2 , 4 , 6 sind die

Polarfälle zu den Aufgaben 1 , 3 . 5 ; ihre Lösung kann
daher durch Uebergang auf das Polardreieck auf die

Lösung der Aufgaben 1 , 3 , 5 zurückgeführt werden .
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