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Homogene Gleichung des Punktes. 141

die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von P, und P,; 1st A veriinderlich, so hat man die
(leichung einer Punktre ihe.
6. D0]._:pelve1'hiﬂt11_is. Sind
[ 1.—0 (U0,—40,=0
10,=0 \ U,—4,0,=0

ciner Greraden, so ist das Doppelver-

Il

vier Punkte aut

5

hiltnis derselben ausgedriickt durch —

7 Harmonische Punkte. Wenn A A, =—1,
<o sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische Punkte;
sie sind also dargestellt durch

U, =0 (U,—40,=0
\T=0 U, +40,=0
8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt-

reihen U, — AU, =0 und V,—AV,=0 sind projek-

tivisch.
Eine Punktreihe U,— 4 e —
AL,=0 sind projektivisch.

und ein Strahl-

biischel 1

§ 77. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische
Linienkoordinaten.
Sind U,=0, U,=0, U,=0 die (3leichungen dreier
nicht auf einer.Geraden liegenden festen Punkte, so
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form

gebrﬂcht werden
T | | ] b | I e
’?'1 LI E )“:3 g | ’?’3 g7- 0.

Linien zweiter Ordnung (Kegelscehnitte).

A. Der Kreis.

§ 78. Kurvengleichungs Sekante, Tangente, Polare ete.
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1. Allgemeine Gleichung des Kreises

1) 2+ y2+Ax+By+C=0.
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2 @ x—a)+y—h2=1r?
a = — i, b= — {j, i 1 [A LB — 4.
Ist: A*— 4 ¢, oder B2 =4 C dann beriiht der Kreis
die X-, bezw. dle Y axe, ist C =0, so geht der Kreis
durch den Ursprung. — Fiir die Koordinaten der Schnitt-
punkte mit den Axen ist x, + x, =2a, Vit e =2
3. Der Ursprung ist Mittelpunkt:
(8) x*+ y*=—1r? (Mittelpunktsgleichung).
4. Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r
vom Ursprung:
y'=2rx — x* (Scheitelgleichung).
5. Gleichung fiir ein schiefwinkliges System:
(x—a)+ (y—b)’+2(x — a) (y — b) cos @ =12,
Sekante durch die Punkte Eo ¥Yo)rlZ s
Mittelpunkt im Ursprung:

2

- | » - -
s \ NS \‘ HE
TN B ey oy = DR
X —X eV Y1 T Ys
7. Tangente, Beriihrungspunkt (%, ¥,), Mittel-

punkt (0, 0):

@) XX -Fyy=res
Mittelpunkt (a, b):

(2) & —a)(x, —a)+ (y —b)(y,— b) = 1~
Bezeichnet man den Winkel, den der Halbmesser zum
Beriihrungspunkt mit der \flu, macht mit o, so gehen
die vorstehenden Gleichungen (1) und (2) iiber in

1@0:,0::—, Y Sina =%
(X —a)cosa-| (y—b)sina = r.
Die Uemde y=mx+ b ist Tangente an den Kreis
Xy =’ wonn
1
=i
Die Koordinaten des Beruhrung%p unktes

m — —

< | 4
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(%,, 7,) einer von dem Punkt (x’, y) ausserhalb des
Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei-
chungen
x'x, +y'y, =1
Xiz + }rlﬂ =1
Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen) ist

l

e L e ST e SR,
ree SEYORTIE LY ST s,

e T
} 27 } 1,2 Seh ‘(‘2

8. Polare (s.§ 49) des Punktes (x,, y,) in Be-

ziehung auf den Kreis x*+y*=r"
£ X =& Ve — r’,

Die Koordinaten des Pols der Geraden A x| By-+-C
= 0 sind :
Ar? B’
= e e

9 K reis durch dreil Punkte (x, ¥ ), (E, )
(X, ¥,); er ist bestimmt durch die vier Gleichungen

(x—a)P 4 (y—by=1r’
G, —a) + (7, —b)* =1*
(x, —a) =+ (y, — by’ = 1
(Xs T= a):e _]_ (\-Y:i e b)g = l,u!

seine (tleichung ist daher

A==t e -
X"y e e | : :
| = }’E g . (Zugleich Bedingung da-
=y s X ey b
eSS o UL, 17 J1? |

S R e ) fiir, dass vier Punkte auf
FamET T Yo | einem Kreis liegen.)
| X3 T Vs Xy Ja 1|
10. Zweil Kreise
x*+y'+Ax + By+C=0
x syt AR B 0 —0
sind konzentrisch, wenn A—A , B—=B .
11. Potenzlinie (s. § 51) zweier Kreise (s. Nr. 10):
(A—A)x1(B-B)y+C—C =0
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 513 und § 70;).

s = — e ——- =
e T || AT T RO s T




Analytische Geometrie.

§ 79. Polarkoordinaten.
Ist O der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt,
O X die Polaraxe, - MOX=0a, £ POX=¢, OP =,
OM =d, so ist
1. die Gleichung des Kreises
(0 cos ¢ — d cos @)+ (¢ sin ¢ — d sin z)? —r° oder
0>— 2p0dcos(p — )+ d* —r
Fallt OM mit OX zusammen (Mittelpunkt ant der
Polaraxe), so ist die Gleichung des Kreises
0®—20dcosp-d*=r?
Liegt ausserdem O auf dem Kreis, so ist
o = 2T cos ¢.
9. Hat der Leitstrahl fiir seine Schnittpunkte mit
dem Kreis die Liingen ¢, und p,, so ist |
|
d cos (p — @) = 31;‘) %,
3. Fiir den berithrenden Lieitstrahl ist

d sin (p — ) =,

B. Parabel, Ellipse, Hyperbel.

§ 80. Kurvengleichungen; Sekante, Tangente,
Polare etc.

1. Stiicke und Bezeichnungen.
Grosse Axe 2a |
kleine ', 2Db
Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa-
rallel zu der Leitlinie); fiir Ellipse und Hyperbel ist

isahe :

e

Lineare Exzentrizitit (Abstand des Brennpunktes
vom Mittelpunkt) ist ber der
Ellipse f=ya’— b®;

bei Ellipse und Hyperbel
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H}"PBI'.EJ 61 f — Va,gq—.-b—‘)';
Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel %;
i

Numerische Exzentrizitit ¢ — —.

a

¢ giebt zugleich das Verhéltnis der Entfernung eines
Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes
von der zugehorigen Leitlinie an, Hs ist fiir die
Ellipse e<1,
Parabel e=1,
Hyperbel & > 1.
Ferner ist p—=a(1—e®); b*=a.p; b>=a’(1 —¢&°)

Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie :g.

2. Scheitelgleichung. Erste Form
I y*=2px—(1—¢&*)x*
(gemeinschaftliche Gleichung).

Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel dar, je nachdem & f 1. e=0 giebt die Schei-
telgleichung eines Kreises,

Ziweite Form:

| yi—2px— f x* (Ellipse)

iy Y =2px (Parabel)

yi=2px-+ 5 x* (Hyperbel).
3. Mittelpunktsgleichung:

2 yosh :
[ — i (Ellipse)

’H‘r

2 :)Tg
l — — — 1 (Hyperbel)

a’ b*
x? — y? = a® (Gleichseitige Hyperbel).

Biirklen, Formelsammlung. 10




146 Analytische Geometrie,

4. Polargleichung.
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Axe bezw. grosse
Axe ist Polaraxe, ¢ ist von dem Scheitel aus
gezihlt, der dem Pol am nichsten liegt.
St S e
=1 Fecosg
Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach-

< % : : 3
dem ¢ = 1. Fir die Parabel ist insbesondere

@:‘.—
2 cos’ -

9
9. Der Mittelpunkt ist Pol, die grosse Axe

Polaraxe
2 b? i
Q — 1—___;}(;;3—'(!; (Ll}]l)f}[.)’
. b?
v TP (Hyperbel)
0 oW (Hyperbel)

Diefolgenden Gleichungen sind bei der
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung

zu beziehen. |
5 Sekante durch die beiden Punkte (x;; ¥,), |

(x,, ¥,) der
1. Parabel:

Ciae= Yo ¥ — V1 Vo' 2px oder

2p
i s i T
) Yo Sir o1
2. Ellipse:

FE+x)E, G AT 5% 5 Ye g oder
. 7 e Ly OUEE

= — —t—
4

a b* B b?®
b* (x, T %)

e i o e
a” (y, + br;ﬁ)( )
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3. Hyperbel:
(X‘_"[J K_—’) = B, (yl _Ft }"3) J 1 X9 31 Ya
p- £ q )L

5 pE = ——l—,——]—l,odel
b® (%, + z)
STy e A
6. Tangente im Punkt (x,, y,) der
1. Parabel: yy, = p(x -+ x,).
R r
2. Elhipse: }—.T' b 1, oder
& b*
b® x
e o2 }r'l' k—x)
i
3. Hyperbel: K‘L:;:E- — "Vb:?:l —1, oder
b x
o —a S;i (x—=)
7. Asymptoten der Hyperbel
5
alofdiong,
s

: - : b
Ist der Asymptotenwinkel 2 ¢, so ist tg ¢ — .
C
Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asymp-
toten auf einander senkrecht.
Ein Durchmesser y =— mx schneidet, beriihrt im
unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die
) : G2 .0
Hyperbel nicht, je nachdem m?® = —..
: > g

8. Normale im Punkt (x, y,) der

1. Parabel: p(y —y,)+ 7y, (x —x,) =0, oder
Xy, P Y=y & =p)
a*x b’y

— ———13a%—b?% oder

2. Ellipse:
Xy Y1

: ,__3& }_,_l : :
Ve Ve tiia

1

L e — e s e s smw e -
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i';' ot hiw
X ) 2 1 72

3. Hyperbel : — e oder
i Xy Y1
{1 & s
! = L v s
It ]t h X (X }“1:}'

9. Bezeichnet man die Abscisse des behnittpunktes
der Tangente im Punkt (x, y,) mit der Xaxe mib x,
die Subtangente (Projektion des Tangentenstiickes
zwischen Berithrungspunkt und Xaxe auf die Xaxe) mit
ST, die Subnormale mit SN, so 1ist

X, ST SN
1. fiir die Parabel: — x, 2 X, P
- C ob e
g o Bllipse e AR
XI Xl EL“
2 2 9
' = X b=
3. n =n HleGl‘bel — 0 ST ) -5 21_
4-l :{1_ &

_ Aus dem Wert von x, ergiebt sich fiir jede Kurve

il eine Ixonstluhtmn der Tangente im Punkte (x;, ¥,)-

10. Tangente vom Punkt (x;, y,) a ausserhalb del
1. Pambel

15
Alloemeine Gleichung der Tangente (Richt-
o fen) o %
| ung gegeben) fiir die
|
| J

1. Parabel:

| i 2 J.-‘l |
1. | |
Hiltk . Ellipse:

| X r -1 b“x-——m r“’——z“h

i gy = BRI n AN TR (x x,).

!Il | Kl” _ (L“ ‘
L 3. Hyperbel : ‘

? !:_r [ ’_ e — = —

it x -1 a’bh*— l)“x — L ) ,

1 u\'; —— }.“I i 1 .}_I = I_"__r — .{_\_ -3 : ‘} '::}L e }:] j]. '

i %2 g2

111

ikl Lu

e EHIPEC Y TX — 11]1 _.-_ [J .

Hyperbel: y — mx—- 1111*'& — b

v
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| 12, Polare des Punktes (x,, y,) in Beziechung
anf die

1. Parabel: yy, =p (4 x).

2 Hillipae: === JI1 g,

a,° ha
XX ViV
3. Hyperbel: —' — "1 11,
& a” e

Liegt Punkt (x,, y,) auf der Kurve, so ist seine
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittel-
punkts ist die unendlich ferne Gerade; die Polare
eines unendlich fernen Punktes ist ein Durchmesser.

13. Koordinaten des Pols der Geraden Ax-|- By
+ C=0, fiir die

C Bp
1s Parabel: x — B e e
: < Ve
; a’/ b*B
2. “Hllipge: = x e e
a’A b*B

3. Hyperbel: x, —— o0 L gy

14. Zwei Geraden heissen konjugiert in Bezug
auf einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der
| andern geht, die Koordinaten des Pols der einen miissen
also die Gleichung der andern befriedigen.
1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Richtung y—mx,
so ist der zugehorige Durchmesser

2. Gleichungen fiir zwei konjugierte Durch-
messer bel der

B
Ax—B Vs 0 und _;]-,;? ~+ == = 0.

Ellipse:

Hyperbel: Ax | By —
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Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon-

jugierter Durchmesser fallen zusammen.
15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte

Durchmesser 2a,, 2b,

) L2}
: Ry : : :
1. Ellipse: o = T 1; Beziehung: a*-b,*
&1 1
=t £ _]‘_' -be
<2 y?
9. Hyperbel: — -';-}- ) e a,’—b,*
E—Irl Jl 9 o
—a%— b*

Sind ¢ und ¢, die Winkel, welche zwel konjugierte
Durchmesser mit der Hauptaxe bilden, so ist fiir die

3. Ellipse: tgptgy, =——53 & b, sin (¢ — @,)
—ab (s. §812)

b? 3
4. Hyperbel: tgptgp, =+ peRiic b, sin (p—@,)

—ab (s. §81g5)
Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden
Asymptoten

XI ,f_c‘z__.__.__ e Ee i b

Y TR
: bk : L
gleichseitige Hyperbel x'y’ = a°

16. Leitlinie (Direktrix), d. h. Polare des Brenn-
punktes fiir die

1. Parabel: x——-"; Brennpunkt(%;'? 0)

2. )
, 9 e g
2o Bllipses S e o f. d. Brennpunkt (f, 0)
3. Hyperbel: x — -(-t-;: — ; e 5 (f,0)

17. Linge des Brennstr ahls, bezw. der Brenn-
strahlen zu dem Punkt (x,, y,)




1. Parabel:

2. Ellipse: r=—a

3. Hyperbel: r =x &8—a
n—xeta; T—T =22
18. Kriimmungsmittelpunkt (%,, ¥,) und K riim-
mungshalbmesser ¢ fiir den Punkt (x;,y,) der

- Do 2 2
3y, %12 p
A o 4 . N o YTt L bt e, BT B 1_ ; i3
1. Parabel: l 5,83, hp——alt
' R £
[\, FEh o 25T,
&9 p’ P
b N
o=t l — — 7 fiir den Scheitel o—7p.
P P
sidic fiR o ety
o Ellipse: X, === .1-— s ",1_
: ¢ a* a
| e
| }U b* b-.l:
|
3 3
TS R ATt N
seullie S L mp i S
a* b* ab r’

N, Normale vom Punkt (x,y,) bis zur Xaxe,
Fiir den Scheitel der grossen Axe ist

b* '
o, — — —p, fiir den der kleinen
? a i

a,
S

3. Hyperbel: [ R R
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3
ety )T Gr)T_ N
S a‘b* s B e
fiir den Scheitel 1st
b‘.l
o=—=7p

a
19. Fliacheninhalt
1. Parabelsegment S,
Sehne senkrecht zur Axe, (x,,y,) Koordinaten des

einen Endpunkts:
S = 4;— X, ¥, '
Beliebiges Segment; (x,, y,), (X, yj) Koordinaten der
Endpunkte
i (371_ .Y-g_)_ = }E‘l__f‘z f {.Y V 2
12 p 6 ¥
2. Ellipsenzone zwischen der kleinen Axe
und der im Abstand x, dazu parallelen Sehne
b —— . X
e (x, Ja*—=x, *~ a”arc sin E)
Gesamte Ellipsenfldche: abam.

3. Hyperbelsegment,Sehne senkrecht zur Xaxe:
S=x Y—abl( —[—i‘)
20. Konfokale Kegelschnitte. — Eine Ellipse

und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben,
konfokal sind, haben folgende Gleichungen

TR
% y“

wobei a e —a, & = f.', 2z 1, e, > 1. Die Gleichungen
kénnen demnach in folgende Form gebracht werden:

3




Siitze tiber Kegelschnitte.

2 2

X v
e ‘...___I — 1
ﬂlﬂ __] ald f3

X? },2

&l —&l

Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden 1B
sich rechtwinklig (elliptische Koordinaten). (18
Die Gleichungen aller konfokalen Kegelschnitte sind I

in der Form enthalten
X‘l ! 3.‘2

kR

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginiire Kurve
dar, je nachdem k < b*<a®, oder b®<k < a’ oder a®<k,

§ 81. Siitze iiber Kegelschnitte.
A) Fiir jeden Kegelschnitt.

1. Die Polaren der simtlichen Punkte einer Geraden
oehen durch den Pol dieser Geraden, und die Pole
simtlicher Strahlen eines Biischels liegen auf der Polaren
des Biischelmittelpunktes.

2. Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen
auf einem Durchmesser.

3. Das Verhiltnis der Entfernungen eines Punktes
eines Kegelschnittes vom Bremnpunkt und von der
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen KEx-
zentrizitit e. (Fiir die Ellipse ist e < 1, fiir die Parabel
e =1, fiir die Hyperbel & >'1.)

4. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht
und senkrecht zur grossen Axe ist, ist der Parameter.

5. Zieht man in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht
auf der Sehne.

e AT T TR R ——




Analytische Geometrie.

6. Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen
den Berithrungspunkten konjugiert ist.

7. Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord-
nung K und K, und bestimmt man zu jedem Punkt
von K die Polare in Beziehung auf K , so umbhiillen
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung.

8. Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die
drei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden.
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5 Punkten.)

9. Satz des Brianchon: Bei jedem einem Kegel-
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5
Tangenten.)

10. Der Kriimmungshalbmesser im Scheitel der grossen
Axe ist gleich dem halben Parameter.

B) Fiir die Parabel.

11. Die Durchmesser einer Parabel sind parallel
zur Axe.

12. Der Fusspunkt des Lotes vom Brennpunkt auf
eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Kon-
struktion der Parabel durch Umhiillung.)

13. Der Ort des Schnittpunkts zweier Parabel-
tangenten, die senkrecht auf einander stehen, ist die
Lieitlinie.

14. Die Entfernung des Berithrungspunktes einer
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Kntiernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Axe. (Konstruktion der Tangente.)

15. Die Tangente halbiert den Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem durch den Berithrungspunkt
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Siitze tiber Kegelschnitte.

gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und
Normale).

16. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden,
deren zwelter Brennpunktin unendlicher Entfernung liegt.

C) Fir Ellipse und Hyperbel.

17. Hat man ein System von Ellipsen, bezw.
Hyperbeln, welche die Scheitel und die grosse Axe
gemeinschaftlich haben, so schneiden sich alle Tangenten,
welche die nédmliche Abscisse fiir den Berithrungspunkt
haben, in einem und demselben Punkt der grossen Axe.
(Konstruktion der Tangente.)

18. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert.
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist
parallel zum konjugierten Durchmesser.

19. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch-
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch-
messern parallel.

20. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte
von einer Tangente ist unverdnderlich (= b?*) und die Fuss-
punkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die grosse
Axe zum Durchmesser hat. (Konstruktion des Kegel-
schnitts durch Umhiillung.)

21. Die Tangente und die Normale in einem Punkt
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche
die Brennstrahlen nach diesem Punkt mit einander
bilden. (Konstruktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfo-
kale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln.

22. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der
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Kurve unverinderlich und zwar gleich der grossen Axe,
(Faden-Konstruktion der Kurven.) i
23. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden |
Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihrén beiden |
Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den

Beriihrungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt
und die Asymptoten derselben gegeben sind.)

94. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver-
bindungslinie ihrer Endpuunkte liegt, ist unveréinderlich.

95. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymp-
toten und einer zwischen denselben liegenden Tangente
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveriinderlich.

96. Alle Parabeln sind einander dhnlich.
27. Ziwel Ellipsen mit den Halbaxen (a, b), (a, b,)

: : Yo f, e : _
sind einander #hnlich, wenn e ebenso sind zwel
Srarpch)
1
) ek B B
Hyperbeln einander #hnlich, wenn A d. h., wenn
3 ki)
1

sie gleiche Asyn'l])totenwinkel haben.

§ 82. Konstruktion der Kegelschnitte.

1. Parabel.

a) DX Achse, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

algo, Dy -—BE — E — Ziehe in den beliebig, aber zweck-

miissig gewithlten Punkten C, O,, C, .. . Lote zur



Konstruktion der Kegelschnitte.

Axe und beschreibe um F mit DC, einen Bogen, der
das zu C, gehérige Lot in A, und B, schneidet; ver-

Tahre  ebense Mt SO, U mL Sl A RS S AL T
B,, B,, B, . . . sind Parabelpunkte. (Begriindung:
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der
Leitlinie gleiche Abstédnde.)

b) Durch Umhiillung. — SX Axe, SY Scheitel-
tangente, I Brennpunkt. Ziehe von F nach SY die
Strahlen FA , I'A,, FA, ... und errichte auf den-
selben in A, A, A . die Lote A, B, A, B,

q.%




A, B, . ... so umhiillen diese die Parabel. (Be-
grimdung § 81,19).

2. Ellipse.

a. OX = a, halbe grosse Axe, OY = b, halbe kleine
Axe. DBeschreibe um O mit a und b Kreise; ziehe
durch O eine Gerade, welche die Kreise in B und C
! schneidet, ziehe CA L OX, BA || OX, so ist A ein Punkt
g der Ellipse. Aehnlich weitere Punkte.

(Begriindung: y - ya®—x?).
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b. OX =0X, —a, OY =0Y, =b. Bestimme die
Brennpunkte F und ¥, durch FY —=F, Y —a. Ziche
xx, =— XX, — 2a; nimm darauf Punkt a beliebig an,

bo—— TH ~+
x a, . x,

beschreibe um F mit xa, und um F, mit xa Kreis-
bogen, die sich in in A, und B, schneiden u. s. f. A
und B, sind Punkte der Ellipse.

(Begriindung: r--r, —2a, s. § 812.)




Analytische Geometrie.

it 3. Hyperbel.
I " 0X = OXI ==y OF = UFI — ] a’ —|— et

| Ziehe xx, = 2 a; nimm auf der Verléngerung von
xx. einen Punkt a, an und beschreibe um F mit xa,

8
«i‘f"
R

r.f._,

und um F, mit xa Bogen, die sich in A, und B,
L schneiden. A, und B, sind Punkte der Hyperbel. Ver-
! fahre ebenso mit a, u. s. L.

i (Begriindung: r — 1, =2a, 8. § 81s5.)

§ 83. Allgemeine Gleichung zweiten Grades.

‘ = ) - = R - (5] b _—

(1) a, X _]I “ a'w:\y—i ays Yis 23‘13 1—1_“3'3337 _} &;.;3"—0-
1. Nach Division der Gleichung (1) mit a,, zeigt

sich, dass die Gleichung fiinf unabhingige Konstanten



AT P T T P A BT e ST e e AR TSN TR

Allgemeine Gleichung zweiten Grades. 161

enthilt; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch
fiinf Punkte bestimmt.

2. Die Gleichung (1) stellt ein Geradenpaar
dar, wenn die Diskriminante A der Gleichung null ist,
d. h. wenn
(3‘122 —a;, Ay,) (3, :;L}*“ g Ayy) — (a

22/

o et oLl
12 LLLS_H’H @23) —1) oder

e By 1 By Agy - 2”‘33 Byg g — &y 3'332_“ Ay &13‘3 — 3,8, 32 =0.
3. Wenn eine Gleichung zweiten Grades ein Linien-
paar darstellt, kann sie durch Koordinatenverwandlung
auf die Form gebracht werden:
8. X % vl gl v 0
Das Linienpaar besteht aus zwei (konjugierten)
imagindren, oder aus zwel reellen aber zu-
sammenfallenden, oder aus zweil reellen und
verschiedenen Geraden, je nachdem

; <
2 - _——
Ao Ay By > 0.

4. Wird die Gleichung (1) in Polarkoordinaten
tibergefithrt, so ergiebt sich als Polargleichung
der Kurven zweiten Grades

(a, cos®* @ -2 a , cos psin ¢ | a,, sin” ) r’

_1!_ 2 (3‘13 COS @ —F_ Ay g Sil] ';0:] r _[_ Bgg — 0.
Einem gegebenen Wert von ¢ entsprechen im allge-
meinen zwei Werte von r, d. h. jeder durch den Pol
gezogene Strahl schneidet die Kurve in zwei Punkten,
Der eine Schnittpunkt kann im Unendlichen liegen,
wenn fiir den bestimmten Wert von ¢ der Koeffizient
von r* zu null wird, d. h. wenn

a,, cos®’p--2a,, cos psin ¢ -}-a,,8in* 9 — 0, oder wenn
&, + 2 dyg tggo--{— Qg9 tg‘ggg — 0.

Es giebt demnach im allgemeinen zwei solche Werte
von ¢ und also zwei Richtungen, fiir welche der Strahl
die Kurve im Unendlichen schneiden kann; diese beiden

-

Biirklen, Formelsammlung. 11




Analytische Geometrie.

Richtungen sind imaginir, reell aber zusammenfallend,
roell und verschieden, d. h. die unendlich ferne Gerade
hat mit der Kurve keinen Punkt, zwel zusammenfallende
oder zwei verschiedene Punkte gemeinschaftlich, je
nachdem

R'L‘zg = Sy 953 ; O.

5. Die alleemeine Gleichung zweiten G rades stellt
eine Bllipse, Parabel oder Hyperbel dar, je
nachdem

Ao — Byq Agg : 0.
Sie stellt einen Kreis dar, wenn a,—0 und a,, = a,,.

6. Durch jeden Punkt kann im allgemeinen eine
Sehne so gezogen werden, dass sie in 1hm halbiert wird;
st die Kurve zweiten Grades durch die allgemeine
Polargleichung gegeben, so hat eine Sehne vom Nei-
gungswinkel ¢ den Pol zur Mitte, wenn die beiden
Wurzeln von r von entgegengesetztem Vorzeichen und
gleich sind. Dies ist der Fall, wenn

8, COS @ B,y S0 p =0
oder in rechtwinkligen Koordinaten, wenn
8, X 1 8, ¥ = 0.

Giiebt man nach einer Koordinatenverwandlung (Pa-
rallelverschiebung) den Koeffizienten a,,’ und a,,’ den
Wert ‘null, so ergeben sich daraus die Bestimmungs-
stiicke des Mittelpunktes.

Die rechtwinkligen Koordinaten (x, ¥o) des
Mittelpunktes ergeben sich aus

&y Xo 1 82 Yo = 85 = 0

85 Xo 1 By Vo S = 0,
daher besitzt eine Linie zweiten Grades nicht mehr als
einen Mittelpunkt. Seine Koordinaten sind

L]
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Gleichungen weiterer Kurven.

_ By 8y — 8,5 855
e

Vi ?

S £54e

Fiir die Parabel ist a ?— a,, a,, =0, sie hat daher
keinen Mittelpunkt.

N

(3]
o)

4

§ 84. Gleichungen weiterer Kurven.

A. Algebraische Kurven.
2
. Neilsche Parabel y — ax”.
. Lemniskate (x*--y°)? — a?(x® — y°) = O oder
r? (r?—a? cos 2¢9)=0
. Conchoide x*y*= (b - y)?(a®-— y*) oder
b

(x* 4y (y —b)*: -a’y” oder T '_:a—ll_ﬁé;'

. Cissoide y*’(a—x) = x".

5. Deskartes’sches Blatt x*-}y*—=3axy.
€. ~ 2 ¢ A e Loe o
6. Cassinische Kurve (x>}-y*)*—2a*(x*—y")=b"—a’.

d

1
2

3

. Cardioide (y*-4-x* —ax)’=a’(x*+ y?) oder
r—a (1 -+ cos ).

B. Transcendente Kurven.

X

. Liogarithmische Iinie y — me®.

go RS Sl
. Kettenlinie Vi— oo (e2-le®)

. Cykloide, beschrieben von einem bestimmten

Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf
einer Geraden rollt, (a Halbmesser des rollenden Kreises,
a, Mittelpunktsabstand von P, ¢ = are 4 PO X, X Be-

rithrungspunkt)

Il

e —




Analytische Geometrie.

[ X "'&{p— (I-I 3111(;(;
\Y=a—a cos¢g
4. Epycykloide, beschrieben von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Aussenseite eines
Kreises (Halbmesser b), rollt

L1 i A9 . a4b
x — (& - b)sin == — a. sin
( I ) b | b ¥
L a @ a - b
V.= (a-1-b) CON= = — &,/C08 = 3= = .
v Y -]

5. Hypocykloide, beschrieben von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt

g e S
/!x =b-—%3) sin p M sin—
3 i 1} T o
ly — (b —aj cos ‘113;_ -+ a, cos = : P.

Die Cykloide, ebenso die Epi- und Hypocykloide
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach-

=
dem a, — a.
>

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r — a ¢.
7. Parabolische Spirale r* = 2p ¢,
_ : o a
. Hyperbolische Spirale r — —. |
(p

o

¥

9. Logarithmische Spirale r = mea,

10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi-
schen einem festen Punkt des Kreises und dem Be-
1.- . = \l- e ! "I.I': _Tj' e : S =
riithr ungspunkt): r—a }'1 - @, P = ¢ — avetg g.
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