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Koordinaten- und Griossenbeziehungen.

I1I. Geometrie des Raums.

§ 86. Koordinaten-*) und Grissenbeziehungen.

O Ursprung, P ein Punkt im Raum, OP — r;
«, B, v Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenaxen; x, y, z die Koordinaten von P.
1. Ein Punkt. Die Koordinaten des Punktes P
sind die Projektionen von OP auf die Axen:
X.— 1 608 &,;y =— T.co8.B, Z:—-r CO8 ¥
r = Jx?-y? + 2%, cos’a -} cos?B 4 cos®y = 1.
2. Ziwe1 Punkte. (:{I, Yoy Zo)-und (X Y Zs)
OP == OP .‘.—..:1
cos(r,,T,) = COS & COS o, —l— cnsp cOS 15 <~ cos ¥, COS Y,

= | X
S R i~ 2, 7,

1

11L 11'.! £
Stehen r, und r, senkrecht aufeinander, so ist
cos &, cos &, - cos B, cos B, - cos v, cos y, = O.
Entfernung e — (x, —x,)* 4 (y, —¥,)" -+ (5, — 2,)".
Fiir Punkt (x, y, z), der P, P, im Verhéltnis m : n
bailt=(P. P PP —=m:n) ist
nx, +mx, LAY SEmYy Nz, + mz

_K_ — i iy A
m~l-11 1 Y m-+n '’ m + n

5. Projektionen. Ist 1 eine Strecke, f eine

Fliche, sind ferner 1, 1,, 1, bezw. f, f,, £, ihre Pro

jektionen auf die Koordinatenebenen, so ist
11311 =0 L
9. fr Lfr L fr— 1
£ —=tecosu, I ool 8, f,—=fcosy; «, B, v Neigungs-

winkel der f gegen die Koordinatenebenen.
*) Es sind stets, wofern nichts anders bemerkt ist, rechtwinklige
Koordinaten vorausgesetzt, -
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Analytische Geometrie.

4. Inhalt V der dreiseitigen Pyramide.
1. Eine Fcke im Ursprung, die drei andern Ecken
51 "¢ T r i ' re r X Lr
bllld (}"'1? :"1? ‘51)? (‘\‘25‘ :'fz? ‘5-’)? (:\3? yai é.‘i)'

s =5 [Xl (}'3 dheals Zi) s Xy (}"3 Zr o N z.'s‘) T X3 (}71 i él)J
jjb:l ;YI Z1 .I
):2 BTB Z'..} .'
|' X3 Y3 43
2. Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung, sondern

im Punkt (x, y, z), so ergiebt sich V, indem man das
Koordinatensystem parallel verschiebt, so dass der Ur-
sprung mit (x, y, z) zusammenfillt; man hat alsdann
im vorigen Ausdruck
statt Xy Y10 4, 20 setzen Xy o Xy N esiV i =

Liegt (x, y, z) in derselben Ebene® mit den drei
ibrigen Punkten, so ist V = 0; dies ist die Gleichung
der Ebene durch jene drei Punkte.

§ 86. Aenderung des Koordinatensystemes.

1. Parallele Verschiebung der Axen; a, b, ¢

Koordinaten des neuen Ursprungs.
X—atx, y=Db-ly, a—0elz

2. Drehung um den Ursprung.
O X/ bilde mit OX, OY, OZ die Winkel o, B
98 n ” " " " n ” %,y Bg: Ty
0 Z ” i n 7 " n n %y [53: V3e

Schreibt man der Kiirze halber die Buchstaben
der Winkel fiir ihre Cosinus, so ist:

LY
T2 et

P B A rrd o 300 , -
*\_“D:ix [mzyPI g 4 }‘_ml X”I'B1)'";"T1‘a

Pt o A1 o rrd =N = |—
=P X' -B, ¥ "—B:;[‘ y_a’zh_}_ﬁzy_}_yz‘ﬂ
SRS R e St S ) e i Sl 11 :
‘d——T1:\ ]—fz} I yaé zj_.GEBX—[—ﬁH}’ I YH/J'

Ziwischen den Cosinus bestehen die Beziehungcn




Allgemeine Sitze.

C{'IL_%CLE" 1 ms":]- mLEh{'Bizﬁi_yl‘l::
[ [ ]
prlpzlpid—1 e obB by
. [>]
'Y_IJHE_YQZHE—Y:;?;:I c‘:32'_}_ 32-_5_?3-"__1
mlal _t_ d‘gBj -_IH dgl{;‘;: a'-lmg_{_ﬁlﬁz -_{— TIT‘Z :‘O

B, +B,Yy B =0 %% BB 1,7, =0
T1% T A, % V% =0 %% BB eE =0
3 Polarkoordinaten. OP —r, ¢ Winkel
swischen OP und der X Yebene, gezihlt von der lebz-
teren gegen die + Z Axe hin (von — 90° bis + 90°);
v ist der Winkel, den die Ebene ZOP mit der Ebene
70 X bildet, gezihlt von der -+ Xaxe aus im positiven
Drehungssinn von 0° — 360°.
Uebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu

Polarkoordinaten und umgekehrt:

Gotat s <= 7 X
ST ST L] e e A ZoleEariine B
PR R b Sl i e L s B s '|,-*£‘-‘g__::y;:
. ¥
sin ¢ = ==
VX =y

y — r cos @ sin P
7z — 1 8in .

: IX:POOSWGOS’*P
.

§ 87. Allgemeine Satze.
1. Eine Flache ist durch eine Gleichung zwischen
x, vy und z bestimmt. Die Bedingung dafiir, dass der
Punkt (x,, y,, z,) auf der Fliche liegt, deren Gleichung
F (x,y,2) =0 ist, ist F (x,, ¥, %) =0-
9. Bine Liinie ist durch zwei Gleichungen in x,
v und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Fléchen.
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Gleich-
ungen F (%,3,2)=0 und f (x,y,2) =0 befriedigen,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden (leich-
ungen dargestellten Flachen.
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3. Setzt man in der Gleichung F (x, y, z) =0 eine
der Koordinaten, z. B. z, gleich null, so erhilt man
die Gleichung der Schnittlinie der Fliche mit der
Ebene der andern Koordinaten, z. B. der X Yebene.

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flichen eine Koordinate, so erhilt man die Gleichung
der Projektion der Schnittlinie beider Flichen auf die
Ebene der beiden andern Koordinaten. Bestimmt man
aus den Gleichungen dreier Flichen die gemeinschaft-
lichen Werte von X, ¥, %, so stellen diese die Koordi-
naten der Schnittpunkte der drei Flichen dar.

5. F (x,y,2)+ 2 £(x,y,2) =0 giebt die Gleich-
ung einer Fliche an, welche durch die Schnittlinie oder
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flichen
B2 =0 und £(z7, z) = O geht,’

§ 88. Die Ebene.

a, b, ¢ Abschnitte der Ebeue auf den Koordinaten-
axen; o, B, v die Winkel, welche das Lot vom Ursprung
auf die Ebene mit den Axen bildet, p die Liinge
dieses Lotes.

1. Gleichungsformen fiir die Ebene:
1. allgemeine Form Ax+ By -Cz-+D —0 (E)

2 L and e g
5 4 B bt S
3 n X COSC—YycosB—-zcosy —p=—0

(Normalform N)
Spur in der X Yebene Ax+By4+D—0
7 n » Y Z " BY_}_OZ“FD:O
7 1 " ZiX " AX—]I—OZ—lD_O
Axenabschnitte:
D D D

4= ——— } =t i e

.c‘_'L'l 2
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Die Ebene.

Lot vom Ursprung:
D

p—acost—Dhecosf—cecosYT—=—————.
E T + ].-’jiz _: B2 _]l__ (2

(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewihlt, dass
p positiv wird.)
Winkel des Lotes p mit den Axen aus:
p Ap A

OB &t — ——— —_————— i

a D ;}_—_}';\BTB + oL
. Besondere Fille:

x=a KEbene parallel zur Y Zebene,
1. y = b n n n ZK ”
Z—0C 1 " e Ve
Ax+ By D=0 Ebene parallel zur Zaxe
2 A};—}—CZ—{—D:O < A SN
B Vel Cz+ D=0 " » n X n
3. Ax+By+Cz=0 , durchdenUrsprung
Ax+-By=0 b s d1e. Ziaxe
4.4 Ax}Cz=0 e N e
By+Cz=0 L " L

b

3. Ebene durch den Punkt (x,y,, z,)
Ax—x)+By—y,)+Cz—z,)=0
4. Ebene durch drei Punkte (x, y,, %,), (X,) Yo7 Zss)

(X:U }—‘]? . )

A(X—XJ‘FBU“—)J i G(Z z,)=—0, wobei
'Y % 1| Vit ol Xy 1‘

A—}a ‘21| B = Izg 21 = {Xoy ‘
szl | e o bt 5

(s. auch § 854.)

5. Abstand e eines Punkfes (x,, y,,z,) von der
Ebene E oder N (s. 1

Ax 4By, +Cz +D
) ARBEE O

[ 5 P

e g ~r e
—X, ¢os a-F-y, cos Bz, cosT—p
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7\\-‘01 Ehenen Ax -+ By +Cz—+ D=0 und

A \—l—B y+C,z1-D,=0;
e A B C
1. sie sind parallel, wenn — =+ = =
: Ac s b G,
also Gleichungen zweier l}al'alleler Ebenen
[Ax+By-+Cz+D =
Oder

|
I
VA %1 By-Cz g_D —o
[ X COoS os—;— y COS g_l_z COSYT—P= -0
| x cos 4+ y 08 £+ 2 cos T— p,—0
Abstand zweier paralleler Ebenen
: D—D,
T SREED

|
3. Winkel ¢ z '{velm' Ebenen

FX BB, - L

COS P — —

TR0 (A, B0
4. Sie sind senl {1‘8(}1‘13 wenn cos rp —0, d. h, wenn
AA BB, ——G(

7. E huucubusche]. Sind A.l :0; A. =0 die
(Hleichungen zweier Ebenen (1) u. (2) in Normalform,
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch die
Schnittlinie der beiden ersten geht

A —2A,=0.

Sind (3, 1), (3,2) die Neigungswinkel zwischen (3)

und den beiden gegebeuen bi)enen, so ist
sin (3,1)
—
Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen
gebildeten Keile haben daher die Gleichung
A AL=0
8. Drei Ebenen durch eine Gerade.
Damit drei Ebenen E —0, E,—=0, E,=0 sich in

derselben Geraden schneiden ist notwendig und hin-
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reichend, dass es drei Zahlfaktoren 4 , 4, 4, giebt, fiir
welche die Identitdat besteht
’?‘1 El"|" iz Ezhlr' /T’s E:} =0

9, Vier Ebenen durch einen Punkt. Damit vier
Ebenen B, =0, E,=0, B, =0, E, =0 durch einen
und denselbnn Puu]d orc,hen, st notweudlu und hin-
reichend, dass die Idenditdat besteht

; E —[_ Ea —II_' '%:; E.’i _i_ ;“4- E’L = 0.

§ 89. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene.
1. Jede Gerade ist durch zwel unabhingige Gleich-
ungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt.
Allgemeine Gleichungsformen:
L ] > _1 7 A
(1)[4.\.‘5; ]_}_I'(-‘/II)
lA X J—Bz} -G,z D, —--0
@) [y:'— m*{—l b
— nx "'i_
Die Kaordnmteu der Spuren in der XY-, YZ,
X Zebene ergeben sich aus bezw.z—0, x=0, y=0.
2. Besondere Fille.

1. { y=mx—b Gerade parallel zur X Yebene.

=

=
b'l' — b 2| : =T
1 Grerade parallel zur XZebene.
Z—NX--0
LY T 2
{ "9 @Gerade parallel zur Y Zebene.
B
e ih .
o Gerade parallel zur Xaxe;

Z=e
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172 Analytische Geometrie.
{ i_i Gerade parallel zur Yaxe;
[ 2 o= 0 Yaxe.
| x=0
{ ; :;J] Gerade parallel zur Zaxe;

[E2—0

A0 Ziaxe,

. [ y=mx

3. (erade durch den Ursprung.
lz—nx

3. Winkel mit den Axen, «, B, v. Wenn die
Gleichungen der Geraden sind

1 _ m
COS & — = =, COsf =

Y1 -+ m? - n® Y1+ m? 4 n*

n
o8 Y = —————.
1 L e o B
4. Gerade bestimmt durch einen Punkt (x,, y,, 2,)
Sty yier
und Richtung («, B, ¥)

COS o cos B COS Y

5. Gerade durch zwei Punkte(x,,y,, 2,), (X5, ¥y %)

7.{__'\"1 Yocs s I 0
Xo— Xy VESE 4y &y

6. Zwel gerade Liinien.
¥y —mx-=b [ y=mx-+b,
Ez=n%1e¢ |iz—=n, % 10,

1. Die Geraden schneiden sich, wenn
(b—b,)(n —n,)=(¢c—e¢,) (m—m,) (s.u.3d).
2. Sie sind parallel, wenn m = m, n, = n.
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3. Der Winkel ¢ der Geraden ergiebt sich aus
14+ mm, | nn
COS (p == ';.::" '.;‘;)'_-'_ 'Tg— ——————.
VY@ 4m?tn®) (14m "+ n_ )
4. Sie sind senkrecht, wenn cos ¢ — 0, also
wenn 14+ mm -nn =0.
5. Kiirzester Abstand zweier Geraden

b—b)Ymn—n)—(c—c¢)(m—m
L b s e e om0

Sy L) P N 3 ]
y(mn, —m n)’4 (m—m )*+4 (n—n,)
6. Abstand e zweier paralleler (Geraden

[ y—mX —l— b y—mx —|~ bl

l =T —|— c T --}-— (_'al -
VL@ TE
6 — —— S wobel

4

1+m?®fn
F=(b—b,)m+(c—e¢,)n
G—(¢c—c¢,)mn—(b—b,) (1 +n’
H—(b—Db,)mn—(c—e¢,)(1-4m").
7. Gerade und Ebene.
{ bl "> und A¥{By4 Oz D=0.
1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn
A+Bm-+Cn=0 und Bb}+Cec4 D =0.
9. Die (Gterade ist parallel der Ebene, wenn
A4+ Bm|Cn=0.
3. Winkel o zwischen der Geraden und der
Ebene aus
: A1+LBmJCn
SiNg—o—
V(A® B2+ C*)(1+4m®+n?)
4. Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn
B C

— — 11,

A =1k, ‘A.
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8. Ebene durch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Greraden
y=mx-}-b, z=nx-e¢
 x—x)+mF—y)tnE—2z)=0.
9. Gerade durch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Ebene Ax--By-J-Cz+ D=0

B
B
i C

{ 2 —2Z =y (x—x,)
10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (s. Nr. 64)
[ y=—mx b ( y=mx-|-b,
e ] ] i |
| z=nxlec \ z=n,x}¢,.
g T R A £ e = or_ | Ty A r— S
[m{u ¢,)—n(b !)1)]1 (c—c¢,)y+(b—Db,)z=bec,—b.c
vy—mx—b b—b

oder e i AOT
Zi—lx=—0 c— ¢,

: m — 1,

oder — -

n-—n,

HEbene durch zwei parallele Gerade
y—mx—b b—Db,

A s ey c—c,

11. Ebene durch eine Geradey—mx--b, z—nx-Lc
parallel zu einer 2. Geraden y=—m x-b,, z=n x| ¢,
(mn; —m n)x-|-(n—n, )y—(m—m,)z=b, (n -n,)—c¢,(m—m,).

12. Ebene durch einen Punkt (x,, y,, z,) parallel
zu zwel Geraden
(nm]——m]llj(x-uxl)—]—{n—ul)[ymy!)—-—(m—ml)(z—z‘):&

§ 90. Krumme Flichen.
1. Cylinderflichen.
1. Die Lieitlinie ist einfach gekriimmt,
sie liegt in der X Yebene, ihre Gleichung ist

1. ¥(x,, y,)=0.
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Die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie sind
20N =M% Vo E—PZ Xy
dann ist die Gleichung der Cylinderfliche das Elimi-
nationsresultat von x, und y, aus 1. und 2., also
3. Fx—pz,y—mz)=0.
9. Die Lieitlinie sei cinedoppelt gekriimmte
Kurve, ihre Gleichungen

4 ‘ QP (K? Z\} O'
(1) \ » (,2)=0

=)
die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie seien

[y=ma+s,
XE"" P 2+ X

Ist (x,, y,, %,) der Schnittpunkt der Mantellinie

mit der Leitlinie, so ist
[ ¥ (Xl? Zl) = 1 ’( Jie—= UL e Yo
l_ P (\.Y]J z,) =0 g = P % B

Die Elimination von (%,, y,, %) aus diesen vier
Gleichungen liefert die Gleichung F (x;, y,) =0 der
XY Spur der Fliche, aus ihr folgt

F (x—pzy—mz)
als Gleichung der Zylinderfliche.
2. Kegelfldchen.

1. Die Leitlinie liege in der XY Ebene, ihre Glei-
chung sei F (x, y) =0, (x5 ¥,) ein Punkt derselben,
(f, g, h) die Spitze des Kegels, dann folgt aus den
Gleichungen einer Mantellinie

y—g z—h x—f z —h
Rl e S i o und aus
yﬁ _-g 1 Xl_'l e 1

<) Tl _
2) F (x5 ¥,) =0

Durch Elimination von x, und y, als Gleichung
der Kegelfliche

. (fz—hx g7 113-*): ..O.

R e z—h
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2. Ist die Leitlinie doppelt gekriimmt, (x,, y,, z )
ein Punkt derselben und sind ¢ (x, z) =0 und y (y, z) — 0
thre Gleichungen, so erhilt man aus den Gleichungen
der Verbindungslinie der Spitze (f, g, b) mit (x, y,, 2,)

¥ =28 = a=h Estnues

()

_ h
e e
und aus den Gleichungen ¢ (X, ¥1)=0, ¢ (x, V. =6
Durch Elimination von (x

Fléche; sie hat die Form

fz —1 gz—hy
- ( z 1x’ g4~ 1_)) 0

g 1H giih

1 Yi 2,) die Gleichung der

Legt man die Zaxe durch die Spitze, dann geht
die Gleichung iiber in

. hx hy
2 (1:3’ e ) =

legt man den Ursprung in die Spitze, so erhilt man,
z fir h—z setzend,

o (E._X, ! _35) o

Z Z

Schiefer Kreiskegel. Spitze im Ursprang,
Leitlinie im Abstand h parallel zur X Y-Ebene, (a, b, h)
Koordinaten des Kreismittelpunktes, r Halbmesser

#

h x & o ey . 3
(—_ —a |*- (—- - — b2 —%"
Z Z

3. Drehfléachen (Rotationsflichen),
L. Die Drehaxe liege in der Zaxe, die Gleichung
des in der XZebene liegenden Meridians sei x — f (z),
dann ist die Gleichung der Drehfliche
Vx?Ly'—1(a)
2. Gerader Kreiskegel, Zaxe Drehaxe, Spitze
im Ursprung

XE_,_yE:P.‘E ZE.
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) 3. Drehungshyperboloid:
) Einschaliges, erzeugt durch Drehung der
2 2
L | X Z
‘ Hyperbel - — —5—
) : a” (6
(2} 1 (] ﬂ"ﬂ L) a
| Xy =3 (z* -+ c¢?) oder
| ] (] L3 ]
e
r .
| Lo S,
; a” (v
Zweischaliges, erzeugt durch Drehung der
7” x* == ot
Hyperbel - — — —1 um die Zaxe
(v a’
0 9 aR( 9 0 'l
x% - y? = = (z° — ¢®) oder
¥ = )
2 2 2
%) Z
[ T -_2 '_E_' 1 e 0.
a ¢

Ist a— ¢, so heissen die Hyperboloide gleichseitig.
Der zugehorige Asymptotenkegel hat in beiden
Fillen die Gleichung

g | Bt
2!yt =—

4. Drehungsparaboloid, erzeugt durch Dre-
hung der Parabel x* = 2p z
x4y =2pz.
4.Schraubenlinie mit Axein der Zaxe, h Ganghche
[' x —rcost
) y=r sin &
ht
l == é_;r;_ - aret
und Schraubenfliche, ein die Zaxe schneidender
und zu dieser senkrechter Strahl gleitet der Schrauben-
linie entlang,

SRR
O

Biirklen, Formelsammlung.
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ARk § 91. Flichen zweiten Grades.

WL 2 ! —
fill L Elliproids S-idl 80 gac g
it a b (¢
a Kugel, Koordinaten des Mittelpunktes a, b, ¢
il (x—a) + (7 — b (g — o) = *
1 !i Mittelpunkt im Ursprung
|

X'ty o=
2. Kinschaliges Hyperboloid
] 5

9
Z

i BB -
a’ 0 b? e U

il 3. Ziweischaliges Hyperboloid
il 2 g 2
it X Yy Z
R S _|!_ T e 1 T 0.
a” b® ¢’

4. Elliptisches Paraboloid

| | .K:':’ }TE 25

-'_'_f‘é: a’ | T g

5. Hyperbolisches Paraboloid
:‘ = y: 27

Al a* hE g

6. Kegel

! 9 2 22

| X | } Z
o _i_- Tl A e~ S

a’ b* ¢”

1]

; 7. Elliptischer Cylinder

2 2
X y

S+ —1=0

a’ B2

|. 8. Hyperbolischer Cylinder
i Xy

i e T 1 — 0.

9. Parabolischer Cylinder

: (j

| X" 2z

i Rt =0
Hibl 9 .
i a b
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10. Das System von zweil Ebenen
(Ax+By-+Cz+D)(A x+B,y+C, z+D,)=0.
11. Jede Gleichung von der Form
x*+y?+z’tax+bytezfd=0
stellt eine Kugel dar.
12. Jede Gleichung von der Form
ax’+byi-tez’tdxytexztfyz=0
stellt einen Kegel dar.
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