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Ebene Geometrie.

§ 88. Winkelsitze (von Parallelen, vom Dreieck
und Vieleck).

1. Nebenwinkel betragen zusammen 2 R.

9. Scheitelwinkel sind einander gleich.

3. a) Werden zwei Parallelen von einer dritten
geschnitten, so sind:
1. je zwei entsprechende Winkel|
2. , , innere Wechselwinkel emm}der
Bl poonuSsere i l gleich

und es betragen

1. je zweil innere Gegenwinkel

: " zusammen
P sarend TANIESOTRS % B

. * T ¢ :..' T,
3. , o, gemischte Wechselwinkel [

b) Werden zwel gerade Liinien von einer
dritten geschnitten und sind
1. zwel entsprechende Winkel oder
2. , innere Wechselwinkel
Jul . no. ausSsere
oder betragen
1. zwei innere Gegenwinkel oder
2 4 aussere 4 3
3. , gemischte Wechselwinkel ]
so sind die Geraden parallel.
Zusitze: a) Lote zu derselben Geraden sind parallel;
b) eine Gerade, welche zu einer von zwel
Parallelen senkrecht ist, ist auch Lot
zur andern.

1 einander
4 gleich
gle

s
1

zZusammen
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Kongruenzsiitze und Liingenbeziehungen. 63

4. Jeder Aussen winkel eines Dreiecks ist gleich
der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Drei-
eckswinkel.

5. Die Winkelsumme ist im Dreieck 2R, im
Viereck 4R, im n-Fck 2n — 4 R,

6. DieAnzahlder Diagonalen, die von einer
Bcke eines n-Ecks ausgehen, ist n— 3, die Anzahl séimt-
licher Diagonalen 11(11—2—-3)

§ 39. Kongruenzsiize und Liingenbeziehngen.

A) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn

1. Zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
gleich,
Eine Seiteund zwei gleichliegende Winkel gleich,
Die drei Seiten gleich,
Zwei Seiten und der Gegenwinkel des einen
Paares gleich und die des andern Paares gleich-

b

-,

p

—

e e
artig (beide - R) sind.

(Besonders zu merken: Zwei Dreiecke sind kon-
gruent, wenn sie zwel Seiten und den (egenwinkel der
grosseren gleich haben.)

B) Zwei n-Ecke sind kongruent, wenn sie alle
Seiten bis auf eine und alle entsprechenden Winkel bis
auf die an der letzten Seite liegenden gleich haben;
(2 n — 3 unabhingige Stiicke.)

C) Inkongruenz.

1. Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, die
eingeschlossenem Winkel aber ungleich, so sind auch
die dritten Seiten ungleich und zwar liegt dem grosseren
der beiden Winkel die grossere Seite gegeniiber.

9. Haben zwei Dreiecke zwel Seiten gleich, die

=P ——
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dritten Seiten aber ungleich, so sind auch die Gegenwinkel
der letzteren ungleich und zwar liegt der grisseren Seite
der grossere Winkel gegeniiber.
D) 1. In jedem Dreieck
a) liegt der grosseren von zwel Seiten der grossere
Winkel gegeniiber,
b) liegt dem grosseren von zwei Winkeln die
grossere Seite gegeniiber
c) ist die Summe zweier Seiten grosser als die
dritte,
d) 1st die Differenz zweier Seiten kleiner als die
dritte. :
2. Unter allen Verbindungen zwischen zwei Punkten
1st die gerade die kiirzeste.
3. Unter allen Strecken zwischen einem Punkt und
einer Geraden ist das Lot die kiirzeste.

§ 40. Siitze vom Parallelogramm und Trapez.
(Winkel, Seiten, Diagonalen),

Im Trapez sind nur zwei, im Parallelogramm je
zwel Gegenseiten parallel.
1. Im Parallelogramm
a) sind je zwei aufeinanderfolgende Winkel zu-
sammen 2 R;
b) sind je zwei gegeniiberliegende Winkel einan-
der gleich;
¢) sind je zwel
gleich ;
d) halbieren sich die Diagonalen gegenseitig
2. Ein Viereck ist ein Parallelogramm:
a) Wenn je zwei Gegenseiten gleich ;
b)i i ren - GiBpenwinkel -t s
¢) , ein Paar Gegenseiten gleich und parallel;

gende Seiten einander

gegeniiberlie




Kongruenzsiitze und Liingenbeziehungen. 65

d) Wenn sich die Diagonalen gegenseitig hal-
bieren.
3) Ein Viereck ist
a) ein rechtwinkliges Parallelogramm, wenn drei
Winkel rechte sind;
b) ein gleichseitiges Parallelogramm, wenn alle
Seiten einander gleich sind.
4. ImrechtwinkligenParallelogramm sind
die Diagonalen einander gleich,
5. Im gleichseitigen Parallelogramm
a) halbiert jede Diagonale die Winkel, durch die
sie geht;
b) stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht,
6. Ein Parallelogramm ist rechtwinklig:
a) Wenn ein Winkel ein R;
b) Wenn zwei aufeinander folgende Winkel einan-
der gleich sind;
¢) Wenn die Diagonalen einander gleich sind,
7. Ein Parallelogramm ist gleichseitig:
a) Wenn zwei aufeinander folgende Seiten einan-
der gleich sind;
b) Wenn eine Diagonale einen Winkel desselben
halbiert:
¢) Wenn die Diagonalen senkrecht aufeinander-
stehen.
8. Im gleichschenkligen Trapez sind
a) Die Winkel an derselben Grundlinie einander
gleich,
b) Die Diagonalen einander gleich.
9. Ein Trapez ist gleichschenklig:
a) Wenn zwei Winkel an derselben Grundlinie
einander gleich sind;
b) Wenn die Diagonalen einander gleich sind.
10. Die Parallele durch die Mitte

Biirklen, Formelsammlung.
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Ebene Geometrie.

a) einer Dreiecksseite zu einer zweiten halbiert
die dritte und ist gleich der Hélfte der zweiten,
b) einer nicht parallelen Seite eines Trapezes zu
einer Grundlinie halbiert die andere nicht pa-
rallele Seite und ist gleich der halben Grund-
liniensumme,
11. Die Verbindungslinie der Mitten
a) zweler Dreiecksseiten ist parallel und rfluc,h
der Hilfte der dritten.
b) der nicht parallelen Seiten eines Trapezes 1st
parallel den Grundlinien und gleich der halben

Summe derselben.

§ 41. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel-
miissiges YVieleck.
1. Bin Punkt liegt innerbalb, auf oder ausser-
hall, einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunktsab-

< i
stand = als der Halbmesser 1st,

 Pine Gerade hat mit einem Kreis zwel,
einen {Jder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h. sie
schneidet, beruhlt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mit-

Punktsabnt’md als der Halbmesger 1ist.

G‘rleu,ha, Sehnen haben gleiche Mittelpunlkts-
abstinde und umgekehrt.

Von zwei ungleichen Sehnen hat die grossere
den kleineren Mittelpunktsabstand und umge-
kehrt.

4. Zu gleichen Zentriwinkelnin gleichen Kreisen
oder in demselben Kreis gehoren gleiche Bogen, Sehnen,
Aus- und Abschnitte und umg(,l\uhr 7

Bin Peripheriewinkel ist die Hilfte des
zugehorigen Zentriwinkels,

13]
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Gerade Linien und Winkel am Kreis. 67

6. Alle Peripheriewinkel iiber demselben Bogen
sind einander gleich.

Datum a,.r, a

7. Der Tangentensehnenwinkel ist gleich
dem Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen.
8. a) Im Kreisvieveck ist die Summe zweler
(Gtegenwinkel gleich der Summe der zwei an-

dern, d. h. 2 R.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweler
(Glegenwinkel 2 R ist, so ist es ein Kreis-
viereck.

9. a) Im Tangentviereck ist die Summe zweler
(Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern,

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
(Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern
ist, so ist das Viereck ein Tangentenviereck,

10. Tangentenabschnitte beim Dreieck

an den Inkreis, an den Ankr.d, Gegens.
A b-+c—a . btcHa
YonideriBoke Au ——————i(==8=—m)iot =0 —
|
¢c+a—Db
- » | s, p
1 n B —_f;) ‘‘‘‘ = (_ i ]-}:]; A
|
& e 1) -0
5 % @ £ > (:—_: B — 0\5? -

Datum s, o, o.
11. Ziwel Kreise K und K
a) beriihren sich, wenn sie einen Punkt der
Zentrale gemeinschaftlich haben,
b) haben einen Punkt der Zientrale gemeinschaft-
lich, wenn sie sich beriihren.
¢) K und K, beriithren sich, wenn z=1r+¢
jz<r-t+ou
\z>Tr—0

. schneiden m

=




Ebene Geometrie.

K liegt innerhalb K, wenn z <r-—p
K , ausserhalb , b e e 1
2z Zientrale, r der grossere, ¢ der kleinere

Halbmesser.

= t 4
19. Kreisteilung. Zueinem Zentriwinkelvon n—l{

- - - . i L)
— oder einem Peripheriewinkel von ER — gehort der

nte Teil der Kreislinie.
13. Regelméssiges Vieleck.

Fickenzahl : 3 4 5} it
2 kY 4 Eciinad. | 2 L
Zientriwinkel: =R 1R =R ZR...-R
3 D 3 n
2 6 4 n—d
) ."('}‘ T— . = -) 2 b : - ’. ——— - -j
Polygonwinkel : 3 sl ks 5R 3 Reaa) = R.

§ 42. Proportionalitit von Strecken, Aehnlichkeit.

1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver-
halten sich wie die zugehdrigen Scheitelabschnitte des-
selben Schenkels, — Umkehrung.

9. Die Halbierungslinie eines Winkels im
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhiltnis der
Anseiten; die Halbierungslinie des Aussenwinkels teilt
sie #usserlich in demselben Verhiltnis. — Umkehrung.

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die abgeschnittenen Dreiecke einander dhnlich.

4. Ziwei Dreiecke sind #hnlich, wenn

a) zwei Seiten proportional und der eingeschlos-
sene Winkel gleich,



Proportionalitit von Strecken, Aehnlichkeit. 69

b) zwei Winkel gleich,
¢) die 3 Seiten proportional,
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel
des einen Paares gleich und die Gegenwinkel
| des andern Paares gleichartig sind. — (Be-
sonderer Fall: Zwel Dreiecke sind #hn-
lich, wenn sie zwel Seiten proportional und
den Gegenwinkel der grosseren gleich haben.)
5. Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich um-
gekehrt wie die zugehorigen Seiten, oder wie die reci-
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also
15421,
a'b’c
6 a) Zieht man von zwei dahnlich liegenden
Punkten bei zwei ihnlichen Vielecken Strah-
len nach allen entprechenden Ecken, so ent-
stehen paarweis dhnliche Dreiecke.
Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus
zwei entsprechenden Ecken werden zwei dhnliche Viel-
ecke in paarweis iihnliche Dreiecke zerlegt.

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zZwel
Punkten nach den KEcken zweier Vielecke
zieht, paarweis #hnliche, in gleicher Reihen-
folge liegende Dreiecke, so sind die Vielecke
dhnlich und die beiden Punkten &hnlich liegend.

Besondere Fille: 1. Werden zwei Vielecke
durch die Diagonalen aus zwel Ecken in paarweis #hn-
liche in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zerlegt,
so sind die Vielecke dhnlich.

9. Zwei Parallelogramme sind dhnlich, wenn sie
einen Winkel gleich und die einschliessenden Seiten
proportional haben.

7. Regelmiissige Vielecke von gleicher Seitenzahl
sind #hnlich,

| 1 B g e — — be:ac:ab
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8 In#hnlichen Vielecken sind entsprechende
Winkel einander gleich und entsprechende Liingen pro-

portional;

o
die Umfiinge ihnlicher Vielecke verhalten sich

daher wie (?lltSlJl‘tEL'll(-jEll_]i) Seiten.

9. :1)

b)

10. a)

b)

Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Liageund n—1 Seitenpaare (worunter keines,
das mit einem Strahl zusammenfillt) parallel,
so ist auch das nte Paar parallel und die
Vielecke sind dhnlich.

Sind zwei Vielecke #hnlich und zwel Seiten-
paare parallel, so sind auch die {ibrigen parallel
und die Vielecke sind 1n perspektivischer Lage.
Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
ist mittlere Proportionale zwischen der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypote-
nusenabschnitt,

Die Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zu den Hypotenusen-
abschnitten.

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis
gleich dem grosseren Abschnitt des stetig geteilten

9

Schenkels, so 1st der Winkel an der Spitze— R und um-

gekehrt,
ecks).
12 il:'a

-

3]
(Bestimmungsdreieck des regelmiissigen Ziehn-

Sekantensatz. Werden die Schenkel eines
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem
Kreis geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte
des einen Schenkels innere, die des andern
dussere Glieder einer Proportion, d. h, das
Produkt der Scheitelabschnitte ist konstant,
(Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen
Kreis = P02 — 12,) |
Besonderer Fall: Wird der eine
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Schenkel eines Winkels von einem Kreis ge-
schnitten, der andere beriihrt, so 1st das
Quadrat des Tangentenabschnitts gleich dem
Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante.

b) Sind auf ‘;ed{nn Schenkel eines Winkels oder
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je
zwei Stiicke abgetragen und ist das Produkt
der Abschnitte des einen Schenkels gleich dem
Produkt der Abschnitte des andern, so liegen
die vier Endpunkte der Abschnitte auf einem
Kreis.

Besonderer Fall: Sind auf dem
einem Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte
auf dem andern ein Abschnitt vom Scheitel
aus abgetragen und ist das Produkt der Ab-
schunitte des ersten Schenkels gleich dem
Quadrat des Abschnitts auf dem zwelten
Schenkel, so beriihrt der durch die Endpunkte
der drei Abschnitte gelegte Kreis den zweiten

Schenkel.

§ 43. Flachenyergleichung, Inhaltsheziehungen.

1. Parallelogramme — Dreiecke von gleicher Grund-
linie und Hohe sind gleich.

9. Fin Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo-
gramm von gleicher (Grundlinie unrl Hohe.

Ein' lupp'z ist inhaltsgleich mit einem Parallelo-
gramm, wenn beide gleiche Hohe haben und wenn die
Grundlinie des Parallelogrammes gleich der Mittellinie
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche
l[”]lb und gleiche Mittellinie haben.

-Patum fiir Parallelooramm und Dreieck: a, h, 1%
fiir rht.'s Trapez: b + d, h, %

5. Bin Kreis ist gleich einem Dreieck, .dessen
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Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Hohe gleich
dem Halbmesser ist,

6. Parallelogramme Dreiecke, die einen Winkel
gleich haben, verhalten sich wie die Produkte der den
gleichen Winkel einschliessenden Seiten.

Datum «, (be), 2.

7. Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt nach
wie die Quadrate entsprechender Lingen.,

8. Das Quadrat iiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt,

9. Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen
Dreiecks 1st gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen-
abschnitten,

10. Pythagorédischer Lehrsatz:

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua-
drat tiber der Hypotenuse gleich der Summe der Qua-
drate iiber den Katheten.

b) Allgemeiner Pythagordischer Lehr-
satz: Konstruiert man iiber den Seiten eines recht-
winkligen Dreiecks @hnliche Figuren, so ist die Figur
iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Figuren
iiber den Katheten.

¢) Pythagordischer Lehrsatz fir das
schiefwinklige Dreieck: Das Quadrat iiber einer
Dreiecksseite ist gleich der Summe der Quadrate der
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der
Projektion der andern auf sie, je nachdem der Gegen-
winkel der ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 58,6).

§ 44. Lingen- und Flichenberechnungen.

1. Inhalt des Rechtecks: a.b
Ds 2% »  Quadrats: a’
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Lingen- und Flichenberechnungen.

3. Inhalt des Parallelogramms: ah

R s Dreiecks:

a4h

2 3
a-+b-l-c
oo — Oin B
b4-c—a
Sl (s—a)=e,(s—b)=0,(s—c),
Vs(e—a)(s—b) (s —c),
h(b-+d
5. Inhalt des Trapezes: —( —— )-,
' 2
. n.a.pg

By iy » Tegelmissigen n Ecks: ——,

22

Lo

7. UmfangdesKreises: 2rz=—=d =; ('fa: 2,1d16: =
; : d”
8. Inhalt moRE = T
ar 7w
9. Bogen : 2rz—a":360°; Bogen — 180"
)
- = C;', r")‘ﬁ -IJI'
10. Sektor: r®z—a?: 360% Sektor—-—=-—=—
4 360 o=
11. Bogenlinge im Kreis vom Halbmesser 1:
5 o T al]
RO = Te
‘ 180 180°
A

Regelmissige Vielecke:

12. Dreieck.

L3 ]

a _— a7
ey R Lo R ey
b= -2"1-1) =5 0
2 &
r — 7 = —3— I 3=2 (]

)




13. Sechseck.

1 a 3 0 85!
B S
e 5 V3 = /3

Diagonale d, =43 =13 =2¢

L] [-f_ 9&"’""21‘ o {Jl,;
v)
T o e s
']:-,)!’—_.)_I') ':j{;lj

14. Quadrat.

& o
!

1,-

& g 4. S,

2

2

[ Flh oot st
i 15. Achteck.

I = -:L ; ]-"!-_11. ‘i"-.‘*)_l__;;d = @0 ] _-]_ __ —)l—‘:'

adisz T £ i ;
9::2[\?3—]—1’?:-_ ]3 - 1/

2

bS

a=r)2—V2 =2¢(2 —1)
— W l"'_ 'l_)'
d,—a (2 4 U=rj2+y2=12%

d :a'|2—|—]'2 =r}2

di=gn |L -2
f‘]’ —

=91y —9 {) ll 91 9
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6. Fiinfeck.

84 —— g
e ] 50+10 )5 = Q(IIB —ﬂl)

a=— ]1(]— DD = ‘.‘_}.{g‘.)— 2V5
s £ il e o
d= 5 (V5 +1) = y10+2y5 —91 10—2V5
a’ S B -
== 1 ld.),-lOlew—-S ]10—' 2¥5

17. Zehneek.

¢ ! '\_ {J gLy
— 2-(1 5+41)= - }80—10¥5

gl e
g= ) o:hBl 5=} 20cr 2)0,

By 2Q 1/ ox
a==o(] g W= a0l 0

& = 1 g s e
d, == (34 18) = (/51 1)=-) 50+10]
SR I
d,—a)5+2V6= 5 )10+2y5=2¢

LAl
bo

1 g (5 ) =2n=—— 150 — 107
( 2 i ) X 3])0 IOI)

2
R et )

I
A

/10— 2y 5=2¢"}/25—1075.




Tl o g e e s U AT T ————— RS s e T L Rt PR

e e
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§ 45. Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln.

A) Datumsbeziehungen. Wo nichts bhemerkt
ist, beziehen sie sich auf das Dreieck.

1. b, m, (8 — 9).
2 h _JI_ h’? EI,—}-— ]}, v
Lh—h', b—a, 4.
Sa Ayl
4. [ s—a, @, a.
s e, e
R U
Trapez: b--d, h, f?
6. f5 0
| 50, T
Tangentenviereck: a--b 4 ¢ d, e
o (bo)y o 17,
8. b*—ec? (p+q), (p—q) s C,, dieses §.

ol |

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.

9. b*=ap, ¢* =aq, (aHyp., p und q Abschn.
derselben).
16k — P
ilca =—"b" ¢t a —Jbh I ¢
12, b'c = ah,

13. Rationalerechtwinklige Dreiecke sind
bestimmt durch

(5] |

a—= 112 ——|- VE
b=u*—=v?
=987,
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| | b s | 2 | |
|l u?4-v? | u?—v*| 2uv |

| el T e ‘
o m S ae Tl
o s e
inBase g v a8 SURG IR 0EE
g 17 b '| 8 |
T e e
jEastiadmatenlasd g8k o4
e 260 24 10
i e R S

| | |
()Beziehungenamschiefwinkligen Dreieck.
14. bp=-cq (p Projekt. von ¢ auf b, q Projekt.
von b auf ¢).
15. a®* =bh?-} e®+ 2¢cq (Pyth, T.ehrsatz fiir das
schiefwinklige 4), (q Projekt. von b auf ¢). « :R
16, be =2 rh.
17. b* —e’=p,*—q,® (p, und q, Projekt. von b
und ¢ auf a).
18, (&’ 4P =2(b*+ c’)
[ A+t 4t =3 (a* +b® + ¢’)
|

< 4 9 9
l 8 — T (267 - 28" — t7).

19. m?=be—vw (v und w Abschnitte der Seite
a, erzeugt durch Winkelhalbierende m).

20. ( Dreiecksinhalt J = Js(s—a)(s—Db)(s—c)
ah
_2
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Kreisviereck (Ptoleméischer Liehrsatz)
¢ (_‘,E s s 1 6 :- b E1
Inhalt des Kreisvierecks:
y a(b—a)(s—ml ) (s—oc)(s— d)
- ekde -d
Wobel's—=— -

e

§ 46, Geometrische Oerter.

A. Der geometrische Ort fiir einen Punkt, der

1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist die
Kreislinie um A mit r;

2. von einer hmmltm I auf bestimmter Seite der-
selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu I auf
jener Seite im  Abstand h;

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung
hat, 1st das Mittellot zu A B;

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab-
stand hat, 1st die Halbierungslinie des Winkels;

5. von zwel Parallelen gleichen Abstand hat, ist die
Parallele im mittleren Abstand.

B. Der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt
eines Kreises, der

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht
ist die Kreislinie um A mit r;

den Halbmesser r hat und die Gerade L. auf

bestimmter Seite beriihrt, ist die Parallele im Abstand
r auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das
I\fltfd ot zu AB;

9. die Sd}enhd eines Winkels beriihren soll, ist die
]‘I:ﬂl)iurungs]i11ie des Winkels;
10, zwei Parallelen beriihrt, ist die mittlere Parallele;
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Bezondere Linien und Punkte am Dreicck. 79

11. eine Gerade I im Punkte A beriihrt, ist das
Lot zu Li in Aj

19. eine Kreislinie im Punkte A berithrt, ist die
Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A; .

13. den Halbmesser ¢ hat und eine Kreislinie K |l
vom Halbmesser r von aussen oder innen beriihrt, 1st 1l
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser
r-}-o oder r—pg, bezw. o —r.

C. Der geometrische Ort fiir die Spitzen aller
Dreiecke auf derselben Seite iiber der gemeinsamen
Grundlinie a mit

14. demselben Winkel ¢ an der Spitze, ist der Kreis-

hat (Inkreism ittelpunkt M); desgleichen die Hal- |
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Aussen- I
winkel an der Gegenseite (Ankre ismittelpunkte
Moo ML, Moy

3. die Schwerlinien {miten]mlbierende Trans-

bogen iiber a, welcher den Winkel « fasst; |

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur f
Grundlinie; I

16. demselbenVerhiltnis m:n fiir die Seiten b und ¢
‘<t ein Halbkreis iiber der Strecke zwischen den beiden |
Punkten, welche a innerlich and #usserlich im Verhalt- ';
nis m:n teilen (Satz des Apollonius).

§ 47. Besondere Linien und Puankte am Dreieck. i

In einem Dreieck schneiden sich ,

1. die Mittellote zu den Seiten in einem
Punkt, der von den Ecken gleiche Entfernungen hat Il EI
(Umkreismittelpunkt 0); i e

9. die Halbierungslinien der Wink el in i
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen | IS

g
L1
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versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig
im Verhiltnis 2:1 (Schwerpunkt S);
4. die Hohen in einem Punkt (Héhenschnitt-
punkt H).
In einem Dreieck liegen:
| 5. Der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunkt und |
der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist
hiebei HS : S0=2:1;

6. die drei Fusspunkte der Hohen, die drei Hal-
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs- |
punkte der oberen Hohenabschnitte auf einem Kreis
(Feuerbachscher Kreis).

§ 48. Harmonische Teilung.

1. Wenn die Strecke A B durch die Punkte P und
Q innerlich bezw. #usserlich nach demselben Verhiltnis |
geteilt 1ist, dann heissen A, B, P, Q harmonische
Punkte; A und B, ebenso P und Q heissen zu-
geordnet, — PQ wird ebenfalls durch A und B in
gleichem Verhiltnis geteilt,

2. Gehen die Strahlen eines Biischels durch vier
harmonische Punkte, so heisst dasselbe ein harmo-
nisches Biischel; je zwei Strahlen, welche durch |
zwel zugeordnete Punkte gehen, heissen selbst zu- |
geordnet.

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil-
strahl eines Winkels giebt es nur einen harmonisch zu-
geordneten Strahl,

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in
Bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete Punkt
ist der umendlich ferne Punkt; der zur Halbierungs-
linie eines Winkels in Bezug auf die Schenkel harmo- '
nisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Halbierungslinie.
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5. 2) Wenn man zu einem Strahl eines har-
monischen Biischels eine Parallele

zieht, so wird das Stiick derselben
siwischen dem andern Paar zugeord-

neter Strahlen von dem zum ersten zu-
geordneten Strahl halbiert. (Bestim-

mung des 4. harmonischen Elementes zu 3 ge-

. gebenen.) :

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines
Biischels auf einer Geraden gleiche Strecken
abgeschnitten und ist der 4. Strahl dieser
(Geraden parallel, so bilden die vier Strahlen
ein harmonisches Biischel.

6. Jede Gerade schneidet ein harmonisches
Biischel in harmonischen Punkten.
7. Tn einer Nebenecke eines vollstindigen Vier-

ecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die

Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt.

8. Auf einer Nebenseite eines vollstindigen
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch
die andern Nebenseiten harmonisch geteilt.

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel
5. § 1110} 11.

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q
harmonisch geteilten Strecke A B, so 1st:

AM?=MP.MQ.

§ 49. Kreispolaren.

{. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und
beschreibt man iiber der Entfernung A B des einen zu-
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und
orrichtet in P ein Lot auf A B, so heisst dieses Lot

Biirklen, Formelsammlung.
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die Polare von  in Beziehung auf den Kreis. —
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und Q
heissen zugeordnete Pole.

2. Die Beriithrungssehne der von einem Punkt
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Beriithrungs-
punktes, — Die Polare des Mittelpunktes ist die un-
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers
ist ein unendlich ferner Punkt.

3. Die Polaren aller Punkte einer Geraden
schneiden sich 1n einem Punkt, dem Pole
dieser Geraden,

4. Die Pole aller durch einen Punkt gehen-
den Geraden liegen auf einer Geraden, der
Polaren dieses Punktes.

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
ist die Verbindungslinie der Pole derselben,

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist
der Schnittpunkt der Polaren derselben.

7. Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird
durch diesen, durch seine Polare und die Kreislinie
harmonisch geteilt.

8. In jedem Sehnenviereck ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben-
ecken,

9. In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben-
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern
Nebenseiten,

§ 50. Ceva-, Menelaos-, Pascal-, Brianchon-Satz.

1. Satz desg Ceva: Schneiden sich drei Eck-
transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb
oder ausserhalb eines Dreiecks, so ist das Produkt dreier
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nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem
Produkt der drei andern. — (Umkehrung.)

9. Satz des Menelaos: Schneidet eine Trans-
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver-
](mtreruun{m so ist das Produkt dreier nicht aneinander
lmffondar Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei
Shderh: 'L (Umkehrung.)

3. Satz des Pascal: Die drei Schnittpunkte je
zweier Gegenseiten eines Sehnensechsecks liegen in einer
Geraden,

4. Satz des Brianchon: Die drei Verbindungs-
linien jo zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks
schneiden sich in einem Punkt,

§ 51. Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinien (Chordalen).

1. Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenliufige
oder gleichliiufige parallele Halbmesser, so geht die Ver-
bmdunnshmc der Lndpunktc jedes Paares stets fiir sich
durch dulne]hen fosten Punkt. Diese beiden Punkte
teilen die Centrale innerlich und #usserlich im Verhélt-
nis der Halbmesser; sie heissen innerer bezw. dusse-

er Aehnlichkeitspunlt.

9. Satz des Monge: Die drei dusseren Aehnlich-
kutupunkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und
ein #usserer liegen auf einer Geraden (A ehnlich-
keitsachse.)

3. Die Potenzlinie zweier Kreise (d.h. die gerade
Linie deren simtliche Punkte in Bezug auf zwei Kl eise
gleiche Potenz haben, s, § 42,12a-) %teht senkrecht auf
der Centrale. Wenn gememsclmfthche, gleichartige

Tangenten vorhanden sind, halbiert sie dieselben; schnei-
den oder beriithren sich die Kreise, so ist die Potena-
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linie gemeinschaftliche Sekante oder Tangente im Be-
rithrungspunkt; sind die Kreise konzentrisch, so liegt
sie in unendlicher Entfernung. Die von einem Punkt
der Potenzlinie an die beiden Kreise gezogenen Tangen-
ten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweler von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz-
oder Chordalpunkt derselben, oder sie sind parallel.
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