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Hohere Analysis.

A. Differentialrechnune.

§ 92. Funktion; unendlich kleine Grossen; Differential-
quotient.

Funktionen.

1. Eine Zahl von unveriinderlichem Wert 3, 9, a,
3a —b...) heisst eine Konstante; eine Ziahl, welche
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann, heisst eine
Verinderliche (in der Regel bezeichnet mit t, X, ¥, 7).

2. Eine Zahl, welche von einer oder mehreren Ver-
anderlichen abhingt, heisst eine Funktion derselben.
Der Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines Qua-
ders ist eine Funktion von Liinge und Breite, bezw.
Liénge, Breite und Hohe. Mit dem Wert der unab-
hiingigen Veriéinderlichen indert sich der Wert der Funk-
tion, der abhingigen Veriinderlichen.

Bezeichnung der Funktion: f(x), F(x), ¢(x), v(x)
und dergleichen,

y=1(x) ist eine Funktion von einer unabhiéingigen
Veriinderlichen x,

z—1f(x,y) ist eine Funktion von zwei unabhéngigen
Verénderlichen, x und 7y,

u—1f{(x, y, z) ist eine Funktion von drei unabhéngigen
Veriinderlichen, x, y und z.

3. y=1(x), z—=1(x, y) u. s. f. heissen entwickelte
(explizite) Funktionen,
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F (x;7)=0, F (%, y,2)=0 u s. { heissen unent-
wickelte (implizite) Funktionen.

4. Kommt jede unabhingige Verdnderliche nur als
Summand, Subtrahend, Faktor, Divisor oder als Basis
einer ganzen oder gebrochenen Potenz vor, so heisst
die Funktion algebraisch. Hs ist z, B. y eine
algebraische Funktion von x, wenn es gleich a—+ x,

a &)/—

ax, —; x% JX, a-+bx+cx? Ja’ —x" u. s £ ist. Im
X? ? 7 v

allen iibrigen Fillen heisst die Funktion transcendent;
z. B. y=a%, y=logx, y=sinx u. s f. sind trans-
cendente Funktionen.

5. Eine Funktion heisst stetig zwischen x, und x,,
wenn fiir alle Werte zwischen x, und x, einem unend-
lich kleinen Wachstum von x auch ein unendlich kleines
Wachstum von f (x) entspricht.

Unendlich kleine Grossen und Grenzwerte.

6. Wenn eine verinderliche Grosse sich der Null
nihert und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist
als jede angebbare Grosse, so nennt man sie unend-
lich klein,

7. Ziwel unendlich kleine Grossen heissen
von derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen
einen von null verschiedenen, endlichen Grenzwert kon-
vergiert. Ist a eine endliche, v eine unendlich kleine
Girosse, so ist a7t von derselben Ordnung wie v.

8. Ist ¢ von der ersten Ordnung, so ist ¥ von der

: Y ;
nten Ordnung, wenn der Quotient 5n gegen einen

endlichen, von null verschiedenen Wert konvergiert,

also wenn
T
im = = q.
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9. Ist eine endliche Grosse I' gleich der Summe von
unendlich vielen, unendlich kleinen Grossen Vo5 e,
so bleibt I' unverdndert, wenn jede Grosse ¥ um ein

Unendlich kleines & von hoherer Ordnung vermehrt
wird. Ist also

=y kv . o v=1im 3y “so'dst auch

= (1, +2)+ 0+ o)+ . . . =lim Z(x+0),
10, Es 1st

1
Bapr s T LI e e
35 on ( —‘_' 6)5"): LT 1_I— 11—1 n1—cp_ i
e 1
2. lim a—l_‘ = og_a.
d log e
. sin 0| e oo @6 o
3. lim ___:ﬁ—i = 1; lim = g 1,

x \m|
4., Iim (1 + — = eX,
m/ im=— o

11. Differential und Differentialquotient.
V== f(X)
}r __l_, JY’ —_ f(}{ -—L AX)

Ay_.f(x—l—ﬁx)—f(x)

o, iy f(x-,—zlx)u—f(x\l dy s ddix)

Iim A}{:hm EmmEaE T e
— ff(X) == Df(X).

dx heisst das Differential von x,d f(x)=f(x)dx

df
das Differential von f (x). —&(;9 oder f/(x) heisst die
erste Ableitung oder der erste Differential-

quotient von f(x).

Ist C eine von x unabhingige Konstante, so ist

dC

dx




Allgemeine Formeln iiber Differentiation. 183

Die Ableitung des ersten Differentialquotienten
giebt den zweiten u. s. f.; es ist also

{l £ (x) d y ;
i aad =y ={" (x) =D’ (x) die zweite Ablei-

tung von 1 (x).

§ 93. Allgemeine Formeln iiber Differentiation.

Bs seien u, v, w Funktionen vonx, A, B, C Konstanten.
df(u) di(w) du
1 =t

e du "dx

2. d (A u- Bv+0w)—Adu—|—de—] Cdw
d(Au—]—Bv+Cw) A —FB—-—]—('J@-W

d x

— A + Bv+Cw

d(uv) = vdutudv; d(uvw) = vw du-+} uwdv
4+ uvdw

.CiS

d(uv) j y G
=7 —uw'v-tuvi=uv (_{1 At v’
d{oyw...) S s i | “l P
T — —=uvw ...(uu -+ — g = Wishe
‘u vdu—udv
4, d (—- = =
v v
) e
v Ay
A v’
5. Bezeichnet man die nte Ableitung von u mit ut®
so 1st:
P(Aut
d( dux—lll—Bv)z ARED w

(av)® =@y (]il) C SO (g) e MO
f(n (). (n—1) (1:2
T (1) b —uv
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6.

Ist u=1£(z), z=¢(y), y=1v (x), dann ist
du diz: dz dy
B
. Sind x und y Funktionen von t, so ist:
dy dy dx :
CESsn
d’y dxSidy F5d% d”x) 3
dx® (d Fgdbl odidi2l \dE (RERS
8. Betrachtet man bei einer Funktion mehrerer un-
abhingiger Veréinderlicher u—1 (x, y, z) irgend eine der-
selben, z B. x, als verinderlich, die iibrigen als kon-
stant, so heisst die Ableitung der Funktion nach dieser

Verénderlichen die partielle Ableitung nach x,
ou

sie wird mit 5 bezeichnet.
X

Das totale Differential von u ist gleich
der Summe der partiellen Differentiale nach
samtlichen Verinderlichen:

du | du o du
du= g dx-- o dy+ 5 d z

9. Sind x, y, z Funktionen von t, dann ist

df(x,y,2) 6f dx-—df-dy —d1—-dz

=1

i/

\

((_'l X)S X.r}...rr_ \_*"‘X“

dt T dxdt "oy dt Gz dt
10. Es 1st
ou ou ou
O3x SR ndx w0y vy
P kW F et T T T R
0%u é%u
6x8y  dydx
1leod am— 611, dx?4 {5_11) dy’- : i.l, dz®
e 5y 4V T g
é%u é%u 6%u

~dydz

ERE e Sl T ke [Pyt S T s
+2 5x3y dxdy-+2 5%37 dxdz42 T

o
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symbolisch :

2

a’u= (i—i dx -+ g;d}_{_ %li dz)( },
wofern im Zihler jeden Gliedes du® durch 6’u ersetzt
wird. — Der Satz gilt ebenso auch fiir das Differential

nter Ordnung.
12. Unentwickelte (implizite) Funktionen.
Ist f(x,y)=0, so ist

ab. o dy

o

Jf
dy sx
2 S r
d_y
Durch Differenzieren von 1) erhilt man eine Glei-
2 iddy :
chung, aus der sich -(——-"5 bestimmt:
dx”®
o*f &f fody otl dy)?‘l é¢f d’y
oo 2y dx ey e

13. Ist f (%, y,2) =0, so kann z als Funktion von
x und y betrachtet werden, dann 1st

1) % - g—i . j—g — (0, hieraus folgt —:2-;;
2 6 f i 6f (3:5____ 07
NSy moy D
Differenziert man Gleichung 1) nach X, dann auch
nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich
, 2 0%y 0T =0T
Gleichungen, aus welchen man «—s, —=" T 52 erhélt.
x? dxdéy’ dy
14. Vertauschung der unabhingigen Ver-
anderlichen.
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| '::! _- 1-
i einer Konstanten ist null.

Hohere Analysis.

dy dx
- Lo
diy > ed X /d 3\
=== a3 \a5)

§ 94. Spezielle Formeln.

L

Das Differential und

I' dx.“ — L
i T L
> dr(xn) = i
le-_i;f G2 Fer ":]1(11—1)(1_1—2)....(ll—l’—l—l}x s
._.:! oAy d X d gqmx &3 ; ({-ex .
4. ——=a¥la; w—— am"X*mla; —— =—eX
it dx X dx
ey 2
L1 d Xr:a,'\ ([&)r
wdlbex v hmee . 1o 1 M ‘
0. —fi_}{ - = ; 1()5 8= -;; 4 ga—- s S (5 § 297)
diix I
e e e
dr (log x) e log e
A R
2 dsin;__ Ay . %} P
S ----—cosx-;nm(x - 3
9 d"sinx_ i T
J. —goe —SIn|XA 5
10 deosx N S
10, —9——=—sInx=cos X+ 5
i dreos x cooTa
L. —g - =cos X1 5

der Differentialquotient
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d tg x 1
9. E = g
12 ax cos’X &L
(Fiir hohere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.)
d ctg x 1 ; |
L5 s e i (= — cosec® X).
14 darc sinx 1
A e x?
d arc cos x 1
dgies e
dx V J=x’
d arc tg x 1
16. __TE - = 7T _2
X +x
d arc ctg x 1
17- —_— o — T _—-l _‘a
dx TR
18 d arcsec X 1
o e
19 darccosecx =
' dx = xyx*—1

§ 95. Die Taylor’sche und die Mae Laurin’sche Reihe.

1, Taylor’sche Reihe:

h? ho o
F(xihyj=1fx-ph1 (x)+ 91 G A e ey £ (%)
hn+1
TRl f@+1) (x - ph),
wofern p positiv und < 1, f(x), #x), £(x)....
und bestimmte Werte haben und wofern f(n+1 (x) end-
ich und stetig fir alle Werte zwischen X und x- h.

Andere Formen des Restgliedes:
hn+1(1—@)"
== — 9/ $a+1(x-+ Oh), 6 echter Bruch;

endliche

n!

ho .
[ (x O 1) — 0 ()]
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Bar x—a und h—a—x ergiebt sich:
(x—a)” x-a)yn,
s G () o a8 L SRR A
2. (@) n! (a)
(x — a)n+1
+ f(“'J"iJ(ﬂ—}— w(x—a)).
(@ 1)! “(
Hiebei muss fo+0(x) fiir alle Werte von x/ zwi.
schen a und x endlich und stetig bleiben.
Fiir a=—0 ergiebt sich:

2. f(x)=f(a) - (x—a) f'(a)--

3. Mac Laurin’sehe Reihe:

. ; Xg X:j : xn ;
f[\}{,) = f':O) X f"LO) _i_. --‘;)-! fN (0) —{-— :.}T feee [O) —}—- B _}__ -l;..!.. ful}(O)
xn-1 :
+ @i O (e,

wofern f(x) und seine Ableitungen fiir x =0 endlich
und stetig bleiben.
Andere Form des Restgliedes:
Kn—{—I(]____ @)n

—— ——— fat1)(0x),

Wird f(x) oder eine seiner Ableitungen fiir x—(
unendlich oder unstetig, so kann f(x) nicht mehr ver.
mittelst der Mac Laurin’schen Reihe entwickelt werden,
In diesem Fall ist 2. anzuwenden.

4. Taylor’s Reihe fiir zwei Verinderliche.

x+ht=p, y+kt=q, fp,9) =T, f(x,5)=u,
= ou du 1 /du du _\@
f(x+h, y+k)=u- e h - &y k- :ﬂ(}; h|- 5 }’ k

1 /du du_\® 1 /ou du_ \(n)

e het e s ST g O U '
i 31 (5}(}1 r{sy]x) [Tl n!(éxh | y ) —]—R
(s. § 9311.)
?

5 k
11/6U 60U \ [éu du \(m)

_ — e | =— T SR L SR Db ] Lo
= 11!["31) - Jq]) (éxh | 6y1):,

(p=x- 6h, =y} Ok).
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Werte unbestimmter Ausdriicke.

§ 96. Werte unbestimmter Ausdriicke.

D ‘e
0 =, 0.0, 0% % 1%, 00— .
f(x) 0 4
1. Nimmt —— fiir x = a den Wert — oder L an
o(®) 0 e
: f(x)_ 1 (a)
so 1st I — 1
¢ (x) 9 (a)
: f (a 0 o : .
wird auch il \’_-__: — oder ‘;;-? so wird das Verfahren
¢’ (a) 0

wiederholt und es ist, wenn f@+1(a) und ¢®-+1)(a) die-
jenigen Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleich-
zeitig zu O oder zu oo werden:

I flx)s @ TEY(@E)
TH e
P(x) lTD(a)
2. Ist f(x).¢x) =0.00 fiir x=a, so Ist:
1
f(x).o@)=£x:—
PiE)
Dieser letztere Ausdruck nimmt fiir x —a, die Form
0 £ ; :
o, sein Wert ergiebt sich nach 1.
3. Nimmt der Ausdruck (f (:{))‘P("UI fiir x —a eine
der Formen 0°, o, 1% an, so setzt man (f x))q’(")
— ®®f® und untersucht nach 1. oder 2. den Aus-
druck o(x)2{(x).

4. Fithren die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Awusdruck, so muss man zu
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann fiir
x zuniichst a - h setzen, den Ausdruck umformen und
wenn moglich, vereinfachen, worauf sich fiir h —0 der
gesuchte Wert ergeben kann.

5. Wenn f(x) — ¢(x) fiir x=a die unbestimmte
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Form oo — o annimmt, so suche man den Ausdruck
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln,
was z. B. folgendermassen geschehen kann:

1 1

: _X_ Fa f(_

f(}() —_— CP(X) — qi(l)— —1}9
" 60

Der Wert

hiefiir wird nach dem Vorausgegangenen
ermittelt,

S 97. Grosste und kleinste Werte von Funktionen.

1. Die Funktion y=£(x) erreicht fiir X1

ein Maximum, wenn f(a S h)_f(a) <0,

nw Minimum, f(a—_{—_h)hf(a) >0,
wobei h sich der Null unbegrenzt nihert,

2. Bei zunehmendem x ist
f(x) wachsend, wenn Hxys o
f(x) abnehmend, , Hx) <0,
3. y=1£(x) erreicht fiir x—g4
ein Maximum, wenn f(a)=0 und f/(a) < 0,

» Minimum, f'(a)—0 und fa) > 0;
allgemein: die Funktion Yy =1(x) erreicht fiir x—a ein
Maximum, wenn die niederste fiir x —a nicht ver-
schwindende Ableitung von f(x) von gerader Ordnung
und negativ, ein Minimum, wenn dieselbe positiv ist,

Ist die niederste fiir x—a nicht verschwindende
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster),
80 ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum,

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder
Minimums zu finden, wird y’ gebildet,
setzt und nach x aufgelsst. Nun wird ¥y’ gebildet, es
werden die gefundenen Werte von x eingesetzt und aus
dem negativen oder positiven Ergebnis bestimmt, ob

gleich null ge-
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ein Maximum oder Minimum Vm'liegt. Durch Einsetzen
der gefundenen Werte von x In - f(x) ergiebt sich
der W’e1t des Maximums oder 1k[mmimm»; selbst.
4. Funktion zweier unabhingigen Ver-
snderlichen, z = {(x, y).
Man bestimme X und y aus
¢ f : o i
1. — = 0 und — = 0.
d x 8y y
Die erhaltenen Werte miissen der Gleichung ge-

niigen :

( s f )2 s*f o°f
e el

0x 0y ox ay

| Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je
nachdem

| 6° £ 6° I

f 3. — und

; dx” J'y‘
fiir jene Werte von x und y beide gleichzeitig < O oder
> 0 sind.

B. Integralrechnung.

8 98. Bezeichnung und Erkldrung.

F (x) heisst das Integral von f(x)d x, geschrieben |

_ff'{x) dx, wenn
dF (x) 7
g &)

es 1st also dann If‘(x) dx =F(x)+}C,
wobei C eine unbestimmte Konsmntc bedeutet; ferner 1st
d] f(x) dx

dx =
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