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Bezeichnung und Erklirung. 191

ein Maximum oder Minimum Vm'liegt. Durch Einsetzen
der gefundenen Werte von x In - f(x) ergiebt sich
der W’e1t des Maximums oder 1k[mmimm»; selbst.
4. Funktion zweier unabhingigen Ver-
snderlichen, z = {(x, y).
Man bestimme X und y aus
¢ f : o i
1. — = 0 und — = 0.
d x 8y y
Die erhaltenen Werte miissen der Gleichung ge-

niigen :

( s f )2 s*f o°f
e el

0x 0y ox ay

| Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je
nachdem

| 6° £ 6° I

f 3. — und

; dx” J'y‘
fiir jene Werte von x und y beide gleichzeitig < O oder
> 0 sind.

B. Integralrechnung.

8 98. Bezeichnung und Erkldrung.

F (x) heisst das Integral von f(x)d x, geschrieben |

_ff'{x) dx, wenn
dF (x) 7
g &)

es 1st also dann If‘(x) dx =F(x)+}C,
wobei C eine unbestimmte Konsmntc bedeutet; ferner 1st
d] f(x) dx

dx =
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§ 99. Integration einfacher Funktionen; Grundformeln.

| Bel simtlichen nachstehenden Formeln

ist rechts
{ die unbestimmte Konstante zu erginzen.

: %
i (i [ i 5 };r_l_l__ e < o
5 f:{ A= H o fiir n 5 1
il
Hl . (c’b—' bx)r+1
I |(a + bx)a - (ﬁ_l_l_ l)) j
" 9 / df e
fiits r ax -
{ 3 ji-"t.xd}i — 7{1 .,e?\'dXT_e?{

b. jsin xdx — — cos x,

el
§ . — tgx
COS* X
= r dK
{ j PR e Ctﬁ' X
sIn“x
; 8in x
8. / ———dx — —— (. gac x).
J COB“X COS X
r COSX 1
9 | ——dx—_ —— (= —cosec x).
J gin‘® x sln x

sin® x

10. fsin Xxcosxdx—- 9

1 / tgx dx—=—17cos x.

12. | ctgx d x — Isin x.
< e e X
13. | ———— ———

— o T (’ tn« b
J sInxXcosx gx; |

I_ 14. [ coOix [ tg (4: <5 §)

SARCTE e
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RS e s b 7 7
15, | ——=—= — arcsin x = — arc Co8 X i
SR8 bt pe
dx 1 St o1 o
S = ot ATe B
Val=b*x* "7 b a
: d x oy
16. f e arc tgx — —arcctgx | 9
dx 1 : bx
| s ——arctg —.
| ST i R o
e dx
17. | ————==—narcsecx
T S |
- dx ik b x
! —— — arc sec g
e e e a a
d x ;
RS —_— —aresin(l —x%)

]-—"'L’ X—X

§ 100. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen
entwickelter Funktionen.

Bs seien u, v, w.... Funktionen von x; A, B...
konstante Faktoren.
) . . . -
| 1. Integration einer Summe,

f (Aut-Bv|-Cw-....)dx=A _[ﬂu dx-|}B/vd x-}--(,ll_lffwd =

', 9, Teilweise Integration,

~

uv— [udv+[vdu und

,‘An dv—uv— fv du.

Beispiel :
[ x*cosxdx: -jx'z dsinx —x*sinx — 2/ xsinxdx

[x sin xdx —— [x dcos x° - — xcosx -} [cosdx
- __xcosx-sinx -} C, also

[x®cosxdx—=x"sinx |- 2XCOSX — 2ginx + C.

)
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194 Hohere Analysis.

3. Integration durch Substitution. Hs sei
x=¢(z), dann ist d x=¢’(z)dz,

JE(®)dx=[f[¢(2)] ¢’ (z)d 2.
R dx
Beispiel : J oo (a} 5 x)’_‘_' ;
dann ergiebt sich

o

a
Man setzt — b = z,
X

nun entwickelt man nach dem binomischen ILiehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden,
Die hdaufigsten Substitutionen sind:

a

P, (2

z—asbbxs S —a-Lbxy a=—— _Lb,
>

_a+bx . a z—1
S Taebr "z 1’
m,—— : Py m
Ja+bx=3z, oder x=——xdx=— . 2" ldz;
b b
: dz
sin x—z und dx —71
X . 2t L= 2dt
g?:t, Slnx:i+tg; cosx::f;i-_t-é, dx— ljf_;_}

4. Integration durch Zerlegung in Teil-
briiche.

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion F_(_)
X
lisst sich in eine ganze Funktion ¢(x) und eine echt
‘ : X -

gebrochene, rationale Funktion WX_)_ umformen. Diese
letztere lésst sich in eine Summe von Teilbriichen zerlegen.
1. Die Wurzeln der Gleichung I (x) =0 seien simt-

lich reell und untereinander verschieden, es sei

F(x}:(x-—a)(x--b)(x—c) voee =0,




Allgemeine Formeln.

dann ist
P(x) o A B C
; F(X_)H_;:—a-lux———b—,rx«——c—l_””
hiebei 1st

f(a) f(b)
i T (a_)a B T\ (b'j: R
2. F(x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln, z B.
p-qi und p— qi, dann ist
fx) _ A, A, 1 o(x)

BEx) x-p—qi T-ptdi PG

hiebei ist
ipt+ay) (f(p—aqi)
e a0 B
Fasst man nach der Bestimmung von A, und A,
die beiden ersten Briiche zusammen, so geben sie einen

reellen Bruch mit dem Nenner (x —p)*-q”
3 Mehrfache Wurzeln. Es se1

P —0—(x=—a*z—bfE—0cl..... , dann ist
e, Aot
F(_xj‘_ E=)E ! (x—&)“_1+ """ —l—xr—-a

B B1 ]3_i3_l

+(x—b)ﬁ+( _b)3-1+ """ 1 x—b

et SR SR e
Setzt man F(x) = (x—a)%. ¢(x), so ist
() A £
= , woraus

B (i) = (x — a)* (x—a el
i(e)

~ e’
durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Bruch

fz (K)
x—8)" o (x)

erhilt man A u. s f.
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Hohere Analysis.

Das Integral der urspriinglichen, gebrochenen Funk-

tion ergiebt smh nun durch die Integration der ein-
zelnen Teile, .

Integration flursh unendliche Reihen.

1. Wenn f(x)=wu, ++u,-u, ...} U=y
eine Reihe ist, deren (rhedm stetlne T‘unLtmneu einer
Verinderlichen x sind, wenn iurner diese Reihe fiir a
und b und alle W ute zwischen a und b konvergent
ist und wenn flh) die Grenze ist, gegen die sie ]1011-
vergiert, so ist ( s. § 101,1)

b

f ft’\)ﬂ\ —IIL (1\;—-—qu tdx| [ u,dx-|.

i < S8
2. Lnefer die Mac Laurinsche Reihe fiir f(x) eine
konvergente Reihe

f(x)=£(0 0)4x1(0) 4 -5-, f” (0) +

so 1st

Ji(x)dx= 0+ x£(0) - f{ £(0) + f‘:gf“@-lﬁ--

Die Integration durch unendliche Reihen besteht
also darin, das.s man den betreffenden Ausdruck (z. B.
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische
Reihe u. a.) in eine unendliche RP]]IB verwandelt und,
nach Untersuchung der Konvergenzverhiiltnisse, die ein-
zelnen Glieder derselbeu integriert.

§ 101. Bestimmte Integrale.

1. Ist f(x)dx das Differential von ¢ (x),s0ist ¢ (x)-- O
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst

.,‘ﬂ (X)d}{—‘:'_r;(b)__fp(ﬂ)

das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. fiir x—a und x—b. Das be-

‘ - 1 . ‘
stimmte Integralj f(x)dx ist die Grenze der Summe der
a .




Bestimmte Integrale. 197

unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, wenn
x durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b
iitbergeht; daher auch

,‘"f:f(x} dx=lim {f(a +f(a+h)|ia] 2h) —:} o B
2. {f d"{—"—j f(x)dx.
.-3._fq_[f(}c)dx:{:crﬁ(x)dx]:_[ f(x)dx+

-

19

rb [t a
. I®dx= | i(x_)dx—-—j f(x)&t—,— = (x) d x
J & < A h
¢ und d Werte zwischen a und b,
5. Angendherte Berechnung eines bestimmten
Integrals [ f(x)d x. — Hs sei fiir jeden Wert von x
<+ H
zwischen a und b fiir eine Funktion ¢ (x)
¢ (x) < I(x), desgleichen fiir eine zweite 1 (x)
Y(x) > f(x), dann ist
rb rb rb
x)dx< [ f(x)dx< [ ¥ (x)dx.
J e dx< [ E(x)dx< [ 9 (x)
Simpsonsche Regel. Um einen Niherungs-
re i , 2
wert von [ "f(x)dx zu finden, teile man die Strecke
J Xo
zwischen x; und x, in 2n gleiche Teile von der Linge h,
und bestimme die zu den Teilpunkten gehorigen Ordi-

naten y,, y,, ¥5....Y,,, dann ist annihernd

f(X)dX:"—(}"D"J—LLV "}Y -.._.4x‘r ._|_,2T ,_]_ —[_1\';“)

(s. auch § 102 1o).

6. Summierung von Reihen durch bestimmte
Integrale.

Wird {(x,m)d x zwischen zwei Grenzen a und b,
die von m unabhiingig sind integriert, so ist das Er-
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so
dass also

j:f (X} 111) dx— (1% (111), daher
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g jz]‘f(x,())ri—f(x?1)+f(x,2)—:—...—}—f(x,n—l)]dx
i —¢0)+e(1)+e@)+... +9(m—1).
Liasst sich die unter dem Integralzeichen stehende
' Reihe leicht summieren, so erhilt man die Summe der
A :_ rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten Inte-

“ grzl,ls.*)
7. Besondere bestimmte Integrale
i S0 A% 7T
S 1. j R A
- S 0 &+bx Zlﬂab
5 o dx
. A "?::ﬂf
jo (1+x))x
: 1 dx g8 Losrd Ry
e
L 1.3.56.....2n—1) =
4. Jl ——dx=—F"—= —~ . —
0 J1—x* 2 e T RS 2n 2
T & ety :
J‘_. Sill‘dn}{d}{-; -’.})-J....-_(‘.:II 1) _E
0 A6 s 2n 2
E
— "zcosg"xdx; 2n>0
0
L i I R R
Bl tan gy e ot =
‘0 Y1—x* 8.8 ke (Qn—[—l)
T 9
7 aomn g A 2n
S B S S e )
i}";
= [2 cosP"T1xdx; 2n41>1
oo BN X
6. _/U = -:1}{——-2—; a>0
*) Siehe Schlemilch, Uebgsbeh. z. St. d. hoh, An. 2. Teil, S. 168.
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Ebene Kurven.

-0C08 & X
——dx=»
.}U X
o e 1 >
Werer e n
-{0 Ll 2
w® n!
8. f xng—axdx = —— (a > 0, n ganze Zahl.)
0 &11-1-1

(. Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie.

§ 102. Ebene Kurven.

1. Ist y=1f(x) die Gleichung einer Kurve, z der

Winkel der Tangente mit der Xaxe, dann ist
(ds s. § 102%):

dy d x dy

sinz— -—>, coO8 T — =—, tg 7 — — v/,
d s’ d=gdees dx Y

Wenn y* —0, dann ist die Tangente parallel der
Xaxe, ist y = oo, so ist sie parallel der Yaxe.

9. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wiichst)
bei zunehmendem x, wenn y’ > 0, sie fillt, wenn y‘ <O0.

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y* fiir diesen
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall st sie
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s. § 973).

3. Besondere Punkte. Die Kurve hat in einem
bestimmten Punkt einen Wendepunkt, wenn fiir den-
selben y’ ein Maximum oder Minimum erreicht, also
d2y 3 L 72
—* — (0, wihrend v—35 0.

dx? : dx®>

Fin Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn sich

mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden, es miissen

; : dF JF
sich also mehrere Werte von y’ ergeben A = o =0

wenn
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