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(. Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie.

§ 102. Ebene Kurven.

1. Ist y=1f(x) die Gleichung einer Kurve, z der

Winkel der Tangente mit der Xaxe, dann ist
(ds s. § 102%):

dy d x dy

sinz— -—>, coO8 T — =—, tg 7 — — v/,
d s’ d=gdees dx Y

Wenn y* —0, dann ist die Tangente parallel der
Xaxe, ist y = oo, so ist sie parallel der Yaxe.

9. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wiichst)
bei zunehmendem x, wenn y’ > 0, sie fillt, wenn y‘ <O0.

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y* fiir diesen
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall st sie
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s. § 973).

3. Besondere Punkte. Die Kurve hat in einem
bestimmten Punkt einen Wendepunkt, wenn fiir den-
selben y’ ein Maximum oder Minimum erreicht, also
d2y 3 L 72
—* — (0, wihrend v—35 0.

dx? : dx®>

Fin Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn sich

mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden, es miissen

; : dF JF
sich also mehrere Werte von y’ ergeben A = o =0

wenn
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200 Héhere Analysis.

Werden dieselben imaginér, so ist der Punkt ein
isolierter Punkt; giebt es fiir y* zusammenfallende
Werte, so ist der J‘lml\t ein Ritckkehrpunkt, In
zwelfelhatten Fillen ist eine Untersuchung der Kurve
in der Nihe des Punktes nétig.

4. Lingen.
Bogenelement ds=- J/dx® I dy?=- V1-Fy?.dx.

ds muss bei der Bestimmung von sinz und cosz
(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem
fiir tgz entspricht.

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden
die Xaxe in T, bezw. in U, dann ist:

Tangente PT = = .}1 |y
< .\_, Y,
; y
Subtangente — -
LE ?“'
Normale PU = y )14y
Subnormale -— vy’

5. Gleichung der
Tangente im Punkt (x, y), (& %) die laufenden
8 y Sl (S
Koordinaten der Tangente,

¢ K = ¢ K ;
q;_'}r ';}” (E—v}{:]}(](_i.fil' fj}:(gu_x ‘_] Eﬁ} (?_\}f] 0'

Normale

0 F i)
== :)T =t ;_{ (§— X)} Od{}l' {3.}_ (E—K) e (Z'.{:{ (}J} —_ }) = O
Asymptote
=mx-b, wobei
o= | dy 5 !
1 — lim = | i — lim flx Srdsee ~limy T

1] —— Iinl (:\T —— 3,.()

o e
6. Bertithrung von Kurven. Zwei Kurven

r—1f (x) undy =9 (x) haben in einem bestimmten, gemein-
schaftlichen Punkte eine Beriihru ng nter Ordnun g,
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Ebene Kurven.

wenn sie in diesem Punkte n-+1 zusammenfallende
(unendlich nahc) Punkte gemeinschaftlich haben, dies
ist der Fall, wenn fiir denselben alle Ab]eltungen von
f(x)und ¢ (x) bis zur nten einschl. cmauder gleich sind.
Kine Gerade bildetmiteiner Kurve ithrung
nter Ordnung, wenn fiir den ﬂ'emﬂu%ch‘tfthchen PunL
alle Ableitungen von f (x) bis zur nten verschwinden
und f(x) = ¢’ (x) (Wendepunkt, wenn n gerade,
Flachpunkt, wenn n ungerade ist). Das Beriihren
ist mit oder ohne Schneiden im Berithrungspunkt ver-
bunden, je nachdem die Beriihrung von gerader oder
ungerader Ordnung ist.

7. Krimmungskreis. Er ist derjenige Kreis,
der mit einer Kurve drei unendlich nahe Punkte gemein-
schaftlich, also eine Beriihrung zweiter Ordnung im Punkt 8
(x,y) hat, der Mittelpunkt des:selben, der Krimmungs-
mittelp unkt ist der Schnittpunkt zweier unendlicher
naher (zusammenfallender) Nornmlbu. Der Kriimmungs-
halbmesser ¢ und die Kordinaten (&, %) des Kriimmungs-
mittelpunktes sind bestimmt durch die drei Gleichungen

Lifx—=8 -y~ —¢

2, (=8 lg—n)y =0

3. 141324 (y—7)y"=0, hieraus ergiebt sich
3

"
&, otd

§ P ¥ 2 . - - > —_— —d = TE!\
Kriimmungshalbmessereo= - (14y) ":y

(+ je nachdem y*’ z 0)

E—x—1+y?).y:y"
\ n=y+1+57:5"
Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen
—¢(t) und y=v(t), so 1‘5t

i (XJ' L V )d (K yn x/! y;)
| Fx—y (& Yy — )
l q?_y_1_1 (XM,_'Il_ y.u-l) LX yu X“y‘).




202 Hohere Analysis.

8. Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Kriimmungsmittelpunktes. Thre Gleichung wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen fiir & und 4
in Nr. 7 unter Beniitzung der Kurvengleichung x und y
eliminiert. Die gegebene Kurve heisst Evolvente.
Jeder Kriimmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente,
Tangente an die Evolute. Differenz zweier Kriimmungs-
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Kvolute. Wird ein um die Evolute gelegter, bieg-
samer und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung
abgeldst, so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens
die Evolvente.

9. Hiillkurven. Die Gleichung F (%, y, p) = 0,
worin p ein verdnderlicher Parameter ist, stellt eine
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhiillt; die
Gleichung der wumhiillten Kurve ergiebt sich durch
Elimination von p aus den Gleichungen

1. F (x, y, p) = 0 und
oK
ﬁ = 0.

10. Flacheninhalt (Quadratur). Der Inhalt
der Flache, welche zwischen der Kurve, der Xaxe und
den zu den Abscissen x, und x, gehorigen Ordinaten

2.

eingeschlossen 1ist, ergiebt sich aus

[T tx)dx.

Simpsonsche Regel. Ist f(x) hochstens vom
3. Grade, y,, die Ordinate in der Mitte zwischen x, und
x, dann ist

X1 1
h/\v f(X) dx=— _(3_ (Xi g Xn) (yo ":_ + Ym 'i[ - YL)'

(s. auch § 1015).
Kurvenlinge (Rektifikation). Die Linge s eines




Raumkurven (doppelt gekriimmte Kurven. 203

Kurventeils, welcher zwischen den Abscissen x, und
x, liegt, ist
b s e e S A1 S s
[Vadx*-Fdy*= | Vi+y”*dx
Y Xo Xo
11. Polarkoordinaten. Gleichung der Kurve:
F(r,¢)=0 oder r= f ().
Winkel ¥ der Tangente (Richtung im Sinn

des wachsenden ¢) mit dem Strahl r:
rde T (3 Sl o rdog-- v

SN0 == —— iy — = g =0
Y="ds R ds 82 87 dr T

Bogenelement:
ds=+ydr*t+ride’ =+ Jrt+r* de.
(ds ist bei der Bestimmung von sin ¥ und cos ¥ mit
dem tg v entsprechenden Vorzeichen zu nehmen.)

Krimmungshalbmesser:
3

(eiopr )2

? pr= T T
{' e r l.lu' '_}_ 2 l..l‘.-,v
Fliche zwischen der Kurve und den zu ¢, und

¢, gehorigen Strahlen
1 s
3 [ : 3 bl d D,
&4 @,
Kurvenléange:

] i R o\ 2
( V2. de= 13‘ 1,/1‘1— r (d CP) AL
" Qo " To

§ 103. Raumkurven (doppelt gekriimmte Kurven).
1. Bine Raumkurve ist gegeben durch die Gleich-

ungen
= o't 2
[ = = :;Et; “dor [ tix, ¥, 2=0 (Schnittlinie der
lir — x (t) lF(X; y,2z) =0. Flichen.)

[ y=0, (Projektionen

oder \ z=¢9,(x). der Kurve.)

1
I ————— NN .--. .




9204 Héhere Analysis.

2. Bogenelement

ds=Vd=*+dy’+dz22=y1Fy?F27.4=

3. Gleichungen der Tangente im Punkt
(% ¥, 2)

J

§—x g = g__" 7
dx  dy. - dz’ oder
§—¢9 {JC) 7N — (1) f o fe 2 '\t)
% T : 2! (t} iy ® ° oder
g i e 0 F : e
l T DT =P+ €—n=0,
A > :
l ign‘g—x —i—g TE;{.JJ_}-) i %T: ey,

f

Winkel a, §, v der Tangente mit den Axen
bestimmt durch :
d x dy d z
COS o = 1, cOS8 B+ COsS Y — i
4. Gleichung der Normalebene im Punkt(x, y, 2)
—x)dx+(n—y)dy+(E—2z)dz= 0, oder
[§—e®] () + [7 —p ®)] 9/ (£) + [ —x (£)] x* (£) = 0.
5. Gleichung der Schmiegungsebene (— Kriim-
mungsebene — Oskulationsebene — Ebene durch Punkt
(%, y, z) und zwei unendlich nahe Punkte)
A(E—x)+Bn—y)+C({—2)=0, wobei
A—dy d’z—d’y dz, B=dzd*x—d*zdx, C=dxd’y—d’ dy.
Normale zur Schmiegungsebene:
E—x n—y L(—z
A e SO
Die Winkel 4, w, » dieser Normalen mit den
Axen sind bestimmt durch
A B C

OOS;"__IT’ COS =]y, COS»=-r, wobei

D=y A'F B+ .

ds’
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e - H: ﬂuptnormale ist die Schnittlinie der
Normalebene mit der Schmiegungsebene; die Gleichungen
der Hzmptno1'1113.1811 sind:

D N S

x4y dg
Ly e

6. Kontingenzwinkel dz d.h. Winkel zwi-
- schen zwel unendlich nahen Tangenten

. D
e
Erster.Kriimmungshalbmesser
ds ds?
=&, D

Der Kriimmungsmittelpunkt liegt in der
Schmiegungsebene, auf der Hauptnormalen und kann
als Schnitt der .Hzt.u_l)tnornmlen mit einer unendlich
nahen Normalebene betrachtet werden.

Die Koordinaten des K}'Ummungsm'11'.te1pllnktes

sind
i a3y (A7
ET-.:X_]_QIQ_ d{f, n --"-:)7—}—@ 2 _d‘-’i, f;':z-—'i—{) 3 (19
ds e s
Unter der (ersten) Krimmung versteht man
d e 1
ds _@1_ '

7. Torsionswinkel d &, d. h. Winkel zweier
unendlich naher Schmiegungsebenen
dg—7V (dcos 2)* - (d cos w)’ -+ (d cos »)™.
Zweite Krimmung oder Drehung der Kurve

dor sl

ds ()
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Ziweiter Kriimmungshalbmesser (Halbm,.
der Drehung)
ds

&=7a"

§ 104. Krumme Flichen.

1. Eine Fliche ist gegeben durch die Gleichung
F(x,7y,2) =0, oder entwickelt

: z=1(x,7)

Bezeichnungen:

0 Z 0% 6%z 6%z 6° z

§x B 55— Boa ieney o of =

9. Gleichung der Beriithrungsebene im Punkt
(x, ¥, %)

¥ B ¢ F
(g—}{)j—- - (g —7) 6 A @-_?)_ -—0, oder

p@—arrtw—s—%@fazﬁ
3. Gleichungen der Normalen im Punkt (x, y, z)
— —y —7
Soni et e L i oder

TiE

6 x -6jf 87

= ke =y

= e e W =t e a0 ‘_._-z %
= c—

Winkel 4, u, » der Normalen mit den Axen be-
stimmt durch

oF s F 6 F
0X 5 y 67
oS A="N ) COS =3, COSv= Fr bezw.
1 :
COS A = —P---, COS p — q, QORI == wobel

(A

P’+9q°+1.
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Krumme Flichen.

4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale
oehenden Ebene mit der Fliche heisst Normalschnitt.
s sei ¢ der Kriimmungshalbmesser eines Normal-
schnittes im Punkt P, «, B, y die Winkel, welche die
Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet,
dann 1st

e
¢ rcos’a-2scosacosptt cos® g’

Satz von Meunier. Geht eine Ebene durch
die Tangente eines Normalschnittes (im Fusspunkt P
der Normalen), so ist der Kriimmungshalbmesser o
dieses schiefen Schnittes im Punkt P

o’ = o cos (g ') oder
der Kriimmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird
erhalten, indem man den Kriimmungshalbmesser des
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) -Ebenen,
fiir welche o einen gréssten und einen kleinsten Wert
erreicht, heissen Hauptnormalschnitte, die Kriim-
mungshalbmesser g, und g, derselben bestimmen sich aus
den Gleichungen

) r—2p kAt
91 | rtmsﬁ :

&
l 01 0 =% _T_l__ 2 oder als Wurzeln der Gleichung
(rt—s%) ' —[A+q")r—2pqs+ (14 p)t|no+n*=0.
6. Satz von BEuler. Fiir irgend einen Normal-
schnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu g, gehorigen
Hauptnormalschnittes den Winkel o bildet, ist
17 608 ip ¥ sin? o

o 9 O3
Der Ausdruck

01 02

e ————— A e e SRRV e e
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heisst das Mass der Kriimmung fiir den betreffenden
Punkt.
7. Sind ¢’ und " die Kriimmungshalbmesser zweier
auf einander senkrechten Normalschnitte, so ist
Ll e
¢ ¢ e @
d. h. fiir denselben Punkt einer Fliche ist die Summe
der Kriimmungen konstant.

8. Krimmungslinie heisst der Ort des Punktes
einer Kliche, fiir welchen die unendlich nahen Normalen
zur Kliche sich schneiden; die Normalen gehéren daher
einer abwickelbaren Fliche an. Durch jeden Punkt
einer Oberfliche gehen zwei Kriimmungslinien, die auf
einander senkrecht sind und die Tangenten der Haupt-
normalschnitte beriihren. Sie sind dargestellt durch
die Gleichung '

|

[+ a9s—pat](

dy\*

: - fdv
d_'X) + {14 q*)r— (1 +pt] (1:1 j{) N
[p qr— (14 pg)s] 0

und durch die Gleichung der Fliche.

9. Eine auf einer Fliche liegende Iiinie heisst
geoditische Liinie, wenn ihre Schmiegungsebenen
zugleich Normalebenen zur Fliche sind. Thre Glei-
chungen sind

SF 5F ¥

izt

dcosee decosp dcosy
Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf einer
Fliche gehort einer geodiitischen I.inie an.
10. Hiillfldche. Die Gleichung
F(x vy, 2 p) =0,
worin p ein veriinderlicher Parameter ist, stellt eine
Fliachenschar dar, welche eine Fliche umhiillt. Die
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(Gleichung der Hiillfliche ergiebt sich durch Elimination

yon p aus

==
x

[l'}: Y, %, )

{1 (x, ¥, %, p)=0 und
l =0

()]}
11. Quadratur (Komplanation) der Flichen.
Das Differential der Fliche 1st

dF —=y1+p>t+q®d=xdy

X Y1
daher F fr dx [ /1+p*+q*dy,

" X Yo
y, und y, sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi-
naten (Im' Projektion des Umrisses der Fliche auf die
X Yebene, x, und x, sind die Abscissen zu den Ordi-
naten, welche jene Projektion begrenzen.

Bei Drehfliachen ergiebt sich (—Xaxe ist Dreh-

axe ——
F—9= [yyity” dx 27 [y ds

Bei Polarkoordinaten hat man:

. prat “d r\2 dr
K /(-‘3_!-( 2 -] ( i
” ] .\1 -3 gﬂ) cos” @ ; rdedy

(s. § 86.3)

12. Kubatur.
Bei Drehflachen (—0x die
cedrehte Fliche ist begrenzt vom gedrehten
Kurvenbogen, den zu den den Endpunkten
desselben gehorigen Ordinaten und der Xaxe.

V==z[y’dx

2. Die gedrehte Flache ist begrenzt von zZwel

Biirklen, Formelsammlung. 14

e ———
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Ordinaten und zwei Kurven y — f (x) und
N ft (), ;
V= ﬂ;_‘{ (' —y,)dx
3. Es sel u der Inhalt eines parallel zur Ebene
Y OZ gefithrten Schnittes, dann ist der Inhalt
des Korpers, der zwischen zwei parallel zu
YOZ gefithrten Schnitten mit den Abscissen

x, und x: liegt,

-'\;\; i - .
V:J:\_;u dx (u abhingig von x)

4. Allgemeine Formel:
- r Ir' .'
V = f{! dxdydz.

5. Fiir Polarkoordinaten (Bezeichn, s. § 863 er-

oiebt sich

PN
V= o || r?cospdedy.

§ 105. Viel gebrauchte Zahlenwerte.

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert | Logarithmus

[

V2 =14142 | 0,15 052

—
Lo

1,2599 | 0,10 034

/53— 113206 0.23 856 31,4422 | 0,15 903

6 —24495 | 0,38 908 6— 18171 | 0,25937

— gl ) ——— LD

/10—3,16225 | 0,50 000 10 —9.1544 | 033333
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I — e e i
TR | : .

4 ~ It r; " - - . g E;
Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert | Logarithmu

w — 38,1416 0,49 715 | ® = 4,8696 0,99 430

o n— 062832 | 079818 ||Vw=17725 | 024807
4w — 125664 | 1,09921 17 1,4646 | 0,16 572
T ypws | 019612 | 1 0,31831 | 0,50 285—1
: 10472 | 0,02003 L 0,10182 :_ 0,00 570—1

3 T

= i ;
= — 0.7854 0,89 509—1 | o= 0,5“‘1153 0,75 143—1

9 ross | O71g00=1|F= —BESIE 080 a2e
= - : it N j, L3 ) ;

it
R -
95

—_— y
- |

i

et
o

i—;;__df,lssss | 0,62 209 | — = 0T7,29518| 1,16¢

o =981 | 099167 | e=—2,7183 | 0,43429
1,905 0,69 064 e®— 73891 | 0,86 859

J

&
2

g P

0,1019 | 0,00838—1| °=—20,08 | 1,30288

-

1
) 5 o
) g — 38,1321 0,49 583 | Ve=16487 | 0,21 715
; I 8-

e —1,8956 | 0,14 476

b

1,0030 | 0.00182
Vg
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