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Strahlbiischel, Doppelverhiiltnis.

4. Ziwei parallele Gerade
[ recos(p—oa)=DP
|t c0s (p—a) =D,
5. Zwel Gerade sind senkrecht, wenn

a, — o= R.
6. Entfernung e zweier Punkte (¢, r,), (¢, 7))
e=yr" fr,2—2r r,co8(p, —¢,)

7. Inhalt des Dreiecks CP, P,

J =1 2 .|_1 IEEIHL(}O:{—Tij.
8. Inhalt des Dreiecks P, P, P,
1
J = 9 { r I, sln (QDE_{PI) _:_ Iy I'y &1]1(993 — ;)

_Il_ r, T, sin (‘Pl = 9"’3) }
9. Bedingung dafiir, dass drei Punkte in gerader
Linie liegen
T, S1in (‘F:s gL ) + T, Ty sin (‘T:;" e (Pz) + I X, sin ("]’-’1 T 90:-3) —0.
10. Gleichung der Verbindungslinie der beiden Punkte
(@15 T1)s (@25 Ty)
r, r, sin ((Pz =t T sin (p— 903) +rr, sin ‘:991 o 50) =0,

§ 74. Strahlbiischel, Doppelverhiiltnis, projektivische
Strahlbiischel.
(Abgekiirzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.)
1. Strahlbiischel. Sind I =0, 1, =0 die Glei-
chungen zweier Geraden in Normalform, so ist die all-
gemeine (Hleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl),
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht,
I, — 41, =0.
2 ist das Verhiltnis der von irgend einem Punkt
des Teilstrahls 1, auf 1, und I, gefillten Lote (Sinus-
teilverhéltnis)
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sm (1 ])
~gin (1, ])

Ist der Zahlenfaktor 7 verinderlich, so ist durch
die Gleichung ein Strahlbiischel dargestellt.

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung I, — 0, I, — O gegeben, so ist die Gleichung
des Teilstrahls

L, —»xL,=0.

» unterscheidet sich von dem Verhiltnis der Ab-
stinde durch einen konstanten Faktor.

2. Vier sich in einem Punkt schneidende Geraden
konnen dargestellt werden durch die Gleichungen

f]1:0 ]'1—’?-1]2:0
l 1;3:0 11_’2‘2 l-.a:O‘
das Doppelverhdltnis (anharmonisches Verhiltnis)
(a, by, ¢, d) der vier Strahlen a, b, ¢, d ist
sin (ac) sin (ad)
sin (b G) " sin (b d)

A ;
;J — (8, b, e, d) =

Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a, b, ¢, d von einer beliebigen Geraden in den
Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das
Doppelverhdltnis der vier Schnittpunkte konstant und
gleich dem Doppelverhiltnis des Biischels d. h.

AC AD sin (ac) sin (ad)
BC BD sin (be) “sin (b d)”

Fiir einen gegebenen Wert des Doppelverhiltnisses
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.

Das Doppelverhéltnis des Biischels

,fii"""'p"l ]2:0 Jl =0 .
Ul—ﬁel__,:() /I],_O 18t
e S )1 =L
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3. Harmonisches Biischel. Ist das Doppel-
verhiltnis der vier Strahlen — — 1, so ist das Biischel
ein harmonisches; es ist dargestellt durch

FL==0 e =0
1 ey .
l]_J:O lll _i_ﬁllﬂ‘ﬁo

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn
die Geraden durch Gleichungen von der Form I, — 4, 1.,—0
u. 8. w. gegeben sind.

4. Projektivische Strahlbiischel. Sind

L,—2 L =0, L — A4, L, =0 u. s f.

M —AM—0 M — 4 M_—0 usi
die Gleichungen der Strahlen zweier Biischel, so ist das
Doppelverhiltnis von vier Strahlen des einen Biischels
gleich dem Doppelverhiltnis der entsprechenden Strahlen
des andern; solche Biischel heissen projektivisch.

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die
Biischel vollstindig und eindeutig bestimmt.

§ 75. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische
Punkt-Koordinaten.

Sind 1, =0, 1, =0, 1, =0 die Gleichungen dreier nicht
durch einen Punkt gehenden Geraden, so kann die
(Hleichung jeder andern Geraden in die Form gebracht
werden

Ay 11 + A 1, - 2, L, =0.

Hiebei konnen 1, 1, 1, auch aufgefasst werden
als Grossen, die den Abstinden eines Punktes der Ge-
raden von den Seiten des Dreiecks, das von 1, 1, 1,
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten).
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich oder gegenliufig ist zu dem von einem
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge-

fallten Lot.
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