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§ 100. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen
entwickelter Funktionen.

Bs seien u, v, w.... Funktionen von x; A, B...
konstante Faktoren.
) . . . -
| 1. Integration einer Summe,

f (Aut-Bv|-Cw-....)dx=A _[ﬂu dx-|}B/vd x-}--(,ll_lffwd =

', 9, Teilweise Integration,

~

uv— [udv+[vdu und

,‘An dv—uv— fv du.

Beispiel :
[ x*cosxdx: -jx'z dsinx —x*sinx — 2/ xsinxdx

[x sin xdx —— [x dcos x° - — xcosx -} [cosdx
- __xcosx-sinx -} C, also

[x®cosxdx—=x"sinx |- 2XCOSX — 2ginx + C.

)
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194 Hohere Analysis.

3. Integration durch Substitution. Hs sei
x=¢(z), dann ist d x=¢’(z)dz,

JE(®)dx=[f[¢(2)] ¢’ (z)d 2.
R dx
Beispiel : J oo (a} 5 x)’_‘_' ;
dann ergiebt sich

o

a
Man setzt — b = z,
X

nun entwickelt man nach dem binomischen ILiehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden,
Die hdaufigsten Substitutionen sind:

a

P, (2

z—asbbxs S —a-Lbxy a=—— _Lb,
>

_a+bx . a z—1
S Taebr "z 1’
m,—— : Py m
Ja+bx=3z, oder x=——xdx=— . 2" ldz;
b b
: dz
sin x—z und dx —71
X . 2t L= 2dt
g?:t, Slnx:i+tg; cosx::f;i-_t-é, dx— ljf_;_}

4. Integration durch Zerlegung in Teil-
briiche.

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion F_(_)
X
lisst sich in eine ganze Funktion ¢(x) und eine echt
‘ : X -

gebrochene, rationale Funktion WX_)_ umformen. Diese
letztere lésst sich in eine Summe von Teilbriichen zerlegen.
1. Die Wurzeln der Gleichung I (x) =0 seien simt-

lich reell und untereinander verschieden, es sei

F(x}:(x-—a)(x--b)(x—c) voee =0,




Allgemeine Formeln.

dann ist
P(x) o A B C
; F(X_)H_;:—a-lux———b—,rx«——c—l_””
hiebei 1st

f(a) f(b)
i T (a_)a B T\ (b'j: R
2. F(x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln, z B.
p-qi und p— qi, dann ist
fx) _ A, A, 1 o(x)

BEx) x-p—qi T-ptdi PG

hiebei ist
ipt+ay) (f(p—aqi)
e a0 B
Fasst man nach der Bestimmung von A, und A,
die beiden ersten Briiche zusammen, so geben sie einen

reellen Bruch mit dem Nenner (x —p)*-q”
3 Mehrfache Wurzeln. Es se1

P —0—(x=—a*z—bfE—0cl..... , dann ist
e, Aot
F(_xj‘_ E=)E ! (x—&)“_1+ """ —l—xr—-a

B B1 ]3_i3_l

+(x—b)ﬁ+( _b)3-1+ """ 1 x—b

et SR SR e
Setzt man F(x) = (x—a)%. ¢(x), so ist
() A £
= , woraus

B (i) = (x — a)* (x—a el
i(e)

~ e’
durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Bruch

fz (K)
x—8)" o (x)

erhilt man A u. s f.




TR R -

196

Hohere Analysis.

Das Integral der urspriinglichen, gebrochenen Funk-

tion ergiebt smh nun durch die Integration der ein-
zelnen Teile, .

Integration flursh unendliche Reihen.

1. Wenn f(x)=wu, ++u,-u, ...} U=y
eine Reihe ist, deren (rhedm stetlne T‘unLtmneu einer
Verinderlichen x sind, wenn iurner diese Reihe fiir a
und b und alle W ute zwischen a und b konvergent
ist und wenn flh) die Grenze ist, gegen die sie ]1011-
vergiert, so ist ( s. § 101,1)

b

f ft’\)ﬂ\ —IIL (1\;—-—qu tdx| [ u,dx-|.

i < S8
2. Lnefer die Mac Laurinsche Reihe fiir f(x) eine
konvergente Reihe

f(x)=£(0 0)4x1(0) 4 -5-, f” (0) +

so 1st

Ji(x)dx= 0+ x£(0) - f{ £(0) + f‘:gf“@-lﬁ--

Die Integration durch unendliche Reihen besteht
also darin, das.s man den betreffenden Ausdruck (z. B.
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische
Reihe u. a.) in eine unendliche RP]]IB verwandelt und,
nach Untersuchung der Konvergenzverhiiltnisse, die ein-
zelnen Glieder derselbeu integriert.

§ 101. Bestimmte Integrale.

1. Ist f(x)dx das Differential von ¢ (x),s0ist ¢ (x)-- O
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst

.,‘ﬂ (X)d}{—‘:'_r;(b)__fp(ﬂ)

das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. fiir x—a und x—b. Das be-

‘ - 1 . ‘
stimmte Integralj f(x)dx ist die Grenze der Summe der
a .
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