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[. Sphirische Trigonometrie,

81
Erliuterungen.
gen grissster Kugelkreise eingeschlossene eieck heisst

in von drer Bo

sphiirisches Dreieck. Die

und werden gemessen durch ihre Centriwinkel
versteht man demeemiiss den sin, ¢ be. de b cehirigen Centriwinlels.

Unter den Winkeln des sphirischen
der Ebenen der drei das Dreieck einsel
Z. B. wird der Winkel ¢ des Diveiecks
die Kreise C A und OB 1 Angrenten z eht™)

man in O an

;.I -'I-l_--||| ]..-,

|§|-:‘;i;:'--| Punkite 1) der gemeinschatthichen Kante in den

Ebenen ACM und BCM Lothe, DA und DE. crrichtet. Ist < ADE bei D

rechtwinklig. so heisst auch ACB ein bei C rechtwinklioes sphiirisches Dreieclk.
§ 2

Das rechtwinklig sphiirische Dreieck.

man diec beiden Katheten mit a und b, die Jl.‘l"" MUse it ¢,

Ty nden Winl mit . ¥, ¥ 8O fhnden 1m recht-
Relatione: statt. (o, 1)

/I | L‘N A I I:::li ] |’J_ j;(
AD AMsinh sinb
AR AMsnc 8in ¢




i:
i
|

SHmpe ees spharsenel Dreiecks iiher

EM M D |

AN . (O cos b e |
S NIV AM
DE M E tang a fang a
Yu | - 08 f cos A ED = Znedis iy
sl ' = AE M E tang ¢ tang ¢

sp cosa.cosh

AM

y :  AD DDMtanghb fang b
e IV - R = R = D M aina sina

E'!|:;';| st der |;-'\‘--':.=- vAL AR illli.:ﬂ'-'\'l'. ]~ '.'l.l_‘-'l danm VI aus |] H] '.'|;|I.| \

2 5
= D

Schiefwinklig sphiirisches Dreieck.
In

Jedem ~||!'.ii'.'i:~€'l:-.'|: Dreiecke gelten die beiden Sitze:
sin sy, (7)

()

[ Sinussatz: sina:sinh :sine S1IL €
|] (Cosinussatz s cosa S b . cog e

R '
i:'.'\‘. (5 5~

Ya 1: Der grisstio ]';|,.I_'L'|-i|.|'l'-_.- (B I I'|‘_' i

L b)) sei LA B.

Nach l‘ 9 T ist sinh siny DL sin e, 5111 &, 81 .
folplich: sin a:sinh = sina:sin g ete.
Yu 11: Im Foleenden eelten die oberen Vorzeichen fiir Fig. 2a, die nntere
fir Fig. 2h. Nach § 2 11 ist:
08 a = 08 |1_L'.|+-'|| — c¢as h. cos (¢ ]_I}
|||;."I' l] COR A = I'II‘-i"!.i'll."l'.-"-'\:- 1 {4 > .:|‘~'i|| s '-:'I]'.

Ferner ist nach § 2 11
2) cos hcosgp cos b, oder mit tang p fane

cos h.sin 1 |-..=I.,|:||._<_~,-I;r cos.a)

3) cos h sin p = sin b cos .
Durch Einsetzen von 2) and 8) in 1) erhilt man:
(08 A0 COs |I o L20S G T '\:-.=| .|| _"1].-_| { . GOS .,

Foleerung:

(08 1 - -
ain b, sin e

e

Fliicheninhalt des sphiir. Dreiecks. Sphiirischer Excess.
1) Erklivung: Der zwischen den Halbperipherien zweier sich schneidende:

sster Kueelkreise liegende Theil der Kugeloberfliiche heisst Kugelstreifen., Der-

wlbe verhilt sich zur ganzen Kugeloberfiche wie sein Winkel zu BG00,

[Tnter dem sphiirischen Excess verstelt man den Ueherschuss der Winkel-

' 1809, verel, die Anmerkung za § 1.

2) Flicheninhalt des sphiivischen Dreiecks. Verlingert man (Fig. 3) cli

AC de ‘-|'!:5:.‘-'. Dreiecks A B C iither B und € hinaus, so schneiden

Seiten A B und dos
sie: sich im Endpunkte D des Durchmessers A D, Es ist dann AEFK B,
woren  Meichheit der Seiten®. Femer ist die Summe der Streifen mit de

\\.;|'|\|-|| X I-r'_ )




s— L —
bl e - stpf ."‘I . «-.'rl';- H: :.Ill-\iil'l_l'l': el N ABC

oder. da die Halbkugel strt 1800
ABC =227

oder wenn K den sphitvischen Excess hezeichnet:

stel |
Oy A B
: - : I . Kugeloberf {12 B
Ist B in Graden aunsgedreiickt, so ist stel I%
e - ) | I'\_

31 ﬁiilliil‘i:-‘-l'llﬂ‘!' Excess. Ans (9) :--E_-_[" woenn nunmehr der Flitchemnhalt
hreiecks F gesetat wird:

[0 - 180 _ ! l

T

oder 1n Sekunden: (10)
G45000
i : - 3

[I. Analytische Geometrie.

5P

Rechtwinklige Coordinaten.

sind  zwel  rechtwi ikhg sich schneidende Gerade iheer Lage nach gegeben

=Ty || -gl'l|-£' E'li.l..\-'. ff' |_J }). a‘.\‘--'--'h"'l -\'.--in..-I-_---!_ :--'E:|- T ]" i:ll'l! |!|-':\!| mt., wWert

ST A bstands Y und x von den beiden (Forader {Axon) .:'.-<_-\---|;.-|-| ,.i|_|i. [)a i.||,J.-:

I Quadranten vorhanden. so oentst in Bezug aul den Punkt P eine Vierdentiokeit.

die dadureh hesei wird, dass man den Abstinden v ound x, (Coardinaten). be-

stimmte Vorzeichen heilegt, wic ans Fie, orhellt. Beispielsweise lipgt

mit den Coordinaten v und x. (P, ) im IT. Quadranten.

Der Abstand y heisst Ovdinate, x Abseisse.  Die gegebenen Coordinatensix

heissen Abscissenaxe (X Axe) und Ordinatenaxe. (Y Axe) il .‘%L-i:!,i{i||i:-|:,‘ 0 heisst

II""'|'Ili1|:||='|I|Ili.||||i:lli'k|.

&6

Polarcoordinaten.

[st die Entfernung 0P =+« und der Winkel X 0P — « vegeben, so ist der
Punkt P ebenfalls bestimmt.  Dio Vierdeuntigkeit in Bezng auf die Quadranten fillt
hier fort: Die den Punkt P bestimmenden Elemente (s und a) heissen Polar-
coordinaten. Aus ihnen lassen sich die rechtwinkligen Coordinaten (Chthogonal-

coordinaten) leicht herleiten, denn es ist:

¥ 8 Sl N 8GOS L (11)




Gleichune einer Linie.

Hat man ecine Gleichunge mit zwei Unhekannten, v and x. =o whilt man aus

Worthe einsetzt

H (Trosse ktion von = { v und x als Co-
rdinaten aut. L 11 wrsch BEELN! i N Al
Ay erechnet hat. entsy mdem wman die

wommen und

Lrrossen . der meh vom  Durehse rechtwinklies  sich
sehneidenden Graden aus auf 1ner |||1 Beiden Tani b P Axao), ;;'i.i:':,'”_-', anid 1n
ien Punkten Senkrechte gleich den zugehiiricen v ervichtet, so oe-

so - construirten Punkte einer Linie (Kwrve) an, deren Verlauf von der

hung [(x) e i) heisst die

ax, setzen 1in dieselbe

Haben wir z. hung y
lic. Werthe 1, 2, 3 ... ein. =0 erhalten wir die zugehiiricen Werthe
iy a, 2a, Ba. ... Tragen wir die Werthe 1, 2, 8 ... vom Nullpunkte aus

Axe ab. errichten in den so erhaltenen Pookten dieser Axe Senk-

acht 4. 2, Ba. .., so gehiven die Endpunkte dieser Senkrechten simmtlich
er graden walche den Nullpunkt des Coordinatensystems geht,

W m leieht einsicht [ mng v ax 18t also die Gleichune einer Geraden
lehe die heiden Axen 1 ddet.

= =
L o

Gleichung der Geraden.
N ‘i"":: - n, Wi _\.i=-c-'5-'--' LA il|= ['1! :i\'l- _\ I]": ¥,
nn ¢ den Abstar

LT .\:' (L. 1. die _'\|:n-'i~..-u- -||--. ]’;|:|i.,i.-c "l_:. |.--J}.-_.-

Jode E;i,.-i.-';”;“u- volrr der X Iy stellt ein \_-I""'

tet den Abstand des Punktes

Lrpiisgs = 0 s han
Tl h - EVE [} |.||.‘_ L

lie Gerade die Ordinatenaxe schneidet, vom f\-lliil-1||_|1‘.|' (), Wiire ¢

also A n Fig. 5 links von O, so wire h a ¢ positiv, der Durchsehnitt B wii

alga oberhally 0 zu hiegen kommen.

Sehnitipunkt zweier Linien.

| man fiir 2 sich sehneidende Linten deren Gloichuneen:
'\-I 1
!
- X by
B rd fiir den Durehschnittsm ftenbhar ¥y Vo, Ny Xg sem,  Setzen wir




g {4 Xg 4 (i rhaite Wil e loord | | ) ekt
I 15 i zwer (xleich -
Iy X Iy
) Lo X |
| 1 X v autzunliis !
g 10,
Umformung der Coordinaten.
seien die Coordinaten cines Punktes P. Fip. 6. bezogen auf das

LY A0 oesncht die Coordinat 1 desselben Puankts s, hezooen
Y X Diia N E.!'_'_i:;'_-' der Abseissenaxen beider systome zu ein-

Len 0es 1J=I'I.\.i' 3 [, NEZOZEeN Al '!_‘E- ."‘.l'-.'~'='!!I L) \ b

i ana ooy - %! ain a - v oeos o I

Gleichune des Kreises,
[t der Kreismit Jpankt Nullpunkt des Coordinatens
als Gleichung des Kreises ohne Weiteres: — vergl, Fie, Ta-

ye r v (14)

(Mittelpunktsgleichune.) Licot dagegen der Nullpunkt in einem Endpunkte des
] gente 1m Null-

punkte als Coordinatenaxey Fig. 7h, so crgiebt sich die Scheiteleleichune:

Durehmessers, und betra

R EIN | Liesen als _'\|----:~~--|-::x--. die Tan

zetchens deutet an. dass die Opdinate prositiv

NN 1 "_::I'|:".. s N. 7u ||i| Seiten  der A hseissenaxe ieeen  kdnner [} der

“.l.lx:'!H‘-I'-{!'I.l'!-: rechts :||;-':!, atoht, so ~i'u]'

s ||| I \l;\|||'||-'I.,- !.--';|'-

'::I'I m absolate: \]\.l':".'!-' |'_'||'; u"_--i|'| e dém "u|

1} 1 T | - = 1 e o + 1 o4 1 4 . a > 4 y Ty - 1 !
zewchen nach verschieden, womit a iredentet ist, dass zu eines Abscisse zwei oleichs

nur -ii‘l'l \--:)'?’.l'il']]l-'l nach verschiedons (rdinaten o 1rer.

[Da es ranz :‘_!',:l'i-'ll_u'."llii'_f 15t \- -i='!' beiden ,'l. X Al 1 XNax 1
weleche man als Yaxe anschen will, so kann ma 1 die letztere G --i-‘?:':l'.'_{' anch schrethen:

3 12,
Die Ellipse.

Die Ellipse ist eine Kuarve, in welchor die Summe  der Abstinde jedes be-

igen Kurvenpunktes von zwei festen Punkten F und F (Brenmpunkten), constant
sty also z. B. in Fig, 8 NF/ - NF—=PI” LPF

PF und PF heissen radii vectores. M DM’ der Lage nach bestimmt durch
I |]-’Ii|I!-|'I;Z|j_"-:|||:;||{: A der Mittel-
punkt; die in A errichtete Senkrachte NN’ die kleine Axe der Ellipse. Der Ab-

stand  der Brennpunkte vom Mittelpunkte heisst die Excentricitat.  Die doppelte

lie Brennpunkte B und F’, heisst die orosse Axe




|
|
i
1.

Ordinate in etnem der Brem |-1.I:!|\":|'. :'--/.H'_{-.-l: auf die OTORSe Axe als Abscissenaxe,

meter der Bllipse.

I'il 1811 & Ili\' E|i|1||F"' LIRS, b die |-..'I||H' ]\ll'i'i' Axe, e die }'::\'."h]"'il'i:;.:_'.

7 und

Weiteres:

lie Radien vectoren, so folet ans der 11'1'[1;|||r-i:'.-5|-:l-|5,-||"

1) z - 2"=2a. |
2y ¢ | a® I, I:ll.‘l BN HY B |

5 14.
o
Mittelpunktsgleichung der Ellipse.
s ist (Fig. 8):

also z 4 7", d. 1. nach (158) 2 a ¥+ (e x )3 Fy= -+ (e 4 x)*
Y | ¥% = (i x )3 J¥* 4 (e x)?

CLeT Wt \.'\il' -:Ii:!lll".l'- 3

oder: = — (X | |_\'£ e e — \J

nit Wenn wir nochmals |||l;'=|]|'1|'--|.:

ul.le'l'

a’ b, (16)
§ 14.
Scheitelgleichung der Ellipse.

man den Coordinatennullpunkt an einen Endpunkt der grossen Axe,

s0 fAndern sich nur die Abseissen um arosse Halbaxe, wihrend die Ordinaten
I."|‘.-'|':'||.l||'|'r bleiben, i-'il' _‘liil'll':.i=i1'|-|{':'~u'|-'i1'!'!lll|_!_" .5_"='|5| dahoer, ;I-'l-'|1| man  statt x

den Werth (x a) setzt, iiber 1

b? (22 x — x%), (162)
Das doppelte Vorzeichen, welches sich ans dieser quadreatischen Gleichune
fir y ergiebt. deutet an, dass fiir jede Abscisse zwel dem absoluten Werthe nach
gleiche, mmr dem Vorzeichen nach versehiedene Ordinaten existiven. Die Kurve
liegt also zn beiden Seiten der Abscisscnaxe.
Zusatz., Hiir b a gehen die Gleichungen der Ellipse in die des Kreises

iiher. [Meser 1st. also O I\|'|||a- deren t‘:kt'—.-l:i!'i:‘i'.:"!‘. 0 {\.I'|"_"|. 14a.)

3. 15.
Parabel. Gleichung derselben.

Mit dem Namen Parabel bezeichnet man eine Kurve, in weleher jeder Punkt
von einem gegebenon Punkte (Brennpunkt) und ciner gegebenen Geraden (Leitlinie,
Dirvektrix) gleiche Abstinde hat. (Fie. 9.) BP Bl

Licgt der Coordinatennullpunkt im Scheitel A, so ist fir den Punkt P

AQe—xPQ—=w

Nach der charakteristischen B

nschaft der Parabel ist, wenn p den Abstand

vix bezeichnet:

des “"-'I;I:||Iii|i{|--~ von der Direkt




1) AF=1;n.
2) PF=BP—=FQ-p.
v2 PF2—F (2
(BQ 1 pr—EFQ*=pf+2F Q.
p*4-2(x—ap)p

oder: YE=2Z px: (17)

Parameter: Die Abscisse des Brennpunktes is bap. daber die gugehirio
Ordinate, d. h. der halbe Parameter der - ieh (17): y2=p? S0 ¥ 1

also der Parameter, (d. i. Z5) 2.

Hyperbel. Gleichung derselben.
Die Hyperbel ist eine Kurve vou der Eieonschaft, dass die Differenz der

Abstinde (radii vectores) jedes threr Punlite von zwel festen Punlkton, (Brennpunkten),

joden belichigen Punkt P der Kurve /P — FP

‘ehmen wir FF’ als Abscissenaxe, die in threm Halbiranes

el I:'.l""'il-'" Ili“: Hl"li-':l':" s, L -"\ Wl | |'.’ Y oEeRelzl W

sl 1 ol a8 |.\i (x + e} |\' (= p=

ieht: (analog § 13)

Oer A o Ix2 /= (15)

Fiir x a wird ) 0, der Punkt P also fiir x a1 der Absecissen-

X, Iii-' H]II'\-' schneidet also die Abscissenaxi i1 li-'l' l':!ill--l',hjl._-_: a vom (Uo-
ordinatennullpunkte.  Dieser Durchschnittspunkt ist der der Coordinatenaxe nichste

Punkt der Kurve

denn fir x << a wird die Wurzel imaginar. Fiir x a wird y

ienfalls 0, mithin wird die Abseissenaxe in ihrem negativen Theile ebenfalls vor

der Kurve _!""\';‘ll'i'l’-"il. diese hesteht also aus zwel aetrennten Theilen, Die Ent-
fernung der heiden Punkte M uand DM’ ist 2 a,
Wir werden dieses Capitel im Absehnitt TV mit Aa wendong der im nichste

Abschnitt IIT zu belandelnden Differentialrechnune

fortsetzen.

III. Differentialrechnung.
§ 17.
Erliinterungen.
Bedeutet Y f(x) dass v evine Fonktion von x sei. wobel wir ang also unter
f(x) irgend einen Ausdrack, in welchem x in irgend einer Verbindune vorkommt,

au denken haben, (vergl. Abschn, IT § 7). so wird, sobald man x um eine gewisse







LI\] i ik X =
e il |
6) Fiir v
: 0 X
1 \ l ]
7) :
5 il x

Differentiation der Summe zweier Funlktionen.
Hat man F(x) 4 ¢ (x)

£y Y (X

3 '-'I||--|'_::'- hit:

df(x)  dg(x) (20)

wenn man 2ur Grenz
iy
ilx i x d x

Funktionen st olei

D, h. der Differentialguotient der Summe zweie:
summe der Differentialguotienten 1 Fanl
Lt |
£ dax :
Aufeab Llm el & F'u [ W i
v s :
1 Kle1l airar o o 18 0 |

1
(1
4 X
N Q 17, B =
'.l
i\
i d =
= 1 X
1
X




D. h. der Differentialguotient einer Constanten i
ch schon daransg. dass: bei einer Clonstanten von einer Aendg rung keine Rede se

cann, mithin d a 0 semn muss.

B
Differentiation der Differenz zweier Funktionen.
Man erhiilt ganz analog § 18 den Satz:
Der Differentinlquotient der Differenz  zweier Funktionen st eleicl
Differenz der Diffe
d [ (x)— ¢ (x)] drl(x) il ¢ (x)
dx B dx (1=

entialquotienten der ezelnen Funktionen, also

&0
5 =U.

Differentiation des Produkts zweier Funktionen.
1) Ist y=—1I(x).p(x)
40 st v = f(x X)X x) — (%) - @p(x)
oder wenn man rechts f(x - x) g (x) erst addot and wieder sabteahict:
v f(x - x) pAx) — L&) g (x) - L(x- x) g (x - X)— x4+ Ax)px
¢ @)L+ A x) f(x)] x4+ x) g (x X)  (x)
_\ 06 f(x - \3 (x) (s <) q (x Y. .\:\) o (x)
oder wenn wir zor Grenze iibergehen:
d 1 (x) ¢ (x) df¢x) . d g (x)

g (X) - f(x) (22)
y dx ; dx :

d v y
d ; - dx
D. h. Der Differentialquotient des Produkts zweier Funktionen ist gleich der
Summe der Produokte aus jeder Funktion in den Iifferentialquotienten der anderen.
In andever Schreibweise lautet die Gleichung:
A (x) @ (x) — ¢ (D) d £(x) + £(x) . d g (x). (224)
.i."ll'__u'\"'lll!_U: t1'|.'_r;|f[.\.) :|||'If_.\h T I'{x)ii:;. oder, da da 0 ql::?_lri Yiusatz):
d (af(x)) a £ (x).
2) Ist ein Produkt von mehreren Faktoren zu differentiiven. z B, ¥ Wy . W
worin u, v, w Funktionen von x bhezeichnen sollen, so ist nach 1)
oy du d{v.w)
dx R
d(v.w) i w cl 3
d 1

oder da \

e dx {
dy . d{uvw) du d v il 4
— . 1. W +— U W—=— 10V = (;,J-_:!-;
d = d x dx d x dx
davw dn o i w
oder auch i x d = dx dsx . (22¢)

VW L 1} W

§ 91,
Differentiation des Quotienten zweier Funktionen.
f(x)

S :
L1 {\‘i




d x ¥ dix b il x

f(x) dekx) Ay

— . ——= 4 ¢ (x)

g (x) o x i dx
d o (x A

fi{x) = -':---l} o GRS

dx ax il

woraus tolet:

[ (x) df(x)
| o L =
R e

dx I (x)]?
oder in anderer Sehreibwelse:
f(x) @A) Ix)dqg(x)
7 {x) [ (x)]?

das Differential eines iili.;u:_i.-!;i.-! st eleich dem Produkt ans dem

1 (x)

(x
(x) _'l_’i_ 93)

dx

d

I]-'H ;l;:'iI[Jit'I'< 11) 'i"ll .\\-l'iilll"", \'l':'i||i=||-l--|"| 1111 -|_.'.-» ]’|'||-'l!';':\' HLES ||- 11
| |i|--c :\:I'I:ill".'h i‘.l l|!'|[ yll.| nnd dividiet durch das l-g'tl.:l-:f--'_-ll =]-"~' .\Il-ll:!-'I'H.

Lanier constant, sO0 Nar man:

1] —— el —

fix

"
1
il
- " bl R ! 1
d

SEnn 151 1an i
I

ey — 1 17, He iat)

§ 22.
Differentiation der Potenz zweier Funktionen.
1) Sei y=[fE)]" ={E @) 1(X)---- nmal., so ist nnch 22¢
1" dfx) dfE)
d x d x dx
F ~ FOF - I0 " T0

d 1)

(X
1] ———
LX)

o d[rx)" d n—1 1-E(xX) %) S
olgheh I (2 26
idx L L] il x

ider in anderer Schreibweise:
A" =n[f®]" 'drEY 204)

Beispiel Nach (22) st




1 cic Prele
¥ Bt
' }
b2 H'r--f_-.'.- (41 ._.-'--|.|:;_--.- 1 (26 und 20hn finder anch Anwe el der
[]-n_‘:'l'- l'.E.‘IIi':‘I l'i'l"l' \\'ll:'z:'l, -l 1 A% 1
l 1 "
n e srarel o o s [ e 1
Vi I'(x) . Danach ist z. B. = s -X T
Dx
q | -
Funktion einer Funltion.

F 1A i V

¢ e Funktion von x, und os Aufoalie entstehen, z n X
% I Sefzen wi
7 F (x
g0 werden bel einer Ao unge von X um X O 17 und 3 Le
ind man ha
\ M Iy
el b \_‘:. o (=
) (¥)
: =
. i (% %)
did X At
. Z ; (3 ( X ¢ (x)
Tl 1 : = =
4y o (x %) o (3

= X Y X
and wenn man zar Gore it

oz

'I S

iz dz dy (98)

dx dy dx

5 wwer | 11 1 man | i (o m 1K 0 } L nifi 1
o
[ > X t 2z
3 f 2
I = £
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g 24
Funktionen zwischen zwel Veriinderlichen.

Hat man eine von zwel Verdinderlichen abhiingiee Funktio

30 1sh: 7 f(x e v) (=, ¥)
oder wenn man rechts f{x, vq) erst subteahirt und dann addart:
f(xy. y1)—f(x, ¥7) F e v — = ¥)

der Null nithert, um so mel

zar renze

als Constante betrachtet, so dass es
Wir werden daher statt des Aus

X, v1) . T (X 7) f(x.v) ’
== den Differenzenquotienter S zur (renze

1 Zwelben

af(x.y)
S

(x

(29

o3

). h. um das Differential d z der srhalten, differentiict man die-

' 1 <3 1 1 4y
selbe erst nach x, indem man v als Constante betrachtet, sodann nach vy, indem

man % ale Constante betrachtet, Mit de

1 80 erhaltenen I "iII'--'_'=-|-‘|-.::_-|.Ii||| 1enten

licirt man die Diffeventiale der Veriinderlichen und addirvt die Produkte. Die

s0 eehildeten Differen notienten helssen l;;“'fIq‘”t' |J.i"‘:'l'l'ilii:li-’ill-'|il'|:|"| nnd

~

ides @ bezeichnet. Die Ausdriicke

WET el als  soleche svmbohseh

s NI o 2z = 0% 2 e
. dx — ..dx und . v heissen partielle Differentiale von z nach x

und v. Das vollstindige Differential d z 1st also ich der Summe der parctiellen

Differentiale nach den einzelnen Verindeslichen.

Unentwickelte Funktionen.
[st -;ilu‘ |ll.:”|L;i|=i noch wnentwickelt, 18t z. B. h nicht i der Form b LX)

sondern in der noch mnentwickelten Form 1(x, v) U ooy in woelcher uns also

li -y ‘\\ eIt von N 1oeh ]|!.:-|-|~_;|| Int i*i i_\i zwanr y --'.--;n': l':i:' |'II'.-'||.'inI VYOIl X,
doch ecestaltet sich di l||ll'!'.|5;"! des Differentiirens in diesem Falle etwas anders.
It 0 i.{:\' \] a0 18t nach (29)

ot (x.v)

(i)




i P
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o1 partiell

entwickelte Fanktionen, indem man daesel

ntirt und die ||::']::'|||":| t"i|'|‘-I'l‘f'|.'.'-.:!!||'=]l>‘;l':2'-l'i|

um in der entwickelter

Von oliger Formel fi-;“'f macht 1

Form vorkommende Wwrzeln efe. zn vermeiden

Beispiele zur Uebung in der Anwendung der hisherigen Paragraphen.

|
1 dj! ¥ : | 74 |
S ‘. : g i Fx ._ 1 %) EE= A
ol x N i o X
]
| | | ¢ el ilache g 2
| | .||
[
dv )
| ! i ¥ 1 i
7 |_ i 4 i)
| v L % 1 x 1
| ]
| . :
) (a2 w=) |
| -
1 X 27101
i
W, 1 L} h s -
- 9 )
y : gl |
)y 2
b )
2y a
i 1 =
1 b= x I 2 1 Iy il
=) Hier kommt § 24 -h Es st 27 i ¥
1 x i
L |
< 2l

Wiederholte Differentiation.

Enthalt der Differentialguotient einer Fanktion von x ansser Constanten such

'Illl'il ||i| \-i‘.“i.'lll!' X, =20 -.‘- '| '|""!||"

mit ihm e H]l-'l';l'.i--!- dos [)iffi tiirong  wiederh

Differentialguotienten nennen wir den 2. Different [uof

{'.:-i~-|-|'---.'!'-‘:||1 kanm man den 3., 4. ete, i]'il‘.“--|'--|-|';;|i-|~.|--‘.:--=:.,.

e hilden.,
st hezeichiet man den evsten, 2., 3. .. Difforentialquotienten dieser Funktion mat £7(x).
S : 3 : o a7 s Lok : £

(x), I (x), oder man braucht das .“|I\:|||||: — = . P 1

v il x X

zelchnuane 18t man aoal '-u..g'--i--.:,-' W eise '._{".:\IJH!‘I!"I.:

man  dureh  Ihfferentiation, indem man dx als




e

d y . CATE i
i 1 wlem man nochmalz differentart, analoo:
= -
x
d* v
I
dx L)
{ [(x).
ad:x ;
Es bedarf nicht der Erwihnung. dass die Exponenten von di d?, d*=-- m

fas 1.. 2.. 8. ete. Differential andenten. nieht etwa Potenzen von d bezeichnen konnen.

eispiel !
y :
1 g 99
gl. §:22
1 X
At
An
P (x nin 5] 2 |
dxn
1wzl hioher Lhifferentialgn nd hier )
L e
Q2.

Ma¢ Laurins Theorem.
Wir denken uns f(x) in eine Reihe

wickelt, ndmlich

1) (x A4+Bxt+UOx*4+1x
orin A, B, U noch niher zu hestimmende Constanten  bezeichuen.  Verstehen
anter £(0) dengenigen Werth von f(x). welchen diese Funktion' anmimmt,  wenn
{erselben x 0 gesetzt wird, so ist

{0 A.

Duareh Ihitferentiation der Gleichung 1

A0

Lo
L5

| erhalten wir (§ 18 u.

2 (X)=B +20x +3Dx*
|| x
id hierans fiir x 0
{0} B.
Dhareh Differentiation von 2) wird erhalten
d* £ (x) e :
D) ( il 5 2 2.8Dx ) L Ex
|| X
wlh hierans fitr x ()
£4(0) A
0 ) i 3 1D
Mithi westimmen gich die Coofficienten A. B, ( V1 F:

D= 177(0) .

Lol ]} ":'I.:||1|';| \\'il'lii

h ) I"(0) x ' {0) x* 77 {0) x

I { £ {0y - f
= i 1.2 T.2.8

-"l'.ill'l"ll s

1. ¥ . 1 ¢
unach aufsteigenden Potenzen von x ent-
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||| “.\'nrls‘ll: E.ilhﬂ ~i.£‘|| |-i|||- |“:JJIL.]i||I| VOou x |L:|1"n ;|||_|_'-'I|'j:|_1"|-|ul'[-:| 1'ui|l|]z-.-u

Vil X entwickeln, so ist rl{:l.‘z‘ls constantes Ghed g‘li}.jl'h ‘1"3|I,i"ilil-""?| “Tm':iw
Funktion. den dieselbe fiir x -
Woerthen des 1., 2., 8.

der
0 annimmt, ihre Coofficienten aber gleich denjenigen
. wre !]iﬂ'i'I'L‘Flt'['rJ|41l1|liLi'JlTl‘lJ: welche diese fiir x 0 annehmen,
dividirt dureh die Facultiiten der aufsteigenden Zahlen von 1 ab.

E’Jli\]lll m |Illlg'l'lti|l!ll L".

§ 28
Binomialreihe.
Hat man I (x) (3~ .\)”
a0 151 t(x) n (i - x)

|.J'.

%] o 1) (= '-.\i_}“

1 X 1 (1 L) (i Il ][] l\._ I:i (a - '-\_}Iz g

alsin: '.'[\H. i

|-J(U‘) 31 .'|II !

() = n'(n 1y al=*

i )y =mn{n—1) (n—2)x v (D ”‘—j--- Ja” &

also nach (31)

; 41 n n—1 1 (1 l' n—2 nfn—1) .. .(
LA X) H = 110 K= ——— | e o

die bekannte Binomialreihe,

Difterentiation von Exponentialgrissen.
Wir lassen in der Foauktion
R
den |‘::\]1u|||-.‘|[|'|| Nl ||i|- Grosse k wachsen amd setzen
oder LYy « a¥ |1 f tn— 1)k

oder nach (32

1 '3 H i

o k*(a—1 kia—1 (k K a—1 k
ax !:1 k (: | ; — = | ) l
| B 2 1..2.3 3 |
]‘ll';’l'il“lllll'!l Wi I!]i\"l'iH die Cootficienten aller "i"|'_§"1-i_!l"l [::;_.--ln':', welche k m ligherer
als e der 1. Pofenz enfhalten, mit p. q, v ete, so lantet die Gleichung:

v {t ke (a— 1 -'_‘:r.-. 1) i (et R ' k! '

3 L k® - (K I' &




e xSt

:I | (v —1)— = i ,—]--- s |L- Lp k! q kP 4kt ., i!
II fa—1)F  (—1) ] L i ool o gt paih |
ar - i l L 1 5 : Jk4pk qk*+rki4 -

Subtrahirt man hiervon die Gleichung y

a* und dividirt gleichzeitio durch k,
i) --|51_r-'-h-]:'[1:

¥, | 1) (a oy - 5
B IL.. e R BRSNS T WA R
and wenn man zur Grenze iibergeht, indem man k= dx — 0 setzt:
dv (o — 1) (1
ey = X (a.—1 i X e
) d= : ? } g B
oder wenn man die _K]:||rll1}|'l‘:l'l"|'ds|' A sotat:
dvy d ax
3)——d. 1. ——=ax A,
}13 e : dx I

Da A cine Constante, so folgt hieraus ohne Weiteres

' 11_‘ _.|\I S R
Al ) d x”

Um die Constante A zu hestimmen. entwickeln wir

achen Reihe und erhalten:

a* nach der Mac Laurin-

f(x) ax also {(0) 1
and nach 8) "(x) A also 17(0) A
fx)=ax A7 also £70) = A*
ohe. one,
B g X
B0 e e e ey
und wenn man hierin x sotat
1
A 1 1 1
i fileee —_ —_
TR R
|
ader 4) a2t 2. 71828,

Diese Zahl wird allecmein mit dem Buchstaben e bezelehnet.
A
Naeh 1} s Ja

also a :"\. |I1J|_\,f|:('h

II]u' 1]
5) A =
4 ]'I;_['l'
fiir jede belichige Logarithmoenbasis. Nimmt man  diese e, (natiichiches Lio-
garithmensystem), s0 st
log a . e e :
A = [ a log nat o (logarthmus naturalis a)
||};_:'.-
d ax
alsa nach 3) ax log nat a.
i x

2




Folgernng: g

Um vom natiivlichen Logarithmus auf den Logarithmus emnes anderen Systems
iberzngehen, hat man nach 5)

1
o a
1O

log nat a
Jog o

ala o 31 o fat s o
H R ||5_ i o NaL a ||r__‘-

oder fur :.-ll_t_-' .+ “

iu.u' H! jn.l_h" nat a . 1'|| ”l
L0
Fiir das Briggische Svystem ist log « M — 04342945, « Diese Zahl heisst der

Maodulus des brigpis n Logarithmensystems,

§ 30,

Differentiation logarithmiseher Grissen.

]-'. .\' oo X
iy 1=t Y Iy’
dx e ;
—- Iy log nath .
d v 3
\i I\' ]
X 14 log nat b
oder da bh¥ X
d v . dlopx 1 e
=l 1, —=— - (35)
‘!\ I|X X ||:-l_>'-.'|lla
! ( log nat x 1 o
Faoleerunge: o (36)
dx X
d x e
oder d log nat x . (37)
.
Fiir ¢in beliebiges System lautet diese Gleichung, wenn M den Modulus
dheses H.\'H".l'i_u‘{ hezeichnet, da nach f‘ii.l.\ log X M loenat x:

d x

d lop x M (38)

¥
Die Aenderung des Logarithmus ist also, so lange es sich um sehr kleine
_\.-nf]--rl[l'._i_l"}}l;_ (”ilfe'l'l'||li.'||-‘}, handelt, der Aenderune der Grandzahl |I:'t-[lll:'1illllitl.
Hierauf bernht die Einrichtung der Interpolationstifelchen in den Logarithmentafeln.
§ 3l
Differentiation goniometrischer Funktionen.

1) Analytisehes Winkelmass: Wir haben in der Element

Armathematlk einen

Winkel in Graden. Min. und Sek. ausdriicken eelernt, und miissen uns nun zu-

nichst mit einem anderen Winkelmasse bekannt machen. Wir kinnen den zum

Winkel gehorigcen Bogen, wie als Brachtheil der Peripherie, so auch, da diess zum

Radins in einem constanten Verhiltnisse steht, als Bruchtheil des Radius ansehen,

d. h, wir geben als Winkelmass dis Liin
1

als Masseinheit. Unter x = '\.-s--.|--i.»-u wir also einen Winkel, dessen Bogen
10U

rp des Bogens an, gemessen mit dem Radius



B
=

gleich 100 des Radins ist.  Ist der Radius l m, g0 18t x —=0.01 m: x ist also die
Bogenlinge des Winkels fiir den mit dem Radios 1 beschriebenen Kreis. Kennen
wir die Bogenlinge des Winkels x fiir einen mit dem Radius R geschrichenen

Kreis —s, so erhalten wir die zum Winkel x gehirige Bogenlinge fiir den

Man kann also einen Winkel auneh ansdreiicken durch das Ver-

| X

Radins 1 1

hitltass des |’n|;'|‘.|~ zum Radius

1 op o ; :
ik 50 heisst dies nach Obigen: Der
1 o e 1HOGY

H:Il'l'li \'~i1' -i.l Jiflill_\'riﬁt'!.!'lhl .-"'].‘I\---' X

]'ll"-__"l‘il des Winkels x st i ||. J’:‘. nun 2 ]: L :;EL"”. S0 151 I\ T :I|~"
100 27
I Be0re . S tBeg T W B s bt
- e R i - DU X —— 0" d. h.. um aus dem analviischen
100 2 2T 100 = :
Winkelmass in Gradmass iitherzugehen, haben wir mit ¢® zu multipliciren. Um einen

in analytischem Masse ausgedriickten Winkel in Sekunden zu erhalten, haben wir

. ., 360 326032 60 = i : _ )
n mit o — 206264.806. Umeekehrt erhalten wir

zu multipheire
D

das analyfische Winkelmass eines in Sekunden ansgedriickten Winkels durch Division
mit o”'— 200264,800,
2} Wir kénnen nunmehr, nach dieser kleinen Abschweifung. zme Differentiation
der Winkelfunktionen tibergehen:
Ist y = €inx
g0 1t ¥ -} ¥ qin (x - x)
sin x cos S\ x - cos X sin A\ X
) '?\EII X C08 /X |‘||.-');‘~'i'!| P *iJI_\i
ain x (eos [\, x — 1) - cos x sin /\ x.

[st nun ein Winkel sehr klein, so kann man sehr nahe den sinns gleich dem
g

Verhialtniss des Bogens zum Radius setzen, wie man leicht begreift. Gehen also
x und A\ y iiber in dx und dy, so kinnen wir, wenn wir dx und dy in ana-
|}'iihl‘.]'|-_‘1[k :‘.[:1-':“- r]]lri:l_l'[_Elll'[if'l\1 l_ll'l]]\'.'ll_ sin f x i x =etzen, ‘.'\iihl'l'l‘.l] cosd x | wird.
Wir erhalten somat heim [-[‘_lau'l'j_{:rlgg'-' zir Grenze:
dy 04 cosxdx
dy . dsinx i
—— L. 1. — GCoOs X. (34
i x dx ;
-'i} ['st A 05 X
sin {90 — x)
g0 ist nmach (88) d Siil(ﬂ‘” x) :
g — — cos (90 x)
d (80 —x) : 4
oder da nach § 18 d (90 x) dx
d sin (90" kot ¢ :
= — |‘||3||‘.”} X
d x
d cos x -
d. h. — sin X, (40}
dx
, : ; S B 811 X
{) Fiir tangx findet man doreh Differentiation der Gleichung tang x =——
COSX
d tang x 1 S :
== 1 - tang® x (41

dx Cos” X




5) und analog fiir cot x

d cotx
dx

1
sin® X

- {1 - eot” x). (42)

§ 32.

Differentiation cyclometrischer Funktionen.
Erliiuternng: Man versteht unter are sin x den in Theilen des Radius aus-
gedriickten Bogen, dessen Sinus = x 1st.

1) Hat man y=arc sin'x

e 14t 4]l| ¥

d x

al=o:

X

lﬁ — 08 X
dy | d are sin x 1 ]
il .\l i d x CoOs ¥ | 1 - _‘*'ir-l.': ¥
|] arc ?"-%lJ X ]
- kg 43)
d x 1T —x?
A Analog erhilt man:
d arc cosx 1 "
= i—l' = 44)
3) Ist are tang x — vy, so ist x == tang y
d = d v 1
also - L tang” v, — e
3 d vy ] B Y §x T 1 - tang® ¥
d are tane x 1
ader il = e L (45
s d x 1 - x*° )
und analog
|\ d are cot x 1 (A6
: e el 3 (46)
) d X Bl

§ 38.

Goniometrische Reihen.

1) Aufgabe: Sin x eine Reihe naeh aufsteigenden Potenzen von x #n
entwickeln.
Es ist f(x) —sinx, f(0) =10
£ (x) CO8 X, [ (0) 1
(=) - 81N X, 2 4(0). =0

£t Oy
Also nach (#1)

cosx, f"'*(0) ST

. % R X ;
B e s s S s 4 S A
| R ke 203l dro | s e B Y
Analog findet man
: : Rk
2] s X 1 —\— o > . . = i AL e T li“"{)
v 2 1.2.3.4 1.2.8.4.5.6
; ! Bt ;
3) tangx — x4 — e T (49)

1
g IJ ol x —
X

(50)
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5 34
Cyclometrische Reihen.
Aufgabe: are tang x in ecine Reihe nach aofsteigenden Potenzen von x zu
entwickeln :
Die Reihe sei
1) are tang = A Bx -+ Cx*

Es sind hierin nun die Coofficienten A, B, € zu hestimmen.

Fiir x U folgt are tang x 0, d. h. :'|':E]i 0, mithin das crste Ghed der

Mae Launrin’schen Reihe: A 0. Die iibrigen Coofficienten B, C ete. entwickeln

wir zweckmissicer suf einem anderen Wege: Wir differentiiven G1. 1) und erhalten:
1

Tra—bB+20x+8Dx
%

oder wenn wir die Division links ausfithren:

I —x? - xt — " B--20Cx 4 31Dxt

1 4-0x x* 4= O x4 xt B4+ 20z 831)x*
worsus wir 7z Bestimmung der Coofficienten B, €, ) erhalten:

B 1. mithin B 1

20=10 W=
3 D 1 D l
E—=0 )
also ist nach 1)
G S O o i
are fang x b —— g e ey o (51)
! ) ) i :

Diese Heihe kann zur Bercchnung der Zahl = henutzt werden,

Es ist nimlich

T 1 1 1
1 are tang 1 1 3 7% 7+
f | 1
. 4 (] ]_ e et J] 3. 14154926,
' » 3] i
:."E 3.
Die Taylor’sche Reihe.

Létsst man in £(x) die Vaviable x um k wachsen, so lisst sich der dadurch
|'|1|:t.[:||JlII'[|I' \\'-'l'l|'_ |:||'1' I_Ll':"LHlll'l'll'Il Funktion |I(,\ s | |(_] durch "i!Il' i:ll|1 flili'|l iHIl"
steigenden Potenzen von k ausdriicken. Es gehen niimlich die durch wiederholtes
Differentiiren  der Funktion f{x -~ k) erhaltenen Differentinlquotienten 1{x 4 k),

[""(x -+ k) ete. fir k 0, ither m
i*(0) ' (x)
fra=E
T b

waodureh nach (31) erhalten wird:

. i k* A
f(x+k)—=1T()+ l"m—'l- - r“m-ii'—,. FER) s (72)




na
iy
e+

8 36.

Geometrische Bedeutung des Differentialquotienten.

Stellen wir uns die Funkfion y —f(x) als Gleichung ciner Kurve vor, indem
wir x als Abse

5

v sils “I'l-iill.'LI" ansehen. so kinnen wir. ndem wire Fir x nach

Werthe Y herechnen

eine belichige Anzahl von Punkten der Kurve erhalten und dicse danach constroiren.

und nach verschiedene Werthe ecinsetzen und die zuge

|".I'_'_"|'||I'I| RN l“l' |'1|=:I'l|i"li|i|'| x and ) -;'\I-'-II |Jlli|-i\_" A,

11, x + Ay x und y -

| ¥ 3 " . \ - - -

den Punkt B der Kurve, so ist =< die frigonometrische
X

Tuangente deg von der

Selante "c B and der Abscissenaxe "Elnl‘_l"._“i"':ic-'-\--"ll--l \\.I kels, Je o kle

el X

nndd y angenommen werden, um so mehr rickt B nach A hin, und fallt it
thesem Punkte zusammen. sobald x und v der Null gleich werden. In dem- i
selben Augenblicke wird die Sekante A B zur Tangente im Pankte A, die Differenzen :
dy i

v und x werden zu Differentialen. und der Werth t-_‘---'\ stellt die frigonometrisehe

Tangente des von der Abscissenaxe und der in A an die Kurve gezogenen Tangent
I'il.;;'--*—c":!i-sul':ll-:l \"l i.|!-‘,|'.- ef:ul'_ I.'in- ||'i:||,||||||1-||':,.-.-'_|||- 'F‘:||:;_L'|-.|I-- ||i|-».--- \\||||. i~'

‘ ¥ ] ¥ -] . Y 4 LI
alzo die Gremze, welcher sieh das Verhiltnizss = oline E‘.Iull' nithert, wenn Il
X
¥ i x sich der Nall nihern lisst, sie ist _ﬂ':.--'-ll'-ll |1-'||': F1i|\5-1'l'|'.'|!i.'||||llelii-"|'--:,
der Funktion y —f (x).
8 87,
. - - L
Maxima und Minima.
[st b l.._)‘|_ S0 |-.:l||l| (5 \III'I\.-‘II.'IH‘I"!I. dass fiie ecinen ;'-'\\:H--'II “-I'Il|| Vol X

n Werth von x wird

¥ ein Maximum wird, d. h. filv jeden grosseren oder kleinerer

y kleiner. Ebenso kann y fiir einen gewissen Werth von x

in Minimum werden,
filr jeden grisseren oder kleineren Werth von x wiirde +

grisser werden,
Giebt es fiir x einen bestimmten Werth a. Fig. 12, fiir welchen

. ¥ £111
Maximum wird., so wird ~

fir jeden grosseren oder kleineren Werth von x ah-

nehmen, die Funktionskurve wird also bei zunehmenden oder abnehmenden =

fallen, d. h. sich der Abscissenaxe nithern. Ist orosser oder kleiner als a. so

“*’-"i_'_t'l 'lil_‘_"l'f_{'{'ll die Kurve hei zu- oder abnehmenden x. bhis dieses den Werth a or-

X

reicht hat. Zugleich erkennen wir aus der Figur., dass die in einem Punkte B an
die Kurye f_"".?.“g{'.‘l'-l' 'il:ll.lg:{l'lﬂl‘ mit der ;!s]J.‘il'.lﬁ‘-'l"Il.'l.\l' einen um =0 kleineren Winkel
einschliessen wird, je mither B an den Culminationspunkt A heranriickt, oder je mehr
sich die Abseisse x des Punktes B dem Werthe a nithert.

In dem Amngenblicke,
in welch

em B in A I"lhn':'_‘_ﬂn-|=.1. wird' dieser Winkel, also anch seine trigonometrische
Tangente —=0. Wird x> a, so fiillt die Kurve wieder, der Tangentenwinkel. und
mit ihm seine trigonometrische Tangente, wird negativ. Mit anderen Worten:
Ist x <<a, so wird bei zunehmenden x der Differentialquotient der Knrvengleichung
abnehmen, bis er fiir x = a versehwindet,

Bei noch weiter zunehmenden x geht er
1 das Ber i

h der negativen Grossen iiber, Stellen wir daher den Differe:
quofienten als Fanktionscurve dar.

50 “']l"[ diese also bei r_l]-n']]]][l-rltlrll v tallen,

Fig. 18, fiir x a die Abscissenaxe schneiden, und fiir x> a auf die andere
d. h. negative Seite der Abscissenaxe diberoehen. Die an diese Kurve LEROLCIE
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Tancenten nlden mit der x Axe simmtlich neeative Winkel, deren triconometrsche
. =

Tangenten dalier  ebenfalls negativ sind, d. h der Diffeventialguotient des

]'iI'I'|-1:-||1E;li_=1l:|||iL"l_l'l'l;. d, 1. der zweite Differentinlquotient der Funktion x) ist

neeativ,  Hieraus der Satz:
[st die Fuonktion ¥ f(x) fir x a ein Ma

ximum, so ist der Differential-

quotient fiir x =—=a gleich 0, (1" (a) 0), der =zweite |'||Ii:||||%|->iir|!1 f’7(a) ist

negativ,

el oAz .'|I:.'|;\|.L_>'-.' Betrachtunoen \:'I';_L':. ll_' [4a und b, finden wir
den Sata:

[st v=—=1f(x) fiir einen gewissen Werth von x=—a ein Minimum, so ist
17 {a Ly |'”{.'|} !?L':"i.];.\.

Um den Werth voun x zu bestimmen, '.'.-'|f.'||='l'i5'il'.|"1II.|.-\IiUI| v - f(x)

gum Maximum oder Minimum macht, werden wir den Differential
quotienten f'(x) =0 setzen und aus der so erhaltenen (rleichung x ent-

wickeln, Fiir den so gewonnenen Werth von x wird v ein Maximum,

e o e e i ) bl
wenn (%) negativ, ein Minimom, wenn ' (x) positiv 1st
Beispiel 1: Nach § 11 ist die Scheitelgleichung des Kreises: y*=2rx—x" also 2ydy 2y
\l Y % 1 - .
2vdx, worals — ¥ X oernmlten wir. Setil  man K LU 0 r. n
1 a5
ter | I valten 1 ] 1, £ {x) 15t also negativ, y wird also fiir x roein

Maximum.

ihre Coo

gegeben, ge

ien mit den gegebenen |'l||:‘-;[|'i|I alse

Bel - Fs sind n

X i £ P
oliimme det rare aqer

't (Fig. 15) ein Minimum werde.

Punkte %y ¥y, e ¥Vi; v sy des gesuchten Punktes X5 ¥

v— ¥

[

X ) + (¥ ' Um nun die-
te P Pym—-F Po- -~ [(x, ¥y) zum Minimum machen;

v und erhalten:

1y LA 3 (x M b -2 (x Xa) 1=« s s 2ix %l
dx : :
el den Wer
2(x 2k Wl L ix X i
wiorals sich ergieht:
Xy A *n
X -_— - - .

Nunmehr differentiiren wir nach v, setzen den Differ dquot

(=5

analog:

Aus Gileichung 1) erhilt man:

Die 2. Differentialquotienten sind also positiv, woraus folet, dass Fix, v) fir die olige

von x und ¥ ein Minimum, kein Maximum wird.




= 0BT

§ 88

Die unbestimmten Ausdriicke °/, und -Z.

o
1) Haben wir die Funktionen y = f{x) und z — ¢ (x) und wird fiir x = a Ho-
T . i Fx)og :
wohl I(x) als anch ¢ (x) =0, so nimmt der Ausdruck = fiir x=a die unbe-
¢ ¥ 7 ’\r‘\)
stimmte Form "/ an. Es kommt dann daraul an. den doreh digsen Ansdruck dar-
- f(x) =
gestellten Werth von ——= zn ermitteln.
@ (X}

Stellen wir die Fanktionskarven fiir f(x) und ¢ (x) dar, so werden dieselben
in dem durch die Absecisse x a4 bestimmten Punkte A die Abseissenaxe schneiden.
Fig. 16, HKs ist nun weiter:

y={[(x —a) tanga | y  tanga

a8 —

7 (x —a) tang £ | % tang fr

Fiir % a werden die Sekanten AB und A 0 zu Tangenten in A, tang «

' 1 v I (= 3 : R ot o)
wird gleich (a), tang f oleich ¢'(a), also = -[‘—); wird fiir x a gleich }. :
7 o (x) i)
1
- By . 4 ‘ 7e : Pl
2) Nimmt t-_—— fiir x —a die Form =% an, so schreibe man dafiic = ) :
7
o (x)
f(x)
Man erhilt dann Rir x o wieder die Form *. Es ist also nach 1)
' (a)
' (a)
Sk X — ’ i . g 3 : ?
Beispiel 1) ——— =f{(x). Fiir x = a wird diese Funktion {(a) =0.
. 4 a : :
T g o
dx #x* Tor fi Jatal -
T - OAer I X A gleieh — i
d({x*—a%) 2x 2
dx
. e s x*-—Hhx 46 : . :
Beispiel 2): f(x) - . mmnmth e X 2 e Form %, an,
e R by S
d (x* —5Hx + 6)
. o =T ”'l_)-i“ = S (5] »
also £(2)="/. HEs ist nun - - 2t , oder fiir x =2
d (x 2x*—x 1 2) 5 X 4x—1
dx
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IV. Anwendung der Differentialrechnung auf
analytische Geometrie.

(Fortsetzung zu Abschuitt 1L)
A. Ellipse.

o HY,
Tangente. Normale, Subtangente. Subnormale.

1.: Durch Differentiation der :\j{”'l'llil’.l'llk:‘:;_f}l'il'hufl_!_"'

a vy bttt —=a bt
erhalten wir:
a¥2yvdy+ b*2xdx=0
iy h® x
WOTALS . e
II X H _\'
Dicsor Ausdruck bedeutet nach § 36 die trigonometrische Tangente des
Winkels e (Fig. 17), welchen die im Punkte P, o an die Kurve eezogene Tangente
b, Xy ¥ >
mit der Abscissenaxe cinschliesst, Hierans ergieht sich die Linge der Sub-
tangente AB:
b ol
Subt, Y CObang o Yy t '--_.—'--)
: : h=x )
! A=y
Subt, = _
h* x
ader anch nach der Mittelpunktseleichung:
y a'bh® — bh*x*
Sulit, -
h* x
; a® > 4 =
subt. — ——— (53)
X
:.)) |:]i-'|':1|.:|- |'t'_<_>_'il-111 sich nhl':'.' Waorteres cli.,- All‘-‘l"i‘:.‘\l' des Punktes A “-IU |T)
al—x° a’
< I el Al 5
4 % e

Diese Abscisse ist also nur von der Hauptaxe und von der Absecisse x des
Punktes P abhiingie, bleibt daher fiir alle iiber der Hauptaxe heschrichenen Ellipsen
g0 lange constant, als x ungedindert |ll\"i]ﬂ_. d. h. die '[\H!lf_{t']ﬂt‘ll an allen diesen
Bllipsen in den Punkten, welche derselben Abscisse x angehdren, schneiden sich in
pinem und demselben Punkte A der verlingerten Hauptaxe. Da auch der Kreis
ciner dieser Ellipsen, so ergiebt sich hieraus ein einfaches Verfahren, in cinem ge-
gebenen Funkte P oan die Ellipse cine Tangente zu ziehen: Man schlagt iiber die
grosse Axe elnen Kreis und verfihet nach Anleituug der Figue 17.

3) Ist PCLAP, Fig 17, so heisst PC die Normale fir den Punkt P.
B (0 die Subnormale. Man findet auf demselben Wege, auf welchem wir zur Sub-

tangente golangten :

subnorm. ]—I\ (54)
2’
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i

.

Quadratur der Ellipse.

el wir fiher die gorosse Axe etnen Kreis, bezeichnen die einer und der
selhen Abscisse x :|!|Q-'|!|".1|"l;_;'f_‘l: Ordinaten des Kreiges nnd der |,|||.~.. mit ¥ und Y;

so ist nach der Mittelpunk

'E’.'E':III._‘_'\' des Kreises und der [‘:|.i||~r.':
X JgPali
b
b == j:l.' - '
a
also , Y h:a,
fiir jeden beliebigen Werth von x, Denkt man sich non uwnendlich viele Ordinaten
in den unendlich kleinen Abstinden d x gezogen, so werden Kreis und Ellipse
unendlich kleine Rechtecke Y d x nund vdx zerlegt, und es gilt fiir jedes Paar der-

selben die Gleichung

Mithin verhilt sich, wie die Ellipsenfliiche zur Kireisfliche

it
e

B. Parabel.
8 41.
subtangente und Subnormale.
Die Subfangente des Punktes P, . findet sich aus der Gleichung der Pavabel
ant analogem \\-l-;_-'-.-_ wie bel der ]-'_:.Ii]\,.;-;

1) Subtang, —2x (50)
2) Subnorm. — p. B7)
Aus ['l|"ii'|'.lll'.§_{ I\ l'['_'_!ili‘]ﬂ sich emn lsichtes Verfahren, an die Parabel in

sinem gegebenen Punkte eine Tangente zu ziehen.
Aus Gl 2) folgt, dass die Subnormale fiir alle Punkte constant ist. T~

1ch p-
g 42,
Quadratur der Parabel.
Aendert sich in der Gleichung ¥* — 2 px die Abseisse x um /\ x und setzt man

X A X =x,, 80 #ndert sich die Ordinate y um /\ y und geht in y, (Fig. 18) iiber.

Das von den Ordinaten y und y, eingeschlossene Trapez ist mit um so grisserer

Anniitherung gleich dem Flachenabschnitte, weleher von denselben Ordinaten. dem
Abseissenabschnitte x und dem Parabelbogen eingeschlossen wird, je kleiner man
x nimmt, und wird diesemn  Flichenabschnitte gleich, wenn /\ x gleich 0 pe-
nommen wird, In demselben Moment wird y = y,. Bezeichnet f, diesen unendlich
Kleinen Flichenabschnitt, so ist also
1) f =yd=x l.:-_.!-!.rx.ulx_
Ebenso finden wir den unendlich Kleinen Flichenabschnitt £, in Fie. 18

2) 1 xdy.
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Durch: Differenfiation der Parabelgleichung finden wir:
2vdy 2pdx
||i b & ]
dy l P .dx
y lZ2px
wodurch Gl '2) iibergeht m:

. P

3) 1, Mol s

J2px

Setzen wir das uns noch unbekannte Verhiltniss £ : £

erhalten wir ans 1) und 3)

b i P X
-|§‘_‘]:\.\__.|.\ - d x
J2 px
d2npx P X
1
1l
)

£, £

R :
s 1st also:

b

Da man die mit I und 1I bezeichneten Flachenbschnitte in Fig. 18 als Sunme
einer unendlichen Zahl soleher kleinen Flichenabsehnitte mit der Basis
IT bezeichneten Abschnitts

e Samme

dx bezw. d ¥y

ansehen |\_:I|j|'_-: qi) j'f:]j_l'l, dass die Fliiche F., des mat

!!5i]f'1|' |i~'|' .E'\lﬁ:'lh' ]"I Iil‘* 'IIl['l ]

wzeichobten Absehnitts sein muss.

{'||-'.'
heider Flichen ist aber gleich x v, daher
o
I Sy (aB8)
1 g *1

des von den Coordinaten x und y abgegrenzten Parabel-

o

D). h. die Fliche

segments ist pleich dem Reehtecke :.\.\'.
(8]

C. Erfiimmungskreise.
8 43

Erliiunterungen.
A und B, Fig. 19, einer Kurve an diese Tan-

Zieht man in zwel Punkten
singeschlossene Winkel @ die Kriimmung ds

senten. |0 heisst der von diesen *S
Linge des Bogens A B, so heisst — die durch-
g

B. Bezeichnet s die

[\ 1y "|5[”|.U"'!|:‘ :'l

hnittliche Kriimmung der Lingeneinheit.

-

3 44
Kriimmungsradins.

1) Ist s der Bogen eines Kreises mit dem Radius v, Fig. 20, so isf — el

. g

Mass fiir den Winkel g, (vergl. §31. 1) —, oder da e = f, auch fiir den Winkel a.

Die durchschnittliche Kriimmung der Lingeneinheit ist also Die Reciproke
z

des Radius ist also ein Mass fiir dieselbe.




Da hiernach die Kriimmung nur vom Radius r abhiingt, so ist dieselbe beim
Kreise constant, Der Radius heisst in seiner Eigenschaft als Mass der Kriimmung
HHKriimmungsradins®,

2) Unter der Krimmung einer Kurve in einem bestimmten Punkte P ver-
steht man die Krimmung eines diesen Punkt enthaltenden uwnendlieh kleinen
i\rlll'l'e'lllnugwnh_ Sind a und b, Fig, 21, dic Endpunkte dieses Bogens. d s, (Bogen-
differential), dessen Liinge. » der Winkel, den die in a an die Kuarve gezogene
Tangente mit der Abscissenaxe einschliesst, so ist. wie sofort evhellt. die Kriimmung d

des Bogens ab gleich der Aenderung. welche v erleidet, wenn der Berithrungs-

punkt a der '|\::l|||_l'|-=|;'e nach b riickt, oder wenn x und y sich um dx und dy
andern, d. h, dr ist das Differential des Winkels r.  Dio durehsehnittliche K ritnmung
: sz o Sl : . = :
des Bogens ab ist gleich —. Bezeichnet r den Radius cines Kreises von gleicher
ds
a7 : 1 dr
Kriimmung, so ist also ——
r d s
d s £
r —_— {59)
i E
Dieser Radius heisst Krimmungsradius der Kwve im Punkte P. der damit
heschriebene Kreis heisst Kriimmungskreis. is st dies also derjenige Kreis,

welcher mit der Kurve im Punkte P auf cine sehr kleine Strecke ab zur Deckung
gebracht werden kann. Denkt man sigh in den einander unendlich nahe selegenen
Punkteri a und b zu den Tangenten Senkrechte ervichtet, so ist der Durchschnitt
derselben der Mittelpunkt des Kriimmungskreises. und seine Entfernung von a und b

der Kriimmungsradius.
Das Difterentinl des Bogens ds kann als Hypotenuse des rechtwinkligen

Dreiecks mit den Katheten d x und dy angesehen werden, also ist:

a8 dx? - d ‘.
dy\*
|1+ () Jos
= ]_
1) ds=)/[1+ (53], ax
\Tx)
L 3 dv
Ferner ist: ‘_’] fang r
dx
Ty -
, js
oder nach (41) ) I—\I il =
Ex*
Bl
I{? i'||:~."rI \ |l\
o x=
182 |
uli"l' I|:| I_'Ilnl.l' .' - I_ k - ].__ [___
1T 08" 7 811~ 7 - tang?
ooaty 1
| d” y
daher nach 2) . Il__\;-'
7 el
{d ¥
[ \a</
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31

it man:

Setzt man 1) and 2) in (59) ein, 20 er

(60)

Beispi Eine Kurve durch ihre Gleic

gt 1) .
cepehen, den Kriimmungsradins derselben in dem Pankte P . 2 finden

dy

dx

5 mx-

= im s

{od m x=y (1S mixt) 2

Hi"' r - - -
thm X 0mx
Fiir x Il erhalten wir hieraus r T

4) Der Kriitmmungsradius der Parabel fiir den g

sebenen Punke P, y lsisst sich zwar leicht mach der-
selben Formel finden, da aber ein anderer Weg, auf welchem man zum Kriimmungsradius gelangen kann,

sich fiir die Parabel besonders el

fach gestalter; so soll derselbe hier noch erliutert werden.

Die Coor iten eines beliebigen Punktes der Normale Rir den Punkt P, seien Yy, X,, Fig 22,

the Cx

18t; wenn y rdinaten des Punktes I, selbst hereichnen:

Xi=x+p— Y tangr

S p ] e . o e
ader da [|mungr - {wWorm P I.II" SubDnormale, vergi. 1))

Iy X 0 T it 3

Ps der Parabel

Durchschnittspunke M beider Normalen muss sich s beiden Gleichungen fiir

in beiden (i

X und ¥
Dy

chungen X, Wiy ¥y Y. zu setzen, woliir
s M beze

iten derselbe Werth ergeben, es ist g

Coordinaten des Punk

wir einf d Y schreiben wol

De

ischnittspunke M:

nach erhalten wir aus beiden (

. " o 1
der wenn ¢ den von der Sehoe 12 P siehlossenen Y

Fur X ergiebr sich du b Werthes m cimne der obigen |
o N n Xiy == ¥ €Ot
Riicke nun P, unen n 50 wird ¥, = ¥, sehne Py Py B Lt
& wird T, tang e wird — tienten der Parabelgleichung), (Gl 1y gehe daher itber in
5
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