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zeit zumickgelegtec Weg 15t also der Boeren A’ B at'. Wir erhalten daher
aus Formel 1V :
, 21 d
el =S - —
cos o sin 15 t
Dieser Winkel ist von der ':;H';:l:liiiii_u:il-]lu-! |Ir|-|i...'.'l\.'l'|:||2;_f_‘ oanz. oder. was daszselbe

. : A A :
ist. vom Mittel ==y Hilfte in Abzug zu bringen. Die Correktion lantet also

: L
i1 ir d
1 a

sin 15 t'
e Aenderune der Deklination pr. Zeitminute hetrigt in Sekunden:
am 1. Januar - (),.20 am 1. Juh 0.15
1. Februar 4-0.72 1. Aug, .62
1. Méar + 0.95 l. Sept. 0,98
20. Miirz - 0.99 20, Sept. 0,98
1. Apuril 0.95 1. Okt. 0.97
1. Mai - 0,72 1. Nov. 0,80
1. Juni - 0.34 1. Dee. 0,40
Der nach Anleitung dis 1
deren Neionng gecen die Mittagslinie zu
Siidrichtunge de
d. h. der von der Norvdvichtung der Mittaoslinie rechts hernm bis zur Strecke A B
sahlende Winkel leicht eefunden werden.

o i

+ Mittagslinie. Hierans kann die Neigung im Sinne der Geodiiten

[I. Methode der Kkleinsten Quadrate.
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Prineip.

Bei wiederholtor Messung emer und derselben Grisse werden wir infolee der
unvermeidbichen, in der Unvollkommenheit unserer Simne und unserer Instrumente
hegriindeten kleinen Messungsfehler, lauter um cin Gervinges von  einander ab
weichende Resultate erzielen. und es entsteht nns nun die Aufeabe. aus allen diesen

| e orosste Wahe-

geheinlichkeit fiir sich hat, dass er dem walren Werthe der semessenen Grisze a

YB

.y
ZU o nnoaen. wae 1er

._-i|:--|[.-|;--|. [:---ul.(.,l.'lll'il .-|| '|:i,t_=--': Weirtl

nichaten komme.

Wir sind '_'"'\.‘."l: nt, uand o8 mtspricht |I| A1 _||| praktischen (e-

fihle, das anthm stische Mittel auns allen  divekten ]:-'H':-:"I.""IIII;,;'-.'I. als emen, dem

wahren Werthe der eemessenen Grosse sehre nahe kommenden Werth anzusehen.

[as arith . Mittel hat nun folgende sehr merkwiirdige Eigenschatt:
wir die doarch _‘\-[l'-n-l_ll':'r' UeWOolnenen Crptissen oot i| ...;”. len

“.:-.1II:"-L'|I-'5I|lil'-:|=i1":| “--'I".}'I I||'!' UETNCSSSen l:I'|”-~~-¢-‘ ‘|Ii‘- > 4 ||| \\--'1':'»--Cr~l'1'l.ll_€_-L'I'I:. \‘.'l'.'-":ll'

=

wir den einzelnen Beobachtungen 1 beizulegen haben, um zaom Werthe x zn ge-

langen, mit v, v, . . v, 5o dass also
x — | v
X I v




und setzen wir das arithmetische Mittel M, so wird die Summe

n Minimum, also

der Quadrate der Verbesserungen fiir x = M @i
v,) vt v L 4 v = minimum.
oder nach fiblicher Schreitbweise:
[v¥] = minim.
Differentiiren wir nimlich die Gleichung
[vy (x—1)V+GE—L)rL+... . (x—1)

g0 erhalten wir:

d [vv]

dnx—=2(l
Netzen wir gemiss Theil 1. § 85 o 0, also
O=2nx—2(0, +1L+ ... :
so  erhalten wir denjer Werth fiir x. welcher Funktion [vv (% L)

(X LYy =4 .. . (x— L) zum Mimmmum macht, nimlicl

L+t o 1

x T —M. (61
1

Da wir nun gewohnt sind. das arithmetische Mittel als wahrscheinlichste:

rll.xll'--'ll- . SO ist !'!i"l'.'1='.~ <;|"!' Satz

in alleemein '!"! -

Jenigen Werth als den wahrse

heinlhicl

1 ANZNSE die Summe der

Quadrate der Verbesserungen zom Minimum macl

e Verbesserungen sind

nach Ohigen
v, N — ] | £2
v. =M —1, f (62)
e,
welehe Gleichungen Fehlergleichungen heissen.  Thre Summe giebt:

|¥ n M !||

S [1]
oder nach (61): 8 ),
r nach ( [F=mn = ] =\

D. h. die Summe der Verbesserangen der einzelnen Beobachtungen ist — 0.

In dieser Gleichung ist eine Probe fiir die Bildung des arithmefischen Mittels
.13'-.-_|_||'|'|a|-.;|,

SYEAT

. . . %

Die mittleren Fehler.”)

Denkt man sich statt der n wi h aosgefithrten Beobachtungen n andere,

welehe simmtlich unter sich gleich sind und einen solechen Werth haben, dass die

Summe der Quadrate

1rer 1 '_".lt'_“:.'!'-i'_"fi Fehler a der LJ‘ll"t'.-‘.!'.".|"\|iili':|" dér Fehler v der

wirklichen Beobachtungen gleich ist. so ist

(G4)

-




ot
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.
ler Beoba

[Diese Grosse heisst die mittlere Abweichun itaneen vom  ar

metisechen Mittel.  Sie i1st der leli:|:'||';|‘.\.k|||';z_--: der Znhl n der ::-:.‘I-::i':'.lllll_;-'ln inda

proportional,

Da das arithmetische Mittel noch m
1 e Abwel

}||i'.-',:|':‘l- ]-'--|||,-| Li.-;' E:,-ulu;u'!-;lLII:;_J'-L‘.I, |?;.-'—-'|' i~:| \il‘;?II-'l'I'

den wahren Werth der gesuchicn
Gris icl

sg¢ reprisentart, o 1st die mitile

ing vom Mittel anch noch nicht der

inet,  wel + den P‘

wenn man mt w, W, ... w. die Verbesserungen ez |
obachtungen 1, L, . . . 1 zugelegt werden miissten, um den wahren Werth X der

lten.  In dieser Gleichang Dleibt uns freilich [w w] un-

104 AL
cpsuehten Grosse #n o oer

bekannt, W

wir & nichi en, doch kinnen wir wenigsteng einen Niherungs-
werth fitr [w w| ermitteln,

ity e gl
Es ist zuniichst:

also X =

oder nach (61 X M

oder wenn wir X M i SebZEen. W o den Fehler es .'L!'-fll.lfl".lz"-l'I!Jl';l \[Ill"

bezeichnet:
W, == Wa == L W
1l
[w o (W, Wy Wy Wymb o0 o =Wy (W)
e o3

Da nun die gleichen. aber dem Vorzeichen nach enteegengesetzten Fehler w
geg

iche Wahrscheinlichkeit fiir sich haben, so sind die Produkte in der Klammer
des zweiten Gliedes rechts mit derselben Wahrscheinlichkeit als positiv, wie als
negativ anzusehen, ihre wahrscheinlichste Summe st also ) zu setzen, woraus
wir erhalten:

pe —, (66G)

Da nm X 1 1

W ==V

W, -+ v. nnd w, TR LY Sy T S

summe [wow| nops 4+ 2 p s

e ——




oder da |\I L
[w w v v | - 1 (67)

oder da nach (BG) n= e

worans '.".:._'1 H

(G4 )
d: h-owir der “l"llr:ll'él'Ii|:_'_"":|. indem wir di |.4Il;t:!‘.'!:'.-
ST 'l al iy

Anzahl der iibersehiissizen Beobachtungen
dividiren u i, (denn da zu einer cinmaligen Bestimmung
der (Grisse x eine

S0 =Sl AR ||-'! | '.=|:"!::||-i|':||-i- J'n--
obachtungen n |

Den Fehler en Mittels finden wir aus (66) und (G8

v v]

(70
ader nach (64) it (70a)
GOLEF () :!; |'| -'E!.Z‘:"':-_"l |,“.” -;|-'|:'Il|!;' |';||":|

arithmefischen  Mithel

‘ehler  des anth-

metischen Mittels ist also der Quadratwurzel aus der Zahl der Beobachtungen um-
rekehrt proportional,

Mittlerer Fehler zusammengesetzter Griéssen.

Besteht ein Ganzes aus n Theilen., der

n mittlere Fehle m,, 1,

selpn, <0 ist der mittlere ]':""

I my - (emy) 4+ (Emy) .. s+ (Em) -
W II'iil die \\ll,l‘l'..-ill' m theils ||||~";Ii'|'. heils !.r'_":l‘l-:'\ sind, and wenn wir

heinlichen Vorzeie

diese (sleichun:

ren. it “:']l"';--'il'h'. aul

Bemerkung vor Gl (66):
1) m* m,*+m, 4+ . ..+nmn

(34

m m |y (71)

d. h. der miftlere Fehler der ganzen Grosse ist der Quadratwurzel aus der Anzahl

der Theile proportional,
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Beispiclsweise ist der mittlere Fehler einer gemesscnen

der Quadratwurzel der in derselben enthaltenen Kettenlingen, d. h. proportiona

mrzel threr Linge. Ist also m der mittlere Fehler der Léngeneinhei
ist der mittlere Fehler

m m |s.
Buthilt aber die Lingenmessung ausser den zufilligen Fehlern noch einen
constanten Fehler, so ist dieser der Linge s proporfional. Ist m' der constante

der der canzen Ling m’ s,

Fehler der Léingeneinhet,

[st m der mittlere der einzelnen Wi

e T . PPnl 1 15t 1
];‘ GLnes IIH'-\\_‘\:II.". 20 IS Tih |.I

der Winkelsumme gegen die theoretische Winkelsnimmme 2 n R

Fehlbetrag
oder zeigt nmgekehrt die Summe der gemessenen Winkel ecines Polygons gegen

- = iirbriy s T
das Soll den Widerspruch w, so ist der mittlere Fehler der Beobachtungen.

Gewichte der Beobachtungen. Alleemeines arvithmetisches Mittel.
Te

Ly |

naner eine Beobachtung ist, wird ihr mittlerer Fehler

i

Genauigkeit ist ren Fehler umgekehrt proportional. Demnach

sich z. B. die Genanicket des arithmeti Mittels aus n Beobachtungen

sehrt wie der mittlere Fehler des avithmetischen Mittels, also nach (70a) direkt

wie die Quadratwurzel aus der Anzahl n. Ist demnach einer Be-

ohacht

der mittlere Fehler m beizalegen, so werden 4. 9, 16 Beobachtungen

1 Loy
5 101, o 1L, g 1

erforderlich sein, wenn man den mittleren Fehler des Mittels anf '/,
herabdricken will,  Weiss man beispielsweise ans Erfaliung, dass man von einem
| pinen mittleren i"
Instrumente einen Winkel

1577, 10" ete. genan erhalten will.  Oder hat man zwel Instrumente, von denen

Theodolit

er von 30 zu erwarten hat, so wird man mit diesem

1 . 11
| mal. Ymal etc. messen miissen. wenn man I.|-'I'*-‘._’I'--'|

eies e nomal 50 genaue ]:I'hil:ll'l!'l_!l_j_" oestatter, als tlas ;:_':li-'l':'_ sn wird man n it

letzterem n® Beobachtungen ausfithren miissen, um dieselbe Genanigkeit zu erreichen,
& 5 . . Ll - : : SR
'\,\.-!L-i;.- adas bhessere ||_--‘:':||||--'|‘. miL emenr INZIrell hr'lr]l.'i-.'!_l‘-ll:',j erzLelt. H:ll.-' el

init beiden Instrumenten nur eine Beobachtung ausecfithet, so wiirde man der mit

dem besseren Instrumente ausgefiibrten Beobae cin n® faches Gewicht, gegen-

iiber der mit dem anderen Instrumente ausgefithrten Beobachtung bemznmessen haben,

E'i-' ||-' 1 I..fu 121 H"--|l!||'1ll'll'|u'|'i| Exli -_-.-:|.|. 11 ‘-'-"\'\'i-'i LB '\.-"'.in T III :|I-=-- Wi
die Qua il nokeiten, oder umgekehrt wie die Quadvate der mittleven
!||- I, f';--x: E:'j:l (5 | il' |i| Lo '.k'i- e _’_"."-"--'I senbac 1L e L, '|-'!'- B '!'--.- 1I'.!-'|':-'I'- 1
Fehler I nnd m, beizumessen sind, it und oy S0 st also

=]
[k
—

Hitben wir zwel B-'-If'.-.'h'i'.lUI.‘_‘_'\":! mit den Gewichten 1" il e und sollten
wir den wahrseheinlichsten Werth der beobachteten Grisse crmitteln, <o werden wir
statt ll',l'i' |'!-|'-e']| ]3-'4|i::|t'||'|ur|;1' |r|‘:l ltl':ll {it'\\il_'h'.'-' A setZen kimimen ]|| H--nj'i,'.:n':"]:|!|-_r'.--|

|||i' ||-'|<| (rewichte 1. Statt  der H:"J'l;u'.!llllllf_"' mit dem GHewichte s kiinnen “‘-I'

sefzen p, Beohachtungen mit dem Gewichte 1. Wir erhalten somit p, + p. Be-
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obachtungen von gleichem Gewichte. und werden nun das arvithmetische Mittel aus

denselben als wahrseheinlichsten Werth anzuselen haben, Seien die B---;i::l;'}‘.ﬂi:;'_l‘u
mit den (Gewichten PrPa - = P |adida. . .. so erhalten wir als
lichsten Wertl

1
wahrschel

Wir finden also das arithmetische Mittel ans mehreren Beobachtungen vin

versehiedenem Gewichte, — allzemeines avithmetisches Mittel —. wenn wir jede
Beobachtung mit ihrem Gewichte multipliciven und die Summe dieser Produkte
durch die suwmme  der Gewichte  diy wliren., _\'I:llll_u' der (il |'|.";‘|'I erhalten wir sls
Rechenprobe:

[Py 0 (7 3ax)

§ 8.

Die drei Hauptaufgaben der Ausgleichungsrechnung.
1) Ausgleichung divekter Beobachtungen. Eine Grisse ist direlt wicder
||l||l Femessen.

2) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. FEs sind die wahrsehein-
lichsten Werthe mehrerer von ecinander nnabhiingiesr Grissen zu ermitteln. welche
nieht direkt gemessen worden sind. an deren Stelle aber mehrere andere Grissen
beobachtet sind, aus denen die ;_{"hl:l'ill"e'n Grossen sich ableiten laszen, welehe also
I‘1]III|{IE|II'|r.'II =|.|'[' i-_‘||--'|~;;||:|._'||-'.| ~ci|:||_

3) Ausgleichung bedingter Beobachtungen. Die unmittelbar beobachteten
Grissen miissen gewissen Bedingungen geniigen, z. B. die Summe der drei Winkel
cines ebenen Dreeiecks muss 180" hetragen.

Die Ausgleichung divekter Beobachtungen ist im § 5 behandelt. 'Wir haben
geschen, dass das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen den wahrsehein-

lichsten Werth der ,'_"l'-*]l\'|i1".'| Gritsse liefert, was uns z11 den i‘.r-||]|'|'.-_|:].-i._-||u|l'-_!.-:|

v, =M —1,
v, =M — 1],
ete,
il : : Tvv]
fithrte.  Der mittlere Fehler der einzelnen Beobachtungen wurde m - | we-
n—

*..‘.Illlir'll. _'Allj.'l:.il_‘_f \\'El'll I|.--|' t:li!l||_'l'-- i"r-|:||'!'. Wernn L|-']: Bu-l|5J.~||'|!1=|!|L-'|-.‘| \.-g'a|":|'[--||--|;--

Gewichte belznmessen sind

erhalten. — Vergl, § 7.

Um den mittleren Fehler eines

bildet das arithmetische Mittel, sodann

struments nach der Formel m




Auseleichung vermittelnder Beobachtungen.
a. Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.

1) Nehmen wir an, es seien die Coordinaten x und y eines Punlktes

26 zu. ermitteln.  Die Punkte P,, P.. P, . . . seien durch ihre Coordinaten

en wir die Coordinaten des Punktes P darch vermittelnde Be-

loner Art bestimmen, z. B. indem wir' d

f\;-;'i_u-.. Ig":l {1 L0 SR ¢ SRR

obacnTunger

-i- I 5!I';|hi-'-‘| !'. |'. i'.. |' *

rppren die Abseissenaxe (Meridian) beobach

ndem wir die Strecken By By Sy messen und  dergl.  maehr. Nehmen wir an,
wir hiitten die Strecken s pemessen, so wiieden zwel Strecken zur Bestunmung des
tes P ogeniigen,  Alle iibrigen gemessenen  Strecken ' schiissige  Be-

htungen. Durch die Messung blos zweler Strecken wi

des Punktes mibelich sein. [He ber der
treten. . Wir erkennen dieselben
noeh eine oder mehrere Strecken zu Gebote stehen.  Gesetzt, wir hiitten aus den

Strecken g un 1, die 1'LJ||"-!i|5:|I--.| dis |1||||-I-~-- ]‘ "-.-I'-'l';|:|-'l, 80 kiinner Wir s

Bestimn

Fehler konuen meht zn

den so Cewonnenan Coordinaten, die wir it ounda y) bezeichnen wollen, und ans

den bekannten Coordinaten der Puankte P I’_ die Strecker 8., 8§, Se= TrE

Hiilfe des pythag an Liehrentzes aten,  Iie Ihfferenzen der so erhaltenen

Streckenldingen - die dureh divekte Messung gefundencn Lingen s o

Autschluss berangenen  Febler, Hs wird nun  darauf ankommen, den

Punkt P durch :\-'||-|'-I'il"§1' serner vorkiat (il Uoordinaten 1) und Y S0 21y aerachiebon.
dass, wenn die ans  den so  erhaltenen  endgilltigen Coordinaten abgeleiteten

Strecken & mit den beobachteten Strecken \--'.'_:_"iil'il.u werden., die Summe dep

t\hi:_‘ih':l'l' der sich I"'_'_"'I'E-'I':Ili"ll Unterschiede, (d. h. der an den

dureh diese  Acnderane  der Coordinaten 'II'-.‘_|_|'|I".'i!'.!i:'I|

Minimum werde,

2y Wir bezeichnen nun  alleemein  die  ausgefithrten  Beobachtungen  mii
L, I, L . . .1, wiithlen aus denselben so viele Beobachtungen aus, als zu ciner emn-
MLEY TSI I'| '-I'|'~-I'I|l-"ii:'-'| Ripd, WL b=

nunnehr

£

=
=

hteten Lrosse

e .ii.- -i||!-.-|. .|:--.- |:-|'||:i:; 1Zen Orreésponaicert |||

it :" r ,’.. f 3 _‘L‘_\l‘I:I!II' ""t_“_‘|||'=| l|i-'
1 1
I I

der allgemein: A—1=1 75)
Aendern wir nun die zur Berechuung der Grissen 4 benutzien Coordinaten )

.:'ll I um lii-' kleinen }Juw'_'ii?_"'l' ] ¥ and dx. 80 werden  sich Lrrdisaen s

wly (=1 (1)), um kleine

welche Fun

der Differentialrechnung

nd wir sind




R

mlich ie

durch die Aenderangen &y und 6 x anszudriicken.  Bezeichnen wir 1

partiellen Differentialquotienten der Funktion 4 f(p. 1) nach f und ¥ mit a and b,
a0 1st nach (29) b adx 4+ bdy. (T6)

Hierin -.--|'«‘.|-:-1|-:| wir unter 9 x und -\-l‘.' die ung noch :||.||.-!.__-,=|-|:.-;, Vo=
wesserungen, weleche wir den genitherten Werthen v und 1y beizuleeen haben, um

die wahrscheinlichsten Werthe x und ¥ der gesuchten Grissen zu erhalten, Die

Grissen A werden  durch dies \-I'I'lII_‘:~'-:'I"!II|L1--|| ('|i.4-|-:-,-i-_,-|. it L-Ld A Vet -.‘il_'|||'||
wir  dieso -ﬂlll;’f”li_{i‘.'h Werthe: 2494 mit den dareh Beobachtune ermittelton

Werthen L. so werden die bei der Beobachtune

oder richtiger die Verbesserungen, welche wir den einzelnen Beobachtuneen 1 hei-

hegangenen Fehler v erscheinen.

zuleoen haben, wenn die mit Hiilfe dieser verbesserten I-}.-..‘!.,—l-;-}-.||||_:|rf1-|. hereclineten

hchsten Werth orhalten sollen. Man findet:

Grissen x und v 1hren wahrschen

\ A A [
oder nach (76) N gox4-hd y 41
oder einzeln: v a,ox 4+ h by T
¥ a4, 0x +hdy 41

(77)

Vo=a 0x 4 b dy I

Es kommt nun darauf an, in diesen Fehlergleichungen die noeh unbe-

kannten [lllll!'||i|lu'l|l"|l\.I'['lll"w“‘l".l“l_‘_‘l'lu 0 ¥ il d % s0 zu bestimmen. dass
v, v, s | '.'II" [ v T T 78)

Wir werden zu dem Ende die i\lfl'il'i|'.,"'-|_g'-'!| {77) -lI!:1‘1:'!-I'|'E| unil --]'!r_.':;_II-.ll

n Gleichuneen von der allgemeinen Form:
vi=a’dx®* 4 Z2abdxdy+2afdx+bidy* L2h{dy
umid durel Summirang dieser n Gleichungen ;
[vv]=[aa]ldx* 4 2[abléxdy+2[af]dx - [bb]dy* 4 2[bf]dy 4 [£L].

Soll nun [v v] ein Minimum werden. so haben wir diese Gleichunge partiell

e = : 2 4 . ; d[v v]
nach ox und o ¥ oz differentiiven und  die partielien ]’lliu':"-||f|:||||||u‘.;'-Iulul'. e
|! fr".'.\'}
d vy | . 3 sy "
mnd = 0 zn setzen und ans den so erhaltenen Gleichungen & x und 8 v zu

d {-\ v )
entwickeln. Die Iifferentiation nach dx or
d[v v]

d (dx)

und die Differentiation nach o ¥

valdx F2lablox 4 2[at

d v v]
d (8v)
Setzen wir diese Differentia quotienten ). so ergcben sich die Normal-
rleichunzen:
Iil:llr)x {2 [;[ ]j|-‘:_\\ [;5_ [l [ | "
[ab]ox +-[bDb]dy +[bf]=0 | (19)
3) Die Auflosung der Normalgleichungen nach den Unbekannten 8 y und 4 x

eriolgt 1n  der preassischen Vermessa EFRANWeLlsune nach Schablor
IMeselben erhalten zuniichst durch o kiirzerer Zeichen d 1
[ O 0% b, &%

[T 0=b,dx+b,dy+1




i ——
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Aus I erhalten wir durch Multiplication mit
A

III 0=hydx

und wenn wir I1L von Il abzchen
f by, I
() dvib - ol { s
| — Dy : 1
\ iy tly
etz man den J\.-;I-'|||‘|"|'i|':|'-".c|'|i"l1 b the Summe e owelten and driten
Gliedes fos 80 erhiilt man
Y 0 b, &%
£,
Ay —- {=0)
- b, :
Durch Hinsetzung des Werthes fiiv oy in I wird crhalten:
1-| by :
0 x —d'y {(31)
i iy
]: g'.*,l.r-..i..- I [1I'l>|'-' Fiir ||i|- -'.'il'il:'i;,:'l' Alir||"|-:I!:'_" der lr!--il'!'.lii-_g_f.-|
kann mai ch wie folgt verschaffen Multiplicirt man (81) mit f;. addirt heider-
wits £, 4 v. so erhiilt man:
f; MFsd
!}u‘a_\ Yoo b i =0y £oa
1 T

'1 .-LI:\' --'Ilf\l YV
il Lily
|] f Il: VT
TR i L 1
Iy iy ][_1
f f.

L dx-L G i | T

1 - 1 i
iy Al

Man erhiillt also eine Probe, wenn man

fidx 6,4y und |
1 (82)

- 1 ; s =
3 LEn i, |

iy [1
HERNE i-'\:ﬁl'!' ||il'.-|'|' |||'i_t|4'|- {ll._'l'-li'I‘.'|||':.'_3:£"|| Ihl'l'c'l'||1'||'-' I,Ji||1 t!

Eine Probe fiir die richtige Bildung der Werthe ay,

man wie 1'11I_L=". .

ih':_llll'h Hualll'l”'.l' % :'|'_u‘i|'iu||l_

by, £, b, und £, erhilt
Man herechnet die Verbesserungen v nach den Gleichungen (77),

n v und die Fehler f. dann hst die Somme der

muss zunicl

guadrirt die ein
Fehlerguadrate [{ sser sein, als die zom Minimum gewordene Summe [v v],
Eine schirfere aeht aber noch aus Folgendem hervor: Es ist:
[v (adx+hay )
a0 2labldxady hbh|dyody Qlallox
L2ibt|oy (it
| ((an|o ] &y Lf])dx ([ah]ax bbldy-t[hi])dy
T4 % I f]a
die bewd Klammeransdriic sind el (78) U, also 1
V Fldx ) f
.'J- A x L, 0
Tl 14 :-ig)
I > 83)




4) Auflosung der Normalgleichungen mit vier Unbekanuten: Hiitt

dchuneen mat vier Unbelear

§ 26), von der Form:

0 ::::lirﬁ‘.\'_ i ii'i:i’\',\'. [aclox, - |ad o vy, Al
O=[ablox, +[bb]dy, 4-[be]dx LIbd]dy, 4+ [hi]
0 velox, +[beldy, [celaxy, +|ed]dy + [ef]
0 ad]dx, 4 [bd]dy, 4+ [cd]dx, - [dd]dy, I [df]

S0 ‘-I'I'I?".';."'I Wir ||i-'~'-'l-|n-5| :—‘.-II':'il"';\'- unter einfacherer H--?,- ;l':il;lili:-_" ||- I
I O iy (] N..: |-I ) Yo = O 0 X, = |]| 0 y I.:

|I 0 ||._r']\;_ L Ty |¥l\'. e, 0% -] J\nl.\.l = 1,

||| L "!’l:‘x_ = G0 Wi = :'..'\. > Sl B e I ¥
IV 0 yox, +d, oy, +d, dx, d, d v, i
ey ; o ; iy ¢ 1 A
Multipliciven wir I der Reihe nach mit =2 - and e dsal 56 ddialt
HE
& Gleichwr ler R 1ach 01 len Gleiehune 11 111 I\ s0 erhalten
\ ) ne ' ungen m I 8 Unbekannter
W1 \ ] \ (14 -
Iy 0 oy I Lh | dx [d S (1. b, )
o i | ! ity J
der unfer idacherer B ziriehi g o K AN e PO TrOssen
Vo b, & c, 0% D, 0y f
) - 5 ) | ' . . (, .
) 0 | I.|.u‘|‘\_: [ ¢ dx [d § [ |
Iq : / By
H L1 18 lii I I L T dem frither G i
. ! AU
VI ¢, 6 y e |dx [ d Le, ) 6w \
f \ : i
b, .\ TR 1 : .
0= fd d; |y, + |d, d, )ox, + (¢ (t, 1, |
A \ ! a / x 1 |
'l st |\f::||.:| BIOTSSy D Q O
! |
\ || () r- 3y { :\ [ I| :,\.1_:I || d |
I a,
Multiplizire: ste der en (3l megen, (V). der Reih h

= 0y

it und = und zichen die Resultate von den heide i leren Gleichuneen
b, by
und VII ab, =o Lowir zwel nene Gleichuneen il mr. noch d

bekannten dx, und o ¥y, enthalten:

1 ¥ \ f d e f i

1) 0 ( i ( %, 1 =T . irH Y I 1 I |
1 1y ! }] \ y i h |t 1 Fre
) b i I

der wenmn w mfache Zeicher i die Klammergrissen einfithren

VIEE O—=1r 8- h g i

. D ! D i

2y 0 [ d ( ¢ :,1\ '-jl d 20, | 8w [ = L4 LN

L‘-_. | oz \ i & Ju=r | & B %)
warin d rate Klammerers gleich dem fritheren b, ist 50
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T L] . . e e - . 5 . :
Multipliciren wir weiter VIII mif und ziehen das Resultaf von IX ab.

g0 ergiebt sich:

[ e b b- 1 R ':‘. i- 1. !
0=(d,— L d, - -g-'b;; -9, |8y, +1f,—-Ld == D, |
kit LER, by %) \ By by Ry
oder unter Einfihrung einfacherer Zeichen fir die Klammergrissen:
X 0=n,d¥ +f.
Nunmehr ergeben sich die Unbekannten wie folgt:
3 v, - I (aus X)
“ I]: 5 e
f b, :
gy = = — 0 ¥ (aus VILI)
S ~ (84)
3 . ; ! :
0 — LB Dy d ¥ = B xy, (ans V)
Wi hu, {12 o b Uz
i d C h. ;
0x - Lt d v, i %, ——4y, (aus I).
a, Bierr e a, it i b

Um das Gesetz des Coofficientenbaues deutlicher vor Augen zu fithren,
stellen wir die Coofficienten hier nochmals zusammen, und glauben, dass es danach
leicht sein wird, auch hei noch mehreren Unbekannten die weiteren Coofficienten
ohne Weiteres anzusetzen:

b,
|.I'.‘__-}II = I‘:__.
c
e e s lll = v
E'I
) d,
d,——Lh, —bh,
a,
:
i Sy T
D
¢ Co
C, — By — =— s — C, (=13}
a4 : L]._. i
d Dy
d =0, — = D
b, !
[ LR
: : 2 1
d b D,
i D, Datie
d,——*d =D, — b, =D,
a, 1]-3 Cy
1 fa . :
sl ol
L b, Oy

Eine Probe fiir die richtige Auflosung der Gleichungen giebt die den

Gleichungen (82) analoge Gleichung:

| P o
Ca h; 26)
o Lfdx, +f,dv I
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5) Mittlerer Fehler. Derselbe ist analog (69) zu bilden, Ist q die Anzahl
der Beobachtungen, welche zu einer einmaligen Bestimmung der gesuchten Grissen

st. s0 sind n q Hl_‘l)hili']l[.llIjg{l‘n iflii_‘l‘?’i(‘|lﬁh_'-jigl.‘. Der mittlere Fehler

erforderlich

wird also sein:

m: ‘ v ‘-I—, (37
I —

b. Beobachtungen von ungleicher -enanigkeit.
Sind den rinzelnen Beobachtungen verschiedene Gewichte beizulegen, so sind

E:.- Q]].‘Lﬂl‘éll-' und _[’['-ni‘.t]\‘il' |]r]' l'<;|'>|'ri|'ii_-1!l|'[| der ,‘\.—4;1'““!;g]ggi[-]]u“gpn H!:.l den

zukommenden Gewichten p zu multipliciren. Die Normalgleichungen fiir 2 Unhbe-
kannte werden also z. B. lauten:
0=[pnalox+[pabldy+[paf] |
0=[pabléx+[pbb]sy+[phi] | i
Der mittlere Fehler der Gewichtseinhei ergiebt sich ans der Gleichune

m (88D
n ]
Die mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen sind dann nach (72):
m m P
m, ngs= atie. (38¢)

P, lf_‘~
§ 10.
Ausgleichung bedingter Beobachtungen.

f. Beobachtungen von

icher Genauigkeit,
1) Die Beobachtungen hahen gewissen Bedingungen zu gendigen, # B. im
Dreiecksnetz Fig, 27 foleenden:

1) o

> T Vi 180"

2) a, + Bz 4y, = 180"
3) ap +F. L 180°

4) vy -+ 95+ 70 =3860°
Zu diesen ohne Weiteres verst

lichen Bedingungen kommt noch eine
5. Bedingung. Bezeichnen wir nimlich die drei innerhalb des

I'l"'jl'd'i-&h 1f ._:'I':]:jl‘;

Dreiecksseiten mit a, b, e, so ist nach dem Sinussatze:

H Iy
5= ¢
(& A

woraus folgt:

sin a; sina, sin o

. A 3 z
8l 2, 811 B, 81N S

oder
5) log sin a, -+ log sin a, +log sin a, - log sin 8, — log sin f, = 0. (844

rfiille, und Eman,  von

, 1L, s wii

Rechnung zu Grunde &

I‘!.'L".\ilili Yorausgeserzier

Dreiecksseite

nach und ng 5 dem Dret

rechnete Lin ht mit der de

wenn auch die




ey T

ki SR o

Infolge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler werden diese Bedingungen
nicht ohne Weiteres genau erfillt sein, sondern es werden sich kleine Widerspriiche

w,, Wy, W,, W, W, ergeben, und es entsteht die Aufgabe, die Winkel durch bei-

gelegte Verbesserungen v,, v, . . . v, so zu #indern, dass die Widerspriiche beseitigt
werden, withrend gleichzeitig die Summe der (uadrate dieser Verbesserungen eid
Minimum werden, d. h. den kleinsten Werth erhalten soll, welchen die 5 Be-

dingungen zulassen.

ol ST, A ZER ) = dlogsina d log sina
Setzen wir in Gl 5) die [Differentialquotienten ; =, =1 pte.
: d oy d o,
—a,, a, ete., so werden sich die Logarithmen der Sinus, — bei Aenderung der
Winkel um die kleinen Betrige v,, v, ete. nm die Betriige a, v,, a, v, efe, findern.
o farkies L el ELMRAE, y ] da df -
In den Gleichungen 1)—4) sind die Differentialquotienten — — ete. siimmtlich

da’ r|_|.}'l
1, demnach die Aenderungen der Winkel, wie sich ja auch von selbst versteht,
=1.v, 1.w ete. Durch die Aenderungen v sollen nun die ‘Widerspriiche auf-

gehoben werden, es entstehen also aus den Gleichungen 1)—5) die Fehlergleichungen:

I 1.v,+1l.v,4+1.vw+w, =0
L 1.v,+1.v,-} l vy w =10
I 1. v F1liv, Ll.v,4+w,=0
IV d.v,+1.v,+1. v w, 0
V g, v, +a,v,+av,—a,v,—a v, — 8 v+ w, =0
Hierzu kommt als 6. Bedingung
v -+ v, 4+ ... 4+ v =minim.
welche erfordert, dass
viipdvy +vedv, +...F+vdv,=0.

2) In grosserer Allgemeinheit werden diese Gleichungen lauten:

0=V, T8Vt ... T8, ¥ +W I
O=b v, thWat. ..+B, ¥~ W (90
b—=0i¥ BeVod s oie Va0 I
Bhe. atc.
worin die []ir‘fl-]'l'ni'l:quilll-U:-‘H'il'Il a; b, e 0 zu setzen sind, wenn das zogehdrige v

fehlt. (So fehlen beispielsweise in GL I v, v;. .. vy, in, Gl. IV v, Ve, ¥ Vi
Ve, Vg, i GL V v, v; v,.) — Ferner erfordert die Minimumsbedingung:
Fdvg 4. o0 v dy 0. (91

v, dv,

0 adv, +a,dv, +...4+8, 1

O0=b;dv;, +bydv,+...+4b,

Durch Differentiation der Gleichung (90) wird erhalten:

etie. ete.

Multipliciven wir diese Gleichungen, deren Anzahl gleich b sei (Anzahl der
Bedingungen), der Reihe nach mit b noch niher zu hestimmenden Coofficienten k,,
k.. ky; « « .k, und addiren sie, so erhalten wir:

O=(a, k +b k +c k+..)dv+ @k +bk +..0dv, ...,

welche Gleichung nach ihrem Bau mit (91) dibereinstimmt.

Digser Gleichung (91) wird also geniigh werden, wenn wir in derselben die
einzelnen v den correspondierenden Klammergriissen der letaten Gleichung gleich-

setzen, also:




= "9 i

¥V, = l‘-] %_ I"'I ]‘_ a5 €, ;‘ el |
w—ak+hktek -+ ..
w=a,k +bhktek ... I

et

(91a)

welche Gleichungen Correlatengleichungen heissen. Setzt man diese Werthe von v
in die Bedingungsgleichungen (90) ein, so ergeben sich b Normalgleichungen, aus
welchen die Correlaten k gefunden werden konnen:
[aa]lk, +[ab]lk, +[ae]k, + ...+ w, =0 l
[ab]k +[bb]k +[belk, +...4+w,—=0
[aclk, + [belk +[eelk +...+w,—0 |

2T,

Hat man hierans die Correlaten k nach § 9, (84) und (85), ermittelt, so
kéimnen die Verbesserongen v nach den Gleichungen (91a) berechnet werden.

3) Mittlerer Fehler: Vermittelst der b Bedingungsgleichungen lassen sich

gtets ) Beobachtungen | durch die n — b iibrigen ausdriicken. Hat man z. B, n 4,
h=2, so kann man die zwei Bedingungsgleichungen wie folgt schreiben:

wi— gy —wl =& 0 =a

wo—b.l.—b L =b 1 b1

Diese Gleichungen lassen sich nach 1, und 1, auflosen. Letztere Beobachtungen
sind also bekannt, sobald 1, und 1, gegeben sind. Die Beobachtungen 1, und 1,
sind somit vermittelnde Beobachtungen fiir 1, und 1. - Da letstere auch direkt he-

obachtet sind, so haben wir fiir 1| und l; vier Bestimmungen, wovon zwei als iiber

schiissige anzusehen sind. Allgemein ist die Anzahl der Bedingungsgleichungen gleich
der Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen und umgekehrt. Tst die Zahl der

Bedingungen gleich b, so wird also der mittlere Fehler der Beobachtungen sein:

(93)

der

wie folgt, wozu bemerkt wird,

die : unseren beso

leren Fall geltende

Form der Gleichungen darstellen:

Ay Vag=r-a; V

=58 I DU )

e T

arithmen log sin ey,

t um die Bet geandert werden,

e Aenderungen der Log: ne ler welche einer

igen finden wir aber in den Logarithmentafeln

1 Spalten direkt angeg und entnehmen




dieselben zugleich mit den

sin ey | 9,664 931 | 4,0

N orma

fiir die das

desselber

hen Bezeichnungen ag, by et

e T
Beob- | | | | |
albleld & L 1 10 -Hl 1 bBbhlbe|hd by g i | ex dx de =
achtung | | | | | |
e .
‘||l||5 0 (] | 1.0 | B5:0
iy e | i, | | " =y § ] 1" " T 11 I I )
a o |
t{ofolol—ss] 11, sy Coaby, i S Rl
1loflalil 0 | 2y (5 o4 1 y : . ¥ ! Wi " w | 1 y "
(RIS R 11 ' " " 11 T b i 3 1 i " hh
“ 1 i
5 bjrjolo 3 ] L ¥ 1 3 3 | 4] ] 1" 1 1":"'
! ,
Yo 0f1]0 0 o v | " # I " e [ " 1 ) o
2 1 .
- nloll1|0 1.0 5 . - 3 - - 1 o 1Y . (et | 16,0
' 1 ) )5 | ¥ %)
By il ‘ 1] 2.5 4 : 3 3 i 3 ¥y - 1] | by
vo- M0|0|alt| 0 o | o lm | o# T 1 |1 8
1
; +3] 0] 0|41 0 |- 1,1
Summe —— ||| -z
1 bi-| 1 | d ¢
S O B "

bekannt. Durcl

eingefithrt sind,

Fis sind nun sonach simmtliche Cooffici

r Werthe in meln (35) hreiben ist, und

by, €4 etce in die Formeln (84) in we

nnten k gefunden und hisrauf

b. Beobachiungen von ungleicher Genauigkeit.

1) Kommen den Beobachtungen verschiedene Gewichte zu, so #ndert das an
den Bedingungsgleichungen natiirlich nichts, da die Bedingungen dieselben bleiben.
Da aber alsdann nicht die Summe [vv], sondern [p vv] zum Minimum zn machen
ist, so geht die Gleichung (91) itber in

O=np,vydv, +psvadv

and man kommt durch analoge Entwickelung zu den Correlatengleichungen:

ak bk ek
.‘-‘. 0 Foc -2 : e : . - -
SEan D, I S
aa ke b N
‘-1 e —— .- —_—
P, U8 -

atc.

und erhilt hieraus die Normalgleichungen

|a-:—!.|k. -%—lujlk-'i'luvl Lo ooy —i() 1
pd = - Lp ' - P , 95)

ik 5 E
llj.tlkl !-‘hPIk.--— ll_ll o L =) I
P L= P

eLs,

e e e Sy

e~

o

H
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2) Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist

[p vyl
]_'1

shler der einzelnen Beobachtungen nach (72)

I

(96)

also der mittlere H

m
m —, 1,

e

3) Beispicl®*) Es habe dic Messung der

(97)

e |

1]

[an erkennt, dass die

1. Trigonometrische Messungen.

A. Dreiecksnetz,
§ 11.
Triangulirung.**)

Bei Aufnahme grosserer Flichen ist es nothig, vor Bepinn der Einzelauf-

nahme eine Anzahl von Punkten mit moglichster Schirfe zu bestimmen, an welche
dann die Detailmessungen immer wieder angeschlossen werden kénnen, um  eine
Fortpflanzung und Anhiafung der unvermeidlichen Messungsfehler unmdaglich zu
machen. Die Bestimmung dieser Punkte geschieht durch triconometrische Messungen.
Zu dem Ende wird die aufzunehmende Fliche mit einem Netze moglichst weniger,
also moglichst grosser Dreiecke fiberspannt. Fiir die Zwecke der niederen Geodiisio

wird man bestrebt sein, diesem Dreiecksnetze eine moglichst einfache Form

Zu
geben, z. B. die der Fig. 28 oder 29, Die ALLS‘L;]u*iL-Jl]]Hg der Winkel dieses Netzes
kinnte nach § 10 erfolgen (dass der Fall der Fig. 28 auf den der Fig. 27 zn-

) Bauernfeind, Flemente der Vermessungskunde.

*} Dieser § ist hierher gestellt, um vorwegz wenigstens eine Vorstelluns

Triangulivung zu schaffen. Zum vollen Verstindniss des

en wird man  erst :J{.‘lLtEI_;l'EIJ

Auch mag es sich

O o
g26 v

rgeschritten sein wird, Man wolle diesen § dann noch el

nal wie

empfe der Repetiton noch von de

10 Kenntniss. #u 1
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