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Auseleichung vermittelnder Beobachtungen.
a. Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.

1) Nehmen wir an, es seien die Coordinaten x und y eines Punlktes

26 zu. ermitteln.  Die Punkte P,, P.. P, . . . seien durch ihre Coordinaten

en wir die Coordinaten des Punktes P darch vermittelnde Be-

loner Art bestimmen, z. B. indem wir' d

f\;-;'i_u-.. Ig":l {1 L0 SR ¢ SRR

obacnTunger

-i- I 5!I';|hi-'-‘| !'. |'. i'.. |' *

rppren die Abseissenaxe (Meridian) beobach

ndem wir die Strecken By By Sy messen und  dergl.  maehr. Nehmen wir an,
wir hiitten die Strecken s pemessen, so wiieden zwel Strecken zur Bestunmung des
tes P ogeniigen,  Alle iibrigen gemessenen  Strecken ' schiissige  Be-

htungen. Durch die Messung blos zweler Strecken wi

des Punktes mibelich sein. [He ber der
treten. . Wir erkennen dieselben
noeh eine oder mehrere Strecken zu Gebote stehen.  Gesetzt, wir hiitten aus den

Strecken g un 1, die 1'LJ||"-!i|5:|I--.| dis |1||||-I-~-- ]‘ "-.-I'-'l';|:|-'l, 80 kiinner Wir s

Bestimn

Fehler konuen meht zn

den so Cewonnenan Coordinaten, die wir it ounda y) bezeichnen wollen, und ans

den bekannten Coordinaten der Puankte P I’_ die Strecker 8., 8§, Se= TrE

Hiilfe des pythag an Liehrentzes aten,  Iie Ihfferenzen der so erhaltenen

Streckenldingen - die dureh divekte Messung gefundencn Lingen s o

Autschluss berangenen  Febler, Hs wird nun  darauf ankommen, den

Punkt P durch :\-'||-|'-I'il"§1' serner vorkiat (il Uoordinaten 1) und Y S0 21y aerachiebon.
dass, wenn die ans  den so  erhaltenen  endgilltigen Coordinaten abgeleiteten

Strecken & mit den beobachteten Strecken \--'.'_:_"iil'il.u werden., die Summe dep

t\hi:_‘ih':l'l' der sich I"'_'_"'I'E-'I':Ili"ll Unterschiede, (d. h. der an den

dureh diese  Acnderane  der Coordinaten 'II'-.‘_|_|'|I".'i!'.!i:'I|

Minimum werde,

2y Wir bezeichnen nun  alleemein  die  ausgefithrten  Beobachtungen  mii
L, I, L . . .1, wiithlen aus denselben so viele Beobachtungen aus, als zu ciner emn-
MLEY TSI I'| '-I'|'~-I'I|l-"ii:'-'| Ripd, WL b=

nunnehr

£

=
=

hteten Lrosse

e .ii.- -i||!-.-|. .|:--.- |:-|'||:i:; 1Zen Orreésponaicert |||

it :" r ,’.. f 3 _‘L‘_\l‘I:I!II' ""t_“_‘|||'=| l|i-'
1 1
I I

der allgemein: A—1=1 75)
Aendern wir nun die zur Berechuung der Grissen 4 benutzien Coordinaten )

.:'ll I um lii-' kleinen }Juw'_'ii?_"'l' ] ¥ and dx. 80 werden  sich Lrrdisaen s

wly (=1 (1)), um kleine

welche Fun

der Differentialrechnung

nd wir sind




R

mlich ie

durch die Aenderangen &y und 6 x anszudriicken.  Bezeichnen wir 1

partiellen Differentialquotienten der Funktion 4 f(p. 1) nach f und ¥ mit a and b,
a0 1st nach (29) b adx 4+ bdy. (T6)

Hierin -.--|'«‘.|-:-1|-:| wir unter 9 x und -\-l‘.' die ung noch :||.||.-!.__-,=|-|:.-;, Vo=
wesserungen, weleche wir den genitherten Werthen v und 1y beizuleeen haben, um

die wahrscheinlichsten Werthe x und ¥ der gesuchten Grissen zu erhalten, Die

Grissen A werden  durch dies \-I'I'lII_‘:~'-:'I"!II|L1--|| ('|i.4-|-:-,-i-_,-|. it L-Ld A Vet -.‘il_'|||'||
wir  dieso -ﬂlll;’f”li_{i‘.'h Werthe: 2494 mit den dareh Beobachtune ermittelton

Werthen L. so werden die bei der Beobachtune

oder richtiger die Verbesserungen, welche wir den einzelnen Beobachtuneen 1 hei-

hegangenen Fehler v erscheinen.

zuleoen haben, wenn die mit Hiilfe dieser verbesserten I-}.-..‘!.,—l-;-}-.||||_:|rf1-|. hereclineten

hchsten Werth orhalten sollen. Man findet:

Grissen x und v 1hren wahrschen

\ A A [
oder nach (76) N gox4-hd y 41
oder einzeln: v a,ox 4+ h by T
¥ a4, 0x +hdy 41

(77)

Vo=a 0x 4 b dy I

Es kommt nun darauf an, in diesen Fehlergleichungen die noeh unbe-

kannten [lllll!'||i|lu'l|l"|l\.I'['lll"w“‘l".l“l_‘_‘l'lu 0 ¥ il d % s0 zu bestimmen. dass
v, v, s | '.'II" [ v T T 78)

Wir werden zu dem Ende die i\lfl'il'i|'.,"'-|_g'-'!| {77) -lI!:1‘1:'!-I'|'E| unil --]'!r_.':;_II-.ll

n Gleichuneen von der allgemeinen Form:
vi=a’dx®* 4 Z2abdxdy+2afdx+bidy* L2h{dy
umid durel Summirang dieser n Gleichungen ;
[vv]=[aa]ldx* 4 2[abléxdy+2[af]dx - [bb]dy* 4 2[bf]dy 4 [£L].

Soll nun [v v] ein Minimum werden. so haben wir diese Gleichunge partiell

e = : 2 4 . ; d[v v]
nach ox und o ¥ oz differentiiven und  die partielien ]’lliu':"-||f|:||||||u‘.;'-Iulul'. e
|! fr".'.\'}
d vy | . 3 sy "
mnd = 0 zn setzen und ans den so erhaltenen Gleichungen & x und 8 v zu

d {-\ v )
entwickeln. Die Iifferentiation nach dx or
d[v v]

d (dx)

und die Differentiation nach o ¥

valdx F2lablox 4 2[at

d v v]
d (8v)
Setzen wir diese Differentia quotienten ). so ergcben sich die Normal-
rleichunzen:
Iil:llr)x {2 [;[ ]j|-‘:_\\ [;5_ [l [ | "
[ab]ox +-[bDb]dy +[bf]=0 | (19)
3) Die Auflosung der Normalgleichungen nach den Unbekannten 8 y und 4 x

eriolgt 1n  der preassischen Vermessa EFRANWeLlsune nach Schablor
IMeselben erhalten zuniichst durch o kiirzerer Zeichen d 1
[ O 0% b, &%

[T 0=b,dx+b,dy+1
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Aus I erhalten wir durch Multiplication mit
A

III 0=hydx

und wenn wir I1L von Il abzchen
f by, I
() dvib - ol { s
| — Dy : 1
\ iy tly
etz man den J\.-;I-'|||‘|"|'i|':|'-".c|'|i"l1 b the Summe e owelten and driten
Gliedes fos 80 erhiilt man
Y 0 b, &%
£,
Ay —- {=0)
- b, :
Durch Hinsetzung des Werthes fiiv oy in I wird crhalten:
1-| by :
0 x —d'y {(31)
i iy
]: g'.*,l.r-..i..- I [1I'l>|'-' Fiir ||i|- -'.'il'il:'i;,:'l' Alir||"|-:I!:'_" der lr!--il'!'.lii-_g_f.-|
kann mai ch wie folgt verschaffen Multiplicirt man (81) mit f;. addirt heider-
wits £, 4 v. so erhiilt man:
f; MFsd
!}u‘a_\ Yoo b i =0y £oa
1 T

'1 .-LI:\' --'Ilf\l YV
il Lily
|] f Il: VT
TR i L 1
Iy iy ][_1
f f.

L dx-L G i | T

1 - 1 i
iy Al

Man erhiillt also eine Probe, wenn man

fidx 6,4y und |
1 (82)

- 1 ; s =
3 LEn i, |

iy [1
HERNE i-'\:ﬁl'!' ||il'.-|'|' |||'i_t|4'|- {ll._'l'-li'I‘.'|||':.'_3:£"|| Ihl'l'c'l'||1'||'-' I,Ji||1 t!

Eine Probe fiir die richtige Bildung der Werthe ay,

man wie 1'11I_L=". .

ih':_llll'h Hualll'l”'.l' % :'|'_u‘i|'iu||l_

by, £, b, und £, erhilt
Man herechnet die Verbesserungen v nach den Gleichungen (77),

n v und die Fehler f. dann hst die Somme der

muss zunicl

guadrirt die ein
Fehlerguadrate [{ sser sein, als die zom Minimum gewordene Summe [v v],
Eine schirfere aeht aber noch aus Folgendem hervor: Es ist:
[v (adx+hay )
a0 2labldxady hbh|dyody Qlallox
L2ibt|oy (it
| ((an|o ] &y Lf])dx ([ah]ax bbldy-t[hi])dy
T4 % I f]a
die bewd Klammeransdriic sind el (78) U, also 1
V Fldx ) f
.'J- A x L, 0
Tl 14 :-ig)
I > 83)




4) Auflosung der Normalgleichungen mit vier Unbekanuten: Hiitt

dchuneen mat vier Unbelear

§ 26), von der Form:

0 ::::lirﬁ‘.\'_ i ii'i:i’\',\'. [aclox, - |ad o vy, Al
O=[ablox, +[bb]dy, 4-[be]dx LIbd]dy, 4+ [hi]
0 velox, +[beldy, [celaxy, +|ed]dy + [ef]
0 ad]dx, 4 [bd]dy, 4+ [cd]dx, - [dd]dy, I [df]

S0 ‘-I'I'I?".';."'I Wir ||i-'~'-'l-|n-5| :—‘.-II':'il"';\'- unter einfacherer H--?,- ;l':il;lili:-_" ||- I
I O iy (] N..: |-I ) Yo = O 0 X, = |]| 0 y I.:

|I 0 ||._r']\;_ L Ty |¥l\'. e, 0% -] J\nl.\.l = 1,

||| L "!’l:‘x_ = G0 Wi = :'..'\. > Sl B e I ¥
IV 0 yox, +d, oy, +d, dx, d, d v, i
ey ; o ; iy ¢ 1 A
Multipliciven wir I der Reihe nach mit =2 - and e dsal 56 ddialt
HE
& Gleichwr ler R 1ach 01 len Gleiehune 11 111 I\ s0 erhalten
\ ) ne ' ungen m I 8 Unbekannter
W1 \ ] \ (14 -
Iy 0 oy I Lh | dx [d S (1. b, )
o i | ! ity J
der unfer idacherer B ziriehi g o K AN e PO TrOssen
Vo b, & c, 0% D, 0y f
) - 5 ) | ' . . (, .
) 0 | I.|.u‘|‘\_: [ ¢ dx [d § [ |
Iq : / By
H L1 18 lii I I L T dem frither G i
. ! AU
VI ¢, 6 y e |dx [ d Le, ) 6w \
f \ : i
b, .\ TR 1 : .
0= fd d; |y, + |d, d, )ox, + (¢ (t, 1, |
A \ ! a / x 1 |
'l st |\f::||.:| BIOTSSy D Q O
! |
\ || () r- 3y { :\ [ I| :,\.1_:I || d |
I a,
Multiplizire: ste der en (3l megen, (V). der Reih h

= 0y

it und = und zichen die Resultate von den heide i leren Gleichuneen
b, by
und VII ab, =o Lowir zwel nene Gleichuneen il mr. noch d

bekannten dx, und o ¥y, enthalten:

1 ¥ \ f d e f i

1) 0 ( i ( %, 1 =T . irH Y I 1 I |
1 1y ! }] \ y i h |t 1 Fre
) b i I

der wenmn w mfache Zeicher i die Klammergrissen einfithren

VIEE O—=1r 8- h g i

. D ! D i

2y 0 [ d ( ¢ :,1\ '-jl d 20, | 8w [ = L4 LN

L‘-_. | oz \ i & Ju=r | & B %)
warin d rate Klammerers gleich dem fritheren b, ist 50
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T L] . . e e - . 5 . :
Multipliciren wir weiter VIII mif und ziehen das Resultaf von IX ab.

g0 ergiebt sich:

[ e b b- 1 R ':‘. i- 1. !
0=(d,— L d, - -g-'b;; -9, |8y, +1f,—-Ld == D, |
kit LER, by %) \ By by Ry
oder unter Einfihrung einfacherer Zeichen fir die Klammergrissen:
X 0=n,d¥ +f.
Nunmehr ergeben sich die Unbekannten wie folgt:
3 v, - I (aus X)
“ I]: 5 e
f b, :
gy = = — 0 ¥ (aus VILI)
S ~ (84)
3 . ; ! :
0 — LB Dy d ¥ = B xy, (ans V)
Wi hu, {12 o b Uz
i d C h. ;
0x - Lt d v, i %, ——4y, (aus I).
a, Bierr e a, it i b

Um das Gesetz des Coofficientenbaues deutlicher vor Augen zu fithren,
stellen wir die Coofficienten hier nochmals zusammen, und glauben, dass es danach
leicht sein wird, auch hei noch mehreren Unbekannten die weiteren Coofficienten
ohne Weiteres anzusetzen:

b,
|.I'.‘__-}II = I‘:__.
c
e e s lll = v
E'I
) d,
d,——Lh, —bh,
a,
:
i Sy T
D
¢ Co
C, — By — =— s — C, (=13}
a4 : L]._. i
d Dy
d =0, — = D
b, !
[ LR
: : 2 1
d b D,
i D, Datie
d,——*d =D, — b, =D,
a, 1]-3 Cy
1 fa . :
sl ol
L b, Oy

Eine Probe fiir die richtige Auflosung der Gleichungen giebt die den

Gleichungen (82) analoge Gleichung:

| P o
Ca h; 26)
o Lfdx, +f,dv I
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5) Mittlerer Fehler. Derselbe ist analog (69) zu bilden, Ist q die Anzahl
der Beobachtungen, welche zu einer einmaligen Bestimmung der gesuchten Grissen

st. s0 sind n q Hl_‘l)hili']l[.llIjg{l‘n iflii_‘l‘?’i(‘|lﬁh_'-jigl.‘. Der mittlere Fehler

erforderlich

wird also sein:

m: ‘ v ‘-I—, (37
I —

b. Beobachtungen von ungleicher -enanigkeit.
Sind den rinzelnen Beobachtungen verschiedene Gewichte beizulegen, so sind

E:.- Q]].‘Lﬂl‘éll-' und _[’['-ni‘.t]\‘il' |]r]' l'<;|'>|'ri|'ii_-1!l|'[| der ,‘\.—4;1'““!;g]ggi[-]]u“gpn H!:.l den

zukommenden Gewichten p zu multipliciren. Die Normalgleichungen fiir 2 Unhbe-
kannte werden also z. B. lauten:
0=[pnalox+[pabldy+[paf] |
0=[pabléx+[pbb]sy+[phi] | i
Der mittlere Fehler der Gewichtseinhei ergiebt sich ans der Gleichune

m (88D
n ]
Die mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen sind dann nach (72):
m m P
m, ngs= atie. (38¢)

P, lf_‘~
§ 10.
Ausgleichung bedingter Beobachtungen.

f. Beobachtungen von

icher Genauigkeit,
1) Die Beobachtungen hahen gewissen Bedingungen zu gendigen, # B. im
Dreiecksnetz Fig, 27 foleenden:

1) o

> T Vi 180"

2) a, + Bz 4y, = 180"
3) ap +F. L 180°

4) vy -+ 95+ 70 =3860°
Zu diesen ohne Weiteres verst

lichen Bedingungen kommt noch eine
5. Bedingung. Bezeichnen wir nimlich die drei innerhalb des

I'l"'jl'd'i-&h 1f ._:'I':]:jl‘;

Dreiecksseiten mit a, b, e, so ist nach dem Sinussatze:

H Iy
5= ¢
(& A

woraus folgt:

sin a; sina, sin o

. A 3 z
8l 2, 811 B, 81N S

oder
5) log sin a, -+ log sin a, +log sin a, - log sin 8, — log sin f, = 0. (844

rfiille, und Eman,  von

, 1L, s wii

Rechnung zu Grunde &

I‘!.'L".\ilili Yorausgeserzier

Dreiecksseite

nach und ng 5 dem Dret

rechnete Lin ht mit der de

wenn auch die
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