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B. Trigonometrische Punkteinschaltung.
& 18.

Methoden der Punktbestimmung.

Die trigonometrische Punkthestimmung dureh Punkteinschaltung setzt voraus,
dass hereits andere 1|';.;_rll|'fll:]l":‘-';"cl'-!'ll' Punkte, welche als ceoehene Puankte be-
zeichnet werden, ihrer Lage nach, also durch ihre Uoordinaten hekannt seien.  Soll
¢in nener Punkt in das Netz der gegebenen Punkte ecingeschaltet werden, so ge-

mden Methoden:
a) Yorwiirtseinschneiden: Die Bestimmung erfolgt lediglich durch Winkel-

al']1i|-|l_‘| |li|'~-‘ ||:'.|'-i] eIner |]--]' Illllf_

messung auf gegebenen Punkten, und zwar werden auf diesen die Richtungen nach

den neuzubestimmenden Punkten hin, sowie anch solehe nach anderen gegebenen

Punkten beobachtet., Diesen Fall stellt Fig. 86 dar, in welcher 5 den neu-

;;|||;.-».-',E|:|1|1.-;|41.-'.| Punlkt ||L';¢--i|'1||]|l-‘,_ I?I;|_=:\. {‘.il:;v'_l'!ll-.' der in dieser l'];_['i.11' Iltll';f"‘i:l'“]-'lu
Richtungen, z. B. §3—g4, zur Hilfte punktict, zur Hilfte wvoll ausgezogen sind,
bedeutet. dass diese Richtungen nur einseitiz beobachtet wurden, d. h. es isf

58 die Richtung nach 24, nicht aber wmgekehrt auf 34 die Richtung

wch 48 beobachtet. Danach lehrt ein Blick auf die Figur, dass auf dem neu-

Man erkennt nun sofort, dass zur Bestimmung des Punktes §5 die Be-

zubestimmenden Punkte dtberhaupt keine Jeobachtun ausgetiithrt s

obachtungen auf 2 gegebenen Punkten geniige

n witrden, z. B. die Beobachtungen

21 und 22, denn es sind dadurch die Richtungen 2 1—¥ 5 und >9—¥ b, also

2 gpometrische Oerter fiir § & bekannt, man hat durch blosse Messung der

heiden Winkel an der Basis £21—2 2 des Drelecks 21 25 22 weder eine Controlle
die

fir die Winkelmessune, noch fiir die richtige Bestimmung der beiden gegebenen
Punkte. Fehler in diesen Bestimmungselementen stellen sich erst durch Beobachtung
iiberschiissizer Richtungen heraus, wie sie die Figur nachweist,

Weitere tberschiissice Richtungen wiirde man erhalten haben, wenn man
auch auf 5 die Richtungen nach gegebenen Punkten hin*) gemessen hitte. Um

dJicsen Fall des combinirten Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneidens in unserer

Figur darzustellen, wiirden wir die auf 5 heobachteten Richtungen voll ans-
zuziehen haben.

h) Riickwiirtseinsehneiden. Bs werden nur anf dem zu bestimmenden

Punkte ¥ 5, Fig, 36, die Richtungen nach gegebenen Punkten heobachtet. Hitt
man nur zwel Richtungen, z. B. 35— 21 und g5 — 52, d. h. den Winkel a ge-

messen. so hatte man erst einen geometrischen Ort fiir § 5, némlich die Peripherie

des den Winkel a als ]’-"']'|-I'.--|'E--\‘;ilil\-': umfassenden durch 'r_‘;| und 2 2 ;1‘n'll.‘”'1-'l

K risises. Man.  biadcht also zar Bestimmung von %5 noch mindestens eine

L«

ate Richtung. Tm Falle unserer Figur ist also nur eine iiberschiissige, fehlerauf-

lirende und eine Auseleichung derselben ermoglichende Beobachtung vorhanden.

¢) Combinirtes Vorwiirts- und Riickwirtseinschneiden. Die Beobachtung
erfolet sowohl auf den gegebenen, als auch auf dem zu hestimmenden Punkte.
Vergl. den Schluss zu a).

ro Methoden. durch welehe mehrere Punkte gleichzeitig eingeschaltet

beziielich der Giite der zu erzielenden Resultate den oben er-

¢zt den auf den gegebenen Punkten hechachteten
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linterten Methoden nachstehen. das sogen. Einschalten und Einketten, werden
wir in den Paragraphen 28 und 29 kennen lernen.

§ 19.
Berechnung der Neigungen.”)

Unter der Neigung einer trigonometrischen Linie verstehen wir denjenigen
Winkel, welchen diese Limie mit der positiven Richtung der Abscissenaxe woin-
schliesst, und zwar von dieser aus rechts herum zihlend. Die Neigung einer
Linie, P, P, Fig. 37, kann in P, oder in P, gemessen sein, und wird im Folgenden

im ersteren Falle mit », im letateren Falle mit »y bezeichnet. Hs leuchtet ein,
dass beide Neigungen um 180" verschieden sind.

Wendet man bei trigonometrischer Punkteinschaltung die Methode des
Vorwiirts- oder des combinirten Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneidens an., so ist.
wie wir spiiter sehen werden, (§ 20), die Kenntniss der Neigungen aller derjenigen
Linien zwischen gegebenen Punkten erforderlich, fiir welche Richtungsheobachtungen
vorliegen. Diese miissen also vorher abgeleitet werden,

Sind y, nnd x_, ¥y, und x;, die Coordinaten der Punkte P, und P,. Fig. 37.

und setzt man ¥h Yo =/NY: %, — X, = M x. so ist
I Iy ENY 105
ang . - . (15
ang iy, = - (105)

Zur Controlle bestimmt man die Neigung noch aus einer zweiten Formel.
Bekanntlich ist:

tang a 4 tang [

tang 4 ) =
i ] tang « tang f

tang = - tang v

\ 1 iz
also tang {_’ 1y J 2 qynenal i - tang 1
/ 1 ¢ Fr 4 ¢ 1 — tang »
— tang — tang »
s 12
i ¢ \ x k]
tang [ i + ¥ J - . (106)

§ 20.
Orientirung der beobachteten Riechtungen.

Sind die Neigangen » der trigonometrischen Linien zwischen den gegebenen
Puankten nach \'m'ig«.m § ermittelt, so lassen sich aus diesen und den nach neu zu
hestimmenden Punkten ausgefiihrten Richtungsheobachtungen die noch unbekannten
Neigungen g derjenigen trigonometrischen Linien bestimmen, welche die gegebenen
Punkte mit den zu bestimmenden Punkten verbinden.

Sind anf dem Punkte P, Fig. 88, die Richtungen . a,, @, nach den ge-
_s:'-‘|u-.'|-'!| |’I!:|]Ci|':| ]‘I. [’ P:\.. und die Hil-hrunu' a, nach dem nen zn ]J."'-'Ii:|||m-|]:i,|-|
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Punkte P, beobachtet, so findet man die Neigung ¢, der trigonometrischen
Linie P — P,

p; =0y +a, (107)
worin 0,, (Orientirangswinkel), die Neigung der Nullrichtung, (Anfangsrichtung). «,
bezeichnet. Man findet:

Oy Uy 1 (108)
0, — ¥, — @,
(i) » —

(| S - | n*
Wegen der Fehler der Neigungen » und der Beobachtungen o werden die
aus den (Gleichungen (108) ermittelten Werthe fiir o, nicht genau iibereinstimmen,

and wird daher das arithmetische Mittel

: Loy, e L e
ifF i o ey = s L (109)

in die Gleichung (107) zur Berechnung der Neigung ¢, eingefiihrt.

Addirt man zum Orientirungswinkel o, analog (107) der Reihe nach auch die
heobachteten Richtungen a,, @, ay, «; . . ., (d. i. die auf P nach den gegebenen
Punkten beobachteten Richtungen), so werden dadurch die Beobachtungen a nach
den gegebenen Neigungen » orientirt. man erhilt die oriemtirten Richtungen g,,
s Pa Pa -+ 5 Welche indessen wegen der Fehler der Beobachtungen a etwas von

den correspondierenden gegebenen Neigungen ,, v, vy, 75 . - . abweichen werden.

Rildet man die Differenzen v, =, — @, Vo =1, — ¢, 8¢, S0 gewinnt man ein
Urtheil iiher die Genanigkeit der Beobachtungen a. Man erkennt leicht, dass die
Summe der Fehler v, — analog (63) —, =0 werden muss, bis anf kleine in der

Abrundung begriindete Differenzen. Hierin ist eine Probe fiir die richtige Be-
rechnune des Orientirnngswinkels ete. gegehen,

Ein Beispiel fiir diese Rechnungen giebt die nachstehende Tabelle — trigon.
Formul. 5 der preussischen Verm.-Anw.. — in welcher 4 und § 10 meu zu be-
ctimmende Punkte sind. Die Neigungen der Linien zwischen dem gegebenen Be-
obachtungspunkte 26 einerseits und den weiteren gerebenen Punkten 1, 5, 8, 9
andererseits werden in Spalte 2 des Formulars eingetragen. Nach diesen werden
die Beobachtungen « nach Anleitung der obigen Formeln™) orientirt und die

orientirten Richtungen in Spalte 5 eingetragen, aus welcher sie zu den spitteren

“--l'h!llillj_rl'll Ninomimen werden.

Sobald man darch die nunmehr vorzunehmenden trigonometrischen Rech-
nungen, welche in den folgenden Paragraphen behandelt werden, die Coordinaten
fiir die nien za Destimmenden Punkte ermittelt hat, wird man auch die endgiiltigen
Neigungen » der diese Punkte mit dem Beobachtungspunkte 2 6 verhindenden
[inien nach den Formeln (103) und (106) berechnen konnen, welche von den aus
Spalte 5 entnommenen und zur Berechnung benutzten Neigungen @, wegen der
Verbesserungen, welche die letzteren Neigungen durch die Ansgleichung der Fehler
nach der Methode der kl. Quadrate erhalten, etwas abweichen werden.

) Vergl., den Vordruc

im Kopfe des Formulars,
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Trigonometr. Formular 5.

Unterschiede

i
i Chite ¥ irungs- Chrientiree |
Nelgungen : ke dicht ] i
EHnger Richtungen nkel Richtungen rungen Bemerkungen
o i 0y i (] Lo | ¥ iy
—_— = I - :
2 } 1 ] | } 7
: W i i
:‘"ﬁslllllpl]lulhl ;;.:h, Prohe
21 14742 |37 O 0G10O0 | 147| 42 |37 | 147(42150 13| [«¢] =08’ 42"
74 ' 912644 157/09 | 34 no, —17700"’
: 182/ 46 |47 | 8504|102 | 147| 42 |45 | 182/46 |52 5 [] =207 4277

19814621 | 510314 | 147| 43 |07 | 1984604 | 17
100/10 |35 247|158 (25

9 273/01|57 | 125{19|07 | 147| 42 |50 | 278|01|57 | O
03|42 17119 2042 ] 17 | 18
] ¥ r
0 1471 4% |50 | |
' . | |

-]

Diese endgiiltigen Neigungen wird man dann ebenfalls in Spalte 2 cintragen

\

(an den bisher leer geblichenen Stellen bei % 4 and 8 10) wird die Differenzer

geren die 1n Spalte 5 eingefragenen Nelgungen, (orientirten Richtungen g bilden
und so ein Urtheil iiber die Genaunigkeit der aus den Beobachtungen « hervoree-

gangenen, zur Berechnung der Coordinaten benuntzten Neigu

‘en o gewinnen.  Nach

der pr. Verm.-Anw. darf die Differenz v Punkte IV, Ovdnung nicht

den Betrag 25’7, fir Beipunkte n den Betrag 35" iiberschreiten.

Wie hier die auf 26 heohachteten HEI'il:‘IlI-_ﬂ"'I;_ sind natiirlich. ehe die
weiteren trigonometrischen Rechnungen vorgenommen werden konnen, die aof

siimmtlichen gegebenen Punkten beobachteten Richtungen zu orientiren. Sobald

: o ] 1 ;
dann ein nen bestimmter Punkt berechnet ist. k

m derselbe fiir die Bestimmung
. :

weiterer Punkte als gegebener Punkt benutzt werden und sind zu dem Ende die

auf” demselben ausgefithrten Beobachtungen sofort in gleicher Weise zu orienfirven,

§ 21,

Yorwirtseinschneiden,

.-,‘\-.'I':']Ille'lrl III |::il'-|lllill\_'_'t’:|__ '.'.l'ii'll,l‘;_' :|.'|'||' 5_:'--_!_-"|-'i-,.-:|.-|| lhl'.l:I\{'U'I; ||:|.-|| ,.i“,.]”_ e

1

#11 |J|_‘.\|illl!lu'-:||1--.;| ]’LJ KL ||_|:| ||:'-rij;|t'|i1-'l '~i!|l|_ :I! I]-']‘ i[ll Yor, ::' .":II_'_{'I';_:':'III'I_'-!'H 1\\.-.-

orienfirt worden, nachdem also simmtliche von cecebenen Punkten aus nach dem

zu bestimmenden Punkte hin ausgehenden Strahlen beztighich ihrer Neigungen g
Zegon die _'\||-:t":.-:.~;|'|'_.'|xl- in-k;t||i|l aind. kann zur 1'r»-al'-:'liln:a[|-I|}n'|'--v||'|u‘|;_-' g‘i-m'-ip'i‘uln-n
werden.  (Gemiiss § 9. 2) erfolet zunichst die
Berechnung der geniiherten Coordinaten y und L.*)
M

o withlt zu dem Ende unter den vorhandenen Beobachtungen zwei von
den gecebencn Punkten P nand ]’:I_ Fig. 89, nach dem gesuchten Punkte P aus-

vahende S

den aus, welghe sich in P miglichst annéiliernd rechtwinklig sechueiden™),

zon.. Formulars 10 der pr. Verm.-Anw
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and entnimmt deren Neigungen ¢ und ¢, aus Spalte 5 des im vor. § dargestellter
Formulars. Die Winkel a,. 4, und & des Dreiecks P, P, P ergeben sich aus does
bekannten Neignngen, wie die Figur ergiebt:
b 3 vl
r\;l —7 o s P 0 180", ) @, QL. (110)

Es ist nun. wenn man die Coordinaten der gegebenen Punkte P, und Py mit

Yo X.; ¥bs X, bezeichnet, im iibrigen aber die Bezeichnungen der Figur gelten lasst:

sin 4, T, 5 sin g,
“7 7 §ind sin o
| Yt hF:
Rl T
il ;|'|'r|1ll'l,'_" auch
| X g
sin .ﬂ'-, sin It'l'r:-
setzt man - ,d--—- —-.-]I i (111)
sin o, 8in oy
, ¥e 0 Fyy X
s0 1st Im —_ (111a)

\il' O CoE
@

Ferner ist

= 2 &in P, AN E —acosp,
= b sin g el T b cos g,
also nach (111)
NI m &in f"f_' SI AN X = 1nEin ('}_I CO8 ¢, | .
e TR S - 3 =3 S (112)
¥ m sin d;, sin ¢y A\ X, = m Sl gy, CO8 ¢y f

Endlich ist

p=v. + A i) el
: 1 e (113)

[l | b
Aufstellung der Fehlergleichungen: Wir haben nun weiter mit Hiilfe der
genitherten Werthe p und y die genitherten Neigungen n abzuleiten, vergl. § 9, 2)
— und mit den beobachteten Neicungen ¢ zu vergleichen, und benutzen dazu die
Formel (105)
A
fianen— = (114)
AR
worin A h=vy—18, Ax=x—y Dies¢ Formel lefert uns die Neigungen npl,
np® ete., welche, nm mit den Neigungen ¢p , @p, ete. verglichen werden zu Kénnen,
am 180° zu #ndern sind. Wir erhalten somit, — vergl. (75)
I, (4 £ S
=, — @, | S
f, =, — (g2 =) f
eh.

Es kommt nun weiter davanf an, den Punkt P durch Aenderung seiner Co-
ordinaten y und 1 so zu verschieben, dass, wenn wir die Werthe, welche die
Neigungen n dorch diese Verbesserung gemiiss (114) erhalten, mit » begeichnen, und
21 -f_r}-: + ) = V;
vy (g L) Va

L B




setzen, die Summe der Quadrate der einzelnen v zum Minimum wird. Bezeichuen
wir die uns noch unbekannten Coordinatenverbesserungen, durch welche dieser Bo-
dingung geniigt wird, mit 41 und dy, die durch diese Verbesserungen in den ein-
zelnen Neigungen n hervorgebrachten Aenderungen mit é n, so ist gemiiss (76)
dn,—a,dy-+h dpy |
dn,—a,d0y+hb,dy J
e, :

(116)

i

worin & und b die pavtiellen Differentialquoticnten der Funktion tang n - —‘]n:u-il
X

£

y und A x bezeichnen. Indem wir diese Differentiation (nach (24) und (25)) aus-
fithren und die partiellen Differentiale nach (29) addiren, erhalten wir:
A Y A\ D)
da Apy=y—1); Ax==x—17, worin y und x, also die Coordinaten der gegebenen

d(A %)+ di

d tang n -

Punkte, Constante, und nur § und r verdnderlich sind. so ist d(/A\ 19) = —d 1.
d (/s y)=—3dy, und wir erhalten somit nach (41):

&1 v 1)
.II &l 8y =
C08™ n FAS § P
Jeos*ndy ecos'n
N == e o 1.

=

Bezcichnen nun s, s, . . . die Entfernungen des Punktes P von den we-

COs 1 1

gebenen Punkten Py, P,.. . ., so ist: cosn alsn — , und ferner
. = AT =
sin n
—— — tang n — — also
r . Cos 11
i g I
dn -SMMNn oy ——easndy
8 g
wodareh wir dn in analytischem Winkelmasse erhalten. In Sekunden ausgedriickt
18t al
~'Ill| n COB N
i‘]|| o'’ — 0 X B (s 1.
o = : g = )
Demnach ist in (116)
8111 1) cosn ™
| 'rJ’J- & Iil___' —--H”—-- ) (Il'r_J
g = £ 3
*) Ein anderer Ausdruck fiir a und b ergiebt sich folgt: Da adx die in Sekunden a

wedriick

um den Bet

als die Aenderung von n, welche einer Aenderung von A v um 1(1 m) entspricht.
? F

te Aenderung der Neigung n vorstellt, welche durch Aenderung von ag &% ent-

FA

steht, 50 ista nichts Andere

Durch partielle Differentiation der Gleichung log tang n — log A 9 —logy\ ¢ nach A r erhalten wir, wenn

=dlog A r. Ist nun die Aende

forzeichen  un Wk von Ar=1, so

kann die zugeh log A 1) durch Bildung der

Iafeldifferens erh

werden. Sie sel = D s D o die Tafeldifferenz
[Ang n

tangn fiir 1

o 50

Aenderting des log tang n fiir = i und es ist nach

D,
. Analog findet man b Es erhilt ‘'nun, wie aus (I a tas
}
angn
Vorzeichen von b das umgeke 1 %O T
Graphisch kann man a f finden: Man triigt die Punkte P und P, mittelst ihre:
Coordinaten 1) und v, 1 h der Zeichnung die Linge s, dindert nun die Abscisse r

hy auf den Strahl s, so ist —— p*—a. Entspreéchend
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Die geinderten Neigungen »=n 4 d n sind nun nach (116)
r—=n-+ady+hoy. 118)
Vergleichen wir diese endgiiltigen Neigungen nach Anleitung des § 9 mit
den beobachteten Neigungen ¢, so kommen die Verbesserangen v zum Vorschein.
Wir erhalten die Fehlergleichungen (77):
Lt ] o r —I— h1 d 1) — 5'1 ]
] b

: . (119
dy kb, oy +1, J (&2

o "y

eLe,

durch welche wir durch die Minimumshedingung [v v] = minim. zn den Normal-
gleichungen (79) gelangen, aus denen sich dy und dx nach § 9, 8) ergeben,

Neben den aus Gl (82) und (83) sich creehenden Rechenproben verschaffen
wir uns eine weitere, die gesammten Ausgleichungsrechnungen controllirende Prohe,
- dAom wir mit Hiilfe der endeiiltizen Coordinaten y -+ 0y, x -+ dy die Neigungen »
ableiten und die Verbesserungen v = » — (@ + ) bilden, welche mit den aus (118)
berechneten Werthen v iibereinstimmen miissen.™)

Der mittlere Fehler der Beobachtungen ist nach (87)

Riickwiirtseins¢hneiden.™)

Sind zur Beobachtung eines Punktes nur Beobachtungen auf diesem Punkie
selbst ausgefithrt, so erfolgt die Berechnung der geniherten Coordinaten nach fol-
genden Formeln:

Geegeben seien die Punkte P, P, Py, Fig. 40, gesucht der Punkt P, aunf
welchem die Richtungen nach den gegebenen Punkten, also die Winkel a und f
gomessen sind.  Wir finden zunéichst die Neigungen r'L’ and », auf bekannte Weise

nach den Formeln:

Y 1
tatig v HEE e
i :\'” - :.(: (l ; .
. : 20)
i Y ¥b
SR e T
e X
in

sowie die Langen a und b nach den Formeln:

L, Y. X X
m v 1n
i — - o i
- m m
SN ¥, COs ¥
(121)
y ¥ X —X
o n
Iy
m
GO r'!.
erhalt man durch Aenderuny der Ordinate y um 1, und durch Fillen des Lothes h,, — 13" L. e
; 5

das Abgreifen von Centimetern ge-

Aenderungen de

stattenden Masss 5 in Metern ausgedriickt, und setzt man
o 3 : - e - w6 ) R o 1o e
— — k. 50 ist a h. o b h.. , Worin aue Tabelle TII des Anhangs entmommen werden Konnen.
R y : i
100 8 Yig &
} N pr. Verm.-Anw. crhalten die aus (111) gebildeten Werthe die Bezeichnung u. Ihe

Probe lautet dann: u soll

) I'rigon. Formul. 11 der preussischen Verm.-Anw.
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!

erner kennen wir:

A

Setzen wir o = -7 1§ Q. s0 13h:
@ - T — (125)
und es kommt uns nun zuniichst daranf an, {3 w oz berechnen. um mit Hiilfi

von (123) zu den einzelnen Winkeln ¢ und o zn gelan

— Nuach dem Sinns-

SalLe 180:

152

| L

Hieraus erhalten wir nach einer bekannten goniometrischen Formel, wenn wir

Ziahler und Nenner des Bruch

auf der rechten Seite durch b sin e dividiren:

pE ¥
i S o

by s e

oder wenn wir

tang (124)

setzen: 0 — il i 1y |

&) |

T
tan il

1 | 4
COT — —t —_
-.’Ir i T

.:|.|3_-'|—-

oder auch tangy —— —_

; L g [ | .
( i a1 —— — tang — To g [ '
il tang 5 (AT . cot | 7 L. (125)

(126)

Endlich ist nuon:

2_ 81
a i

oder wenn wir s, durch den Sinussatz ausdriicken:

.




e o e T A

SR e

| a sin (e - @)
Y — " xin
o S ¢t =
nnd analog
a sin (a -+ )
y X, — —_— P08 P
# ST @ (126Ga)
bosin (f <)
¥t e I T
; 8111 2 p
e e
0 8 (g == )
Xy e W L
2 sin [

Die 1

age des Punktes P bleibt nnbestimmt, wenn derselbe in der Peripherie
des nm die drei gegebenen Punkte beschriebenen Kreises liegt, in welchem Falle

a und f Peripheriewinkel dieses Kreises werden, daher fiir jeden beliebigen Punki
in der Peripherie gleich bleiben. Hieranf hat man bei der Auswahl der drei zur
Berechnung der geniherten Coordinaten zu benutzenden gegebenen Punkte zu achten.

Aufstellung der Fehlergleichungen: Wir berechnen zuniichst mit Hiilfe der
herten Coordinaten, weleche sich analog (113) ans den Formeln (126) ergeben.

di¢ geniiherten Neigungen ng, n, . . . nach (114). Ziehen wir von jeder einzelnen
der Neigungen n,, n, . . . den Winkel o, I, a,*) ab, so erhalten wir dic Werthe:
W, n, — I'_-II: - r,-_E.J = n, (3 s 5

W, =n,—(n, —a;)=mn, —o,

W, = I, (1, o) =1, 0,

Die Werthe w miissten nun, wenn sowohl die geniherten Neigungen n als
dic Beobachtungen e fehlerlos wiiren, mit den Beobachtungen e iibereinstimmen,
wie sofort ans ]“ig‘. 38 klar wird., wenn man sich in dieser die Bezeichnungen 1 ,
1 . « 8tatt Vi ¥ots oo geschrichen denkt. [ Wahrheit -'I'f_{:r]n_'l. sich aber dia

Widerspriiche :

f; Wy — 0 |
| W o,

l (128
I': R “lu “n

und es kommt nun darauf an, die gendherten Coordinaten 1 und y um die kleine:
Betriige d y und dx so zu verbessern, dass die Summe der Quadrate der dann
noeh ]Hbg'i_g' hleibenden \’\ri.l-l|'|".-=}|'.‘l'i,i'-§'|l'. welehe wir .i!'l'.ﬂ mit v bezeichnen, ein

Minimum werde.

Durch die Aendernngen der Coordinaten um dy und dx werden sich die

Neigungen n um dn dndern, und es ist
dn—adx-{bdy

worin 2 und b nach Formel (117) za berechnen sind. Die endgiiltigen Neigungen »

groehen sich somit:

v —=mn, +a dx—+ b dy |
3 24)
’ n, +a,dx -+ b, dy | (129)
ete




Hieraus erhalten wir, indem wir wieder von den Neigungen » den Winkel 07, = ¥y — 0y
abziehen, die Werthe:
ny4adx4+bhdy —o,=w", | (150)
n, —a,dx +b,dy — o/, =w/, | e
ete.

nuti noch dbrig bleibenden Fehler sind analog (128)

Vi w'y —ay
Y, =Wy —,
ete.
oder nach (180), wenn wir das uns noch unbekannte o', = o, — z*¥) 'setzen:
vi=m+ydxt+bdy—o,tz—o

Vo=1, +a,dx+b,dy—o;,+2—a,

etec.
oder da nach (127) n; — o, —w, und nach (128) w, — fj, also ny — o0, — @y =14
und analog n, — 0, — a, =1, ete.:
- fi £ b SEEN :
vi=h+teztadxthdy | (131)
v, = L +zta,dx+hdy |

ene,
[Iin z zu eliminiren, bilden wir aus diesen (leichungen das arithmetische

Mittel:

[ [ |a by
Al 2 il
I Il I Il
welehes wir mit einfacheren Zeichen schreiben wollen:
Va1, +z+a dx-tbh dy

Ziehen wir diese Gleichung von den e¢inzelnen Fehlergleichungen (131) ab. so

erhalten wir

Vi—Vm —h— 1 4y —a Jdx4+ (b, —b )dy b
o .\.Il] == f‘.‘ . r||\. = (:"_' s ;lllf-.i d x S “".'- - hln.] d hf l ! e

I'_
welehe Gleichungen wir, um wieder anf die Form der Gleichungen (77) zu gelangen,

unter Einfithrung einfacherer Zeichen schreiben:

i B agydxdDbydv
1 .1 ! L1581 ! i 1 o ] { 1_::.3)
b, =% +a.d=x+b,dy |
EtC.

e Bedingung [by] minim. fihrt uns dann wieder zu den Normal-
gleichungen (79), deren Auflisung nach § 9, 8) erfolgt.

Der mittlere Fehler der cinzelnen Beobachtungen ergiebt sich nach (87), da
drei Beobachtungen zu einer einmaligen Bestimmung des Punktes P gehoren:
vl

n i

m

L6 «y a1 bilden, kionnte man auch o My — Oy,  Oder o'y = v, — oy ete. hilden,

1 ik -
cigentlich das

n

> fur den Orientirungswinkel o, werden etwas differiven und wir miis

etzen. Indem wir o'y =0, oy — 2 setzen, stellen wir in 2

arithme

che Mittel o n Statt ofy eir
i Die uns moch Unbekannte z ist nun 2 eliminiren,

ugleich den Fehler

wie dies in Folgene

*) Die Bildung ¢ f 1 de rarthe : b A sfolgt in

: Sildung f;; und der Werthe a By L |::” i i eri n

Abth. 4 des trigon. For ~Anw. Als Rechenprobe hat man gemiss (61) [a il
1 b i f 1)




Als Reehenprobe leiten wir mit Hilfe der endgiltigen Coordinaten y 4 d y,

y +dx die endgiltigen* Neigungen » ab, bilden die Grossen wy = (1 — 0,)— a4,
!\-l
v, = (¥, — \1“) — a, ete.. ziehen das Mittel = V,, Von den einzelnen Grissen v ab*),

11
«0 miissen die =o erhaltenen Werthe mit den aus (182) sich ergebenden Werthen v

ihereinstimmen.

e '!J'.JF
§ 23.

Das combinirte Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneiden.

Die Berecchnung der gensherten Coordinaten erfolgt nach § 21, die der ge-
nitherten Neigungen n und der Werthe a und b nach (114) bis (117). Die Fehler-
gleichungen fiir die Vorwirtsheohachtungen werden nach § 21, Fir die Rickwirts-
beobachtungen nach § 22 angesetzt, d. h. es werden fiir die Riickwiirtsheobachtungen

die Grossen a, b und f um ihre arithmetischen Mittel a_, b, £  gekiirzt, dann

aber die Quadrate a;ay, a,8, . .. oy bbby, byby . . ., und die Produkte a, by,
ab,. .. oafy; s f ..o bfy, bof .., . fiir die Rickwdrts- und Vorwirts-
richtungen je in einer Summe vercinigt, um die Coofficienten der Normal-

;_f;,r'-i.i‘}lﬂl'l._f_(rll |:u :||_ ||'| ]l' ete. Zn erhalten,

§ 24
Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visirstrahlen.™)
1) Die Berechnung der geniiherten Coordinaten erfolgt nach § 21, Sind
Yiickwiirtsrichtungen vorhanden, so werden diese nach den Vorwiirtsrichtungen
orientirt, welche Rechnungsoperation ganz nach dem Beispiel des § 20 erfolgt. Es
worden namlich die aus dem trigon. Formular 5 des § 20 entnommenen orienfirten
Vorwirtsrichtungen ¢ in ein ihnliches Formular eingetragen, diesen die entsprechenden

[n— a]

Hiickwiirtsrichtungen e gegeniibergestellt, der Ovientirungswinkel o

=
= z

Il
hildet und lnerzu die J";J'ilh:ql':‘]lll|ll_{r'll a der Reithe nach addirt, Ihe so erhaltenen

Neigungen 1y werden gegen dic durch die Vorwirtsheobachtungen erhaltenen

i), : ; ; ; Ll
Neignngen g etwas differiren, und wird daher das arithmetische Mittel w S
in die folgenden Rechnungen eingefiihrt.

Je weniger Vorwiirtsrichtungen vorliegen, um so unsicherer wird die

Orientirung der Rickwirtsrichtungen, mit um so grisserer Vorsicht muss das im
Folgenden beschrichene, sonst aber sehr gute Resuoltate liefernde Verfahren an-
;;'-~\\'0||L{._-1 werden.

Seien nun die genitherten Coordinaten des gesuchten Punktes Py —y und p
aus irgend zwei beobachteten Richtungen berechnet worden, und denken wir uns
zur Abscissenaxe in der Entfernung 1) eine Parallele gezogen, Fig, 41, so kinnen
wir den Punkt p, in welechem  diese Parallele von der anf dem Punkte |"1 hg-
obachteten Neigung gy geschnitten wird, berechnen. Bezeichnen x; y; die Co-
ordinaten des gegebenen Punktes P, 1, die gesuchte Abscisse des Punktes p, so er-

giebt sich aus der Figur ohne Weiteres:

*) Behufs Elimination des in der Anmerkung anf Seite 74 ged: Orientirungsfehlers.

2 der pr. Verm.-Anw,




L =% 1T —x l
Hierin st der Klammerausdimek:
(1 —x) ) — ¥, cofixu, l
‘hit.

Wiren die genitherten Coordinaten und simmtliche Neigungen o fehle

aus welchen beiden Gleichungen sich y, erg

so wiirden die anf simmtlichen gegebenen Punkten nach P beobachteten Qichtungen
die Parallele in einem und demselben Punkte. und zwar in '[’: treffen. Da diese
Voranssetzung in  Wahrheit nicht zuntrifft, so werden die berechneten Asxen-
:!].i:‘-']'.ﬂl_li.l' _'['I_ Vool iiaca Hn'i-ru- [J_;.ﬂ.'.‘]'l'll?.!'ll i-’.l'E;_frll. ri‘l'illc,ﬂ man  dieselben il_- 2108811

Masss

ibe, (1:10), aunf einer graden Linie, — indem man sie bis auf die Einer-

stellen und die folgenden Decimalen kiirzt. von irgend einem Punkte aus ab.
and tript in den 80 ZOWONIEnen Punkten 1. 2, 8. 4. Fig, 42 |||-z[i;;|||":1 die nm 180"
gefinderten Neigungen g, pt,, ¢4, . . . an, so gewinnt man ein {ibersichtliches Bild

der Strahlenschnitte, und es kommt nun daranf an. in dieser Schnittfigur die wahe-

scheinlichste Lage des Punktes P so zu ermitteln, dass, wenn man die Neiguneen i

in der Weise dndert, dass sie simmtlich den zu ermittelnden wahrscheinlichsten

Punkt P treffen, die Summe der Quadrate dieser Aenderungen ein Minimum werde.

d u sehr kleine Winkel sind, so kann man die Bogen d u

Da die Aenderung
gleich den von P auf die ecinzelnen Strahlen gefillten Lothen setzen. welche wir
mit h bezeichnen. Die Winkel d g sind also, in analytischem Masse ansgedriickt,

.

wenn s die L der einzelnen Strahlen, also s die Linge PP 8. die

: ¢ ’ h* T
Linge P P, ete.®) bezeichnet. Die Aufoabe lautet also, es soll l l zum Minimum
.8

werden, Sind die Strahlen zum Theil einseitig, zum Theil zweiseitiz beobachtet,

g0 sind ihnen die Gewichte 1. bezw. 2 ]Dt'i}tl]]l'}__{t'll_ Setzt man  die Strahlen-
rewichte t, wo also die einzelnen t entweder | oder 2 sein MiSSeT, je nach-

dem die Beobachtungen ein- oder zweiseitic ausgefiilet sind. und setzt man

t P
— — P, so lautet nun die Forderung
[p h*] = minim.

ri (les

Nach dem Bertot'sehen Verfahren findet man die wahrscheinlichste Liag

Punktes P in der Schnittfigur wie folgt: Man schlage um einen durch Schiitzung
bestimmten, also angeniherten Punkt P einen Kreis, nehme in der Peripherie: des-
selben einen beliebigen Punkt Q an, falle von @ auf simmtliche Strahlen Lothe.
und verliingere dieselben bis zum Durchschnitt mit der Kreisperipherie. Bezeichnen
wir diese Durehschnittspunkte mit §,, §, ete., die Fusspunkte der Lothe mit B, F, ete.
und ermitteln wir die Coordinaten simmtlicher § und F, tragen mit den arith-
metischen Mitteln derselben als Coordinaten die Punkte K und F ein, zichen nach
einander die Linien Q FT,, Fig, 48, T, KT,, T,MT, T, Q. so liegt der zu be-
T, T, QF

stimmende Punkt P anf dér Linie Q T,, und zwar ist Q P - wonach P

gefunden werden kann.

s kann man nach der trigonometrischen Netzlearte ermitteln, nachdem man

dieselbe den Punkt P mittelst seiner geniiherten Coordinaten eingetragen. Die Grissen — liefert sodant
& -

Tafel 111 Anhang =

¥) Die bexiglichen Rech in Abth., IV des trigon. Formul. 12 ausgefithrt




P

Den Beweis dieses Satzes werden wir, um den Zusammenhang nicht zu
unterbrechen, am Schlusse dieses Paragraphen bringen.

Die Bildung des Mittels der Coordinaten der Punkte § und I erfolgt wegen
der versehiedenen Strahlengewichte p nach (73).

Zur Probe fiir die Richtigkeit der Construktion werden von dem gefundenen

Punkte P auf die einzelnen Strahlen Lothe gefillt, die Coordinaten der Fusspunkte

derselben  ermittelt, der (mach (78) zau bhildendes) DMittel die Coordinaten des
Punktes P eeben muss, wenn die Minimumsbedingung erfiillt sein soll. (Vergl. Thi. I

87, Beispiel 2)).
Nachdem man die Lingen der Lothe h ermittelt, findet man den mittleren

Fehler [phh)

1l

o

L

11 -

driicken. haben wir, wenn h

Um die Verbessernngen d p in Sekunden ausz
in Cenfimetern, & in Metern ausgedriickt ist

o'’ h

A e’ = -
g 100 . s
IJJ
oder filr = k, und fiir dp’’
1000 3
k
V — h
q

wi e Grossen sind.

] 111 _\:|J|:|'Ij-_’ zi entnehm

renn Nelgungen v ab®),

runeen i -+ um die Grissen v differien, worin

Leiten wir aus den endgiiltigen Coordinaten die endgiilti

regen die N

50 \\.n'i'||.-|| ||i|'-' .-II'_'|| {

I"Il|'1'|r"g| 151,

¥
55

i
eine Probe fiir die Rechnungen

len vorkommenden Falles Erwihnung th

hiswe

Wir miissen noch e

dmbich irgend einer der Strah annithernd der Absciss

enaxe para

nahe 0" oder 180" ist. wie in Fie. 42 der Strahl ab. Hier wiirde der

whstand 1. sich so gross ergeben, dass er auf dem Papierbogen, den man zur Auf-

tragung der Schnittfigur benutzt, nicht Platz findet. In diesem Falle denkt man

sich durch den durch die s_f-’lli'llf.-‘l'lc-l: Coordinaten hestimmten Punki P eine Parallele

sur Ordinatenaxe und berechnet. den Schnit

tpunkt des Strahls mit dieser Parallelen,

1. h. man bedient sich statt der Formeln (133) der analogen Formel
Vs =5 + (05— 75) |
1 V. — (% x.) tang pu. |

woraus der Axenabstand 1. zu bercchnen ist. Da in

Abstand der geniherten Ordinate zur Abscissenaxe ged: Parallele darstellt, ihre

or Abstand des Schnitt-

Entfernune von der Abseissenaxe also h ist, =0

punktes 5 von dieser Linie = h. Diese Grissse st anf o Parallelen zur
Ovidinatenaxe. Y Y. von der Linie X X aus nach vechts oder links abzutragen, je
iachdem sie positiv oder, wie in der Figur, negativ sich ergiebt.

9) Bertot’sches Problem.**) In einer Strahlenschnitifigur, Fig. 44, soll ein
Punkt P so hestimmt werden, daszs die Summe der l-.?'.l::dl'.'lli' der von demselben

anf die cinzelnen Strahlen gefiillten Lothe ein Minimum wird.

) Abthl. 'de Formul.
j Nach ¢ von Steusrrath sungswesen, Band XIIL
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Es seien: 1) P der gesuchte Punkt,

2) Q ein belichiger Punkt innerhalb der Schnitthigur.  Von Q
werden Lothe aunf die einzelnen Strahlen gefillt und deren Fusspunkte mit F;, F, ete.
hezeichnet. F sei der Schwerpunkt der Fusspunkte, so dass. wenn d ¥, d X; die
Coordinaten der einzelnen F bezeichnen:

_ d Ir, - d }']-: .

a) d yp= TET
dxp +dxp + ..
]I] |1xj.._ #_‘1‘_ S5
I

Ferner werde iiber QP ein Kreis geschlagen, die Durchschnitte der vor-
erwihnten Lothe mit demselben mit K,, K, ete. bezeichnet. — Die Coordinaten des

Schwerpunktes K der einzelnen Kreisdurchschnitte sind:

d¥,, +dy, +- .-
c) dyy —_ e
> I
dx, +dx, 4+ ...
d) d Xy, ! -
2 I

[. Die Schwerpunkte K und F fallen zusammen,
Beweis: ¢

e

Nach den Bezeichnungen der Fig. ist:

1) dyp —d Yi, =Fye.
d = d Xy - K¢

Da / PK, Q= 90" so folot:
£X I'-l‘_: H:: e 1,.: Pd, also
‘1_: C—%, d

i }'i'_,_[l'-‘-'.!‘ =il Yp,— 1)

wenn ) die Ordinate des Punktes P bezeichnet.
Analog erhilt man:
Kic—=dx, —1

algo nach 1) d Y7, = d Yi, = d Yo.—
dxp —dx, —dx, —y
und analog: .
2) d Ve d Yk, —4¥p. —
Xp —dx -dx, —1.
d Xp —dx 1x, ==y
Durch Subtraktion der Gleichung ¢) von a) ergiebt sich, wenn man fir
dyr—d v ete. die Werthe nach 2) einsetzt:
dyp —dy, = yp — )+ (dyp, — )+
=dyp, +dyp, + .. ..—ny.
Nach der Minimumshedingung fiir P ist aber, (Thl. I, § 37, Beispiel 2)):
d¥p -Fdiyp % L a=n
also dyp —dy, =0, oder dyp =dy,. und analog dx; = dx,.

II. Wird um den beliehigen Punkt MM mit Wt Q ein Kreis geschlagen, die
Perpendikel Q F bis zum Durchschnitt mit dessen Peripherie in den Punkten L

e ... verlingert, so liegen in diesem Kreise die Durchschnitte § . @, . . .. ihr
- r 1 -4




S AP LT

Schwerpunkt § und der Mittelpunkt 9% beziiglich lihnlich zn den dem Kreise iber
P Q angehorigen Punkten K, K, . . ., F und M.
Beweis:

Das Polygon &, ;... &, ist ~ dem Polygon K, K,...K,, denn die Pe-
ripheriewinkel bei  sind fiir beide Kreise gemein, mithin die zugehirigen Centri-
winkel gleich, — Denkt man sich nun die beiden Kreise nach Anleitung der Fig. 45
mit ihren Mittelpunkten zusammengelegt, so ist nur noch zu zeigen, dass § F I eine

Gerade ist.  Es ist aber, da nach Id Yr =4y,
a) nd ¥p - d Yk, 4 d J'.k_. 4 ..
p) ndxy —dx, 4-dx; .
1 x4
und y) nd Y - dyg +dyg,

d) ndxg =d Xg T dxg,

Bezeichnet man ferner die Neigungswinkel HM &, HM&, . . . mit «,

@, . . ., 50 ist, wenn man die Radien der beiden Kreise —r und R setzt:
d vy, reina, und dx,_ =rTcose,
Yk, 1 k,
dy, =rsing, dx, =rcosa,
¥ o - A',' -
eue, enc.
dy, = Rsing, d Xy R cos «,
k) ) gd |
: I 4 i
d ‘\,\t._. - IR sin Ly !l "L.\i.: }a c09 g
ete, ete,

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen a)—4d) ein, dividirt «) durch y),
f) durch 4), so findet man:

d yp rsin @ + rsineg + . o
dye Rsine, 4 rsinag 4 ... R
Ehenso findet man:
.
also: dyp:dyg=dxp:dxg=r: BE=FM:§ 9

woraus die dhnliche Lage der Punkte § und 9t gegen F und M folgt.
[II. Ist nun P noch unbekannt, so geben uns diese Aehnlichkeitspunkte das
Mittel an die Hand. P zu construiren. Man verbinde Q mit F, Fig. 46, und ver-

lingere Q F nach T,, dann sind T, und F, #hnlich gelegen, wie alle Punkte
der beiden Peripherien, welehe mit Q in grader Linie gelegen, (vergl. den Beweis
zu II beziiglich der #hnlichen Lage der Punkte & und k). — Zieht man weiter
T, K Ty dann ist Ty der Achnlichkeitspunkt von Q, denn da T, mit T,, und F mit §
ahnlich liegen, so sind die durch T, und F und durch T, und § gezogenen Schnen
Achnlichkeitssehmen, mithin deren Endpunkte ) und Ty #hnlich gelegen. Zieht

man nun noch den Durchmesser Tq M T,, dann ist der #hnlich gelegene Durch-
masser L) P und der mit '|1; fihnlich gelegene Punkt P noch zn bestimmen.

Man verbinde @ mit T, dann ist £~ T, Ty T,=T,Q T, Wegen der &hn-
lichen Lage von §. Ty, M gegen F, Q@ und M ist weiter / & Ty IN=FQM,
folglich auch T, Q T, =FQ M, also Q M-T, ¢ine Gerade, mithin P &hnlich zu T,

_‘:_‘:I'!_"E_{J'“. Es 15t somt:

R T T FQP
TeT, . QF
e e

also QP

— e e T e




3) Lisung des Problems filv drei Strahlen. Sind nur drei Visirstrahlen
vorhanden., so entsteht ein fehlerzeigendes Dreieek, unsere ,-\!]I'g;ﬁ:.- lantet dann also:
In emem Dreéieck ist ein Punkt P so zu bestimmen. dass die Summe der
Quadrate der von ithm auf die Seiten pefillten Lothe ein Minimum wird.
Bezeichnen EJ__I. ltl.' |L._ diese Lothe, so besteht die ]'r-'l]il.'g'llll_’_'.'
1) ah, + hhy 4 eh, 2F
2) ||”" =8 + h.? .
Durch Differentiation von 1) erhal
3) ad ||_l bdh, 1 ecdl
and aus 1. 2) infolge
4) b, dh, + h, dhy 4+ h. dh 0

der Minimumshedingune:

] i L :
and aus o) die f|||'|'|'-'-,.|-|,-\.rJ|"\,'|:‘,||i:_.";

8 akdh, +bkdh, +ckdh. 0
und wenn wir die Coofficienten der d h in 4) denen in 5) gleichsetze:
a) h, aky hy bk, h ek

\‘-:.i.l'l'll den !-I“I:'_""I h ver '!'i-'lil'ill' [.ll'\\'il'f'”'.' :"--;xll::-g'--“, a0 wiirde das an .il,--L-

GL 1) und daher auch an Gl 3) nichts #indem, dagepen oeht 4) diher in:

p, b, dh, 4+ pyohy dhy 4 p.h. dh, — 0
o ! i n | I 0 C (
woraus wir analog mittelst 5) erhalten:
1 . Iy Loy
h_ — k, by, — &, h, — k.

oder Dh by ch =—:—. Mhat s

.-‘l[éll: hat daher ein ||-'||: f -='|'7-"i,'_L"'|'I"|I []~-.,-i.-|-i.;.- sahnliches |3,-,.i,.,.':\- Z1l COI-
struiren, Fig. 47, derart, dass die correspondierenden Seiten beider Dreiccke unter

: e i S s Iy [ .
sich beziighich die parallelen Abstinde —, —, erhalten, sodann die corre-

Pg Py Pe

‘*]I(J'uilii"""'lli“i! [‘:r.]u-rl der [Jl"'ill"'k-' mit -'i=|ht|l]":' FA \'L"I'::J-Il'i;l'!l. JFil' \‘I'I'llifll{l["

man von P die

linien schneiden sich 1m  eesuchten Punkte P, denn

1.'1|'|'_-' |:_|.. :'15,.. E] 50 T\'\'|'E|:|ii-'|: .|i.-4.- W6 -i.i-- A]-ul:’ilzniu- |j C"f||'!'|'--}lr|!||.|il_!'<'I||.|.-!:

Dreiecksseiten, d. 1. wie — s s — wie Gl 7Y erfordert.

5 25
Einschneiden fiir zwei Punkte.
Hs sind zwel nen zu bestimmende Punkte B wand By itige Visur

verbunden und sind weitere Visuren nach gegehbenen Punkten vorhanden. Die Co-

ordinaten der beiden Punkte P, und P, sind zu herechnen.
Zu emer einmaligen Bestimmung der beiden Punkte sind anf jedem der-
Punkten und dem anderen

nen zu bestimmenden Punkte zu beobachten. Bezeichnen in Fig. 84 A und B die

o reoplien

selben mindestens die Richtungen nach foe.




zu bestimmenden, € und 8 die gegebenen Punkte, so kann die Auflésung der

Dreiecke A B € und A B S nach Formel (100) und (101) erfoleen. in welcher e

E

Es 15t llli"‘-'l' Aut

als

tfernuneg der on einander bekannt, nnd g die Unbekannte ist.
gabe bekannt unter dem Namen der Hansen’sehen Aufzabe oder
der Aufgabe von der unzugiinglichen Distanz.

Hat man liberschiissige Beobachtungen, so erfolgt die Berechnung der ge=

niitherten Coordinaten nach § 22, oder, wenn

anch Vorwirtsheobachtungren vor-
liegen, nach § 21. Sodann berechnet man in

hekannter Weise fiir be neun zu

& 1 1 s T &
bestimmenden Punkte die gendherten Neigungen n,

ny., Letztere sind pun

durch Aenderung der geniiherten Coordinaten um die 1
i':r'_"TI'E'}'_J"I' d n_, . I, 210 findern. [iege Aendernneen sind fiir

1) fiin

eine Aenderung erleiden:

dge dy und dx um die

den Punkt P,

die Richtung von P, nach P, da beide Endpunkte dieses Sirahls

d Iy, Ay 0 S ]-:. d ¥ c.d e L 'l-. li\

2) fiir die dibrigen den Punkt ]’:__ bestimmenden Richtungen:
d i —apdx. by dy,
dn, =a,dx, -+ b, dy,

ete.

rggleichungen werden daher lanten, (unter Berticksichtigung des

'.\I:'il'li[i|'|_i[;|__l'~|.-.‘i:i|'['r-1 Z. vergl. 5 ‘J=)_;-_
Vi Ay dx, = -||.. d Vo L 1B LAk o ' d Yy = %,
vy —a,dx, by dy. L f

Vg — ag dx, by dy. + 1

: . i TR i a
und analog fiir den Punkt 1’:| (154)

V. a,dx, +b,dy, + ey dx, +d,dy, + 2z + L
v, a dx, 4+ b, dy, +1;

vy s dxg -+ Db, d ¥i

ens

Indem man diese Fehle

eichungen quadrirt, addirf, die Summe der Reihe

nach nach den vier Unbekannten dy_, dx_, dy,, dx, differentiivt, die erhaltenen

|':.:‘i".'i'i']ﬂE,':;i!'l'llﬂ‘:l'l||_‘.'|'_'. =} setzt. erhiilt man vier Normalgleichungen von der Form

des § 9. 4), aus denen sich die vier Unbekannten nach den Formeln (84) und (85)

erceben.

§ 26.

Einschneiden fiir zwei Punkte mit graphischer Darstellung
der Visirstrahlen.
.“\li!:||

zwel nea zu bestimmende Punkte dorch gegenseitige Visuren verbunden,

¥y
s0 kann man deren nach § 24 darzostellenden Schnitthguren durch gegenseitige
Wechselverbesserungen berichtizen, ehe man in denselben die wahrscheinlichste Lage
der gesnchten Punkte endgiiltig ermittelt, Das folgende einfache Beispiel wird das
wfahren verdeuthichen, Die Punkte P.l und P, seien in der in Fi
Weise bestimmt,

dessen Bestimmu

r, 48 aneedenteter

Man berechne zuniichst die gensiherten Coordinaten fir P, zu

da Py, noch unbekannt, zunéichst nur zwei Strahlen zu Gebote

1, hieranf berechne man P'.‘ unter Einfibrung des vorlinfig hestimmten

(&




]_"I'..fI!d' 3 P.

Die Schnittf

sz also P, aus drei Strahlen erhalten wird.

S0

fehlerzeigendes Dreieck, — Fig. 50, Schaitthgur

iehigen Punkt P desjenigen Strahls al, welcher die Visar

cbes P bhenutzten
so die Schmtthgur fiir P.. In der Schmtttigur fiir Py, be-
¢ des Punktes TJE;' Man
den Punkt p,. Zieht man p, a’|[ba, so erhilt man auch in der
fiir P, ein 1

hestimmt. Die weit

fiir P, . In einem
|E.'II:'1|| 1)'t x'g:‘ll""-ll'._l'l._

Neioungen an, und

man  die zor Bestimmung des Pw

" - 1 3 | he |
Wanrschelniicnsoe 4

stimme man nach § 24, 3)

wwrendes Dreieck. in welechemi man den Panlkt P i glel

Parallele P. L' werbhe
-"fl‘l'..'I!I:Hf:._'_','LIl' fiir P, und somit die |.‘:|.-_IL|I des Punktes py. welcher nach |'i-' ricken
\.-.J'|'|[, j‘:]u-li:-;ul '\.':-|'|u'3~':~'.-:'! -'li-- I_)." |Il |l;_J .'l” LL':": ‘.'-:-il.»'l'?.-' J-_-'--|:.'|_|- [J‘.'l_'i"l"ii I|r'.|‘

Schnittfigur fiir P.. Der Punkt p, ri
o

das fehlerzeipende Dreieck der

'

kt infolge dieser Vi

IBSSEIUNY nach

Diese Wechselverbesserungen sind fortzusetzen, bis eine wesentliche Aenderung der
Punkte p nicht mehr erzielt wird.

il :-':_L'J[ Vi1 :---Eln".

Jedem W
Nenbestimmune der Punkte p nicht immer wieder das Verfahren des
It vt in dem Dreieck A B C, 1

unkte p ihnlich ge

| + 5
1t ‘.:ll.'ll ) |

1CreneIl -};‘-II:

s der Ficur ohne Weiteres vers

Wy | '
foloendes dire

Lresptzt ma

soks D hb bilden, sondar

witrde sich auch di
also auch der Punki
:Ill’.'h eine Yerschieb
das Ve

o || ||i" P:I. e \ I
die Punkte I’_: und '['.:,
and n, die Entfernune der Parallelen aa und b b von einander, d.

der den Punlkten und P, dhnlich

n Punkte p. und py

threr (e1 b LN &

lerzeigenden Dreiecke mit x,  di

letzteren Dreiecke mit h, und hy, die Hohe der Dreiecke A B C 1

g0 1st: I} x:h m: H

nnd wetter: 1) h h,

setat man b I y. 80 ist na

my, und nan erhilt ans 1) and 4




e e

e

Diese Gleichnuneen ergeben, nach x aufgeldst:

[st hieraus x gefunden, so theilt man H - x gemiiss II nach dem Ver

niss m:n, um die Hohen h, (=ny) und m v) zu erhalten. DMit Hiilfe dieser

n lassen sich die endgiiltigen fehlerzeicenden Dreiccke A aa und Dbb con-
struiren und werden in denselben die gesuchten Punkte p. und p, nach Anleitung
der iL_" 19 erhalten. Bine Probe fiir die der (

Satz, dass diese Punkte in den verlingerten Basen hb und aa

T4+ TR x|
OnsStIMmETIONn cewanrt der

27.

Wiederherstellung verlorener trigonometrischer Punkte
dureh Riiekwiirtsvisnren.

Man ermittelt zundichst die ungefiihre Lage des verlorenen Punktes mit Hiilfe

des vorhandenen Ka

snmaterials, bestimmft die Coordinaten dieses vorliufiocen

Punktes durch Riickwirtseinschn denselben gegebenen Punkten, welche
frither zur Bestimmung des verlorenen Punktes gedient hatten. Aus den Coordinaten

des vorli fij;‘u'i: ]-_Jlll.!-\ll"-' und denen des ¥ el OTENen P'_i‘i':\',n-d Tiiast sich die Hx-

e, (d. h. die Entfernung beider Punkte von einander). sowie der Win

srleiten, den die Strecke e mit irgend einem der nea beobachteten Strahlen ein-

Hlemente zur Wiederherstellung des gesuchten Punktes

herechnnng des vorlitufigen Punktes kinnen die bekannten

Coordinaten des verlorenen Punktes als genitherfe Coordinaten des ersteren

Punktes, die bekannten Neieungen der von dem verlorenen Punkte nach

Punkien hin ausrehenden Strahlen als irte Neigungen beniitzt werden, so dass

lie Berechnung dieser Elemente, die der Griissen a und b nach (117)

eriibrigt.

Einschalten.”)

Sind in Fig, 29 a und o gegebene, b, e, d. e nen zu bestimmende Puankte.

135-' _l\.‘l:l;_

chung des Netzes ganz nach § 17. Die Basis a o ist bekannt,

mithin kimnen simmtliche Drelecke des Net: lann die Coordinaten

& 40 herechnet werden, Dass sich auch der
15t bereits § 11 em

Sind 1

Punkte 8, 4 und 1 gegeben, also seiten A und B he-
kannt, die Pu 7. 8 nen zu bestimmen uwnd zu dem Ende ich
Winkel des Ne die Ausgleichung des Netzes nach den-
selben Prineipien, nur geht die Bedingung zu 2) des § 17 iiber in

Bl=L 358421 =v,— », (185)

wahrend die Bedingung zu 8) desselben
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§ 29.
s e R )
Einketten.”)
Das Dreiecksnetz ist so einzurichten, dass wenigstens zwei Punkte desselben

mit gegebenen Punkten, 212 und £ 15, — Hig. 58 — zusammenfallen, Ausser den

Dreieckswinkeln sind wom

1).

h auf den gegebenen Punkten noch die Richtung

v
{
4

nach anderen gegebenen Puunkten zu heobachten — (& 15—5 40 und & 12

Die Winkel haben dann folgenden Bedingung fIl geniigen:
1) Die Summe der Winkel in den einzelnen Dreiecken muss 180% hetragen.
2) In dem Zuge 240, 215, 18, 14, 212 241 muss die Summe der ges-
messenen Winkel
2 —{2n HR—C
gein, worin € den Winkel bedeutet, welchen die Dreiecksseiten unter sich hilden,

also 1) 2=@En—4)R — (g—r4)

Bezeichnen £, £ . .. I die eegen die Bedingung zu 1) sich ergebenden
Widers 1), (2) .. - (n) die danach den Winkeln der Dreiecke 1, 2. . .n

zufallenden Verbesserungen, ferner f. den Widerspruch gegen die Bedingung zu 2),
g) die den Polygonwinkeln danach zufallenden Verbesserungen, so ist, wenn m die
Anzahl der Polygonpunkte, z, #, ...z, beziglich die Anzahl der Winkel der

Dreiecke 1, 2, . . n, welche zugleich in dem Polygon liegen, bezeichnen, — (so dass

1

|".'l'3_"|']||'|.'i:.l' i"!'ll'.!!']'-

g B B 9. g0 launtet die aus dem Polygonzuge si

gleichung 2ym(s) -z (D) F+z@+ . 0z m—1 =1L (186)
: : g : 1 1 L
Ferner ergeben sich ans den einzelnen Dreiecken. wenn — (8) und — (s) die An-
P q

theile \:.EHE__ welehe ||—.-|'.Ii='|\ill'l'i1 Dreieckswinkeln, die ?.I]j_*'|-i_<'|': dem PlIJ:_""'_""‘!lK'.]_E_'f'I' A=

]

gehiren, aus der Polygonverbesserung zufallen: ’

3) b1 : : (187)

Die Antheile — (s) und — (s) sind verschieden, je nach der Anzahl der die
1L q

ginzelnen Polygonwinkel zusammensetzenden Dreicckswink n Polygon-

winkel nur die Verbesserung (s) zukommt, und diese zu gleichen ilen auf die

den IJ'Ill:.\.'!_'"'l.l'\‘-'zljk"l zusammensetzenden Dreieckswinkel zu vertheilen 1st. So st

z. B. im Dreiecke 3 der auf den Winkel g fallende Antheil der Verbesserung (s):

| I : % e St A
(=) — (8), weil (s) sich aut die Winkel 8., f.. f§, vertheilt, dagegen ist in dem

Dreiecke 8 der Antheil des Winkelsa, d.1.:— () (s), weil sich hier (s) nur aunf die
|| ad

inkel a; und g, vertheilt. Liegt nur ein Dreieckswinkel im Polygon, so ist ent-
W 1 : 1 1 o l] t: v 4

Die Aufltsung der Gleichungen (136) und (187) erf indem man die Ver-
esserungen (1), (2) s den hungen (187) berechnet, sodann heziiglich




)
i

mit den Zahlen z;, z, . . . multiplicirt und die Summe der erhaltenen Produlkt
in (186) emnsetzt, wodureh sich (5) ergiebt. Wird dieses dann in (187) eingesetzt,
so erhiilt man (1), (2). . . (n).

Es ist gleichgiiltig, ob man den Polygonfehler f aus dem Polygon £ 40,
]3, 14, 18, 182, |-] oder aus 40, =15, 10: 11, 18, 41 berechnet, denn
wenn neben einer f-‘ui}';'nu!{:nw]ilnﬁ'ung die [J!'--i--f'|{5!\-‘l111|:_1'|iIie_{':'l-. erfiillt sind, so ist

anch die andere Polvgonbedingung erfiillt.

Polygonzuge 40, 15, 14, 13, 12, 41 gebildet. An den m, (=4) Winkeln desselber
participiren: 1) der Anschlusswinkel auf % 156
2) im Dreiecke 1 die Winkel § und y

3) 2
)

" e = " ?

In dem 1in unserer Figar ||.".";,";'"~’;|_-||'.|-|: Hl=}_\2||i(_‘_l' se1 der Fehler f aus dem

)iy g i « a und g
b)Y - 4 2 o und f
6) der Abschlusswinkel auf 212

Demnaech ist: o 9 ] l : l
2 i b1 (i g

N

i
I
==
|

Zy =2

| = o =
&
L

2 —

=
Lo
Lo

Sei f, — 498", f,—=—11, f,=+498, f,——9, £ = 419, so lautet die -,
Bedingungsgleichung (136) i
I 442+ @)+238)+2(4)—19=0

und die Bedingungsgleichungen (137)

=

3(1) 4 JI ! l{](.,) 98 — 0

+0 J (8) +11=0

@
~
| b
1
-+

G {‘IiJ _T ': a - .—ll (\} — 98 =0

— ] -

/1 \
3(@)+ |5 ;--_.}_:I{q,: L 9=

Liet man die Gleichungen 11 einzeln nach (1), (2). (8), (4) auf, multiplicirt

mit z und addirt, so ergiebt sich:

2(1) = —

am | o
= | G

Y
(=

1@)=—2 ()

It ! : :

; D ) 5l

2@)=—2 @+ 2 |
6 18

. T 83
summe —— oo (s) + —-
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Dure
nnd durch Einsetzung von (s) 4.1 m IT oder III: (1) Lo, (2)=+—382,
[E'i) 1 10.5. IH T

Es erhilt nun jeder der Dreieckswinkel der Drei

h Einsetzung dieser Summe in 1T evhiilt man: (s) 4,1

Verbesserung (1), (2), (8). (4), ausserdem aber diejenigen

1 ]

an, die \'x'l'i.-l'ﬂ-:'l'-.:.I_I_-,'l-:‘l- - (8) bezw. ().
i Gepils

die Berechnung der Dre

:;'-- il']'; ]'I. |1-':' P"l.\--ﬂ.' 1

nwinkel bl

Nach Verbessern
der Weise, dass zm

Kaseiten an

ng der Winkel erf

t die Anfangsseite a 1600 angenommen wird. Hieranf

erfolet dann nach § 40 cine vorliiufize Berechnung der Coordinatenunterschiede.)
Die Summe derselben dient zur Beréchnung der vorliufigen Entfernung & der

gegebenen Punkte. Ist die bekannte wirkliche Entfernung dieser Punkte S,

80 18t _I,, die Verhiiltnisszahl, mit welcher die vorlitufizen Seiten der Dreiccke
- o

nud die 'I-'lrl'”ililf!_"t'll Coordinatenunterschiede zn ||;=_:i[i|1iil-i:'--! sindl, tm zu den

angen.

wahren Werthen derselben zu

{ir
Sind di ind Abschlussneigungen auf den Punkten 12 und 15 nicht be-

obachtet. so hese sich die Ausgleichung der Winkel nur auf die Vertheilung

der Widerspriiche f, £, . . . f in den einzelnen Dreiecken 1, 2, . . n. Die Be-

I'FE'-"!".I:III::_' der vor iren Coordinatenunterse

de  erfolgt unter Zugrande

hestimmten Ant

emer blos durch osneigung.  Ausser der vorliufigen

Entfernunge & ist dann aus den vorlinficen Coordinatenunterschieden und den (o-

ordinaten der gegebenen Punkie noch der Fehler der Anfangsneicung herzuleiten.™)
Letztere ist dann wm den erhaltenen Betrag zu verbessern, und die Berechnung,
nachdem selbstverstindlich auch die wahren Werthe der Dreiecksseiten durch
Multiplication der vorliufizen Werthe mit g ermittelt worden, mit den so berichtigten

Elementen zu wiederholen.

[V. Sphirisch trigonometrische Messungen,

§ 30.

Das Erdsphiiroid.

Ein lcher durch Rotation einer Ellipse um ihre kleine Axe ent-

standen 1st, hei

sphitroid,  Hin soleher Komper ist hekanntlich die Erde. Die

Meridiane, d. i. die durch die Rotationsaxe der Erde celegten Schnitte, sind also
I':“E]."-"_'II. und es I\'l"nr|i||']| ||;l!'_-.-|': wo es sich nm die _\|1:'||:||:|“L: ganzer ].;"“,.!.-:-'||;||-g.lq_-l."_

die Formeln der sphiirischen Trigonometrie nicht ohne Weiteres Anwendung finden,

bediirfen vielmehr gewisser Corvektionen,®%) welche ihrerseits die Kenntniss der

Excentricitit der

bezw. der .\:.-|||.‘|I‘-:1.’I_'_'" "I'flu;"]:-l':l_ Wir wollen cf:|-:||']*

Anw. Vom § 40 muss hier zum Verstandniss des Folgenden
vorwegz Kenntniss g
..;| [:\-

N E".1.’Iill|’.'I25'.L!'|

benen Punkte

den vorlaufigen Coordi
I der .-\I'_I-:'_!1:;-:‘.’|-_':,_":!I:L:.

les mit der geographischen Breite wechselnden
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