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Dorwort

Wenn i es unternehme, der grofen Zahl der vorhandenen Lehr-
biiev der Perlpektive noch ein weiteves hinzuzufiigen, fo Ffithle ich
mich verpflichtet, hiev wenigltens das Ziel anzugeben, das i dabei im
Auge habe. — TMein Budh (oll eine Mittelltellung einnehmen zwilden
den vein theoretifhen Werken, die [ih mit den projektiven Eigen-
(thaften der Kegelldnitte ulw. befallen und die praktilche Anwendung
vollig auber Adit lalfen einerleits und den ganz elementaren Biichern
andererfeits, die nidits weiter wollen, als dem Rrchitekten oder De-
korationsmaler eine praktifhe RAnweilung zuv Anfertigung perlpek-
fivifdier Zeidmungen geben. Eine [olde Anweifung gibt das vor-
liegende Budi, wie i (agen zu diirfen glaube, cbenfo gut, wie die
iblichen elementaren Biicher, aber es legt ein Hauptgewidt auf die
Begriindung der angegebenen Konftruktionen und behandelt befonders
eingehend gevade die befondeven Fille und Rufgaben, die in det Regel
mit Stilllduwoeigen iibergangen werden. Zu diefen befonderen Fillen
vedine i die praktilth keineswegs unwiditige hyperbolifche und para-
bolifthe Rbbildung des Kreiles, die hreisférmige Rbbildung eines der
Bildebene nidit parvallelen Kreifes, die unbedingt in ein Cehrbud der
Perlpektive gehdrige ftereographifthe Kartenprojektion, die gnomonilche
Projektion, die Schattenkon(truktion fiir den Fall dev hinter dem Riiken
des Beldhauers befindlicien, endlich entfernten Licitquelle, die Konftruk-
tion des Halbldhattens ufw. Die Konftruktion der per(pektivilcien
Bilder unter Waller befindlicher Korper wird, (o ‘viel i weif, iiber-
haupt in keinem anderen Lehrbudhe der Perlpektive behandelt,

Der Schwerpunkt meines Budhes liegt nicht in den Zeichnungen.
€s war nidt meine Abfiht, mit praditiq ausgefithvten Bildern zu
glanzen. Die Zeidinungen wollen nur das Uerltindnis des im Texte
Rusgefithrten erleiditern und (ind deshalb (o einfach und anlprudislos
wie moglich ausgefithet. Rudh habe ih mich bemiiht, das Darzulegende
(tets an den einfadhften Beilpielen zu zeigen: durch die Kompliziert-
hett des davgefltellten Gebildes wird ja die E€rkenntnis dellen, worauf
¢s ankommt, erfdwert, Auch habe ih es verfchmiht, viele Beilpiele
fiiv diefelbe Sace zu bringen, fondern mich ftets mit einem oder
dodh mit ganz wenigen Beilpielen begniigt. An Uebungsitoff wird
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es ja dem Lehrer der Per(pektive nie fehlen, und gerade an die Lehver,
die in diefem herrlidien Fade zu unterriditen haben, dacite idh bei
dev Abfalfung des Budies in exfter Linie. Tloge mein Werkden zur
Uerticfung des Untervidits an den hoheren gewerblidien Lehran(talten,
Kunltgewerbeldulen ulw. beitragen!

Belondere Riik(iit habe ich auf die fiivr den Dekovations-
maler wihtigen Konftruktionen genommen, auf jene Konltruktionen
alfo, bei denen man nicht von redtwinkligen Projektionen des darv-
zuftellenden Gegenltandes ausgehen kann, da (ie nidit vorhanden find,
bei denen es allo darauf ankommt, ohne Kenntnis der wirklicien
Mahe ein in (idh ridtiges perfpektivifthes Bild hevzuftellen.

Durch die kurzen algebraifchen Rechnungen, die an einigen Stellen
eingefitgt (ind, moge fich der dem Budiftabenrecinen nict geneigte
Lefer nicit vom Studium des Budhes abhalten laffen. Diele Recinungen
beziehen fidh ftets nur auf ganz beftimmte Punkte, haben mit dem
Welen der Sade, das rein geomefrifher Natur ift, nichts zu fun
und konnen daher, ohne daf der Zulfammenhang des Uebrigen Mot
leidet, itber[chlagen wevden.

Endlich ift es miv ein Bediivfnis, dev Fivma Seemann & Co. fur
die [chone Rusftattung, die fie meinem Budhe zu Teil wevden lief und
fitr die Beveitwilligkeit, mit dev (ie allen meinen Wiinlchen entgegen-
kam, aud an- diefer Stelle meinen herzliciften Dank auszulprechen.

Darmftadt, im TMai 1908.

Dr. Ferd. Meilel

Ueberfehene Drudfehler:
Ruf S. 85, Z. 4 u. o., lies: ,,das Ruge O“ fiir .das Ruge A*,
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Einleitung.

§ 1. Begriff des perfpektivilhen Bildes.

Unter dem perfpektivifchen Bilde eines korperlichen
Gegenftandes verfteht man ein auf einer Flidie, der Bild-
fladie, liegendes Gebilde, das, von einem. beltimmten Punkte
aus betraditet, (i mit den Umrillfen des von eben diefem
Punkte aus betraditeten Gegenftandes vollftandig dedt.

Diele Erkldrung it von grofter Widitigkeit, da auf ihr die ganze
Ronltruktive Perlpektive beruht, Oft hort man fagen, ein perlpektivi-
[ches Bild eines Korpers fei ein (oldies, das den Korper o darftellt,
wie er dem beobachtenden Auge erfdeint. Diefe Erklarung ift
Fallch, und es it unbedingt notwendig, [idv den Unter(chied zwilchen
der vitigen und der Fal(chen Erkldrung gleih am erften Anfange
griindlidh klav zu machen. Dadurch vermeidet man Falldhe Auffalfungen
und [ditgt fich davor, von der perfpektivifchen Rbbildung mehr zu
verlangen, als fie leiften kann.

Uor allen Dingen ift feftzuhalten, daf das perfpektivife Bild
nur von einem Punkte aus ridtig wirken kann, von dem Punkte aus
namlidi, in dem bei dev Konftruktion des Bildes das Ruge angenommen
worden war.

Um nun den Unter[chied zwilden der tichtigen und der fallchen
Erklarung vecht klavr zu erkennen, wollen wir einface Beilpiele be- .
traditen.  Wir wollen uns denken, wiv befinden uns vor einer (ehr
langen, oben und unten wagevedit begrenzten Mauer. Diefe Mauer
wird uns da am hidilten erfcheinen, wo (ie von einer durch die Axe
unleves Korpers zu der Mauer teditwinklig gelegten Ebene gelthnitten
wird; nach redits und nadh links aber wird dic Héhe (dieinbar ab-
nehmen. Wenn nun ein perlpektivifdies Bild den Korper (o darltellte,
wie er dem beobachtenden Ruge erfcheint, o hitten wir im Bilde die
Mauer durd zwei Kurven zu begrenzen, deren Rbftand in der Mitte
des Bildes am guvoften ift und nach beiden Seiten abnimmt. Tun
werden wiv aber fehr bald (chen, daf unfere Mauer — eine mit ihv
pavallele, vertikale Bildebene vorausgeleft — im Bilde durch zwei
patallele, hovizontale Gerade begrenzt wird. Betraditen wir nun diefes
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Bild von dem angenommenen Rugenorte aus, [0 wird es (ich mit den
Umrilfen der korperlichen Dlauer decken, und die gezeidinete Tauer
wird genau (o wie die kovperlide in der Mitte am hochften und nach
rechits und links niedriger werdend ex(deinen. — Ein zweites Beilpiel
mag uns die Kugel liefern. Der Umrif einer Kugel erfcheint, von
weldier Seite her man [(ie aud betracten moge, als ein Kreis. Tm
per(pektivifcien Bilde aber ift der Umrif des Kugelbildes — wenn
die ebene Bildfliche nicht gerade vecitwinklig zur Uerbindungslinie
des Kugelmittelpunkts mit dem Ruge ift — kein Kreis, fondern, wie
wir nodh fehen wevden, ein Kegelldnitt, allo eine €lliple, Pavabel oder
Hyperbel, in den gewdhnlidien Fallen eine Elliple. UTon dem ange-
nommenen Rugenorte aus betvaditet, exlcheint diefe Elliple, wie es der
viditigen Evklarung entlpridit, kreistund, wahvend wmgekehvt ein ge-
zeidineter Kreis, von demlelben Punkte aus betvaditet, als Ellipfe
er(cheinen wiivde.

Was fiir die Kugel gilt, das gilt aud fiiv den im Welentlichen
kugelférmig geftalteten menfclicien Kopf, ja, fiir den ganzen menl(dh-
lichen Korper. Wenn wiv beilpielsweile eine ausgedehnte Gruppe von
Perfonen pevlpektivifh vidtig darltellen wollen, o miilfen wiv die
einzelnen Perfonen um (o mehv in die Breite gezerrt zeichnen, ie
weiter fie von der Mitte, der wir uns das Auge gegeniiberliegend
denken, entfernt (ind. Tm photographilthen Bilde einer aus geringer
Entfernung aufgenommenen Gruppe fieht man das fehr deutlid, und
das, was man gewdhnlih irvtiimlicierweile als ,,photographilche Uer-
zevrung” bezeidinet, ilt weiter nidits, als eine Eigenlchaft des exakten
per[pektivifhen Bildes. — Wenn nun tatfadilih der Kiinftler, der
beilpielsweile auf einem grofen Wandgemalde eine bedeutende Anzahl
von Perfonen in Lebensgrofe davzultellen hat, fih um dieles Geleh
dev Perlpektive nicht kitmmert und aud nict kitmmern kann, (o
liegt das nur davan, daf die fundamentale Bedingung des perfpek-
tivildien Bildes, die Betraditung von einem Punkte aus, nicht erfiillt
ilt. Dev Belthauer eines (oldien Wandgemaldes geht an ihm entlang
und betraditet jede Figur von vorn; der Kimftler ift allo gendtigt,
diefen tat(adilihen Uerhdltnillen Reinung zu tragen und jede Figur
(0 davzultellen, wie [ie gevade von vorn gelehen evfheint. Jede ge-
malte Figur hat allo thren eigenen Rugenort, das ganze Gemalde ift
nidit mehr ein einheitlides perl(pektivifdies Bild, und die perlpektivifdh
gemalte Land(chaft oder Avchitektur (teht mit den niit von einem
einheitlidien Rugenotrt davgeftellten Perfonen in einem unaufléslichen
Widerlprudhe.




Wenn man den durdh die viditige Exklarung ausgedriikten Sinn
und die eigentlie Bedeutung des perfpektivilchen Bildes evfaft hat,
wundert man (ih aud iiber mandie Erfcheinungen nicit mehr, die
dem nicdit €ingeweihten vatlelhaft vorkommen. So wird es oft als
eine belondeve Merkwiirdigheit angeltaunt, daf eine Kanone oder ein
Gewehr, das auf den Belthauer zielend dargeftellt worden ift, ftets
auf thn zielt, wo er fih audh befinden moge. Wenn er allo vor dem
Bilde hin- und hergeht, verfolgt ihn das Gelthiih (deinbar, €in der-
artiges Bild pflegt als eine ganz belondere Leiftung eines ungewdhnlich
gelthickten Talers angefehen zu wevden. Tatfidilich liegt die Sache
[0, daf — die angegebene Darltellungsweile vorausgefet — die ge-
nannte Wirkung unter allen Umftinden eintreten muf, das Bild
mag im Uebrigen (o (hlecht gemalt (ein wie nuv moglih. — Das
Bild eines auf mid gerichteten Rohrs befteht nimlich ganz einfach
aus zwei konzentrildhen Kreifen, deven RAbltand gleich der Metallftirke
ilt; ift aber das Rohr nidhit auf mich gerichtet, (o (ehe ich eine Seiten-
anfliit des Rohrs. Um den Eindruck zu haben, daf das Rohv nicht
auf mich geviditet [ef, bedarf es allo des Anbliks einer Seitenflidue:
wenn eine [olde aber diberhaupt nidit gemalt ift, kann idh fie aud
von keiner Seite her fehen. Uon jeder Seite her betractet. muf i
allo den Eindvuk des auf mid geviditeten Rohves haben. Daf bei
[eitlier Betraditung die Kreife zu Elliplen zulammengedriikt er-
[deinen, dndert an der Sade nidits; man evhilt dadurd nur den
Eindrudk, daf das Rohr elliptifhen Querfdinitt habe.

Etwas ganz Rehnlidies tritt ein, wenn ein menldilicies Bildnis
fo gemalt ift, daf die Rugen gerade auf den Beldhauer blicken, Jeit
mag dieler [ih aufftellen, wo ev nur will — das Bild blikt ihn
[tets an und verfolgt ihn mit den Rugen. Diele [lelbltverftandlicie
Erldeinung hat [don mandien Unkundigen in Angft und Scirecken
verfeit. Und doch ift die Erklivung [0 einfach! 1t namlidh ein Auge
gerade auf mich gericitet, (o erfcheinen die beiden die Tris begrenzenden
Hreife konzentrifh und die vedits und links (ichtbaren dreieckigen
Rus(dnitte der weifen Lederhaut gleid groB. Tn der bei (eitlicher
Betracitung des (o gemalten Bildes auftvetenden Uerkitrzung gehen
freilich die Kreife in Ellipfen iiber, bleiben aber konzentrildh, die Dreiecke
verkiivzen (ich ebenfalls, bleiben aber, da fie in einer Ebene liegen, gleidh
grob. Der Eindruck des auf midh gerichteten Blickes bleibt allo erhalten.
— Blickt aber das wirkliche, kirperliche Auge an mir vorbei, fo erfheinen
die Grenzen dev Tvis nicit mehr konzentrifdh und die beiden weifen
Dreiecke verfdhieden, wenn nidit eins von ihnen uberhaupt verldhwindet




— eine Uerdnderung, die natiirlih bei dem auf mid blicend darge-
ftellten Auge durdh keine Uerkiivzung hervorgerufen wevden kann.

$ 2. Die allgemeine Bildfiace.

Bei der Konltruktion des pev(pektivilthen Bildes wivd, wie [hon
aus dem im § 1 Rusgefithrten folgt, ein Auge angenommen, alfo
darauf, daf wir tatfadlih mit zwei Augen [ehen, keine Riik[icht
genommen. Die Bildflache kann eine ganz beliebige, ebene oder krumme
Flidhe fein. Trgend einen Punkt 7 des Raumes bilden wir nun da-
durch ab, dab wir ihn mit dem RAuge O duvch eine gerade Linie, den
fogenannten Sehftrahl, verbinden und diefen Stvahl OZ mit dev
Bildflide (dneiden. Der Schwittpunkt 2’ dedkt [ih, von O aus ge-
fchen, mit dem Punkt 2 und ift allo [ein pev(pektivilches Bild.

€ine beliebige gerade oder krumme Linie des Raumes konnen
wir uns durch Bewequng des Punktes Z erzeugt denken. 1In jeder
Lage diefes Punkfes ift dev Sdwittpunkt 2° von O 2 mit dev Bild-
fliche das Bild von 2; alle Lagen des beweglidien Sehltrahls erzeugen
eine Kegelflide allgemeinfter Art, deven Sceitelpunkt O und deven
Scnittlinie mit der Bildflahe — die Kurve der Punkte 7~ — das
Bild der taumlidien Linie ift. — Sdineidet die abzubildende Linte
die Bildflade, (o ift ein (olher Scmittpunkt (ein eigenes Bild, er
fallt mit (einem Bilde zulfammen; das Bild mug allo duvch diele
Scinittpunkte gehen.

Uon befonderem TInterelfe ift der TFall, dah die abzubildende
Linie eine Gerade ift. Jeit liegen offenbar alle Strahlen in einer
Ebene, und das Bild dev Geraden ift ein ebener Scnitt der Bild-
flddie; es geht, wie wir das [don im allgemeinften Falle (aken, durd
die (ogenannten Durchftofpunkte, die Schmittpunkte der Geraden mit
dev Bildflade.

Wir wollen uns nun vorftellen, der auf der abzubildenden Ge-
vaden liegende Punkt 2 gehe nach dev einen oder der anderen Seite
ins Unendlide; dann wird der vom Sehftrahl und der Gevaden ge-
bildete Winkel immer fpifer und [piger, bis [dliehlih der Sehltrahl
der Geraden pavallel wird. Dem unendlidh fernen Punkte der Geraden
entfprecien allo die Schnittpunkte dev Bildflade mit einer durdi das
Ruge gezogenen Parvallelen zur abzubildenden Gevaden, die Fludt-
punkte. Da eine Flade ' Ovdnung von einer Geraden in 7 Punkfen
gefdnitten wird, kénnen wir (agen, daf die Anzahl der Fluditpunkte




einer Geraden gleidh der Ovdnung dev Bildflade ilt. Tattirlich konnen
diefe Fluditpunkte zum Teil oder audi alle imagindr fein. Haben
wir eine Schav parvalleler Gerader, (o haben [ie die Fluditpunkte ge-
mein; thre Bilder miflen alfo alle fid in diefen Punkten [dineiden.

Handelt es (i um die Rbbildung eines Kérpers, (o haben wir
uns einen Sehltvahlenkegel zu denken, dellen einzelne Strahlen den
Kérper beviihren, der allo den Korper einhiillt. Die Berithvungspunhte
der Strahlen mit der horperlihen Oberfliche bilden den Umrif des
Korpers, thre Sdinittpunkte mit der Bildfadie den Umrif des Bildes.

£ 3. Die Ebene als Bildflache.

Mit Rusnahme des ausgemalten Gewdlbes und der zilindrilden
Bildflihe des Panoramas ilt die Ebene die allein vorkommende
Bildflace; wir wollen alfo im Folgenden eine Bildebene wvoraus-
[een. Hier hat man nun vor allen Dingen davauf zu adten, dah
die Zeidmung im Uerhdltnis zum gewdhlten Abltande des Ruges von
der Bildebene nidht zu grof ausfillt. Der Bildwinkel, d. h. dex
Winkel, den zwei nad gegeniiberliegenden Punkten des Bildrandes
vom Ruge aus gezogene Strahlen mit einander bilden, foll weder in
horizontalem nodh in vertikalem Sinne einen Rediten iiber[chreiten.
Die qrofte Ausdehnung des Bildes (oll allo hodiltens gleih dem
Doppelten der Rugenentfernung (ein. Wird dieles Maf tber(chritten,
(o 1at [ih das Bild von dem angenommenen RAugenorte aus nict
mehv iiberfehen und es treten am Rande Uerzervungen auf, die, wenn
file auch konltruktiv riditig find, doch unfchon wirken.

Handelt es i nun um die Rbbildung einer Gevaden, fo ift das
Bild die Scnittlinie der Bildebene mit der Flache der Sehftrahlen,
die in diefem Falle eine Ebene ift; da fih aber zwei Ebenen in einer
Geraden [thneiden, [0 erkennen wir, daf das Bild einer Geraden
wieder eine Gevade ilt. Die Gevade [(dhneidet die Bildebene in
einem Punkte, dem Durdiftofpunkte, durch den aud das Bild gehen
muf. Die durch das Ruge gezogene Parvallele zu der Geraden (ineidet
die Bildebene in einem Punkte, dem Fludhtpunkte, deffen Uer-
bindung mit dem Durciftofpunkte das Bild der Gevaden [liefert.
Ueber den Fluditpunkt kann das Bild dev wirklih gefehenen
Gevaden, (o weit man (ie aud verfolgen midge, niemals
hinausgehen, es kann ihn, da in Wirklidkeit nuv begrenzte Stredken
vorkommen, nicht einmal erveihen. Dagegen kann das Bild [fehr

e




-

e b it

wohl iiber den Duvrchftofpunkt hinaus gehen; der jenleits dieles
Punktes liegende Teil des Bildes entlpricht dem vor der Bildebene
liegenden Teile der Gevaden.

Uerfolgt man dielen vor der Bildebene liegenden Teil der Geraden
weiter viidhkwarts, o gelangt man zu dem Sdnittpunkte der Geraden
mit einer Ebene, die durch das Ruge pavallel zur Bildebene gelegt
werden kann: diefer Punkt bildet ([ich im unendlich fexnen Punkte des
Bildes ab. Geht man iiber dielen Sdnittpunkt nod weiter hinaus
ritkwarts, (o bilden [id die Punkte der Geraden in dem iiber den
Fluditpunkt Fortgelefsten Teile des Bildes ab, bis [dilieflih das Bild
des unendlich fernen Punhktes der Geraden wieder in den Fluditpunkt
fallt. ™Mit diefen Uerhéltniflfen werden wiv uns noh mehtfacd zu
belchaftigen haben; an diefer Stelle mag daher diele kurze Andeutung
geniigen. — Daf der hinter dem Ruge liegende Teil der Geraden nicht
tatfachlih gelehen werden kann, verfteht fih wohl von [lelbft; es
handelt fidh hier um ein vein gedadites, geometrildhes, virtuelles Bild,
das aber, wie wir [pafter fehen wevrden, aud fiir die wirklihe Rb-
bildung bedeutungsvoll werden kann.

Wir wollen nun die Lage des Bildes bei ver(chiedenen Lagen der
Gevaden betraditen. Tt die Gevade der Bildebene parallel, fo
wird die leftere von der Ebene der Sehltrahlen in einer Linie geldnitten,
die der gegebenen Geraden pavallel ift. Das Bild ift allo der Ge-
vraden parallel; Durdltofpunkt und Fluditpunkt liegen in unend-
lidker Ferne. — 1t die Gerade auf devr Ebene [enkredht, [0 fallen
Durdiftofpunkt und Fluditpunkt und damit das ganze Bild in einen
Punkt, der die Projektion des Auges auf die Bildebene it und als
Hauptpunht oder Rugenpunkt bezeidinet wird. — 1t die Gerade
unter einem halben Rediten [45°) gegen die Bildebene geneigt, o ift
auch der vom Ruge parallel mit ihv gezogene Sehftrahl unter dem-
[elben Winkel gegen die Bildebene geneigt. Ruge, Hauptpunkt und
Fluditpunkt find in diefem TFalle die Edken eines gleich(chenkligen,
vechtwinkligen Dreieks, und die Entfernung des Fluditpunkts vom
Hauptpunkte ift gleih dem [enkreciten Rbltande des Ruges von der
Bildebene. Die Flucitpunkte der unendlich vielen, unter einem Winkel
von 435" gegen die Bildebene geneigten Rihtungen liegen daher auf
einem Kreile, der um den Hauptpunkt als Mittelpunkt mit dem Rb-
(tande des RAuges von der Bildebene als Radius belchrieben werden
kann. Dieler Kreis wird als Diftanzhkreis bezeichnet.

Hat man eine Schar von Parallelen abzubilden, [o ift allen
Bildern der Fluditpunkt gemeinfam, man hat allo die Durdiftogpunkte




dev ver[dhiedenen Gevaden mit dielfem gemeinfamen Fluditpunkte zu
verbinden und erhdlt als Bild der Schar ein Strahlenbiifdel.

Die Fluchtpunkte aller in einer Ebene liegenden oder einer Ebene
parallelen Geraden liegen in einer Geraden, der Fluditgeraden. Diele
Fluditgevade it die Schnittlinie der Bildebene mit einer durdh das
Ruge gelegten, der Ebene, in der die Geraden liegen odev der [ie
parallel [ind, parallelen Ebene.

[t eine Ebene zwei Riditungen parallel, o geht ihre
Fluditgerade duvch die Fluditpunkte dev beiden Richtungen;
tft eine Rihtung zwei Ebenen parallel, (o ift ihr Fludtpunkt
der Scinittpunkt dev Fluditgeraden dev beiden Ebenen. —
Uon diefen wictigen Tatfacien werden wir bei den Schattenkonftruk-
tionen Gebraud madhen.

Soll ein Kreis abgebildet werden, (o bilden die nad feinen
einzelnen Punkten gehenden Sehftrahlen eine ,Kegelfliche zweiter
Ordnung*; das gefudite Bild ilt der Schnitt dieler Kegelfliche mit der
Bildebene. Der cbene Scnitt einer Kegelfliche zweiter Ovdnung ift
tm Allgemeinen eine Elliple odev eine Hyperbel, je naddem die
Ebene nur eine Halfte oder beide Halften der Kegelfliche (dineidet;
als belondeve Grenzfille treten audi der Kreis und die Pavrabel auf,
etltever namentlih dann, wenn der abzubildende Kreis der Bildebene
patallel ift. Rudi eine Gevade kann das Bild eines HKreifes [ein,
dann namlic, wenn [eine Ebene durch das Ruge geht; unter diefer
Uorausfeung ift das Bild jeder ebenen Kuruve eine Gerade. — Bei
der Rbbildung der Kugel treten dielelben Kurven auf, denn hier
bilden die die Kugel umbhiillenden Strahlen eine Kegelflie — und
iwar eine novmale Kegelfliie — zweiter Ordnung, deven Schnitt mit
der Bildebene wieder eine Elliple oder Hyperbel, in belondeven Fillen
ein Kreis oder ecine Parabel ilt. Eine Gerade kann hier nicht vor-
kommen, da die dazu nétige Uorvausleung, daf die Bildebene (elbft
durch das Ruge geht, praktifdh unexfiillbar ift.

Die verfthiedenen Lagen des Kreiles oder der Kugel, in denen
diefe Kurven auftreten, werden wir bei der Betrachtung der vertikalen
Bildflide eingehender behandeln.

Da jede Linie, jeder Umrif durch eine Kegelflihe — das Wort
m allgemeinften Sinne genommen — abgebildet wird und parallele
Scnitte einer Hegelflache [(rets adhnlich (ind, erkennt man ohne
Weiteres, daf eine Parallelverfthiebung der Bildebene niemals eine
Ueranderung der Geltalt des Bildes, fondern nur eine Ueridnderung
[einer Ovofe, [eines Mafltabs, bewirken kann. Die lineare Rusdeh-
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nung des Bildes ilt offenbar dem RAbftande der Bildebene vom Ruge
proportional. '

Wer jemals Land(chaften, Gebaude ulw. nadr der Natur gezeichnet
hat, dev weif, dah eine gewille Groge dev Darftellung fich dem Zeicner
gewilfermafen als naturgemdf davbietet, [0 daf es thm [duwer wivd,
in einem grofeven oder kleineren MaBltabe zu arbeiten. Diele Groke
der Zeihinung, die man mit einem gewillen Redite die natiirliche Grofe
nennen konnte, ift emnfad die Bildgrofe, die [ch durd den Schnitt
des Sehftrahlenbiindels mit einer Ebene ergibt, deven Abltand vom
Ruge gleich der Entfernung der Zeidenflidie von ihm ift. Bei dielem
Abltande der Bildebene ift die (deinbare Groke einer Strecke, d. h.
der von den nach ihven Endpunkten gezogenen Sehltvahlen gebildete
Winkel, gleih der [dheinbaven Grofe ihves Bildes.

Die perlpektivilhe Uerkiivzung zeigt [ich audh in dev Uerdnderuna,
die die [cheinbare Geldwindighkeit eines [idh bewegenden Korpers
mit zunehmender Entfernung dellelben erleidet. — Die Gelchwindigkeit
eines [ich gleihférmig und gevadlinig bewegenden Kovpers ilt das
DVerhdltnis des von ihm in einer beliebigen Zeit zuriickgelegten Weges
zu eben diefer Zeit; nehmen wiv allo als beliebige Zeit die Zeit-
einheit an, (o (tellt dev in der Zeiteinheit zuviikgelegte Weq die
Gel[dwindigkeit dar. Die (dieinbavre Grofe diefes Weges, allo die
(heinbare Gel[dhwindigketit, nimmt demnah — unveranderte
Rihtung der Bewegung vorvausgelefit — der zunehmenden Entfernung
des Korpers vom Ruge entlprechend ab, fie ilt thr umgekehvt pro-
portional. Da aud die (heinbare Grofe des Korpers dieler Ent-
fernung umgekehrt proportional ilt, (o folgt, daf die (heinbare Ge-
[hwindighkeit dev [deinbaven Grofe divekt proportional ift.

Beilpielsweile [cheint ein fahrvender Eilenbahnzug [ich um (o lang-
famer zu bewegen, je weiter ev von uns entfernt ift, je kleiner ev allo
erfcheint. Ebenfo bewegen (ih die Wolken — gleihe wirklide Ge-
[hwindigkeit vorausgeleft — (dheinbar um (o langlamer, je hoher
fie find. Wenn wiv allo ver(diedene Wolkenziige (i in demlelben
Sinne mit verlchiedenen Gelcwindigkeiten bewegen [ehen, [0 haben
wir hieraus in evlter Linie auf die Uer[diedenheit der Hohen
zu [dhlieGen, in denen diele Wolkenziige [ich bewegen. TNatiirlich kann
auferdem eine Uer(thiedenheit der linearen Geldwindigkeiten, der Uer-
(chiedenheit der Gelhwindigkeit der Luftftromungen in verldhiedenen
Hohen entfprechend, in Betracht kommen.




[. Rblcthnitt.

Die Rbbildung auf vertikaler Bildebene.

Wenn wir von dem verhdltnisméhig [eltenen Falle der per(pek-
tivilchen Darftellung von Gebdudeteilen auf der wagereciten Decke
eines Saales einftweilen ablehen, diivfen wir lagen, daf die vertikale
Bildebene die allein widitige ift. Sie it aud die naturgemaife, da
im normalen Falle unfer Blik wageredit gevichtet it und wiv die
Bildebene [tets zur Riditung des Blidkes vechitwinklig legen. Tm Fol-
genden [ollen nun die Gefee dev Rbbildung auf vertikaler Ebene ab-
geleitet werden.

Erltes Kapitel.
Die Herltellung des Bildumrilfes.

S 4. Hauptpunkt (Rugenpunkt), Flucdtpunkt, Diftanzkreis,
Horizont, Diltanzpunkte.

Was im § 3 als fiir die Bildebene in allgemeiner Lage giiltigq abge-
lettet wurde, das gilt natiitliherweile unverdndert auch fitr den belon-
deven Fall, die vertikale Bildebene. Der Haupt- oder Rugenpunkt ift
der Durdiltofpunkt des vom Ruge auf die Bildebene gefillten Perpen-
dikels; er ift der Fluditpunkt der zur Bildebene (enkrechten, jet allo
horizontalen Gevaden und liegt in unferem Falle offenbar in gleicher
Hohe mit dem Ruge. — Der Fluditpunkt einer Geraden wivd, wie
tmmer, gefunden, indem man durch das Ruge eine Parallele zu der
Gevaden zieht und mit der Bildebene (dineidet.

Die Begrenzung des Bildes einer unendlih langen Geraden durch
den Fluditpunkt it ein auferovdentlih cinfaches und anfhaulides
geometrilches Beilpiel fiir die endlidie Summe einer konuergenten un-
endliien Reihe. Denken wir uns, von einem beliebigem Punkte an-
gefangen, auf einer [ih nach hinten in’s Unendlide erftreckenden
Geraden unendlidh viele gleihe Teile von ganz belicbiger Grofe auf-
gefragen, o werden ihre Bilder immer kleiner und kleiner werden.




Das Bild der Geraden, von dem RAnfangspunkte bis in’s Unendlice
gerechnet, ilt allo die Summe unendlih vieler Teile; diefe Summe ift
aber endlich, ndmlich gleich der Entfernung des Bildes des Anfangs-
punktes vom Fluditpunkte.

Die Fluditpunkte aller Riditungen, die mit der Bildebene gleiche
Winkel bilden, liegen auf einem Kreile; er ilt der Schnitt der Bild-
ebene mit einer normalen Kegelflache, deven Scheitelpunkt das Ruge
iff, und deren einzelne Evzeugende jenen ver(chiedenen Ridtungen pa-
tallel find. Fiir die Ricitungen, die mit der Bildebene einen Winkel
von 45° einlchliehen, ift der Hreis der Fludtpunkte der Diltanz-
kreis, delfen Radius, wie wir [don willen, gleidh der Entfernung des
Ruges von der Bildflache ift.

Alle die ver(diiedenen Neigungswinkeln entlpredienden Kegelfladen
haben das vom Ruge auf die Bildflace gefallte Perpendikel zur ge-
meinfamen Rxe.

Oon befonderer Wichtigkeit find die Fluditpunkte der verlchiedenen
horizonfalen Ridtungen. Da die durd das RAuge zu diefen wver-
(chiedenen Ridtungen gezogenen Parallelen in einer durdh das Ruge
gehenden Horvizontalebene liegen, erkennt man (ofort, daf die Fludt-
punkte aller Hovizontalen in der Scnittlinie dieler durd
das Auge gehendenHovizontalebene mit devBildebene liegen.
Diefe Schnittlinie — allo eine in Rugenhohe durch das Bild gezogene
Hovizontale — it die Fluhtqerade der Hovizontalebenen und wird
als Borizont bezeinet. €Er geht [elbltverftindlih durdi den Haupt-
punkt und (dineidet den Diftanzkreis in zwei Punkten, den Diftanz-
punkten, die die Fluhtpunkte der unter 45° gegen die Bildebene
geneigten, horizontalen Geraden [ind. Sie liegen vecits und links
vom Hauptpunkte in Rbltinden, die gleich dem Radius des Diftanz-
kreiles, allo gleih dev Entfernung des Auges von der Bildebene (ind.

§ 5. Konfltruktive Ermittelung des Bildes eines beliebigen
Punktes; OGrundebene und Grundlinie, Fludtgerade,
umgeklapptes Ruge.

Eine durd den abzubildenden Punkt 7 gelegte Horizontalebene
wevrde als Grundebene, ithr Sdinitt mit der Bildebene als Grund-
linte bezeichnet. Die Abbildung 1 [fellt in ilometrilher Anficht die
Bildebene, das Ruge O, den Hauptpunkt 7, die Diltanzpunkte 2D,
und D,, den abzubildenden Punkt 72, die Grundebene und die Grund-




linte dar. Zur Evmittelung des geluditen Bildpunktes 2 (tehen uns
jet ver(chiedene Linien zur Uerfliigung. — €Ein von 2 auf die Bild-
ebene gefalltes Perpendikel [dneidet (ie im Punkte @ der Grundlinie,
und da A der
Fluditpunht diefes
Perpendikels it
haben wir in der
Uerbindungslinie
QA [fein Bild.
Zwei durdy 2 ge-
legte Horizontale,
die unter 459 ge-
gen cie Bildebene
geneigt [ind,

[chneiden fie in den
Punkten .S, und
Sy, und da D, und
7, die zugehori-
gen Fluditpunkte
[ind, haben wir in
Sy 0, und S, D,
die Bilder diefer Rbb. 1

Hovizontalen. Die dvei Bilder /7, 5,0, und .S, 2, miilfen durd den
gefuchten Bildpunkt 7’ gehen, und wir evhalten allo dielen Punkt als
Stittpunkt zweier beliebiger diefer dvei Bildgeraden; 2 und 2’
liegen natiitlih auf einem durch O gehenden Schftvahle.

Die Grundebene ilt theovetifth ohne jede Bedeutung, da ihve Lage
fih ja mit der Hohenlage des Punkts 2 Andert. Sie ift aber von
grofer praktilcher Widitighkeit, da wir es bei den Anwendungen Falt
ausnahmslos mit Grundvriffen zu tun haben, die in einer Hovizontal-
ebene, eben devr Grundebene, ausgedehnt (ind. Die Grundebene hat
dann die Bedeutung der natiirlichen Evdoberflidhe.

Wir find iibrigens keineswegs auf die Benufung der unter 45°
geneigfen Geraden angewielen, fondern kénnen ecine belicbige durdh
£ gehende hovizontale Gerade PG benufen, die, indem wir von O
aus eine Parallele zu thv zichen, den Fludhtpunkt 7 liefert. Das
Bild G/ geht ebenfalls durdt 2’ und kann zur Ermittelung diefes
Punktes benuft werden.

Die Fludtpunkte aller Geraden, dic einer Ebene parallel find,
liegen in dev im § 3 (dhon evwihnten Fluditgeraden der Ebene.
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Wir finden diefe Fluhtgerade, indem wir die Fluditpunkte zweter
beliebiger Gevader der Ebene verbinden. Wahlen wivr dazu ihve
Scinittlinien mit dev Grundebene und mit der Bildebene ([ Rbb. 2],
alfo thre Spuren,
(0 braucen wir
nur den im Hovi-
zonte  liegenden
Fludtpunkt 7/ der
Horizontallpur
aufzufudien und
von ihm aus eine
Parallele zur Uex-
tikallpur zu zie-
hen. Diele Paral-
lele ift die Fludt-
gerade, denn der
Fludtpunkt der
Uertikallpur liegt
offenbar n un-
Abb. 2 endlicher Ferne. —
Die Fluditgerade ilt dev ganzen Schar pavalleler Ebenen
gemeinfam.
Wir wollen nun die durh O und 72 gehenden Hovizontalebenen
im Sinne der in Abbildung 1 angegebenen Pfeile in die Bildebene
- umklappen, (o daf alle drei Ebenen in

r,-';;ﬁféj\“-\ die Flace des Papiers fallen. Dann

;// evhalten wir die auf Rbb. 3 angegebene

P v £ Figur; die durch Dy, 7, 7, D, gehende

_,ﬁi\ ;’.'?i,g‘i!-‘.:;,: ::"_ ”Hm'izom_ale it der Hm"zzmu. die L'ill'l'l_‘_h

o TR YT 20 S, O, G, .5, gehende Horizontale die

A Grundlinie. Oberhalb des Horizonts

N2 erbliken wir das umgehklappte

//;ﬁ\\ RAuge A, unterhalb der OGrundlinie

ot AN den abgebildeten Punkt 2; es it

L filiee. S, iR B = D A = O D
K dET B | =s0=re

05 \\\ iuil,“ll /»’H }ﬁ’ Jeder beliebigen durd 2 gehenden

A e Geraden PG entlpricht cine pavallele,

Ao dutch A gehende Gevade A7 es ilt

s allo £ PGF = 2 GFA. 1t allo
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der eine dieler beiden Winkel — 2R, (o ift aud dev andere — 2R
und der ganze Linienzug PGFA fallt in eine Gerade. Ziehen wir
allo die gerade Uerbindungslinie 24, die den Horizont in A, die
Grundlinie in Z (dineidet, o it LK das Bild von PL; da PL durch
P geht, muf LK durch 7 gehen. Unter allen durd 2 gehenden
hovizontalen Gevaden ift 2/ diejenige, die mit threm Bilde zu-
[ammenfallt.

Die gevade Uerbindungslinie 24 ift allo (tets ihv eigenes
Bild, muf demnad durd 2’ gehen und kann zur Beltimmung diefes
Punktes inUerbindung mit einer der andeven durdh ihn gehenden Geraden
mit befonderem Uorteil benuft werden. Uorausgelehit, daf diele
Linien (idh nict unter allzu (pifem Winkel [dineiden, der Schnittpunkt
allo niht zu ungenau ausfillt, beftimmt man das Bild 7' am ein-

fachlten durch die beiden Linien O/ und 2A.

§ 6. Uebertragung einer beliebigen, in der Grundebene
liegenden Figur in das per(pektivilche Bild.

Maddem wir die Ermittelung des Bildes eines beliebigen Punktes
kennen gelernt haben, hat die Konltruktion des Bildes einer beliebigen

horizontalen Figur — etwa des Grundrilfes eines Gebdudes — keine
Scuwierigkeit mehv. Da alle Punkte der Figur in devfelben Grund-
ebene liegen, ilt aud fiir alle die A
Grundlinie gemeinfam, und wir /,f"‘;.-'?

; ,

i ;

werden jeden Punkt der TFigur % i
fo wie den Punkt 2 im § 5 be- !
handeln. '

In Abb. 4 ift dielfe Konltruk-
tion fiir eine Figur 1234...., an
dev nur recte Winkel auftreten,
und deven Seiten tfeils pavallel zur
Bildebene, teils recitwinklig zu ihy
liegen, ausgefithrt. Wie wir willen,
bilden (ih die der Bildebene paral-
lelen Seiten mit ihv parallel ab,
wahvend die Bilder der zu ihr [enk-
vechten Seiten nach /7 gehen. Wir
bemerken zunadit, daf im Bilde [ich
die im Grundriffe oben liegenden Abb. 4
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Punkte unten, die im Grundrilfe unten liegenden Punkte oben be-
finden. TFerner erkennen wir leicht, daf der Drehungs(linn, in dem
wit uns beim Duvcdilaufen der Punkte 1,2,3 ... bewegen, dem Sinne,
in dem wir uns beim Duvdilaufen der Punkte 17,2, 3" ... des Bildes
bewegen, entgegengeleft ilt. Tm Grundrille und im Bilde ift der Sinn
durdi je einen Pfeil angegeben. Beim Rufzeidinen des Grundrilles
tlt natiivlid davauf Riidkficht zu nehmen. Die Seiten, die im Bilde
nadt vorn kommen (ollen, miilfen im Grundriffe nach oben, die im
Bilde nach hinten kommen [ollen, nah unten gelegt wevden. TFerner
muf der Grundrif das Spiegelbild des wirkliien [ein; man bewirkt
das am einfadiften dadurch, daf man den Grundrif auf Pauspapier
zeidnet, das Papiev umkehrt und nun die Zeidinung itbertragt.
Wenn die Grundebene itber dem Ruge liegt — was allerdings
nur ausnahmsweile vorkommt — finden diefe Umhkehrungen nicht
ftatt. Was im Grundrilfe oben liegt, liegt aud im Bilde oben, und
der Sinn, in dem der Grundrif und [ein Bild durdlaufen werden,
it derfelbe — vorausgelett, daf wir die beiden hovizontalen Ebenen
in dem[elben Drehungsfinne umklappen, wie bei unterhalb des RAuges
liegender Grundebene. Die Umklappung in diefem Sinne wiirde aber
den Maditeil im Gefolge haben, dak der abzubildende Grundrif und
fein Bild in einander fallen wiivden. K lappen wir aber, um diefen
Naditeil zu vermeiden, die hovizontalen Ebenen im Sinne der in Abb. 5
angegebenen  Pfeile
um — allo dem in
Rbb. 1 angegebenen
Drehungsfinne ent-
gegengeleit — [o er-
halten wir eine Figur
([ Abb. 6], die der
Abb. 3 genau ent-
[pricit, nur dak Oben
und Unten vertaultht
find. Evmitteln wir
aud jeft wieder das
Bild einer Figur
1234..., deren Sei-
ten parallel und vecht-
winklig zur Bildebene
find, (o erhalten wir
wieder ein Bild, das




gegen die gegebene Figur diefelbe Lage hat wie in Rbb. 4. Was im
Grundrille oben liegt, liegt im Bilde unten und umgekehrt; der Sinn,
in dem die Punkte 17,2°,3"... auf einander folgen it dem Sinne, in
dem die Punkte 1, 2, 3 ... auf einander folgen, entgegengelet. [Abb. 7.)

= LAl =Ry g0 g7 >
oF §
e K
o i\ \
! 1" \
- ill X
{ | Y
I n \
P Y i
k- QO
J:\. {i '.IL /;J; o
. III y
el |,| ra
S 1 i
o e
~ \\, i
-G
i e
PN Y
v i .
’ \ o
7 L ~
P ~
¥ 1 N
| T
& KTiA =)
| Fi
A
Y 1] J
I I
b II s
. I N
~
s i L
Abb. 6 Abb. T

In Abb. 8 erkennen wir die Uebertragung eines unterhalb des
Ruges liegenden Grundrilles in das Bild, dev ebenfalls nur recte Winkel
enthalt, aber gegen die Bildebene beliebig gedreht ift. Hier ilt es am
zwedkmahiglten, zuerft die den beiden am Grundrille auftretenden
Riditungen entfpredienden Fludtpunkte %, und 7, aufzufuchen. Man
braudit dann nur die einzelnen Seiten des Grundriffes bis an die
Grundlinie zu verlangern und die Scnittpunkte mit den entlprechenden
Fluditpunkten zu verbinden. Die Schnittpunkte beider Strahlenbiildel
(ind die Bilder der Ekpunkte. Fallen die Schnitte zu (pif aus oder
(ind die Scnittpunkte der Seiten des Grundrilfes mit der Grundlinie
unerveichbar, (o benuft man nur eines der beiden Biilthel und [dineidet
feine Strahlen mit den Uerbindungslinien des umgeklappten Ruges
und der Grundvifpunkte. — Die Abbildung zeigt alle dvei Strahlen-
[ylteme.

Will man ein perlpektivifthes Bild eines derartigen Grundrilles
zeicinen, ohne daf die Lage des Ruges gegeben ift, (o kann man die
Fludtpunkte 7 und /7, belicbig annehmen. Da der Winkel FAF,
(tets ein vechter fein muB, liegt das umgeklappte Ruge 4 auf einem
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Halbkreile, delfen Duvrchmeller i F5 und dellfen Mittelpunkt die

Mitte zwildhen beiden Fluditpunkten ift. ([Abb. 9] 1t nun 2 ein

beliebiger Punkt der OGrundebene, fo findet man mit Hilfe der durd

o maan thn gehenden Riditungen,

o < denen die angenommenen

T B Fluditpunkte entlpredien

T 2 N [ollen, fein Bild 7. Zieht

e S ~ \ man nun 27, (o [dneidet

' 4 diefe Gevade den Halbkreis

}ji”’f---;xx_ H v =% im umgeklappten Ruge 4,

S e N delfen Projektion auf den

S Hotizont den Hauptpunkt /7

e \ e ergibt. /A ilt die Rugen-
et \ 7 entfernung.

A
\ \ Ganz ebenflo ift iibrigens
\ die Lage des Ruges aud

\\\ durch die beliebige An-
b nahme zweier Fluditpunkte
Abb. 9 Z und &, beltimmt, die




zwet ganz beliebigen Rihtungen in der Grundebene, die den Winkel ¢
mit einandev bilden, ent(predien. Das umgeklappte Ruge 4 (Abb. 10)
liegt jet auf einem Kveisbogen, der durdt 7, und 7 geht und den
Winkel ¢ als Peripheriewinkel fagt; den Mittelpunkt des Kreiles findet
man bekanntlid dadurdy, daf man den Komplementwinkel von ¢ in
/4 oder /7, an den Hovizont trdgt und feinen andern Schenkel mit der
Mittellenkrediten zwilthen diefen Punkten (dineidet. — Ermittelt man nun
mittels dev angenommenen Fluditpunkte das Bild 2’ des Punkts 2, in
dem (idh zwei in den angenommenen Rihtungen gezogene Gerade der
Grundebene (dineiden, (o liegt 4 im Scnittpunkte des Kreisbogens mit der
Geraden Z7". Die Projektion

von A auf den Horizont er- Jﬁl:'\: “H“nx

gibt wieder den Hauptpunkt e e &

und A ift die Augenent- 7 f i'll ey \\

fernung. — Natiirlich find auch / Faate \\\ \\\

AF; und AF, den angenom- Em R \

menen Riditungen parallel. { ;f" L A o I*
Madt man iiber die et )

Hohenlage der Grundebene _Fﬁif .'_?""_f"r‘LH 11. 3 {_,f--"}“;f_

keine Annahme, nimmt man ! Tty it gl

allo die Grundlinie {iberhaupt \ -

nidit an, [0 kann man vier
Fludtpunkte 7, 7, £, F,
von vier horizontalen Rich-
tungen beliebig annehmen.
Man erhdlt dann als geo-
metrifhe Oerter des umge-
klappten Ruges zwei Kreile,
von denen der eine durch 7
und 7, der andere durdh Z Rb.- 10

und / geht und deven Scnittpunkt den Punkt A ergibt.

Liegt die AuFgabe vor, eine beliebige, in der Grundebene liegende
Kurve abzubilden, [0 nimmt man auf ihr beliebige Punkte an und
bildet fie in bekannter Weile ab. Sehr empfehlenswert ift es aber,
(ich nicht mit den Punkten zu begniigen, fondern in jedem angenommenen
Punkte der Kurve die Tangente zu zeidnen und in das Bild zu iiber-
fragen. Am bequem(ten madit man dies mittels des Durdhfto§punkts
und des Fluhtpunkts. Evmittelt man zuerlt das Bild der Cangente,
[0 findet man den Bevithrungspunkt im Bilde einfad dadurd, dag man
diefes Bild mit der Uerbindungslinie des umgeklappten Ruges und des

Meifel, Cehrbudh der Perlpektive. 2
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Abb. 11

angenommenen Kurvenpunkts
[chneidet. Tn Abb. 11 ift ein
beliebiger Punkt 2 der Kurve
mit [einer Tangente in das
Bild iibertragen. — Die Be-
nufpung dev Tangente, die die
Riditung der Kurve in threm
Berithrungspunkte angibt, er-
leichtert die Zeicmung aufer-
ovdentlidh und erhoht die
Genauigheit.

Hat man einen ganzen,
aus Kurven zulammengeleften
Grundplan, etwa eine BGarten-
anlage, in die Perlpektive zu
iibertragen, [0 ift es empfeh-
lenswert, den Grundplan mit
einem quadratifden Tehe zu

tiberdedken, dellen Gerade parallel und lenkredit zur Grundlinie laufen,
dieles Tlef mit Hiilfe eines Diltanzpunkts in die Perlpektive zu itber-

tragen [([. Rbb. 12]
und die Kurven nun
o in das Bild einzu-
zeidmen, daf (ie das
perlpektivilche Tleg in
Punkten [dineiden,
die den Punkten ent-

[predhen, in denen die
Kurven des Grund-
plans das quadrat-
ifdhe Tlef (hneiden.

Rus dem Rusge-
fithrten folgt wohl
von [elblt, daf man
auch umgekehrt einen
in der Grundebene lie-

genden Punkt 7 aus
[einem Bilde 2’ riick-
warts  konltruieren
kann; man braudt




zu diefem Zwede nur von den Diltanzpunkten Gerade durch 2’ und
von ihren Scnittpunkten mit der Grundlinie unter 45° geneigte Linien
zu ziehen; thv Scinittpunkt ilt der gefuchte Punkt 2 der natiirlich auch
noch auf A7’ liegen muf. Ruf diefe Weile konnen wir einen ganzen
Grundrif aus [einem Bilde ritkwaérts konltruieren. Wir braudien dazu,
wie erfictlich, die Grundlinie. 1t diefe aber, wie beilpielsweile bei
einem Photogramm, nidt gegeben, o konnen wir (ie audh in beliebiger
Hohe annehmen. Dann natiirlich verzichten wir davauf, den Grundrif
in wahrver Groke wieder zu erhalten und miiffen uns mit einer ihm
ahnlicien Figur begniigen.

§ 7. Die Diagonal-Fluctpunkte.

Bei vielen Anwendungen, namentlidh bei dev perfpektivifthen Dar-
[tellung von Flaenmultern und von Uerkvopfungen von Gelimflen ift
die Benuhung der Fluditpunkte (ehr empfehlenswert, die den Halbier-
ungslinien der im Orundrille auftretenden vechten Winkel entlprechen.
Man bezeidinet fie als
»Diagonal-Fludt-
punkte* und erhilt
[te [(elbltverftandlich
durch Halbierung des
Winkels 7,4, und
[eines Mebenwinkels.
Die RAbb. 13 zeigt
diefe Punkte 27 und
D1y, von denen in der
Regel nur einer zu
haben ift, und ihve Be-
nufung fiir die Kon-
[truktion des Bildes
eines quadratifchen
flefes; Rbb. 14 zeigt
ferner die Benufung /
detfelben Punkte bei Hm/
der Konltruktion ei- -’HHH----/
ner ganz einfachen / /
Uerkropfung. Abb. 13

Ift die Cage des Ruges nidht gegeben, [0 kann man, wie wir im
§ 6 [ahen, die Punkte #, und 7#, beliebig annehmen; der Punkt 4
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Rbb. 14

kann dann auf dem in Abb. 6 davgelteliten Halbkreile tmmer nod
beliebig angenommen werden, vorausqelet, daf die Grundlinie nict
angenommen wurde. Statt deffen konnen wivr aud nodi einen der
beiden Diagonal-Fludtpunkte beliebig annehmen; durch die Annahme
von 7y, £, und D7 oder Dz, ilt dann die Lage des Ruges beltimmt.
— Rbb. 15 zeigt die Evmittelung des umgeklappten Ruges 4 und

T T damit auch des Haupt-

f;’f \\\ punkts A aus £,

Al \  Fyund Dz, Zunadift

UL /’f’f\ o emy 1 muB A auf dem [chon

o v :‘\"'-_I ,f/? \u J aus Rbb. 9 bekannten
_%?"’a _,,J;; ’};\%% __l,f Halbkreile _ liegen.
: 1 2 2 Ferner muf aber

Hbb- 49 £ Fy A Diy = 45°
fein; betvachten wir allo diefen Winkel als Peripheriewinkel eines
Kreiles, fo muf der zugehdrige Zentriwinkel ein vedter Winkel [ein.
Wenn wir allo in der DMitte zwilchen 7 und 2D: eine Senkredite
erviditen und auf ihr die Lange ; 7, D7, abtragen, (o erhalten wir
den Mittelpunkt A7 des gefuchten Kreiles, dev iiber der Sehne 7, Dz,
einen Peripheriewinkel von 45° faft. Zeiinen wir allo diefen Kreis,
o ift fein Schnittpunkt mit dem (dhon vorhandenen Halbkreife das
geluchte umgeklappte Ruge A4, dellen Projektion auf den Horizont
fofort den Hauptpunkt ergibt. Indem wir die Halbierungslinie des
Nebenwinkels von £, 4 F, mit dem Horvizonte [dneiden, erhalten wir




i, — 1t aber die Grundlinie (hon angenommen worden, (o ift,
wie wir im § 6 [ahen, die Lage des Ruges [hon durd zwei Fludt-
punkte, die zwei gegebenen Rictungen ent(prechen, befltimmt.

§ 8. Die Gegengerade.

Abb. 16 ftellt wieder, wie Abb. 1 die Bildebene, die durdh das
RAuge gehende Hovizontalebene und die Grundebene in ifometrilcher
Anlidt dav, nur find die hovizontalen Ebenen, die natiirlih unbegrenzt
zu denken [ind, iiber den Horvizont und die Grundlinie hinaus ver-
langert worden.
Wenn wir nun
wieder die Ebenen
i dem durch die
Pleile angedeute-
ten Sinne drehen,
[0 etkennen wir
teicht, dag der in
derZeiinung links
liegende Teil der
durdh das Ruge
gehendenHorizon-
talebene unter
den Horizont, der it
in der Zeidinung “p
techts liegende Teil
der  Grundebene
itber die Grund-
linie fallt. Wir ditvfen uns allo die Grundebene nicit durch die Grund-
linte begrenzt vorftellen.

Abb. 17 zeigt die Ermittelung des Bildes eines vor der Grund-
linie liegenden Punkts 7 dev Grundebene nach der bekannten Methode
als Sditt von ZQ und 42, Rud in Rbb. 18 ift 2 und das Bild 2
angegeben.

Legen wir nun durdh das Ruge eine der Bildebene parallele Ebene,
fo [dneidet diefe Ebene die Grundebene in einer der Grundlinie pa-
tallelen Geraden, die fih in der unendlid fernen Geraden der Bild-
ebene abbildet. Diefe fih im Unendlien abbildende Gerade dev
Grundebene wird als Gegengerade bezeidinet. Sie geht durdh den
Fufpunkt des Beobaditers und liegt nach der Umklappung ([. Abb. 17)
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fiber der Grundlinie; iht Rbftand von thr ift, wie aus Rbb. 16 un-
mittelbar folgt, gleidt dem Rbltande ¢ des Ruges von der Bildebene.
Wir erkennen aucdh direkt aus Rbb. 17, daf ein beliebiger Punkt 2
: der Oegengeraden ein unendlih Ffernes
\ Bild liefert. Die von 2 auf die Grund-
\ linie gefallte Senkredite [dneidet fie in
i Q,; O H ilt allo das Bild dieler Senk-
|\t vechten. Die Uerbindungslinie 2,4 bildet
! ': \.2 (i, wie wir willen, in (ih felblt ab;
T das gefudite Bild liegt alfo im Schnitt-
‘il punkte von 2 A und O, /. Da aber
\ Pt —=AH —a ilt, AREE, O BH'ein
v Parallelogramm, 2 A || O, H, det Schnitt-
punkt liegt allo im Unendlichen.

Liegt in der Grundebene ivgend eine
—a a, ~ HKurve, die die Gegengevade in gewillen
Iy \ Punkten [(cneidet, o bilden [ih diele
I \ Punkte im Unendliden ab, fie evgeben allo
die unendlih fernen Punkte des Bildes
der Kurve.

Ein in der Grundebene liegendes Strahlenbiilchel, deffen Mittel-
punkt in dev Gegengevaden liegt, bildet fich, da das Bild des Mittel-
punkts in unendliche Ferne fallt, als Pavallelltrahlenbiilchel ab, dellen
Strahlen der Uerbindungslinie des Ruges mit dem TMittelpunkte des abge-
bildeten Biildhels parallel find. Dalfelbe qilt Fitr jedes beliebige Strahlen-
biindel, defllen Mittelpunkt im Rbftande @ vor dev Bildebene liegt.

Die Gegengerade ift das Gegenltiik des Horizonts; in der Bild-
ebene liegenden Strahlen, deven Mittelpunkt im Hovizonte liegt, ent-
[pricit ein in der Grundebene liegendes Parallelltrahlenbii(chel; ebenlo
entlpricht in der Grundebene liegenden Strahlen, deren Mittelpunkt in der
Gegengeraden liegt, ein in der Bildebene liegendes Paralleltrahlenbiilchel.

Durdr die Grundlinie und den Horizont wird die Bildebene in
drei Teile zerlegt. Der zwilthen beiden Geraden liegende Streifen ift
das Bild des (i von dev Grundlinie aus nach hinten ins Unendlice
ecftreckenden Teils der Grundebene; ein in diefem Teile liegender
Punkt 7 bildet [fih zwilhen Grundlinie und Horizont in 2’ ab.
Der unterhalb der Grundlinie liegende Teil der Bildebene ift das
Bild des zwilhen -der Grundlinie und der Gegengevaden liegenden
Streifens der Grundebene; ein innerhalb diefes Streifens liegender
Punkt £, bildet [idh unterhalb der Grundlinie in 2 ab, Der abet-

Abb. 17, 5




halb des Horvizonts liegende Teil der Bildebene endlidh ift das Bild
des vor der Gegengevaden liegenden Teils der Grundebene; ein in
diefem Teile liegender Punkt 2, bildet (ih oberhalb des Horizonts
in 2" ab [[. Abb. 18}. Ein [older Punkt kann natiirlih tatfadlich
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e oA il y /1 ¢ ,’q:-..- e ks
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Abb. 18

nict gefehen wevrden, da er hinter dem Riiken des Belhauers liegt;
[ein Bild hat allo auch keine maleri(the, [ondern nur eine geometrilche
Bedeutung, es ift ein vivtuelles Bild. Die dvei Fille find in
a, b, ¢ dargeltellt.

Man erkennt ohne Weiteves, daf die Gegengerade {iber oder
unter dem Horvizonte liegt, je nadidem der Abltand des Ruges von
der Bildebene grofer oder kleiner als [ein Abftand von der Grund-
ebene ift. Sind beide Rbltande gleich, (o fallen Hovizont und Gegen-
gerade zulammen.

Der Rusdrud ,Gegengerade* ift der neueven [ynthetilhen Geo-
metrie entnommen. Betracditet man die Punkte zweier ganz belicbiger
Ebenen, die auf einem Strahle eines Strahlenbiindels liegen, als zu-
geovdnete Punkte, die Geraden der Ebenen, die auf einer durdh den
Mittelpunkt des Biindels gehenden Ebene liegen, als zugeovdnete
Gerade, [0 giebt es in jeder der beiden Ebenen ecine Gerade, die der
unendlich fernen Geraden dev andeven Ebene zugeovdnet ilt; (ie liegt
[elbltver(tandlih auf der diefer andeven Ebene parallelen Ebene des
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Biindels. Diele beiden Geraden wevden als ,Gegengevaden* be-
zeichnet. — Der Horizont it in diefem Sinne allo ebenfalls eine
.Gegengerade*.

§ 9. Rbbildung einer nicht in einer Horizontalebene
licgenden Geraden.

Sthon im § 3 (ahen wir, daf ganz allgemein bei ebener Bild-
fliche das Bild einer der Bildebene patallelen Geraden eine thr parallele
Gerade ilt. Das gilt (elbltverftandlih auch bei vertikaler Bildebene.
Tm Beflonderen it das Bild einer vertikalen Geraden [tets vertikal,
eine Tatlache, die bei der perfpektivifdien Abbildung von Gebauden
von grofter Widitigheit ift. Wenn beilpielsweile in dem photographi-
[chen Bilde einer mit [chlechtem Objektive aufgenommenen Gebaude-
gruppe die weit vom [Mittelpunkte des Bildes entfernten vertikalen
Linien gekritmmt erfcheinen, [0 haben wir es mit einev durdi unge-
niigende Korvektion des Objektivs entlftandenen photographilchen Uer-
zeihnung, nidt mit einer perlpektivifden Uerzerrung zu tun. Wenn
hingegen die Bilder vertikaler Kanten nicit parallel find, fondern,
ohne gekviimmt zu [ein, nach einem Punkte konvergieren, (o weilt
das darauf hin, daf bei der Rufnahme die optilche Rxe nicht hovizontal,
die auf ihy [enkvechte Bildebene — die Platte — allo nicht vertikal
tand. Tt die Bildebene geneigt, o (ind die vertikalen Geraden thr
nicht parallel, thre Bilder miillen daher nadi einem Fluditpunkte kon-
vergieven, den wir dadurch finden, daf wir durd das Ruge — das
bei einem photographilthen Objektive durdi dellen hinteven Brenn-
punkt erfet wivd — eine vertikale Gevade ziehen und mit der Bild-
ebene [dneiden.

Wir wollen nun zum allgemeinen Falle itbergehen und eine Ge-
tade M, N, von beliebiger Tleiqung befraditen, die die Bildebene im
Durciftobpunkte S (dineidet. [Rbb. 19.) Thren Fluditpunkt | finden
wir, wie immer, dadurd, daf wir durch das Ruge O eine Parallele
zu ihr ziehen und mit der Bildebene [dineiden. Wir wollen nun durd
einen beliebigen Punkt von A4, N, etwa durdh S [elblt, eine hovi-
zonfale Ebene legen, die die Bildebene in der Grundlinie 2Q [dineidet,
und A4, NV, auf diele Ebene projizieren. So erhalten wir den Grund-
tif M N’ der Geraden. Den Fluditpunkt F° von 47" NV’ erhalten
wir wieder dadurdy, daB wir durdh O eine Parallele zu 47" N’ ziehen
und mit dev Bildebene [dneiden. Die durd O, £, # gehende Ebene
it nun offenbar der durdh .5, M, M’ gehenden Ebene parallel, allo




vertikal; f[ie [(thneidet
daher die ebenfalls ver-
tikale Bildebene in einer
vertikalen Gevaden, allo
muf 7, /" vertikal [ein.
— Dev Fluditpunkt
einev beliebig ge-
neigtenGeraden liegt
allo in einer durd
den Fluditpunkt ih-
retr Horizontalpro-
jektion gehenden
Uevtikalen  Diele
Uertikale ift die Fludit-
gevade der durdh 47, NV,
gehenden Uertikalebene.
Uerlangern wiv M, M
und N, N um (i
[elblt, madien alfo

M, M’ M, M und :
N, N Ny N7, [o ilt die durch A7, und N, gehende Gerade das
Spiegelbild von A7 &V, in Bezug auf die Grundebene; (ie geht eben-
falls durdh .§ und bildet mit der Grundebene denfelben Winkel wie
M, Ny, Zichen wir nun durdh O eine Parvallele zu A4, N,, (o ift
thr Scwittpunkt £,
mit der Bildebene dex
Fluditpunkt  diefer
Geraden, und aus der
Kongruenz der Drei-
eke OF'F, und
O F' F, folgt nun
[ofort, da #" 7

FE . DieFludit-
punkte von Gera-
den, die in dex-
felben Uertikal-
cbene liegen oder
dev(elben Uerti-
kalebene parallel
und gegen die Abb. 20
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Horizontalebene nach oben und unten gleidh geneigt [ind,
liegen allo um gleiche Stitcke iiber und unter dem Horvizont;
ihre Uerbindungslinie ift vertikal und geht duvch den Fludit-
punkt ihrer Horizontalprojektionen — fie ift die (chon erwahnte
Fluditgerade.

Abb. 20 zeigt die praktifthe Anwendung des gefundenen Gefletes
auf die Abbildung eines ganz einfadhen Haules mit einem Satteldadue;
die geneigten Kanten dev vorderen Dachflache (ind parallel, (teigen von
vorn nadh hinten und konvergieren im Bilde nadi dem Fluditpunkte /1 ;
die geneigten Kanten der hinteren Dachflache find ebenfalls parallel,
Fallen von vorn nadh hinten und konvergieren im Bilde nach dem Fludht-
punkte 7; # und 7, liegen in einer Uertikalen, die den Horizont
in 77, dem Fluditpunkte der Horizontalprojektionen der Kanten, [dineidet,
wnd es it FF = FF =%

Sind die Neigungen der Dadiflichen nicht beltimmt, (o kann man
den Rbltand % der Punkte 7, und 7, vom Horizonte beliebig an-
nehmen; ift aber dev Teigungswinkel ¢ der Dadifladien gegen die
Horizontalebene gegeben, [0 ift diefer RAbftand offenbar die dem
Winkel ¢ gegeniiberliegende Kathete eines rechitwinkligen Dreiedts,
de(fen demfelben Winkel anliegende Kathete — O 77 ilt, wie das aus
Abb. 19 ohne Weitetes folgt. Tan hat daher nur ([ Rbb. 21) den

A Fluditpunkt #° mit dem umge-

%\Hﬁfxf"«. klappten Ruge A4 zu verbinden, im

WS Punkte 4 den gegebenen Winkel

PR @ an AZF’ zu tragen und in 7

N, g eine Senkvechte auf 47" zu er-

ks g K vichten. Ruf thr [dineidet dev andeve

——————<“——+  Sdenkel von ¢ das gefudite Stiik

: / % ab, das nun auf die durdh 7’

| A gehende Uertikale nach oben und
: , unten zu itbertragen ift.

P 1t der Neigungswinkel ¢ — 459,

Abb. 21 fo it 2 = AF man kann allo

die Lange AF" divekt auf der durc

F' gehenden Uertikalen na oben und unten abtvagen. [Rbb. 22.)

Fallt dev Fludtpunkt 7 mit dem Hauptpunkte 77 zulammen,
handelt es fih allo um Linien, die in einer zur Bildebene lenkvechten
Uertikalebene liegen, (o it A7 gleih dem Rbltande o des Ruges
von der Bildebene. M™Man hat allo nur diefen Rbftand auf dev durch
H gehenden Uertikalen nach oben und unten abzufragen, um /7,
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und /5 zu erhalten (Rbbildung 23). Der angegebene HWreis ift der
Diftanzkreis.

Die Rbb. 24 zeigt die Anwendung der Konltruktion auf das
Bild eines auf der Hovizontalebene ftehenden Wiirfels. Hier kommen
die Fluditpunkte der hovizontalen Kanten, der Diagonal-Fluctpunkt und
die auf die oben gelchilderte Weile gefundenen Fludtpunkte der unter
45° geneigten Diagonalen der vertikalen Seitenfladien zur Anwendung.




§ 10. Zufammenhang der Flucdhtpunkte von Geraden, die
in zZwei zu einander rechtwinkligen Uertikalebenen liegen
und gegen die Horizontalebene gleich geneigt (ind.

Sole Gevade (ind beilpielsweile die Diagonalen benadibarter
Seiten des am Scilulle des vorigen Paragraphen behandelten Wiirfels.
Es ilt ohne Weiteves klav, daf die Fluhtpunkte diefer Diagonalen in
einem gewillfen Zulammenhang ftehen miilfen. Die Kenntnis dieles
Zulammenhangs ift namentlih dann widtig, wenn man in einev
Uertikalebene den Fludtpunkt einer geneigten Geraden, deren Neigungs-
winkel gegen die Horizontalebene man nicit kennt, in der durch den
Flucitpunkt ihrer Horizontalprojektion gehenden Uertikalen beliebig an-
genommen hat, und wenn es (i nun davum handelt, den Fluhtpunkt
einer andeven Gevaden, die in einer zu der erften rechtwinkligen
Uertikalebene liegt, (o zu beftimmen, daf die wahven Neigungen
beider Gerader gegen die Horvizontalebene gleid find. Diefer Fall
kommt beilpielsweile vor, wenn es fid um die Rbbildung eines Haules
handelt, an delfen zu einander recitwinkligen Wandfadien (ich Konlole
mit geneigten Uorderfladien befinden. Da die Profile der Konflole an
den ver(chiedenen Fladen dielelben fein wevden, konnen wir, wenn
diefes Profil nicht in wahver Geltalt gegeben ift, wohl fiir die geneigten
Kanten der einen Seite den Fludtpunkt in belicbiger Tiefe unter
dem Horvizont annehmen; die Tiefe des Fluditpunkts der an der andern
Seite befindliien geneigten Kanten kann nun aber niit mehr beliebig
angenommen, londern muf konltruiert werden.

In Abb. 25 feien wieder

//"'"_h":':ﬁéjx F ' und 7" die Fluditpunkte
Al AT iR der Hovizontalprojektionen der
i Pk \\\ \\\ zu  einander techtwinkligen
i Xi/ ;. \\ ‘\1 Geraden: in gler durch Z,°
T : Nt gehenden Uertikalen [ei derx
B ba s ;’%5- Fluditpunkt 7, beliebig an-
i ‘ Tl genommen worden; 7, [oll

: | . 3 | evmittelt wevrden,
l | S \\ 1: Denken wir uns durdh das
: '. g | Ruge Parallele zu den beiden
| e s e % gleih geneigten Geraden ge-
i /// zogen und durdilcneiden fie
' Abb. 25 mit einer beliebigen Horizon-
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talebene, (o (ind die vom Ruge aus gerecneten Abfchnitte in Waht-
heit und aud im Grundrilfe gleich. Der iiber dem Hovizont liegende
Ceil der Zeichnung [tellt die, der in der darftellenden Geometrie iiblichen
Annahme entgegen, nach oben geklappte Grundrifebene, dev unter
dem Horizonte liegende Teil die Rufrifebene dar; A ift der Grundrib,
77 dev Rufrif des Ruges. Die beiden gleich geneigten Gevaden find
AL und AF," im Grundrilfe, Z7, und A7, im Rufrilfe. Nehmen
wit nun auf A%, irgend einen von A ver(dhiedenen Punkt, am be-
quemlten 7," [elblt, an und tragen AF," von A aus auf AF," ab,
o daf AV AF" it fo find V7 und 7, die Grundrille zweier
Punkte, die im Rufville in gleicher Hohe liegen miilfen, Projizieren
wir allo den Punkt 77 auf die Linie A7F,, (o ift die Projektion
der zu P gehovige Rufrif. it thm muf der gefudte Punkt 7, in
gleiher Hohe liegen; wir haben allo, um ithn zu finden, nur eine
durdi /47 gelegte Parallele zum Horizonte mit der durch %,” gehenden
Uertikalen zu [dineiden.

Die Rbb. 26 zeigt die Anwendung der Konftruktion auf eine
Ecke des oben evwahnten mit Konlolen verfehenen Haufes. Dabei wurden
die Fluditpunkte der Rbb. 25
in dreifacher Uergvoherung der
Abme(fungen benuft.

€s wverlteht (ih wohl
von [elblt, daf man audh 7,
annehmen und /7, daraus be-
ftimmen kann. Dann ermittelt
man aus der duvch 77 gehen-
den Uertikalen den Punkt 17/
zieht A 177 und [dneidet diele
Linie mit der durch 77" gehen-
den Uertikalen. Rbb. 26

Rudi ift es natiirlicher-
weile nidt notig, daf die Uertikalebenen, in denen die beiden Geraden
liegen, gevade vechtwinklia zu einander feien; es wurde nur dieler
Fall belonders behandelt, weil er der gewdhnlih vorkommende ift.
Bilden die beiden Uertikalebenen einen beliebigen Winkel e, (o ift

NAF, = ¢ A muf allo auf einem durd 7, und %, gehenden
Kreife liegen, dev iiber der Sehne %, 7, den Pevipheriewinkel « faft;
der Zentriwinkel iiber derfelben Sehne muf dann allo — 2 « fein.




§ 11. Perlpektivilche Teilung einer Strecke.

Die Teilung einer Streke AB in = gleidie Teile it aus der
elementaren Planimetvie bekannt. Tan zieht durd den Punkt .4
eine Gevade, tvdgt auf ihr von 4 aus » beliebig grofe, unter [ih
gleidie Teile ab, verbindet den leften Teilpunkt mit 5 und zieht durdh
die andeven Teilpunkte Pavallele zu diefev Uerbindungslinie.

Diele Konftruktion nun laGt (ih unmittelbar in die Per(pektive
fibertragen; dabei ilt nuv zu bedenken, daf dic Parallelen jeft durch
einen Fluitpunkt gehen miilfen. Wir wollen zuerlt annehmen, die
zu teilende Streke A B ([ Abb. 27) liege in einev hovizon-
talen Ebene. Wir zichen nun durch A eine Parallele zum Horizonte,

tragen auf ihv 2 gleice Teile ab,

i ] zichen duvch den leften Teilpunkt
/1N B und 7 eine Gerade, die den Hori-
el zont im Fluditpunkte 7 [dineidet

Bl und verbinden # mit den tibvigen
{l/'_,_ e _j‘_l___ Teilpunkten; diefe Uerbindungslinien
Abb. 27 teilen 4.8 in 72 pevlpektivilch gleiche

Tetle.

€iner Begriindung bedarf diefe Konftruktion kaum. Auf dev
Parallelen zum Horizonte tritt keine Uerkiivzung ein, die in Wahvheit
gleichen Teile find allo auch im Bilde gleidh, und die nad dem Fludit-
punkt gehenden Gevaden find die Bilder von parallelen Horvizontalen.

Die Lage des Ruges innerhalb feiner Hovizontalebene ilt fiir die
Konftruktion offenbar ganz gleidgiiltig; nuv auf die Hohe des Horvizonts
kommt es an.

Selbltuerftandlih ift die Giiltigkeit devr Konftrukfion nidit auf
per(pektivifh gleidhe Teile beldwankt; (e ift anwendbar, wenn die
Teile in beliebigen, gege-
benen Uerhdltnilfen zu
einander (tehen (ollen, Man
tragt dann auf der durdh
A gehenden Horizontalen
Teile ab, die in den ge-
gebenen Uerhaltnillen zu
einander [tehen und ver-
o fahet wie oben. — Rbb. 28
zeigt die Teilung einer




Strecke in abwedifelnd gleiche Teile, wie fie beilpielsweile vorkommt,
wenn [id in der Wand eines Haules gleich breite Fenlter mit gleich
breiten Zwildhenrdumen befinden.

Wir betraciten nun den Fall, dag die Stredke unter einem
beliebigen Winkel gegen die Hovizontalebene geneigt ift.
Durch die Darftellung der Strecke im per-
(pektivilchen Bilde ift thre Lage im Raum
nidit beltimmt; es muf allo noch der Grund-
rif gegeben [ein. Wiv denken uns etwa
durdh A eine Horizontalebene gelegt und den
Punkt 5 auf diefe [enkrvedit projiziert. 1Mt
B’ die Projektion von A, [o it AB" die

| ! iy I
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N

Projektion von AB. Wir teilen nun A5’ i e \
1 o B . e
in der [oecben beldiriebenen Art und ziehen 5

durch die Teilpunkte Uertikale; diele teilen
AB i der verlangten Weile ([ Abb. 29). Die Abb. 30 zeigt die
Anwendung diefer Konltvuktion auf eine Treppe.

o — r!f-a-———/.‘:— ———i_':L—-——Df-—————-({'--

Rbb. 30

§ 12. Uebertragung der Hohen in das Bild.

Es [ei ein beliebiger Korper — beilpielsweile ein quadratilches
Prisma mit aufgefeiter Pyramide ([ Abb. 31] — im Grund- und
Rufrille gegeben. Das Bild der in der Grundebene liegenden Grund-
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fliche (udien wir in bekannter Weile auf und ziehen durd die Eck-
punkte die vertikalen Kanten. Um jeit etwa die Hohe des Punkts
A in das Bild zu iibertragen, braudien wir nuv den Durdiltofpunkt
S, des Grundrilfes der Kante 47 aufzufudien, in dielfem Punkte die

RAbb. 31

wirkliche, (idh aus dem Rufrille evgebende Hohe vertikal aufzutragen und
von dem (o gewonnenen Punkte S nad dem Fludtpunkte 7 zu ziehen.
Diefe Gerade ftellt das Bild von A5 dar und geht durch die Bilder
A"und B’ der Punkte 4 und B. Ebenlo finden wiv das Bild €' der Spike C.
An das Uorhandenfein in der Grundebene liegender Kanten ilt
man inde(len keineswegs gebunden. €Es [ei (Abb. 32) 2 das Bild
trgend eines Punkts des Grundrilles;
die zugehovige verfikale Hohe [ei /.
Man zieht nun durdh 2 eine ganz be-
liebige Gerade in der Grundebene, die
die Grundlinie in threm DurdiltoB-
i punkte.S, den Horizont in ithvem Fludht-
“~ || punkte 7 (dneidet. Durch den Punkt
EJ: : S zieht man eine Uertikale, trdgt auf
s thr die wahve Hohe % ab und zieht
von dem [o erhaltenen Punkte nach /#
zuriik. Diele Uerbindungslinie (dneidet auf der durch 2 gehenden
Uertikalen die pev(pektivilh verkiivzte Hohe ab.
Die Ridtung der duvdh /2 gezogemen Gevaden ilt, wie gelaqt,
ganz beliebig; man wird aber gern die im per(pektivifhen Grund-
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Rbb. 32
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tiffe (hon vorhandenen Kanten benufen, da diefe die Hohen ihrer
beiden vertikalen Gvenzen, falls fie in Wahrheit gleih hoch find,
gletchzeitig ergeben.

Daf diefe Honftruktion ohne Weiteres umkehrbar ift, und man
allo die wirklihe Hohe eines Punkts iiber der Grundebene aus [einer
Hohe im pelpektivifden Bilde finden kann, indem man durd ihn
und [einen per(pektivifhen Grundrif von einem Punkte des Horizonts
aus Strahlen zieht, den in der Grundebene verlaufenden Strahl mit
dev Grundlinie [chneidet und durdr dielen Scnittpunkt eine Lotrechte
zieht, leuditet [ofort ein. Da man nun, wie wir im § 6 lahen, auch
den Grundrif aus dem Bilde rviikwarts konltruieren kann, 46t (ich
der ganze Kovper aus [(einem Bilde wieder herftellen. Tft die Grund-
linte nicht gegeben, (0 nimmt man fie beliebig an, verziditet aber
damit auf die wahve Grofe des Korpers.

Stehen die ver(dhiedenen im Bilde auftvetenden Hohen in einem
inneren Zulammenhange, wie das beilpielsweife bei den Scnittlinien
dev Dadiflachen eines Haules der Fall ift, o kann man oft aud die
Hohen divekt im Bilde konftruieven. €in folches Beilpiel zeigt die
Abb. 117 im § 30, bei der fich dev Lefer die dovt angegebene Schatten-
konltruktion vorldufig wegdenken moge. Die Grundkanten der beiden
Giebelflachen ergeben den Scnittpunkt 7; eine durd diefen Punkt
gezogene Uertikale ift die Scnittlinie diefer Flichen, und auf ihr
miillfen (ich je zwei in gleiher Hohe in beiden Flichen liegende Hori-
zontale [dhneiden. Um beilpielsweile den Sdmittpunkt 7' zu finden,
brauden wir nur durdh die Giebellpite () eine Fluditlinie zu ziehen,
die die durd 2 gezogene Uertikale in R [dneidet und- R mit dem
reditsfeitigen Fluditpunkte zu verbinden. Diefe Uerbindungslinie
[neidet die linke Kante des rechtsleitigen Giebels in .S, und wenn
wit von S aus wieder eine Linie nach dem linksleitigen Fluditpunkte
ziehen, erhalten wir auf dem von Q ausgehenden Fitlte den gefuciten
Scnittpunkt 7. — Tn ganz entlprechender Weile werden auch die
Schnittpunkte & und 7~ gefunden.

8 13. Derlchicbung der Grundebene nach oben oder unten.

Die Lage der vertikalen Kanten eines Korpers — eines Gebaudes
beilpielsweile — hangt von der Héhenlage der angenommenen Grund-
ebene [elbltverftandlih nicht ab. Uon diefer einleuditenden Tatlache
madt man Gebraud, wenn — wie das bei niedriger Lage des Hori-
zonts [ehr oft vorkommt — die Bilder in ver(dhiedenen Riditungen

Meifel, CLehrbudi der Perfpektive 3
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laufender Grundkanten (i unter (o [pifen Winkeln [(dneiden, dab
durdh ihve Scinittpunkte die Lage der vertikalen Kanten nidit mit
der wiinlhenswerten Genauigkeit beltimmt ift. Tt gleihzeitig das
umgeklappte Ruge, mit dellen Hiilfe man [tets (charfe Scnittpunkte
bekommen kann, nidit erveichbar, (o ver[thiebt man die Grundebene
mit dem OGrvundrilfe um ein ganz beliebiges Stiik auf- odev ab-
wirts, (o weit, da§ die Schnitte eben nicht mehr zu [pig ausfallen.
Nadidem man mittels des auf der ver(diobenen Grundebene liegenden
Grundrifbildes die Uertikalen, auf denen die einzelnen Punkfe des
Bildes liegen miilfen,
beftimmt hat, kann
diefe Hiilfsfigur wie-
der beleitigt werden.

Abb. 33 zeigt einen
beliebigen Grundrif,
(ein in der wirkliden
Grundebene liegen-
des, mit [ehv [pifen
und (tumpfen Win-
keln ver(ehenes Bild
und das in einer ver-
(dhobenenGrundebene
liegende, mit giinfti-
geven Schnittpunkten verfehene, durdi Striipunktierung kenntliche
Bild. — Diele Konftruktion hat keine theoretifche, wohl aber eine
echebliche praktilde Bedeutung.
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Abb., 33

& 14. Uerfahren bei unerreihbarem Fluchtpunkte.

Auch diele Verfahven haben, da es fiiv die Theovie einen unevveic-
baren Fludtpunkt, (o lange er nidit im Unendlichen liegt, nicht gibt,
eine tein praktifhe Bedeutung. Uon den zwei Fluditpunkten Fiir zwet
zu einander rvechtwinklige Ridtungen, mit denen man es gewdhnlih
zu tun hat, liegt in der Regel nuvr der eine auf dem Reifbrette.
Nun it es zwar nicht unbedingt ndtig, den nidt erveidibaven Fludht-
punkt zu benufen, denn wir kénnen, wie wiv (hon willen, das Bild
jedes Punktes mittels des Hauptpunkts und des wmgeklappten Ruges
finden. Aud hilft man (i oft, wenn man den Fluhtpunkt dennoch
benugen will, durch ein angelegtes zweites Reifbrett; dod ift dieles
Derfahven umftindlih und ungenau. TIn jedem Falle ilt es [ehr an-




genehm, ein Mittel zu belifen, das es evmdglidit, durch einen gegebenen
Punkt eine Linie zu zichen, die durdh einen andern nidit vorhandenen
Punkt, der durdh den Scnitt zweier vorhandener Geraden beftimmt
tlt, geht.

Die Gerade g (Rbb. 34), unter der wir uns etwa die durch das
umgeklappte Ruge A gezogene Parvallele zu einer Kante des Grund-
tifles denken mogen, [dneidet den Horizont % im Fluditpunkte #, den
wir uns als in Wahrheit
nicht vorhanden denken
wollen, der allo bei der
Konltruktion nidt be-
nuft werden darf. Durch
den beliebigen Punkt
foll eine Gerade gelegt
werden, die durd diefen
Fludtpunkt 7 geht. A
Ziehen wir durdh 2 eine
beliebige Gevade, die
£ und 2 in M und NV (dneidet, und an beliebiger nodh erceichbarer
Stelle eine Pavallele zu diefer Geraden, die & und %2 in O und R
(dneidet, (o belteht, wenn .5 der geludite Schnittpunkt der Parallelen
mit PF ift, die Proportion QS-SR — MP:PN. Wir haben allo
das Stiik QAR im Uerhdltnille M27: PN zu teilen. Um das zu er-
veidien, ver(chiebt man die Linie QR um ein beliebiges Stiik patallel
mit (i [elbft in dev Riditung des Horizonts vom Fluditpunkte weaq.
Die neue Lage fei Q'R". Die Uerbindungslinie Q" liefert uns nun
auf dem Horizonte den gewillermafen kiinltlich gendherten Fluditpunkt
£, Ziehen wiv nun /2, fo ergiebt diefe Uerbindungslinie auf Q'&’
den Scittpunkt S, und es it jeht Q.5':S'R — MP: PN, Wir
haben alfo nur nétig, von S’ auf eine Parallele zum Horizonte zu
zichen; diefe [dneidet QR in dem gefuditen Punkte .S

Das Stiik QQ' muf na-
turlih fo grof gewahlt wer-
den, daf 7' noh auf das
Reibrett Fallt.

Oft bedient man fich auch
dev fogenannten Teilfluct-
punkte. Es [oll wieder durch
£ [Rbbildung 35) eine nach
dem als nidt vorhanden zu
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denkenden Fluditpunkte 7 gericitete Gerade gezogen wevden. Wix
nehmen einen Hiilfsfludtpunkt #” an, dellen Entfernung von /7 gleidh
dem nt (2 — 2, 3, 4....) Teile des Rbftandes #/7 = / ilt. Wiv
zichen nun Z'2 und ferner eine Parallele zum Horizonte, die 7/
und 2PF in M und N (dneidet. Da nun offenbar A/ F:HF
MN:MS ift, finden wiv den gefuditen Punkt .S, durdh den 27 gehen
mug, einfac dadurdh, daf wir das Stiik /N — z von A7 aus ge-
redinet 2mal abtragen.

Um diefe Konftruktion ausfithren zu konnen, muf man die Ent-
fernung /72— I kennen. Diefes Taf kann man [ich aber [tets ver-

A (haffen. Tt ¢ der Winkel,
) . o i Ao
) unter dem die Linie, deren
A A Fluditpunkt 7 ift, im Grund-
VAR S vilfe gegen das Perpendikel
e s el AH geneigt ift, @ der Rb-
i : L 37 ftand des Auges von der
& & ~ ’ - A L
—F O ; °r Bildflace, (o ilt offenbar /
——— e ———— — = f —— ——— o —n

a tg . — Hat man, wie das
gewdhnlid der Fall ift, den
Fluditpunkt 7’ einer zuv erlten vecitwinkligen Gevaden auf dem Reib-
brette, und it A/ = /[, fo ift nach einem bekannten Sake der

?
4 : {2 AN
elementaren Planimetrie / 7 (RAbb. 36).

€in drittes, in der zeichnerilchen Praxis vielfad angewandtes Uer-
fahren, um durch einen beliebigen Punkt 7 (Rbb. 37) eine Gerade
nah dem nidit erveichbaren

:‘féx»—h__ Fluditpunkte der Geraden A5
‘?:“_——:ﬁ_ zu ziehen, it das folgende.
R e et e MR . “
b ———==——==—y¢ = TMan nimmt auf leftever Ge-
B W T e 'fj—:l raden die beiden Punkte A
& und B beliebig, aber in mog-
< — :
& — lihft grofer Entfernung von
Abb. 37 einander an, fallt von ihnen

aus Lote auf den Horizont,

teilt diele Lote in gleih viele gleide Teile und legt die Reiflchiene

nun o an, daf ihre Oberkante duvch 7 und entfprechende Teilpunkte
der Lote oder zwilchen entfprechenden Teilpunkten hindurch geht.

Ein medanilches Hiilfsmittel zum Ziehen von Geraden, die [ich in

einem unerreichbaven Punkte [dineiden, ilt die bekannte Fluditpunkt-

(hiene. Sie belteht aus drei Linealen, die [0 um einen Punkt dreh-
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bar [ind, dag thve Oberkanten in jeder Lage durch dielen Punkt gehen
und die feftftellbar [ind. Beweqt man nun das Inltrument (o, dag zwei
Kanten durdi felte Punkte gehen, (o beldhreibt der Drehpunkt einen
Kreis, durch dellfen DMittelpunkt — den unerveihbaven Fludhtpunkt —
die dvitte Kante nadh einmaliger Einftellung in jeder Lage geht.

§ 15. Bild eines Korpers in allgemeiner Lage.

Soll das perlpektivilthe Bild eines Kovpers in ganz allgemeiner
Lage gefunden werden, [0 kann man das (tets in der Weile madien,
daf man zuerft Grund- und Rufrif des Horpers in der verlangten
Lage nach den bekannten Geletien dev Projektionslehve ermittelt, dann
den Grundrif in Perlpektive [eht und in bekannter Weile die Hohen
dev einzelnen Punkte in das Bild tvégt.

Handelt es [ih aber um einen ivgendwie gelefmaBig geltalteten
Korper, (o ift ein [oldies Uerfahren durdhaus verwerflich. €s ift mithfam,
zeitraubend und liefert vor allen Dingen hdodit ungenaue Relultate.
Bei jeder Darftellung eines gelehmafig geltalteten Kdvpers hat man
die leine Geftalt bedingenden Gelehe audh der Darftellung zu Grunde
zu legen. Uor allen Dingen [ind, wo parallele Kanten vorhanden
(ind, deven Fluditpunkte zu benuken.

Als Beilpiel mag das perfpektivilche Bild eines in ganz beliebiger
Lage befindlihien Witrfels aufgefudt werden. An ihm treten drei
zu einander veditwinklige Kantenvihtungen auf. Um deren Fludit-
punkt zu beltimmen, haben wir vom Ruge aus Gerade in dielen drei
Riditungen zu ziehen und mit der Bildebene zu (dneiden. Diele drei
vom Ruge ausgehenden gevaden Linien (ind natiitlih ebenfalls zu
einander vechtwinklig; fie find die Kanten einer gleichleitigen, drei-
[eitigen €cke, deren Seiten vechte Winkel find. Diele Edke wird von
der Bildflide in cinem Dreiecke gelchnitten, deffen Ecken eben die
gefuchten Fludhtpunkte find. Dieles Dreieck kann jede beliebige Geltalt
haben, und — da iiber die Lage des Wiirfels und des Auges hkeine
Annahme gemadit wurde — kénnen wir die dvei Fluditpunkte 7,
1, £ ([ Rbb. 38) ganz beliebig annechmen.

Das Ruge liegt nun (o im Raume, daf (eine Uerbindungslinien
mit 7, Z, und 7, vedite Winkel mit einander bilden. Sollen die
Uerbindungslinien des Ruges mit #, und Z, ecinen veciten Winkel
einfthliehen, (o muf das Ruge auf einer Kugel liegen, deven Mittel-
punkt in A7, der Mitte zwilden 7} und 7, ltegt, und deren Radius
= M F, — My F, ilt. Diefe Kugel [dneidet die Bildebene in einem
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durh #, und /7, gehenden Wreile, deflfen Dittelpunkt A7 ift; wir
braucien uns nur die vor der Zeichenflaice liegende Halbkugel als
vorhanden vorzultellen. Ebenfo muf das Auge, da (eine Uerbindungs-
linten mit #, und 7, einen rechten Winkel bilden miilfen, auf einer
Halbkugel liegen, die die Zeidwenflache in einem durdh /£, und 7
gehenden Kreile (chneidet, de(fen Mittelpunkt in 47, dev Mitte zwilchen
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Rbb. 33

F, und 7, liegt. Da endlich audr die Uerbindungslinien des Ruges
mit /7, und 7/, einen vediten Winkel einfchlichen miillen, liegt das
Ruge auch auf einer Halbkugel, die die Zeidenflache in einem durds
F, und 7, gehenden Krveile (dneidet, delfen TMittelpunkt 47, die
Mitte zwilchen diefen Punkten ift. Das Ruge liegt allo im Scnift-
punkte diefer dvei Halbkugeln.




Je zwei von diefen drei Halbkugeln [dineiden (idh in einem Halb-
kreife, der auf der Zeihenflihe [(enkvedht ift. €v erldheint daher in
der vedhitwinkligen Projektion auf fie als gevade Stredke, und-zwar
als die Derbindungsftrecke derv beiden Punkte, in denen (i die die
Halbkugel dacltellenden Kreile [dneiden. Diefe drei Kreife (dneiden
fihh auBer in den drel Fluditpunkten nod in den dret Punkten S5,
Sy, 5. Die Kreile, deven Mittelpunkte 44, und A4, (ind, (chneiden
fih in 7, und S,, die Kreile, deren Dittelpunkte A4, und A4 (ind,
in /A, und .S, die Kreile, deven TMittelpunkte A7, und A4, [ind, in
F, und .S,. Die Uerbindungsftredken /7.5, /S5, /358 lind daher
die vedtwinkligen Projektionen der Halbkreile, in denen (i je zwei
der drei Halbkugeln [dhneiden.

Betraditen wir nun irgend zwei der dvei Kreile, etwa die, deren
Mittelpunkte A7 und A4 (ind, (o (ind die Winkel /7.5, 2 und 7,.5; 7,
als. Pevipheriewinkel in Halbhkreilen vedite Winkel, thre Summe ift
allo ein geltrekter Winkel, der Punkt .S, liegt allo auf der Dreiedss-
feite 77y 77, und 77 S, ift einfadh die von /5y auf die gegeniiber-
liegende Seite /) /£, gefallte Senkvedite, .5, thv Fufpunkt. Dallelbe
gilt natiirliherweile von 7 .S, in Bezug auf 7, 7, von 7, .5, in
Bezug auf 7 F; die drei Streken 7, 5, 7, S,, F, S; (ind allo
ganz einfach die Hohen des Dreiecks, die, wie die Planimetrie lehxt,
durdh einen Punkt gehen. Thv Sdwnittpunkt 7 it allo offenbar der
Hauptpunkt, die reditwinklige Projektion des Ruges auf die Zeichen-
flie. Das Ruge O liegt im Raume im Sdnitte der durch /7 gehenden
Mormalen zur Zeichenfliche etwa mit der Halbkugel, deren Mittel-
punkt A7 ift. Klappen wir nun das im Raume liegende rechtwinklige
Dreiek 7, O 7, um die Seite 7, 7, in die Zeihenfliche um, (o falit
O in A, den Sctnittpunkt des durd #, und 7, gehenden Kreiles
mit dev verlangerten Hohe 7.5, denn der Winkel #, 4, 7, ilt als
Pevipheriewinkel im Halbkreife ein rvediter Winkel. — Halbieren wiv
nun diefen veciten Winkel, fo evgiebt die Halbierungslinie in threm
Scinitte mit £ £, den Fluditpunkt 24 der Diagonale des Quadrats,
deffen Kanten ihre Fluditpunkte in 7, und 7, haben.

Wir nehmen nun einen Edkpunkt /7 des Wiirfels ganz beliebig an
und verbinden diefen Punkt mit 7}, 7, und D4, Da iiber die Grofe
des Wiirfels nichts angenommen ift, konnen wir aud die Eke /7 des
Wiicfels auf 7Dz, ganz beliebig annehmen. Tndem wir durch diefen
Punkt Linien nadh 77} und £, ziehen, erhalten wir die Ekpunkte ZZ7und 7V

In devlelben Weile konnen wir aud das Ruge umklappen, indem
wiv das Dreiek /7,0 7, um die Seite /), 7, drehen; dann fillt O
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nath A,, dem Sdwnittpunkte des durdh /, und 7 gehenden Kreiles
mit der verlingerten Hohe £, 5); die Halbietungslinie des Winkels
F, Ay F, [hneidet die Dreiedsfeite /, /3 im Diagonalfluditpunkte
Di,. Zichen wir nun von 7 eine Linie nadh 27, von 77 eine Linie
nath 7, fo erhalten wir den Ekpunkt 7, und indem wir V7 /; und
Il F, zum Scnitte bringen, den E€kpunkt V7 Endlid ilt V77 dex
Sdnittpunkt von 7 Z; und V7 F,, VZIT der Scittpunkt von /77 7
und V77 F, Das um /£ F; umgeklappte Ruge -1, und der zuge-
horige Diagonalfluditpunkt D7 (ind fite die Konftruktion nidit evfor-
derlich; lesterer Punkt kann zur Kontvole dienen.

Den Abftand « des Ruges von der Bildebene finden wir einfac
dadurdy, daf wir durch Z eine zuvr Bildebene [enkredite Ebene legen,
fie mit einev dev drei Halbkugeln (dneiden und den [ich evgebenden
Halbkreis umklappen. €in in A auf der Spuv der angenommenen
Sdinittebene (in der Figur ilt es die Linie 7 .S)) erviditetes Perpendikel
ergiebt durdi feinen Schnitt mit dem Halbkreile die gefudite Lange.

Handelt es (ich um Daxftellung eines (enkvediten, quadratifdien
Prismas in allgemeiner Lage, [0 kdnnen wir wieder die Fluhitpunkte
F,, F,, F, beliebig annchmen und das Bild /7 /77 77 7V der quad-
vatifhen Grundfliche genau wie beim Wiirfel konltruieren; den Edk-
punkt 777/ konnen wir nun aber auf /7 ganz beliebig annehmen
und das Bild vollenden, indem wir F// mit /] und 7, verbinden.
So finden wir auf 777 #, und 2V F, die Punkte V/// und V, deren
Verbindungslinien mit 7, und 77 fid (chlie§lich im Punkte 177 [chneiden.
Hier kommt allo nur ein Diagonalfluitpunkt in Betradit.

1t ein veditwinkliges Parallelepiped von beliebigen Kanten-
verhiltniffen in allgemeiner Lage darzultellen, (o kann man, nadidem
man die dvei Fludtpunkte und den Ekpunkt 7 beliebig angenommen
hat, audr die Punkte 777 und 7V auf 7/, und 7/ beliebig an-
nehmen und, indem man /7 £, und /777 F, zieht, das Uieve / ///
I/ 7V vervollftindigen. Ruf 7 7 kann man dann nod /7 beliebig
annchmen und wie oben die Figur erganzen. Die Diagonalflucitpunkte
(piclen jeht, da Quadvate nicht mehr vorkommen, keine Rolle mehr.

Die hier vorgefithrten Konftruktionen gelten [lelbftverftandlid Ffiir
eine ganz beliebige, nicht nuv fiiv eine vertikale Bildebene. Mimmt
man die Bildebene als vertikal und eine dev drvei Kantenvicitungen
als hovizontal an, o geht der Hovizont duvch den Fludhtpunkt 7
diefer Riitung. €v muf ferner zur Uerbindungslinie dev beiden andern
Fluditpunkte 7, und /; rechtwinklig lein, da die diefen Fluditpunkten
ent(precienden Richtungen jett derlelben Uertikalebene pavallel [ind.




Sollen zwei von den drei Kantenvihtungen hovizontal (ein, o geht
der Horizont durch die Fluditpunkte 7, und 7, dieler beiden Ridht-
ungen; der dritte Fluditpunkt 7, liegt dann in unendlicher Ferne,
da feine Uerbindungslinie mit dem RAuge vertikal, allo der Bildebene
parallel ift.

§ 16. Die Rbbildung des Kreiles.

Scon im § I wurde kurz davauf hingewielen, dag das perlpek-
tivifche Bild eines Hreiles unter Uorauslfefung einer ebenen Bildfddhe
(tets ein Kegelltnitt, allo eine Ellipfe — in belonderen Fillen ein
Kreis oder eine gerade Strecke —, eine Pavabel oder eine Hyperbel
[ein muf. Wir miillen nun genauer unterfucdien, unter weldien Um-
(tanden diefe vev(dhiedenen Geftalten des Bildes auftveten. Diele Unter-
[uchung lauft auf die Frage hinaus,unterweldien Umftanden die genannten
Kurven als ebene Schnitte einer Kegelflache zweiter Ovdnung vorkommen.

Eine Hegelfliche zweiter Ovdnung kénnen wir uns ftets duvch
eine beweglihe Gerade evzeugt denken, die bei ihver Bewegung durch
eimen felten Punkt und nad einander durdh alle Punkte eines feflten
Kreiles geht. Der felte Punkt wird als Sdeitel, der felte Kreis als
Leitlintie oder Divectvrix, jede Lage der beweglihen Geraden als
Evzeugende oder Genetrix des Kegels bezeidimet. Da die evzeu-
gende Gevade (ih nach beiden Seiten ins Unendliche ecftredkt, evkennt
man zunddilt, daf aud die Kegelflihe na zwei Seiten ins Unend-
lie geht und nidit etwa im Scheitel endigt.

In Abb. 39 fei O der Sceitel der Kegelfldche, "I die Leitlinie,
deven Ebene wir uns auf der des Papiers lenkvecht denken wollen,
(0 dah dev Kreis [ich als gerade Stredre darftellt. Duvch einen beliebigen
Punkt 7 der Zeichen- c
flacie denken wir uns
eine zu ihr fenkredhte
Gevade gelegt, die [ich
in der Zeiinung eben
als der Punkt /2 dar-
(tellt. Wir denken uns
nun durd diefe Ge-

i
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durdilauft fie alle moglihen Lagen dev Ebene gegen die Kegelflace
und muf allo auch alle Geftalten dev Scmittlinie evgeben. Eine Uer-
inderung dev Lage des Punmkts 72 aber kann heine neuen Geltalten
ergeben, da zwei durdh ver(thiedene Punkte gelegte pavallele Ebenen
ganz allgemein dhnliche Scnittlinien evzeugen.

Wir wollen als Anfangslage des durch 72 gehenden Schnittes eine
sum Kreife 7717 parallele Ebene annehmen; fie muf eine dem Grund-
kreife dhnliche Figur, allo wiedev einen Kreis als Scmittlinie ergeben.
Drehen wir nun die Ebene im Sinne des Uhrzeigers, o erhalten
wir immer not eine gelcloffene Kurve; alle Evzeugenden werden
an derfelben Seite von O gefdnitten. Da der einzige gelchloflene
Kegel(dmitt die Elliple ift, evkennen wiv ohne Weiteres, daf die Schnitt-
linie eine Elliple fein muf, die mit fort(threitender Drehung kleinev
und kleiner wivd, bis fie, wenn die Ebene durd O gehtf, zum Punkte
witd. Zu diefen elliptifhen Schnitten gehdrt natiivlih aud dev in
der zu V71 parallelen Rnfangslage auftretende Kreis, denn ein Kreis
ift nidits weiter als eine Ellipfe mit gleichen Hauptaxen.

Thre Bewegung fortletiend (dhneidet nun die €bene die andere,
in der Zeihmung obeve Hilfte der Kegelfldde; die Scnittlinie ift, da
alle Erzeugenden an devfelben Seite des Scueitels getvoffen wevden
und daher eine geldhloffene Kuvrve entltehen muf, eine Elliple. Die
Ellipfe wird grofer und gqrofer und vedkt (i dabei mehv und mehr
in die Lange, bis die [dneidende Ebene in die Lage C7 gelangt, in
der fie der Evzeugenden O} parallel ift. Tun kann (ih die Sdwitt-
linie nicht mehr (dhlicGen, denn die Exzeugende O W wird nicht mehr,
odert — wie man (i in der Mathematik auszudriiken pflegt — erft
im Unendliden getvoffen. Die Schnittlinie hat einen unendlih fernen
Punkt — cben den Stittpunkt mit O — und evweitert [idh immer
mehr, je weiter man (ie verfolgt. Diele fih niemals [chlieGende Kurve,
gewilfermafen eine Rusartung der Elliple, wird als Parabel be-
zeidnet.

Sobald die Ebene die Grenzlage 2 iiberfchveitet, (dmeidet [ie
die Evzeugende O wieder in dev unteren Halfte dev Kegelfladie;
die Schnittlinie befteht nun allo aus zwei getvennten Reflten, von
denen jeder auf einer Halfte der Kegelflacie liegt und die zuerft [ehr
weit von einander entfernt (ind. Je weiter [ich die Ebene drehf, um
o mehr nihern (id die beiden Refte, bis ihre Entfernung ein Mini-
mum erceiht hat; diefes Minimum tritt ein, wenn die Ebene der
Halbierungslinie des Winkels PO W pavallel ift. Tt diefe Lage itber-
(dicitten, o entfernen fich die beiden Refte wieder. Diele aus zwei




Reften beltehende Kurve wird als Hypevbel bezeinet; [ie hat, wie
die Elliple, zwei zu einander redhtwinklige Symmetrieaxen, beide Reflte
find von gleiher Geftalt. Die in der Lage C/ auftretende Parabel
kann auch als dev eine Alt einer Hyperbel betvaditet wevden, deven
anderer Rt in unendlicher Ferne liegt; die Parabel (tellt eben den
Uebergang von der Elliple zur Hyperbel dar. Wahrend es unendlich
viele ver(hiedene Geltalten dev Ellipfe und der Hyperbel — bedingt
durch das RAxenvevrhdltnis — gibt, exiltiert nur eine Pavabelgeltalt,
ebenfo, wie es audh nur eine Kreisgeltalt gibt. Ebenlo wie alle
Kreile [ind aud alle Parabeln einander dhnlich.

Ecveicht die Ebene die Lage D2, in weldier fie der Evzeugenden
OV pavallel ift, [0 haben wir als Sdittlinie offenbar wieder eine
Parvabel, die aber jeht auf dev unteven Kegelhdlfte liegt. Bei weiterer
Fortlehung der Drvehung treten nun wieder Elliplen auf, die Rleiner
und kleiner, Ritvzer und kiivzer wevden, bis die €bene in ihve zu
V"W parallele Anfangslage zuriikgekehrt und die Schnittlinie wieder
zum HKreile geworden ilt.

[nnevhalb des durdh den einfachen Bogen bezeiineten Winkel-
raums liegen allo die elliptilcien, innevhalb des mit doppeltem
Bogen bezeidineten Winkelraums die hyperbolifdien Schnitte.

Wir wollen nun durd den Scheitel eine Ebene legen, die der
durch 7 gehenden Ebene (tets parallel bleiben, fich allo wm den Punkt O
dvehen [oll. So lange (ich die [dineidende Ebene innerhalb des Winkel-
raums der elliptifhen Schnitte bewegt, [dhneidet die pavallele Ebene
die Hegelflihe offenbar nur in dem einen Punkte O; ilt die [dnei-
dende Ebene einer der Erzeugenden OV oder O W parallel, [dneidet
lie die Kegelflahe allo in einer Parabel, [0 berithrt die parallele Ebene
die Kegelfladie langs OV oder O I liegt endlich die (chneidende Ebene
innerhalb des Winkelraums der hyperbolifhen Schnitte, (o (dhneidet
die pavallele Ebene die Kegelflidie in zwei Evzeugenden. Diele beiden
Erzeugenden (ind alfo der [dineidenden Ebene parallel, evgeben folglich
unendlich ferne Punkte der Hyperbel. Wit erkennen allo, daf die
Hypetbel zwei unendlih fevrne Punkte hat. Ziehen wir durd den
Mittelpunkt der Hyperbel Pavallele zu diefen Evzeugenden, fo kénnen
audh fie die Hyperbel niemals (dineiden, kommen ihv aber unaus-
gelet ndher. Diele Pavallelen nennt man die ,Alymptoten* der
Hyperbel.

Wir willen, daf der Sénitt I, daher audh jeder mit ihm
patallele Sdinitt ein Kreis ilt. RAber diefe Kreis(dnitte find keines-
wegs die einzigen, die auf der Kegelfliche liegen. Das zeigt uns
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[ofort die Abb. 40, in der wieder M/ die kreisférmige Leitlinie,
O den Sdeitel darftellt. A7 fei der Mittelpunkt des Kreiles 1717
allo OM die Rxe dev Kegelfliche, und die Ebene der Zeidnung [ei
diefer Rxe parallel, die Ebene des
Kreifes 17177 auf der der Zeiinung
fenkrecht. Wit ziehen V' I und W IV”
fenkrecht zur Halbierungslinie des
Winkels 7O W, (o daf allo O 17" =
oV, OW'= OW wird und legen
durdh die Linie 77177 ebenfalls
einen Schnitt lenkrecdt zur Zeiden-
fliche duvch die Kegelflice. Eine
durch die Winkelhalbierende [enk-
vecht zur Zeichenflache gelegte Ebene
ift eine Symmetrieebene des ganzen
Gebildes, der Kegelfladie mit den bei-

Abb. 40 den [ymmetrild liegenden Sdinitten;
diefe Schnitte find allo offenbar kongruent, und da 17 ein Kreis
ift, mub auch P’ ein Kreis [ein. Daf dann aud die zu V'
patallelen Scinitte Kreile (ind, verfteht fich von [elbft.

Ruf jeder Kegelfladie zweiter Ovdnung gibt es allo zwei
Schaven paralleler Kreisldinitte; (e bilden mit der Symmetrie-
ebene der Flache nach entgegengeleften Seiten gleiche Winkel, (ind alfo,
wie man [agt, antiparallele Scnitte oder Wed(ellchnitte.

It im belondeven Falle die Kegelflache eine normale Hegel-
fladie, die Axe allo auf dev Ebene dev Divectrix fenkvecnt, fo Ffallt
V' mit W, W mit 7 zulammen; dann [(ind allo beide Richitungen
identifh und es giebt nuvr eine Schav von Kreisldinitten, die
nun natiiclich (enkrechit zur Rxe ilt.

Unter den durh 2 gehenden Sdnittebenen [Rbb. 39) giebt es
allo im Rllgemeinen zwei, die die Kegelflache in Kreilen [(dhneiden;
diefe Schnitte gehoven zu den elliptildhen Schnitten.

Naddem wir nun allo die Natur des Kegellthnitts in jedem mog-
lihen Falle klar erkannt haben, konnen wir ohne Weiteves ent(cheiden,
wie in einem gegebenen Falle die Geltalt des Kreisbildes belhaffen
fein muf. Scineidet die Bildebene alle Evzeugenden der durch die
Schftrahlen” gebildeten Kegelflahe an einev Seite des Ruges, ift [ie
allo keinem Sehltrahl parallel, [0 erhalten wir eine Elliple, im
belonderen Falle einen Kreis, wenn [ie dev Ebene des Kreiles pavallel
oder antipavallel ift; ift die Bildebene einem Sehltrahle pavallel, (o
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evgiebt (ich eine Pavabel; [dmeidet die Bildebene die Sehltrahlen an
ver(chiedenen Seiten des Ruges, ilt fie allo zweten von thnen parallel,
fo it das Bild eine Hyperbel. Wenn endlidh die Ebene des Kreiles
durch das Ruge geht, erhalten wiv als Bild eine Gevade, und zwar
eine begvenzte Streke, wenn der Kveis auBerhalb des Ruges liegt,
eine unbegrenzte Gevade, wenn er das Ruge einfclieft. Die Strecke
it als Grenzfall einer Elliple, die unbegrenzte Gevade als Grenzfall
einer Hyperbel aufzufallen. Demnad hidngt die Entlcheidung von der
Lage der Geraden ab, in der eine durch das Ruge O parallel zur
Bildebene gelegte Ebene die Ebene der Leitlinie [dneidet. Liegt diele
Gerade ganz auberhalb der kreisformigen Leitlinie, [0 erhalten wiv
eine Elliple; bevithrt (ie den Leitkveis, [0 evgiebt [ich eine Pavabel;
(chneidet endlich die Gerade den Leitkreis, (o ilt das Bild eine Hyperbel.

Die Abb. 41 zeigt in @, 4, ¢ diefe 3 Falle; die Ebene des Papiers
ift lenkrecht auf dev der Leitlinie und auf der Bildebene; A5 (tellt
die Bildebene, VW den Leitkreis, OO die durch das Auge parallel
zur Bildebene gelegte €bene dar. Tn @ haben wiv den Fall dev ellip-
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tifthen, in & den der pavabolifthen, in ¢ den der hyperbolilchen RAb-
bildung; im erften Falle liegt O" auberhalb V7177, im zweiten Falle
fallt O’ mit 17 zulammen, im dritten Falle liegt O innerhalb VI

Tn den Abbildungen 424, &, ¢ [ind die drei Lagen nodi einmal
fiix den gewdhnlichften Fall der vertikalen Bildebene und des hori-
zontalen Kreiles zulammengeltellt.

Man moge niht glauben, daf das parabolifche und hyperbolilche
Bild des Kreiles, gewillfermafen nur theoretifche Bedeutung haben und
in Wirklicikeit nicht vorkommen. Sie kommen oft genug vor. Steht
der Belchauer etwa im Innern eines Gebdudes von kreisrundem Grund-
vif, eines Zirkus oder dergl, und will auf vertikaler Bildebene die
unteve und obere Kante der zilindrifden Wand, die Kanten eines
vielleihit vorhandenen RArdiifravs ulw. abbilden, (o liegt offenbar der
in Abb. 42¢ [dematilch dargeltellte Fall vor; die Bilder der genannten
wagerechiten Kreife (ind allo Hyperbelbogen. Ruf photographifchen
Abbildungen devartiger Tnnenvdume evkennt der aufmerk(ame Beobadter
die hyperbolifhe Kritmmung dev Bogen [don daran, daf [ie in dem
dem Belthauer gegeniiberliegenden Punkte am (tavk(ten ift, wahvend bei
einer Ellipfe — wenigltens bei der gewdhnlidh vorhandenen geringen
Augenhohe — die Kriimmung in demfelben Punkte am [duvddiften ift.

Wahlt der Beobaditer [einen Standpunkt gevade am Rande des
Fubbodens, (o haben wir den in Abb. 424 (kizzierten Fall und erhalten
als Bilder der hovizontalen Kreife Pavabelbogen

Stellen wir uns ferner vor, der Belthauer befinde (ich unter einem
Briickenbogen, von delfen Widerlagern das eine vov, das andeve hintev
ihm [(ich befindet! Will er auf vertikaler Bildflace das vor thm
liegende Stiik des Bogens abbilden, o evgiebt [ih als Bild ebenfalls
ein Hyperbelbogen.

Je nad der Lage devr Bildebene ev(eint demnach das Bild eines
Kreifes ganz ver(chieden. Nach dem oben Rusgefithrten kann das Bild
de(felben Kreiles auf ver(chiedenen Bildebenen ein Hreis, eine Elliple,
eine Parabel und eine Hyperbel lein. Erldeint nun der Kreis dem
Ruge als Kreis, als Elliple, als Pavabel oder als Hyperbel? Diele
Frage zeigt, daf die Rusdrucksweile: ,,Der Kreis ev[cheint miv als diele
oder jene Kurve* tiberhaupt [ehr anfeditbar ilt. Genau genommen [ollte
man [agen: ,Der Kreis evfcheint miv ebenfo, wie ein Kreisauf dev exlten,
wie eine Elliple auf der zweiten, wie eine Pavabel auf der dritten, wie
eine Hyperbel auf der vierten Bildebene.* Wenn man (agt: ., Der
Kreis er(deint miv als Elliple”, [0 meint man [ein pevlpektivilches,
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auf einer Bildebene evzeugtes Bild, die vecitwinklig zur Uerbindungs-
linte des Ruges mit dem Mittelpunkte des Kreiles ilt.

Betraditet man die ganze Sade etwas allgemeiner, [o erkennt
man, daf von zwei auf derlelben Kegelfliche, deven Scheitel das Ruge
ift, liegenden Kurven jede das perlpektivifde Bild der andern ilt.
Denke idh durch eine dev beiden Kurven ivgend eine Bildflache gelegt,
(o ilt fie das Bild der andern Kurve auf diefer Bildflace. 10t bei-
[pielsweile das Bild eines horvizontalen Hreifes auf einer vertikalen
Bildebene eine Hypetbel, (o ift Fiiv dielelbe Lage des Auges umgekehrt
das Bild dev vevtikalen Hyperbel auf wagereciter Bildebene ein Kreis.

E€s fritt nun die Frage auf, wie wir, wenn es (i um die Kon-
[truktion des Bildes eines hovizontalen Kreiles auf vertikaler Bild-
ebene handelt, aus dev Lage des gegebenen Kreiles in der Grundebene
divekt erkennen konnen, ob das Bild eine €lliple, Pavabel oder Hyperbel
ift. Scon im § 8 haben wir die Gegengerade als diejenige Gevade
der Grundebene kennen gelevnt, die fidh im Unendlidien abbildet. Scon
damals wurde evwihnt, daf das Bild des Schnittpunkts einer in dev
Grundebene liegenden Kurve mit der Gegengeraden ein unendlich ferner
Punkt des Kuvvenbildes (ei. Diele Erkenntnis ermogliht uns die
[ofortige Beantwortung dev geltellten Frage.
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Hat der Kreis mit der Gegengeraden keinen Punkt gemein, wie
in den Lagen @, &, ¢ (Rbb. 43), [0 hat das Bild keinen unendlich
fevnen Punkt, ilt ailo eine Elliple; bertthut der Kreis die Gegengerade,
wie in den Lagen & und ¢ [0 hat ev mit ithv einen Punkt gemein,
das Bild beflit allo einen unendlih Fernen Punkt, ilt folglidh eine
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Parabel; (dineidet endlih dev Kreis die Gegengerade in zwei Punkten,
(Cage /), lo hat das Bild zwei unendlid ferne Punkte, ilt daher
eine Hyperbel.

Auch die Frage, wann [ich der in der wagerechten Grundebene
liegende Kreis auf der vertikalen Bildebene wieder als Kreis abbildet,
ift leiht zu beantworten. Dazu ilt offenbar ervfovdeclich, dak die
Grund- und die Bildebene Wedhlelldnitte des Sehltrahlenkegels [eten,
die die Symmetvie-Ebene dellelben unter gleicen Winkeln [chneiden.

Rbb. 44

Da die Bildebene auf dev Grundebene [enkvedit ift, konnen diele Winkel
nur = 45° lein [[L Abb. 44]. Wenn wir allo in der in RAbb. 44
links davgeftellten Seitenanfidhit des ganzen vaumlicen Gebildes durd
das RAuge O eine Gerade O ziehen, die Bild- und Grundebene unter
Winkeln von 45° [chneidet, (o ift diefe Gevade die Seitenanficht der
Symmetrie-Ebene des Sehftvahlenkegels. Trvagen wir allo an beide
Seiten diefer Gevaden beliebige, aber gleih grofe Winkel ¢ an, [o
erhalten wiv die Seitenanlicht des Hegels, der aus dev Grundebene
die kreisformige Divectrix I71, aus der Bildebene ihr kreisformiges




=R

Bild I”" 177" heraus(cneidet. Die RAbb. 44 zeigt veits den in der
umgeklappten Orundebene liegenden Kreis VI, das umldiriebene
Quadrat 1 2 3 4, das auf gewohnlihe Weile mittels der Punkte 7
A, Dy, D, hkonltruterte trapezformige Bild 1°2° 3" 4" des Quadrats
und [dilielich den diefem eingelthviebenen Bildkveis 7' 117,

Uorausleung dev kreisformigen Rbbildung des Kreiles it natiir-
lih, daf dev Mittelpunkt A7 des Kreiles 7177 in dev durch das Ruge
vedhtwinklig zur Bildebene gelegten Ebene liegt. Tan fieht flofort,
daf der Mittelpunkt NV’ des Bildkreiles 77" 177" niht etwa mit dem
Bilde 47" des Mittelpunkts 47 des Hreiles V717 zulammenfillt. Das
Bild 47" von M liegt in der Zethnung iiber NV'; umgekehret ift NV’
das Bild eines innerhalb des Kreiles 717 liegenden Punktes WV, dev
niher an der Grundlinie liegt als A

Hebt (ich der abgebildete Kreis, (o daf [ein Mittelpunkt in der-
(elben Uertikalen bleibt, [0 geht der Bildkreis in eine Elliple mit
wagevechter grofer Rxe itber; lenkt ev [ich, (o verwandelt (ich der
Bildkveis in eine Elliple mit vertikaler grofer Rxe.

Den Zulammenhang des Radius » des in der Horizontalebene
liegenden Kveifes mit dem RAbltande 2 [(eines Mittelpunkts von der
Grundlinie unter der Uovausfefung kreisférmiger Abbildung in der
vertikalen Bildebene honnen wir leicht vecnerifch evmitteln. — Rus
dem Dreiecke O.511 folgt namlich die Proportion — wenn das Stiik
G I mit x bezeicinet wird —

AVz:(h—a—2x) = sin [45°+ ¢) - sin ¢,
hVz sin @
sene (45° - g)
coS @ - s

allo ViR e e

Run it aber sin (45°- ¢) = |'

2 kosin @
allo E—a— x— IR
€08 @ -~ Sin @

2 b stn @
und XxX—=h—a— i AR
cos @ —— St ¢

Ebenlo folgt aus dem Dreiecie O5'1" — wenn G V=1 gelefit wird —
hVz:(y—rh-a) =sin (45°—q):sin g,

allo y — bkt a— ,ﬁ' | A1)

: sz (450 — ¢)

COS (p— 1L (P

V2 :

2 h sin P

Tun it aber sz [45° — ¢)

alfo y— k-t a— :
: cos ¢ — sin ¢

Meilel, Cehrbuch der Perlpehtive. 4




: 2 f1osin o
und Y=k —a-1 s
= | 08 ¢ - §272 (p
Daraus folgt:
; : -
X — W kst oo ” SR ¢
I == — h—g , / : !
2 cos P SN rf- TAVAY rlr Sin i
. o . [1 ] 7
' 2 o sim % P T E A ) J2
h—a- - 7 — — k| r- J | — @ @
cos 'I'f — $312 'r)f \ a8 2 ’_,f f cos 2 i’{
und
y X b osin o 2 s o«
T = . / ! ;
2 cos ( — Stn (p ' €05 () - Sin g
: 2 €05 | S0 2
=k sin i = I = VR / y/: .-’f,f; 2
cox - st “if cos 2 7

Damit find # und » als Funktionen des beliebig angenommenen
Winkels ¢ davgeltellt. Tun folgt aus der Gleidwung 7/
” allo cos 2z p= A , mithin 2 = VA2t 72 — @
h V2 1 p2

Hiermit it der gefuchte Zulammenhang gefunden. Damit allo
ein in der Horizontalebene liegender Kreis vom Radius » (idh als
Kreis abbilde, muf [ein Mittelpunkt von der Grundlinie den Abftand
V42—~ 72 — @ haben. Da V42— #* die Hypotenule eines vecitwinkligen
Dreiecks mit den Katheten 2 und » ift, 146t fich diefer Rbltand aud
ohne Weiteres konltruieven; ev ift K/ ([. Rbb. 44, redits].

Auh der Radius #»’ des zugehdrigen Kreisbildes ift vednerildh
leiht zu evmifteln. RAus der Rehnlidkeit der Dreiecke A V7177 und
AWV’ folgt: VW :WF" ror—hoe,

g 2. =

¥ ra
allo 7 y a ty 2 .

& 17. Die zeicnerilche Darltellung des Bildes in den
ver(thiedenen Lagen des Kreiles.

Fiiv die Rufzeidinung einer Linie, die keine Gerade und kein
Kreis ift, allo weder mittels des Lineals nod mittels des Zirkels
hevgeltellt werden kann, gibt es bekanntlich zwei ver(chiedene Methoden.
Entweder tragt man auf Grund des Bildungsgelefes der Linie eine
Anzahl cinzelner Punkte oder eine Anzahl einzelner Tangenten
auf; im erlfteren Falle hat man die Linie frethandig duvrdi die ge-
fundenen Punkte, im zweiten Falle hat man [ie ebenfo an die ge-
fundenen Tangenten zu legen. Daraus, daf man in der Geometrie
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eine Linie als kontinuierlidie Folge einer unendlidh groBen Zahl un-
endlidi naher Punkte oder als einhiillende Huvve einer unendlich
grofien Zahl unendlih naher Tangenten auffaBt, entlteht oftmals der
[ertum, daf man die Kurve um (o genauer erhalte, je mehr Punkte
oder Tangenten beltimmt wuvden. Da unleve gezeiineten Linien
tatfachlih Streifen von mefbaver Breite, unfere Punkte — die ja
(tets duvch den Sdinitt von Linien entftehen — tat(acilih kleine
Parallelogramme von mefbarer Rusdehnung (ind, da ferner die RAus-
fithrung einev Konftruktion immer mit unvermeidlichen Ungenauig-
keiten behaftet ilt, madit eine zu dichte Folge der Punkte oder Tan-
genten die Zeidinung in Wahvheit unlider und ungenau. Die einzelnen
Punkte oder Tangenten weicien von dem ideellen Uerlaufe der Kurve
bald nac der einen, bald nah der andern Seite um eine Kleinigkeit
ab, [0 daf man (ih doch genotigt (ieht, diefe Diffevenzen auszugleichen
und dev eingebildete Uorteil [ofovt wieder verloven geht. Jeder getibte
Zeidmer [udt im Gegenteil mit moglihlt wenigen Punkten oder
Cangenten auszukommen, diele wenigen aber [0 genau wie
irgend moglich zu erlangen. Dah man um (o mehr Punkte oder
Tangenten gebraudit, je [chavfer die Kurve in der betreffenden Gegend
gekviimmt ift, liegt auf der Hand.

RAm beften (ind diejenigen Konftruktionen, die Punkte mit den
duvdh [1e gehenden Tangenten gleidzeitig liefern; dadurdh hat
man in jedem Punkte die Riditung, in der man ihn beim Zeicinen
der Kurve zu pafllieren hat, und kann eine auf anderem Wege nicht
zu evlangende Genauigheit evveien. €ine Anzahl von Punkten mit
den durch (ie gehenden Tangenten gewdhrt eine grofere Genauigkeit,
als die doppelte Anzahl von Punkten ohne Tangenten oder von Tan-
genten ohne Punkte. RAud beim Rufzeicinen der hier in Betradt
kommenden Kegel(dnitte wevden wir uns daher ftets der Methoden
bedienen, die Punkte mit den durdr ie gehenden Tangenten oder —
was dallelbe it — Tangenten mit thven Bevithrungspunkten liefern.

Handelt es (ih um Zeidhnungen kleineren Tlaltabes, (o denkt
man (il am belten zwet dem Kreife umldhviebene Quadrate,
die um 45° gegen einander gedreht (ind, (o daf die Diagonalen des
einen den Seifen des andern parvallel find [[L Rbb. 45). Die adt
Seiten dev beiden Quadvate berithren den Kreis in adit Punkten, die
ein vegelmafiges Rditeck bilden. TUebertrdgt man diefe Figur in die
Perfpektive, o hat man [tets adit Punkte mit adit Tangenten, die in
der Regel zur RAufzeichnung des Kegelldhnitts — namentlih der am
hdufiglten vorkommenden Elliple — vollftindig hinveiden. Liegt,

g




2 wieindenmeiltenFallen,
5 A dev Kreis horizontal,
o (o legt man die Figur
(0, dag die Seiten 1 2

und 3 4, allo audr die
Diagonale 8 6 parallel

der Bildebene [ind und

libertragt auf bekannte

Weile das Quadrat 1234

in das Bild. Die Seiten

12 und 4'3’ (ind hoi-

zonfal, 1’4 und 2'3

gehen nach 7, die Dia-

gonalen 13" und 24

nah 2, und D;,. Der
Scnittpunkt 47*devDia-

gonalen ift das Bild

des TDMMittelpunkts A2

Da A48 die Diagonale

eines Quadrats von der

Seite M' /P’ ilt, zicht man einfach durch 7 eine Uertikale, madt
PO=M2DP ud M8 =20. Nun ziecht man 85 nah D,
56 nah D,, 67" nah 20, 78 nah D, endlih 57T nah .
Damit find die acht Tangenten neblt thven Bevithrungspunkten gefunden.
Ruch mittels des dem Kreile umlchriebenen regelmafigen Adit-
eks, von dem zwei gegeniiber-
liegende Seiten dev Bildebene pavallel
find, laGt (i dallelbe -erveichen.
(Abb. 46.] M™Man geht wieder von
dem Bilde 1'2'3'4’ des Quadrats
1234 aus und ermittelt die halbe
Diagonale 1’47 eines Quadrats von
der Seite 1/2. Trdagt man diele
Lange auf 172" von 1’ und 2’ ab,
[o erhdlt man die Rditeksecken
8’ und 95, durd deven Uerbindung
Abb. 46 mit Z man auf 4’3’ [ofort die Edien

9/ und 10’ erhdlt. Legt man durd

die Scnittpunkte diefer Uerbindungslinien mit den Diagonalen 1/3’
und 2’ 4' Parallele zum Horizonte, (0 hat man die Eken 7/, 8, 11/

Rbb. 45
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und 12. Die Rditecksleiten 6T, 1110’ miillen natiirlih nah 2,
89" und 5'12' nadr D; gehen.

Es ift aber auch moglih, die Bildelliple mit Hiilfe ivgend einer
der vielen bekannten Wonftruktionen aus thrven Hauptaxen zu
konftruieven. Mamentlih dann ift das bequem ausfithrbar, wenn die
durch das RAuge und den Mittelpunkt des Kreifes gehende Uertikal-
ebene rechfwinklig zur Bildebene ift. Dann find die Punkte 2 und
(Abb. 47), die (ih ohne Weiteres aus den Scnittpunkten 2 und Q

s
7
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e
P
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o
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e e ey e T ol i
= =+ 7
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Rbb. 47

ergeben, die Endpunkte der vertikalen Rxe der Elliple, die je nach
der Hohe des Ruges itber der Ebene des Kreiles die grofe oder kleine
RAxe fein kann. Himmt man dann die Mitte 47 zwilhen 2 und Q
und legt durd (ie einen Hovizontalldhnitt, (o erhdlt man im Grund-
vilfe fofort die wagerecite Halbaxe p, die wieder die kleine oder grofe
Halbaxe (ein kann.

Liegt der Kveis in einer zuv Bildebene pavallelen Uertikal-
cbene, (o bildet er (ich [elbltverftindlidh als Kreis ab. TMan hat allo
nur, wie es in Abb. 48 gezeigt ift, die Lage des TMittelpunkts und
die Lange des Radius in bekannter Weile zu ermitteln und den Kreis
zu beldiretben.
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Liegt der Kreis in

_q{j jd einer zur Bildebene
\\ /,,---:9;’ fenhreditenUertikal-
//:/".// ebene, [0 kann man die
VQM'__’_X_,_)’// 7 oben bei devr Abbildung
A des hovizontalen Kreiles
ot 74 f»'/ benutenKonltruktionen
ot genau in derfelben Weile
s s anwenden. Die Fludit-
, ;/” i punkte der Diagonalen
' g ' liegen jelt auf der durdh
Rbb. 48 77 gehenden Uertikalen

in der Rugenentfernung itber und unter dem Lo

= ol

Horizonte [Rbb. 49). Rud wenn der Kreis G- i
in einer beliebigen Uertikalebene liegt, / '
lalfen (i die Konltruktionen unvevandert

£t

LA B

Abb. 49 Abb, 50
anwenden [Rbb. 50). Die Diagonalfluchtpunkte find jest in dev frither
angegebenen Weile zu evmitteln [[. § 9, Abb. 22, S. 27).

Liegt der Kreis ganz beliebig im Raume, (o konnen wir
uns [tets ein umldriebenes Quadvat denken, von dem zwei gegen-
itberliegende Seiten horizontal (ind. Dieles Quadvat evgibt, auf die
Grundebene projiziert, das Rediteck 1234 (Rbb. 51), delfen Bild 12:3'4
wir auf die gewdhnliche Weile erhalten. Tn der Grundebene evmitteln
wit nun, indem wir die Seite 34 mit einem um 1 als Mittelpunkt
mit dem Radius 12 beldhriebenen Kreile [dineiden, die Hohe /£ dex
oberen Quadratfeite itber cdev Grundebene. Tndem wir diele Héhe in
das Bild tragen, erhalten wiv die vollftdndige Abbildung des Quadrats.
Die wagerecite Diagonale 68 des iiber Ek geltellten Quadrats ilt im




Grundriffe (ofort zu evmitteln, von hier in den pet(pektivildien Grundrif

und aus diefem in das rdumlice Bild zu iibertragen. Die Seiten

des perlpektivifen Bildes diefes Quadrats finden wir nun (ofort

dadurdh, dag thre Fludtpunkte in den Uertikalen liegen miillen, die

durdi die Fluditpunkte #; und /5 dev Diagonalen 1'3' und 2'4' gehen.
o
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Abb. 51

Zieht man es vor, das regelmdfige Rditek zu benuten, [o be-
(timmt man die Aditeckseken im OGrundrilfe auf 1 2 und 3 4, iiber-
trdgt fie in die Bilder 1/ 2 und 3’ 4’ und mittels der Diagonalen des
Bildquadrats auf die andeven Quadratfeiten. 1t dev Fluditpunkt dev
auffteigenden Quadratfeiten zu haben, [0 braudit man die Aditedks-
edken nur auf 3 4’ zu beltimmen und erhdlt, indem man von diefen
Punkten aus nad dem Fludtpunkte zieht, die auf der gegeniiber-
liegenden Seite liegenden Aditedspunkte, [dlieflih mit Hiilfe der
Diagonalen die auf den auffteigenden Quadratfeiten liegenden Punkte,
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Ruch die Fluditpunkte der anfteigenden Quadvatfeiten und der
Diagonalen kann man mit Uorteil benufen. Zeicnet man den Ruf-
ri§ (1) (2) (3) (4) des Quadrats, [0 findet man, da der Hauptpunkt /7
bekanntlih den Rufrif des Ruges dacltellt, den Fludtpunkt /' der
Seiten 2 3" und 1 4’ einfadh dadurd, daf man von / eine Parallele
zu (2] (3] zieht und mit dev durdh /7, gezogenen Uertikalen [dineidet;
ebenfo ergiebt [ich der Fludtpunkt Dz der Diagonale 2 4/ dadurds,
daf man durd /7 eine Parallele zu (2] (4] zieht und mit der duvdh
I, den Fluditpunkt von 2 4 gezogenen Uertikalen [dneidet. Die
Fluditpunkte der Quadratfeiten und der Diagonalen liegen auf der
Flucitgeraden der Ebene des Quadrats, die bei geneigter Lage des-
(elben an die Stelle des Hovizonts tritt.

In der Rbb. 52 ilt nod gezeigt, wie man in das perlpektivilce
Bild 1 2 3 4 eines ganz beliebig in der Hovizontalebene liegenden
Quadrates, das mit beliebig angenommenen Punkten 7}, 7, D7 kon-

Rbb. 52

[trutert wurde, das elliptifhe reisbild einzeihnen kann. Durdr die
vovdev(te Ede 4 zieht man eine Hovizontale, die die verlangervte Seite
2 3 in 3 [dneidet, beftimmt dann auf 4 3’ in bekannter Weile die
Ekpunkte 5 und 6’ des vegelmdfigen Rditecks, das dem Quadvate
von der Seite 4 3’ eingelchrieben it und verbindet 5 und 6‘' mit /4.
Das Uebrige ergiebt fih von (elblt.

Die Konftruktion gilt ganz unvervandert, wenn das Quadrat nidt
in einer horizontalen Ebene liegt; dann ift die Uerbindungslinie dex
Fluditpunkte /7, und 7, — die Fluditgerade — nicht mehr horizontal,
[ondern beliebig gevichtet; 4 3’ aber bleibt mit ihr parvallel. Die
Rbb. 52 ilt allo nur beliebig zu neigen.

Handelt es [idh um (ehy grofe Elliplen, o ift eine Konltruktion
vorzuzichen, die eine beliebige Zahl von Punkten und Tangenten liefert.
Zieht man in einem Kreile [Rbb. 53] zwei auf einander rechtwinklige
Durdwmeller 48 und CD und in ihven Ekpunkten die Tangenten,




[0 dah ein umldiviebenes Quadrat

e W : i iy
EFGH entlteht, zicht man ferner | — -
AC und in beliebigem Abltande | / ' ,
von AZB die Parallele 20, die / !

AC in .5 (dmeidet, zieht man |/
weiter G5, die die Quadratleite |
EF i T (dineidet, (o it die pp—-—-——
Uerbindungslinie 27" eine Tan- i|'|, !
gente des Kreiles, deven Berith- |\ i
tungspunkt 7 in threm Scnitt- | \ ; = '
punkte mit BV liegt. Indem \\\ :/ - ’
man PQ ver[diebt, erhdlt man e sSelhe =il ]
auf diefe Weile beliebig viele
Tangenten neblt thren Beriih-
rungspunkten. Am zwedmadfiglten teilt man den Durdimeller C2
in beliebig viele gleie Teile.

Diefe Konftruktion :
laGt fich ohne Weiteres - 4 £
auf die Elliple iiber- A 3%
tragen und liefert wohl PRI D dL5
dievollkommenl(tealler y KA snay
bekannten Elliplenkon- i ’?{\ 2
ftruktionen. Fiir einen = ey \\%
in der Grundebene lie- / - N 7N
genden Hreis zeigt / ezt RIS et S
Abb. 54 die Konltruk- s s \,
tion, die ohne weitere © LA T Falill 2k
Evklarung verltandlich Rbb. 54
it. Da CD dex LE
Bildebene parallel v
ut, bilden fich die S
gleichen Teile wie- |
der als gleiche Teile
ab, und die von
den Tetlpunkten
aus gezogenen Pa-
tallelen zu 4 5 ge-
hen im Bilde nach
dem Hauptpunkfe.
— Die Rbbildung

Rbb. 33

Rbb. 55




zeigt die Rusfithvung der Konltruktion fiiv ein Uiertel. — Fiiv einen
in vertikaler Ebene liegenden Kreis gilt, wenn man wieder die Fludt-
punkte der Diagonalen benuft, die Konltruktion ganz unverandert.
Rud fiir einen beliebig im Raume liegenden Kreis [Rbb. 53] ift [ie
direkt anwendbar, wenn man wieder wie in Abb. 51 ein um(thriebenes
Quadrat mit zwei hovizontalen Seiten benufit. Die in der Grundebene
liegende Seite kann man, wenn man will, perfpektivilch teilen, hat
das aber gar niht notig, da, wie wir willen, auf die Verteilung der
Punkte auf CD oder /A gar nicts ankommt. Hur davauf kommt
es an, daf die beliebig verteilten Parallelen im Bilde nah dem Fludt-
punkte 7’ der mit ihnen pavallelen Quadratleiten gehen. Dieler Fludht-
punhkt liegt, wie wir willen, [tets in der durdh den Fludtpunkt 7Z, thver
Horizontalprojektionen liegenden Uertikalen. Die Rbbildung zeigt die
Ermittelung einer beliebigen Tangente mit ihrem Berithrungspunkte.

Aud auf den in RAbb. 52 davgeftellten, ganz allgemeinen Fall
it die Konltruktion ohne Weiteres anwendbar.

Dem divekt im Bilde — ohne Grund- und Rufrif — arbeitenden
Maler kommt es bei der Darftellung von Rrkaden, Gewdlben u. [ w.
fehr oft vor, daf er in vertikalen Ebenen liegende HKveile verkiivzt
davzufltellen hat. Denken wir uns einem [(olen Kreilfe wieder ein
Quadrat mit wagereten und lotvediten Seiten umfldivieben, [0 gehen
die Bilder der wagerediten Seiten nach einem auf dem Horizonte
liegenden Fludhtpunkte ~ Die lotrechten Seiten bilden (i lotrecht
ab und (ind ihver Hohe nach (o zu beltimmen, daf die Diagonalen
in Wahrheit unter 45° gegen die Horvizontalebene geneigt (ind —
andernfalls wiirde die eingelthriebene Elliple das Bild einer Elliple,
nicht aber das eines Kreiles fein.

Sind die Fludtpunkte #, und 7, zweier zu einander redit-
winkliger Riditungen der Horvizontalebene und der zugehdrige Diagonal-
fluchtpunkt 27 beliebig angenommen worden, (o kann man bekanntlich
[vgl.Abb.15,5.20) den Hauptpunkt /7 und den Rugenabltand @ ermitteln.
Sodann kann man (vgl. Abb. 22, S. 27) den Fluditpunkt 7 der Linien
finden, die unter 45° gegen die Hovizontalebene geneigt (ind und
deren Horizontalprojektionen den Fludtpunkt /7 belifen. Konltruiert
man nun das Quadratbild (o, daf (eine Diagonale nach /" geht, [o
ift es fiir die den angenommenen Punkten entlprechende Rugenlage
tat(achlih das Bild eines Quadrats, die eingelchriebene Elliple allo
das Bild eines Kreiles.

Unter weldien Umfltanden (i ein Kreis als Parabel oder
Hyperbel abbildet, haben wir (dhon ganz allgemein gefehen. Uom
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horizontalen Kreife im Belonderen [ahen wir, daf fein Bild eine
Parabel wird, wenn er die Gegengerade beriihrt, eine Hyperbel, wenn |
ev fie durchfchneidet. Denken wivr uns die durdi das Ruge parallel !-
zur Bildebene gehende Ebene, die die Grundebene in der Gegengeraden
(chneidet, [0 erkennen wivr [(ofort, daf jeder Punkt diefer Parallel-
ebene (i in einem unendlich fernen Punkte der Bildebene abbildet.
Wenn allo ein beliebig im Raume liegender Kreis diefe Parvallel-
ebene berithrt, (o ilt fein Bild eine Pavabel, wenn er fie durdi(chneidet
eine Hyperbel. Die Scnittpunkte bilden (i im Unendlien ab, er-
geben allo, mit dem Ruge verbunden, die Ricitungen der Rlym-
ptoten. — Projizieven wir den im Raume liegenden Kreis auf die
Grundebene, fo erhalten wir eine Elliple, die, falls der Hreis auf
der Grundebene [(enkvecht (teht, in eine gevade Strecke dibergeht.
Durch(dineidet allo die Ellipfe oder die Strecke die Gegengerade, [o
erhalten wir als Bild des Kreiles eine Hyperbel; berithrt aber die
Elliple die Gegengerade oder fillt die Strecke mit einem Endpunkte :
in fie, [0 ergibt (i als Bild eine Parabel; liegt endlih die Elliple .
oder die Strecke ganz auBerhalb der Gegengeraden, [0 ilt das Bild
eine Elliple.

Um das parabolifthe oder hyperbolifhe Bild zu konltruieren,
kann man, wie beim elliptifhen Bilde, (ich der beiden dem Wreile
umfchriebenen, um 45" gegen einander gedvehten Quadrate oder des
regelmafigen Achtedks bedienen, jedodr (ind diefe Konltruktionen hier
nict [0 empfehlenswert wie beim elliptilchen Bilde, weil immer nur
ein Teil der adit Punkte und Tangenten im Bilde er(deint und diefe
wenigen: Punkte und Tan-
genten den langgeltveckten =T X ]
Bogen nicht mit der wiin- ' '
[henswerten Genauigkeit
beltimmen. Am belten fahrt
man, wenn man zuerlt ev-
mittelt, weldier Bogen des
Kreiles auf devr verfiigbaven
Zeicdhenflache itberhaupt zur
Abbildung gelangt, wenn

| man dann auf diefem Bogen
¢ine geniigendeZahl beliebig
gewahlter Punkteannimmt,
in ihnen Tangenten an den
Kreis legt und dann die




Rbb. 58




Punkte neblt thren Tan- A
genten auf bekannte ol
Weile ([ Abb. 11, S. 18) Fo
in das Bild iibertrigt. a5
Fliv den widitiglten prals
Fall des hovizontalen -@'ﬁ'ﬁ’”_&""“m’{-,a’--;";,-_:; L Q
Kreifes zeigt die Abb. 56 s e
das parabolilde, die ’i””““?f'—'*f-‘-'f-’--?--'i-—’tf’f—f /i f, L =
Abb. 57 das hyper- A /:
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bolifdie Bild des Krei- N
(es. Tn beiden Figuven :

ift das hintev dev Bild- N
ebene liegende Stiick des o
Kreifes und [ein Bild /|
nachgezogen,dasvort der 1/
Bildebene liegende Stiick A’}‘*-H - /
und (ein Bild [tricipunk- / =

tiert wovden. Tn Abb. 56

it der Berithrungspunkt / LSS e ies
G der fih im Unend- il oy ;
lichen abbildende Punkt \ Abb. 59

des Kreiles; in Abb. 57

(ind die Scnittpunkte &, und G, des Kreiles und der Gegengeraden
die Punkte, deven Bilder in unendliche Ferne fallen. Der ganz [trich-
punkftierte Hyperbelalt it das virtuelle Bild des hinter dem Riicken
des Belhauers liegenden HKreisbogens. Die Uerbindungslinien von
A mit Gy und G, ergeben die Ricitungen der RAlymptoten.

Als Anwendung zeigt Abb. 58 das Tnneve eines runden Zimmers;
alle Kreile bilden (id als Hyperbeln ab.

Die Abb. 59a zeigt die Anwendung der Konltruktion auf eine
photographifhe RAufnahme; (e (tellt das Tnneve der katholilthen
St. Ludwigskivdie in Davmltadt, eines Mollet’(hen Zentralbaus, dar.
Man erkennt deutlih die hyperbolifhe Kritmmung der Hreisbilder;
im Punkte .5}’ ilt der Kriimmungsradius des Bildes der oberen Rrdi-
travkante ein Minimum.

Da hier die Kreile, deren Bilder deutlih erkennbar (ind, iiber
dem Horizonte liegen, ift, um das bisher angewandte Schema bei-
behalten zu hkonnen, das ganze Bild Ffiir die Konftruktion auf den
Kopf geltellt wovrden; &4 ilt die Grundlinie, 2% der Hovizont, gg¢ die
Gegengevrade, /7 der Hauptpunkt, 41 das umgeklappte Ruge, 2, und 2,




Abb, 59a

find die Diftanzpunkte. Die HKonftruktion des Bildes der oberen
Architravkante, deren Grundrif der nahgezogene Kreis ift, findet (ich
angegeben. Das Bild 7' eines beliebigen Punktes 7 wurde in ge-
wéhnlidier Weile als Scnitt von 24 und 74 ermittelt. Die Punkte
O und R, in denen dev Kreis die Gegengerade [chneidet, liefern, mit
A verbunden, die Ridtungen der RAlymptoten. Die Sdeitelpunkte
S, und S, des Kreiles evgeben die Sdeitel 53 und 5,' der Hypetbel;
die durch ihve Mitte A7 gezogenen, (tridpunktierten Parallelen zu
AQ und AR find die Rlymptoten [elbft.

Die Abb. 59 zeigt das parabolifde, die Rbb. 60 das hyper-
bolifdhe Bild eines in vertikaler Ebene liegenden Kreiles, dellen
Grundrif 2Q ift; im erfteven Falle berfihvt, wie wivr (hon willen,
dev Kreis die durch das Ruge parallel zur Bildebene gelegte Ebene,
im zweiten Falle duvchfchneidet er fie; die Bilder der Scittpunhte
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G, und G, (ind wieder die unendlih fernen Punkte der Hyperbel;
1" und 2 find die Bilder der in gleicer Hohe £ hinter und vor der
Gegengeraden liegenden Punkte 1 und 2.

Rbb. 61
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Die RAbb. 61 zeigt die Anwendung auf die Rbbildung -einer
Bogenbriidke mit mehveren Oeffnungen. Die hinter der genannten
Ebene liegenden Bogen bilden (ih als Elliplen ab; der vovder(te
Bogen aber, der diefe Ebene durchfneidef, evzeugt ein hyper-
bolildhes Bild

Die Abb. 61a zeigt wieder die Beltatigung des Ergebnilles der
Konltruktion durch eine photographifthe Rufnahme des Innern der
neu erbauten evangelilhen Pauluskirdie in Davmitadt, eines Werkes
von Profe(lor Fr. Pitger. Die hinteren Bogen [tellen fidh als Ellipfen-,
die vorderften als Hyperbelbogen dar

Abb. 61a

$ 18. Bilder der Kreile, die auf einem normalen,
zur Bildebene parallelen Kreiszilinder liegen, dellen Rxe
in einer durch das Ruge recitwinklig zur Bildebene
geleqten Ebene lieqt.

Wie auf einer Kegelflache zweiter Ovdnung, (o gibt es aud auf
einer Zilinderfliche zweiter Ordnung im RAllgemeinen zwei Scharen
paralleler Kreis(dnitte. Die erfte Schar wird durch die zur Leitlinie
patallelen Ebenen, die zweite Schar duvdh die gegen die Leitlinie anti-
patallelen, zur Symmetvicebene (enkveciten Ebenen evzeugt. Tt der
Zilinder ein normaler Zilinder, feine Axe allo auf der Ebene der




Leitlinie reditwinklig, (o Fallen beide Scharen zulammen, es gibt allo
nur zur Leitlinie parvallele Scnitte. Dieler Fall tritt z. B. bei einem
Turme oder einem novmalen Tonnengewdlbe auf; die Lagerfugen [ind
Kreile, deven Ebenen [enkrveht zur Axe (ind. T nun die Axe der
Bildebene parallel, (o bildet (ich die Fuge, deren Ebene durch das Ruge
geht, als gerade Stredre ab; die {ibrigen Fugen aber ergeben — voraus-
qelet, daf der Zilinder nicht die durdh das Ruge parallel zur Bildebene
gelegte Ebene [dineidet — im Bilde Elliplen, die (i um (o weiter
offnen, je weiter (ie (ih von der (ih geradlinig abbildenden Fuge
entfernen. Bei einem [enkrechten Turme Fallt diefe Fuge in den
Horizont. Liegt nun die Rxe des Zilinders in einer durdh das Ruge
reditwinklig zur Bildebene gelegten Ebene, (o ilt das ganze Bild
f[ymmetrilch, die wagevedten Hauptaxen aller Ellipfen [ind parallel.
RAuf jeder groBen Axe liegen bekanntlich die Brennpunkte dev betreffenden
Elliple, und es tritt nun die Frage auf, was fiir eine Kurve alle diele
Brennpunkte ergeben, weldie Linte allo der geometrifthe Ot der Brenn-
punkte ilt. Diele Frage laft (ih mit Hiilfe einer kurzen Redinung
beantworten.

Da eine Parallelver[dhiebung der Bildebene bekanntlih keine
Aenderung der Geftalt des Bildes bewirkt, legen wir (ie der Einfach-
heit wegen durd |
die Axe des Zilin- e |
dets. 1t ([ Abb, |/~ .
62) 7 der Radius | .~ L
desZilinders,p dex [~ & —*I¢€
[enkvedite Abltand S
der Axe vom Ruge, BELHL ;

a die halbe Breite | i e | e e T T -

des Bildes des Zi- | pepie ol o e
linders, allo zu- ;
gleih die . halbe ! |
grofe Axe der €. | 7 i
liple, die das Bild | / . v
einer in nidt zu L
grofer Hohe lie-
genden Lagerfuge _ ,
MN ilt, o ent- Sl
nehmen wir aus
dem Grundrille die " Rbb. 62
Proportion

Meilel, Cehrbudh der Perfpektive. H
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folgt. 1t nun » die Hohe der abgebildeten Lagerfuge iiber dem
Horizonte, und (chneiden die nach dem nddiften und nad dem ent-
fernteften Punkte diefer Fuge gevichteten Sehltrahlen die Bildebene
in den Hohen z und #, (0 haben wir weiter die (ih aus der Seiten-
anficht ergebenden Proportionen

wey=2pp—+ 7]
und miei=— g S5 — 7]
woraus ﬁp_"' _ und o ,:’ij ']?’
folgen. Diele Abltinde = und = (ind zugleih die Hohen des tieflten
und des hodilten Punkts der geluchten Elliple; die Hohe ihres Mittel-
punkts iiber dem Horizonte ilt allo

aus der a

- P 2y L e P ey . By
2 o \ fs | pe f? » ! 2 ‘/. v, g ¥ s fh i _;.‘,!
Die halbe kleine Axe der Elliple ift nun:
H A A2 4 A At _ ¥
b=t —m—=—Fm— - ‘f = : R [prr=—72] /1 =y
R P
demnad thre Exzentrizitat:
2 42 H2 p2 42 H ¥
f. Va2 — h2 — 1 ? — ‘ﬁ : =i 4P = L HE— i g2
i

»? »? [f’ 72)? 22
Aus der OGleidung

=1
i fé Sl
pak ==,
: m [p2 — 72
folgt y 2 7 d 3
"ﬁ..
) . m? [ p2 — 72)?
alfo el (@ =57)
P77 Vi ;
i L 2 = y 1Pt mi[Ht 22
T 5 'lf' [#* 7?) m?(pt— 7?2 —=—- _ﬁ - 12 ” |
p (£® 7 P p2— 7
Hievaus folgt weiter:
oder 2% [ £* 72 2 - m? r? Vs r?) 72 P,
Multipliziert man die ganze Gleidiung mit Vi £ o [0 kommt
g g T

» p 5 pr m* 7 — 7




e B =

Diefe Gleicung zwildhen ¢ und = gibt uns an, in weldiem Abltande
¢ von der [enkvehten DMMittellinie die Brennpunkte liegen, wenn die
Hohe der grofen Axe der Elliple itber dem Hovizonte 2 ift. Sie ilt
allo die Gleihung des geluditen geometfrilchen Ortes, und zwar ilt
[ie offenbar die Gleicung einer Elliple, deven Halbadilen

T e 2

: g kT — W
Vp*— Vp* — #*
find. Dieles = ift, wie man aus dem Grundrille (ofort erkennt, die
Lange der vom Ruge an den Grundkreis gelegten Tangente zwilthen
dem Auge und thvem Scnitte mit der Bildebene. Die Exzentrizitt
diefer Elliple ilt:

Die Brennpunkte der die ) S
Fugen darltellenden Ellip- / Nl X

[en liegen allo wieder auf :
einer Elliple, deren Brenn-
punkte um den Abftand
des Auges von der Bild-
ebene itber und unfer dem
Horizonte liegen.  Diele
Elliple ilt in Abb. 63 dar- -.
geftellt. Schneidet manallo | I\ f : s
in beliebiger Hohe diefe [y \ -—+gm- ) '

| | <

|

Brennpunktselliple wage- | % , e
redht duvch, fo erhdlt man |} N w! SN RO
(tets die Brennpunkte einer [ =l | 4
¥ /Ir |

1

eine Fuge darftellenden \
Elliple, die man mittels der | | \_ i
bekannten Fadenkonl(truk- i r R
tion fehr bequem zeidmen |17~ ——_
kann, da die Lange des !/ _ N
Fadens fitr alle Fugenun- o L 1}
verdnderlih — za it i
Legt man einen wage- \ '
tediten Schnitt duvdh einen el
Endpunkt der grofen Rxe ST
der Brennpunhtselliple, lo E’(_'?
fallen fiir dielen die beiden Abb. 63
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Brennpunkte zulammen, die Elliple wird hier allo zum Kreile; es tritt
hier wieder der uns beveits bekannte Fall auf, daf ein horizontaler
Kreis (ich auf vertikaler Bildflae als Krveis abbildet. Tn RAbb. 63
find die Horizontallchnitte des Zilinders dargeftellt, die im Bilde diele
Kreis(dinitte evgeben, fie find mit 44 N, und A4, N, bezeicnet.
Entfernt fich der wagerechte Schnitt des Zilinders nod weiter vom
Horizonte, (o ift lein Bild eine Elliple, deven grofe Axe in die vertikale
Mittellinie des Bildes fillt. €Es fallen jeht allo auch die Brennpunkte

in diele Mittellinie, und es

e _“i i i entlteht die Frage, wie weit
#./ ‘ i I | (ie (ich der wagevediten Mit-
_ \ | TR tellinie des Bildes nahern
b ———f4-7 1 ‘ konnen — mit anderen
' ¢ A4 ; ; Worten: weldie Teile der
F-R e [enkvedhten TMMittellinie zum
R l]hea [ gefuditen geometrilchen
¢ | e o T Orte gehdven.
| ' : e Der Abltand des dem
| ,fr;}{). - »2  Horizonte ndher gelegenen

Brennpunkts vom Horizon-
te it #— m — ¢ [Rbb. 64).

Hier ilt aber die Exzentrizitat « nidt, wie bei den zuerlt be-
trachteten Elliplen mit wagerediter grofer Axe Va* — 2%, [ondern, da

RAbb. 64

jelit @ zur kleinen, & zuv grofen Halbaxe geworden ift, =— Vé* — «* allo
: . | y 2 A o ) 7 |
[ | 2 &= | ] ..', = 1 # ?--_11
P 7 vl 7 7 7
daher
’-L: V p ¥ 1 9 ;o o .'"f-.. [ n 7 L |
i ;:‘ e .,; s oyt — [:'- 1o — .,'lfﬁ yp—u Vy® He 2
pr—rt PP pr—r 1 - I

Die in der Klammer befindlihe Diffevenz erveidht thren kleinften
Wert, wenn thr nad ¥ genommener Diffevential-Quotient ver(dwindet,
wenn allo

it. Davaus folgt

allo ) + 2.




— 69 —

Zu diefem Wevrte von vy gehoven die Werte:

" L b < = B V& — e
I nE— & —7.

Die Exzentrizitat der Brennpunktselliple it aber, wie wir gefunden
hatten, ebenfalls #: die Brennpunkte dev die Fugen darltellenden
Elliplen konnen (ih allo bis zu den Bremnpunkten der Brennpunkts-
elliple dem Hovizonte ndhern. Der geludite geometvildie Ovt
befteht alfo aus einev Elliple von der wagerediten Halb-

,,f” -~ und der (enkredten Halbaxe _,f - allo dem
- V' — 7
Axenverhdltniffe »:4 und zweivonihven Brennpunkten
aus nac oben und unten [id evltredenden, fenkredten
Halbftrahlen ([ Rbb. 62.)

Da durdr Parallelver[chicbung der Bildflae die GrdBe des
Bildes beliebig gedndert wevden kann, it nur das Uevrhdltnis dev
Halbaxen der Ellipfe von Bedeutung. Daf dieles Uerhaltnis — 72
ift, wird durdh die in die Figur 63 eingezeihneten Pavallelen davgetan.

axe

& 19. Bilder von Zilindern und Kegeln
in ver(chiedenen Lagen.

Es foll hier von Zilindern und Kegeln im gewdhnliien Sinne
des Wortes, allo von Korpern mit hkreisformigen Grundflidien und
zilindrifther oder konifcher TMantelflache die Rede fein. Die Rxe des
Zilinders ift die Uerbindungsftrece der Mittelpunkte der parallelen
Grundfaden, die des Kegels die Uerbindungsftreke des Mittelpunkts
mit der Spige. Zilindev und Kegel nemnt man novmal, wenn die
Axe auf den Grundflichen oder der Grundflidie fenkrecht [teht.

Da wir die Darftellung des Kreifes in [einen ver(chiedenen Lagen
kennen gelexnt haben, ift iiber die Rbbildung des Zilindevs und Kegels
haum nodi etwas zu fagen. Die Grundflaen eines Zilinders bilden
fih als Kegellthnitte, in dem gewdhnlicien Falle des ganz hinter der
Bildebene liegenden Horpers als zwei Ellipfen ab; die Mantelflachen
laffen fih nur durd die Rbbildung der (ogenannten Wendelinien,
d. h. der Erzeugenden darftellen, in denen die durch das Ruge an die
Fladie gelegten Tangentenebenen (ie berithren, und man erkennt [lofort,
dag die Bilder diefer Wendelinien die gemeinfamen Tangenten der
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beiden die Umrilfe der Grundflicien darftellenden Kegelldnitte (ind.
Sind diefe Kegelldnitte Pavabeln oder Hyperbeln, fo kommt fiir die
Refte, die im wirkliden Bilde, allo in der Abbildung der tatfadlich
itberfehenen Teile des Worpers auftreten, hodilftens eine der gemein-
[amen Tangenten in Betvatit. Es kann aber auh vorkommen, daB
beide Tangenten nicht vorhanden, oder, wie man (ih mathematilch
auszudriicken pflegt, imaginar (ind. Diefer Fall tritt beilpielsweile
ein, wenn [idh dev Belhauer im Tnnern eines zilindrifdien Raumes
befindet und den vor thm liegenden Teil deffelben auf vertikaler
Bildebene abbilden will. Die den Zilinder oben und unten begrenzen-
den, wagerediten Kreile bilden fich jeht als Hyperbeln ab, die ge-
meinfame Tangenten iiberhaupt nidt belien. [(vgl. Abb. 38, S. 60,

Im § 15 lernten wir die Darftellung eines normalen Prismas
von quadratifier Grundflae in allgemeinlter Lage kennen. Zeidinen
wir nac der im § 17 angegebenen Methode die Elliplen in die Rb-
bildungen der Grundflacen, die die Bilder der den Quadraten ein-
gelchriebenen Kreile (ind, und ziehen wir an diele Elliplen die nad
dem Fluditpunkte der Seitenkanten des Prismas gehenden gemeinfamen
Tangenten, (o ift das Bild des Zilinders vollendet. — Wir konnen
beilpielsweile, ohne die Allgemeinheit des Bildes irgendwie zu beein-
trachtigen, den Horizont duvdh einen der beiden TFluditpunkte der
Grundkanten legen; dann [ind die in Betracdt kommenden Grund-
kanten in Wahrheit hovizontal, und die Einzeihinung der Elliple voll-
zieht (i auf die im § 17 Ffiiv diefen Fall angegebene Weile.

It ein Kegel davzuftellen, [0 hat man vom Bilde der Spite aus
Tangenten an den den Umrif der Grundflache darltellenden Kegel-
[dmitt zu legen; von diefen beiden Tangenten kommf, wenn [fih der
Grundkreis als Hyperbel darltellt, dann nur die eine Ffiir das witk-
lihe Bild in Betrait, wenn die beiden vom Bilde der Spige an die
Hyperbel gelegten Tangenten (ie in Punkten bevithren, die den beiden
ver(chiedenen Relten angehdven.

It dev Kegel novmal, die Uerbindungslinie [einer Spige mit dem
Mittelpunkte der Grundflace allo auf diefer [enkrecht, [0 kann man
das allgemeine Bild wieder in derfelben Weile wie das des normalen
Zilinders konltruieren, indem man wieder die Fluhtpunkte dveier auf
einander [enkveciter Rictungen annimmt. Zwei dieler Ridtungen
[ind die der Seiten des der Grundfliche umlchriebenen Quadrates,
de(fen Diagonalfluchtpunkt in der im § 15 angegebenen Weile gefunden
wird, wadhrend der dritte Fluditpunkt fitv die Rxe des Kegels ma§-
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gebend ift. RAuch hier kénnen wiv wieder zwei Seiten des Quadrates
als horizontal, thren Fludtpunkt allo auf dem Horizonte annehmen.

Um vom Bilde der Spige die Tangenten an den Umrif des
Grundflichenbildes zu legen, bedient man (i vorteilhaft eines be-
kannten Saties der Geometvie, nad dem man die Berithrungspunkte
der von einem Punkte 7 an einen HKegel-
[initt gelegten Tangenten daduvdh findet,
dag man von dem Punkte 2 [Rbb. 63) aus
dvei Strahlen zieht, die den Kegellthnitt in
A und B, in Cund D, in £und F [dineiden;
dann zieht man die Diagonalen A0 und
BC, CFund DE und endlid durdh die
Scittpunkte G und A die Gerade /A,
die ,,Polare des Punkts Z~ Diele Polare
(chneidet den Kegelldnitt in den gefuchten
Berithrungspunkten / und X

Die Abb. 66, 67, 68, 69 zeigen normale
Zilinder und HKegel in ver[dhiedenen Lagen Abb. 65
gegen die Bildebene. Um die Zahl der Rb-
bildungen niit zu grof werden zu lallen, ift in jeder von ihnen ein
Korper dargeltellt wovden, der aus einem Zilinder und einem Hegel
mit gemeinfamer Grundfliche zufammengeleft ift. Die Rbb. 68 zeigt
die allgemeinfte Lage, wobei die Punkte 7y, /5, 7, angenommen,
D1z, daraus beftimmt wurde.




- ¢
=
i ' o
| F A
b Vi / ;
| L / J
[ ; !
i [
& \ i
S |
\ I-\. rd
SO E
o P
. ey s =8
T
3\ .
\ 3
\ 3
\
a7\ \ ;
A \ o’
X \ I'l,
I| .Ill ‘.I'l.
! \I -"'_’
i =
y —
Abb, 67

Im Anldlulle hieran (ind ver(chiedene Gewdlbeformen perlpektivifch
dargeltellt wovden, an denen veditwinklig fih [hneidende Zilinder-
flachen auftreten. Beim Kloltergewdlbe (Abb. 70) und beim Kreuz-
gewdlbe [Abb. 71) gehen die Rxen der Zilinder durch einen Punkt
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Rbb. T1

und die Radien ihver Grundkveife (ind gleih. Die aufeven und
inneren Flachen der beiden Tonnengewdlbe, aus denen das HKlolter-
und das Kreuzgewdlbe zulammengelefit (ind, [dineiden fidh in je zwel
halben Elliplen, die (ih im Scheitel reitwinklig tveffen. Das Rxen-
verhdltnis jeder diefer Elliplen it 1:V2.

Abb. 72 zeigt den Sdnitt eines groferen und eines kleineren
Tonnengewaolbes, deren RAxen in gleidier Hohe liegen. Die Punkte
der Scmittlinie, einer Kurve vierter Ordnung, werden in hodilt ein-
facier Weile durdh hindurchgelegte Horizontallthnitte gefunden, von
denen die Abbildung einen ganz deutlih zeigt.

Die RAbb. 73 zeigt ein Turmdac von rvegelmahig achtediigem
Quer[dnitte, defllen einzelne Flacen aus [(ih bevithvenden Zilinder-
flaien mit wagerechten RAxen zulammengeleft (ind, und zwar a den
geometrifdien Rufrif, & die per(pektivilche Anlicht.
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§ 20. Die Rbbildung der Kugel.

Schon in der Einleitung wurde davauf hingewielen, daf das
per(pektivilde Bild einer Kugel immer ein Kegelldnitt ift, allo eine
Elliple oder Hyperbel, je nahdem alle Evzeugenden des die Kugel
berithvenden Sehltrahlenkegels an einer Seife oder an zwetl ver-
(hiedenen Seiten des Scheitels, allo des Ruges, von der Bildebene
gefthniften wevrden. Tn dem belonderen Falle, daf die Bildebene
einer Erzeugenden parallel ift, tritt eine Parabel auf. Ein Kreis
kann (ich nur evgeben, wenn die Rxe des Kegels, allo die Uerbindungs-
linie des Kugelmittelpunkts mit dem Ruge, reditwinklig zur Bildebene
ift. Da der Sehltrahlenkegel ein novmaler ilt — dev Kreis, auf dem
die Berithvungspunkte der die Kugel bevithrenden Sehftrahlen liegen,
it auf der Rxe des Kegels (enkrecht — kann eine zweite Schav anti-
paralleler Kreis[dinitte hiev nicht auftreten.
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Rbb. T4

In der ,gvofen TMehrzahl der Falle liegt die Kugel vollltandig
hinter der Bildebene, (0 daf fich eine Elliple, im belonderen Falle
ein Kreis, ergibt. Jedodh kommen auch andere Fille vor. Wenn
beilpielsweile ein Beobaditer auf dem hodiften Punkte einer Kuppel
(teht, o bilden die diefe Kuppel berithvenden Sehftrahlen einen nor-
malen Kreiskegel mit vertikaler Rxe [Rbb. 74), der allo von einer
vertikalen Bildebene in einer Hyperbel mit vertikaler Rxe gelchnitten
witd. Der unteve At dieler Hyperbel (tellt Ffiix das Ruge O den
fichtbaven Umrif der Kugel dar, wahrend der obere Rlt die Bedeutung
eines virtuellen Bildes des unfichtbaren Umrilles des hinter dem Be-
[dhauer liegenden Teils der Kugel hat.
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Wit wollen nun das Bild einer in ganz allgemeiner Lage
befindlidien Kugel ermitteln. Die Abb. 75 zeigt diefe Evmittelung
fiiv den gewdhnliden Fall, da§ die Kugel ganz hinter der Bildebene
liegt. A4 [ei die Projektion des Hugelmittelpunktes auf die Bild-
ebene, allo der Mittelpunkt des Rufrilles der Kugel, 47, die Projek-
tfion des HKugelmittelpunktes auf die Grundebene, alfo der Mittel-
punkt des Grundvilfes dev Kugel. Der Rufrif des Sehftrahlenkegels
wird begrenzt durch die von /A an den Rufrif devr Kugel gelegten
Cangenten. Den Grundvif A4’ des Ruges, allo feine Projektion auf
die Grundebene finden wiv einfah dadurdr, dag wir vom Scnittpunkt
S der durdr /7 gezogenen Uertikalen mit der Grundlinie den Rugen-
abltand @ auf diefer Uertikalen abtragen; der Grundrif des Sehftrahlen-
kegels wird allo durdr die von 4’ an den Grundrif der Kugel ge-
legten Tangenten begrenzt. — Drehen wir nun den Sehftrahlenkegel
um [einen Sdcheitel, (o daf [eine Axe wagerect wird, (o viikt der
Kugelmittelpunkt im Rufrille nach 4%, im Grundrille nah 37, Die
von A an den Kreis, deflen Mittelpunkt A7, ift, gezogenen Tangenten
liefern mit der Rxe
die Sdittpunhte
7 und O, deven y i
Abltand die grofe ' B A " Q'
Axe det Bildelliple R N, | -7,
it. Die RAufrille : il : '
P und Q' dieler | : el g |
Punkfe [ind nun y At i
zutiik zu drehen e s
und ergeben in der SRR S
Anfangslage des fa M A
Kegels die End- i
punkte 2“und Q* AR N
dev grofen RAxe " ]
des Bildes. Die : P GRS AW s
halbe kleine Axe & S
findet man, indem gt | \
man durdt die ! t
Mitte & von ~Q : | %c-—%m
einen zu H M, : "

recditwinkligen,
allo kreisformigen :
Sdinitt legt und in Abb.
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die Zeienflache umklappt. — Damit ilt das elliptifche Bild dev Kugel
beltimmt: es muf felbftverftandli auch von den vertikalen Gevaden
berithet werden, die duvdh 7 und 7 gehen, durdh die Punkte namlid,
in denen die von A’ an den ur(priinglidien Grundrif der Kugel ge-
legten Tangenten die Grundlinie [dhneiden.

¢ 21. Bild einer Kugel mit Parallelkreifen und Meridianen.

Nimmt man einen beliebigen Durdmeller dev Kugel als Rxe an,
[0 (ind feine Endpunkte die Pole; der Scmitt der Kugel mit einev
sur Rxe fenkvediten, durdy den Mittelpunkt gehenden Ebene ift der
Requator. RAndere zur Rxe
(enkredite Ebenen [dineiden die
Kugel in Parallelkveilen,
beliebige, durdh die Rxe gehende
Ebenen [dineiden f(ie in Meri-
dianen. Man nimmt gewohn-
lich ein Mefy von Parallelkreilen
und Meridianen an, in dem
die auf einander Ffolgenden
Parallelkreife — auf einem
Meridian geme(len — gleidhe
Abltande von einander haben
und die auf einander folgen-
den Meridianebenen gleidie
Winkel bilden. Tn jedem Kno-
tenpunkte des Fletes [dneiden
fih ein Parallelkreis und ein
Meridian vedtwinklig.

Wir wollen die Bildebene
durh den HKugelmittelpunkt
legen, da, wie wir wilfen, der
Abltand diefer Ebene vomRuge
nur die Groge des Bildes
beeinflugt, und auferdem an-
nehmen, dag die Uerbindungs-
linie des Ruges mit dem Kugel-
mittelpunkte auf der Bildebene
fenkvedut e, (o da§ (i dev Um-
tif der Kugel als Kreis dar(tellt.
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Geht nun die RAxe der Kugel durch das Ruge, [o [ind nach
der gemaditen Uorausletung die Pavallelkreile der Bildebene parallel,
die Bilder beider Pole fallen allo im Mittelpunkte des Umrifkreiles
zufammen, die Bilder der Parallelkreile (ind konzentrilthe Kreile, deren
gemeinfamer Mittelpunkt in demfelben Dlittelpunkte liegt, und die
Bilder der Meridiane (ind, da ihve Ebenen durch das Ruge gehen,
Durdimeller des UmriGkreiles. [Rbb. 76.)
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Geht die Ebene des Aequators durdh das Ruge, (o [tellt
fih der Requator als Durchmeller des Umrifkreiles dar; die Parallel-
kveife bilden fih als Ellipfen ab, die um [o weiter gedffnet [ind, je
weiter die Kreile vom Requator entfernt (ind, und die Meridiane
[tellen [ich als Elliplen dar, die (ih in den unfiditbaren Bildern der
Pole durch(chneiden. [Rbb. 77,
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Ift endlidh die Axe der Kugel gegen die Bildebene beliebig
geneigt, (0 bilden (ih Requator, Parallelkreife und TMeridiane al
Ellipfen ab; von den Polen ift in der Regel der eine fichtbar, de
andeve unfiditbar [es konnen aber audh beide unfiditbar fein), und di
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Mevidianbilder [dhneiden [ih, wie immer, in beiden Polen. [Abb. 78]
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Abb. T8

Diele Mervidianbilder (ind in der Figur weggelalfen worden, da fie
fonft zu wenig fiber(ihtlidh geworden ware.

InAbb. 77 find die Bilder der Parallelkveile und Meridiane, in Abb. 78
die der lefteren in bekannter Weile mittels der Bilder dev dielen Kreilen
umfldiriebenen Quadrate evmittelt worden; Ffiiv je einen Parallelkrels
und einen Meridian (ind diefe Quadratbilder in die Figuren eingetragen
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worden. — Uon grofer Widitigkeit (ind die Punkte, in denen die
Bilder dev Parvallelkreife und DMevidiane den UmriBkreis berithrven.
Diefe Berithrungspunkte find die pervlpektivildien Bilder der Punkte,
in denen die abzubildenden Kreile den [idh im Grund- und Seitenrille
als gerade Linie 2 darftellenden Kreis duvdifdneiden, in dem der
vom Ruge ausgehende Strahlenkegel die Kugel berithrt, Diele Schnitt-
punkte allo hat man in das Bild zu iibertragen, um die Berithrungs-
punkte zu ermitteln.

§ 22. Die [tereographilche Projektion.

Die [tereographilthe Projektion ift eine der bekannteften und
widitiglten Landkarten-Projektionen. TFalt in jedem Atlas findet man
die ,oftlihe* und ,wefltlihe® — beller wiirde man [(agen die ,.alt-
weltliche und ,neuweltlihe — Halbkugel in diefer Projektion dar-
geltellt. Wenn wir fie an diefer Stelle behandeln, o hat das [einen
Grund davin, daf die [tereographilche Projektion nichts weiter als
ein befondever Fall detr perlpektivifhen Abbildung der mit
dem Oradnet verfehenen Kugel ift, eine Abbildung namlic, bei
der das Auge auf der Kugel [elbft liegt und die Bildebene
reditwinklig zu dem durd das Ruge gehenden Durcime(ler
dev Kugel ift. Auf den Rbltand der Bildebene vom Ruge kommt
bekanntlidh nichts an; er hat nur Einflug auf den TMagltab der
Darftellung. Devr Einfaciheit halber: wollen wir die Bildebene durdh
den DMittelpunkt der Hugel legen.

Im Allgemeinen willen wir, daf jeder Kreis fich als Kegelldhnitt
abbildet; in unfevem Falle aber — bei auf der Kugel liegendem Ruge
allo — bildet (ich jeder auf der Kugel liegende Kreis wieder
als Hreis ab. Diele widtiglte Eigenlhaft der (tereographilchen
Projektion muf zunadilt bewielen werden.

Im § 16 hatten wiv die antiparallelen Kreis[dnitte eines Kegels
zweiter Ovdnung kennen gelernt und erkannt, daf ein Kreis [ih als
Kreis abbildet, wenn [eine Ebene und die Bildebene antipavallele
Scinitte des Sehltrahlenkegels (ind. Um allo zu beweilen, daf bei
auf der Kugel liegendem Ruge jeder Kreis der Kugel (ih auf einer
zu dem durd das Ruge gehenden Durdime(ler reditwinkligen Bildebene
als Kreis abbildet, haben wivr nur zu zeigen, daf unter den gemadciten
Uoraus(eungen jede beliebige, die Kugel (dneidende Ebene und die
Bildebene antipavallele Schnitte des Sehltrahlenkegels find, der durch
den durch die beliebige Ebene erzeugten Sdnittkreis geht.

Meilel, Cehrbudy der Perlpektive. 6
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Die Abb. 79 (tellt einen durch das Ruge O gehenden Haupt(dnitt
der Kugel, PQ den Durdifdnitt der Bildebene, € den Mittelpunkt
der Kugel dar, Ohne die Allgemeinheit des Beweiles ivgendwie ein-
zulthvdnken, konnen wir die Kugel mit dem auf ihr liegenden Kreile
um OC als RAxe [(tets (o gedreht denken, daf die Ebene diefes Kreiles

auf der Ebene des Papiers [enk-

vecht [teht, der Kreis allo als ge-

vade Stree VIV ev[dheint. Uer-

. binden wir M und W mit O, [o

—1g == erhalten wir die Bilder ¥’ und

-y e W' diefer Punkte; die Strede

LSl T V'’ it allo die Projektion

el oullige g des Bildes, von dem bewielen

0 werden [oll, daB es ein Kreis

Abb. 73 itt. Die Behauptung ift bewielen,

wenn gezeigt ilt, dag = VIO —= < W' V'O ilt — dann find namlic
die Sdinitte "I und V' 177" des Sehltrahlenkegels antiparallel.

Mt 2 VWO =@ [o ilt £ VCO als der auf dem(elben Bogen
VO (tehende Zentriwinkel — 2 a, daher £ PCV = 2 ¢ — R
Der « OVC ilt als Baliswinkel des gleidi(chenkligen Dretecks C V7O
— R — «, daher der £ OV'C als Rufienwinkel des Dreiecks C PV’
—2a¢ — R -+ R— «¢ = o Damit ift unlere Behauptung be-
wiefen. Die Sdwnitte VW und V' W' [ind antiparallele oder Wedilel-
(dnitte; da P17 ein Kreis ift, muf audt 77’177 ein Kreis (ein. Jeder
beliebige Scnitt der Kugel bildet fih allo als Kreis ab.

Tn der Regel beldhrdnkt man (i auf die Rbbildung der hinter
der Bildebene liegenden, durdr den Kreis 2(Q begrenzten Halbkugel.
Tatfachlih aber hat diefer Kreis gar keine wirklihe Bedeutung; irgend
ein auf der vorderen Halbkugel liegender Punkt V bildet [idh in dem
auferhalb des Kreifes 2 Q liegenden Punkte N’ ab. Je mehr [ich
der Punkt &V dem Punkte O ndhert, delto

W

A
I i weiter entfernt fih der Punkt N'; er fillt
/ ' .,’}\:A{V ins Unendlide, wenn NV mit O zulammen-
LX_ [/ \ fallt. Wir erkennen allo, daf die [tereo-

v /w' 1, graphifde Projektion der ganzen Ku-

A "‘_"'!f’ 3 i : :
\ sl o | gelflade die ganze, unendliche Ebene
L ;ri / bededt. — Wir wollen nun fiix einen all-
e !5 o gemeinen Punkt der Kugel das RAbbil-
potes— dungsverhdltnis, d. h. das Uerhaltnis

Abb. 80 des Bildes einer unendlidh kleinen Stredie
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zu diefer unendlidh kleinen Strece [(elb(t ermitteln. Wir drehen
die Kugel wieder um die Axe OCB [[. Rbb, 80), bis der unendlid
kleine Bogen VI in den Umrifhkveis fallt. Jeft erlcheint (owohl
die unendlich kleine Strecke 77777 wie ihr unendlich kleines Bild 77" I
in wahvrer Cinge, und das Uerhdltnis /7" W -V IV ilt das gefludte
Abbildungsverhiltnis. Da diefe Sdmitte, wie wiv willen, antiparallel
Gnd, ik A OV' W' ~ A OVW, allo VW' : VW — oV’ :OW

OW':0V, und da OV und OW', OV und O I nur unendlidh
wenig ver(diieden find, kénnen wir das Rbbildungsverhaltnis aud
durdh das Uerhdltnis O 77’2 OF ausdriiken. Sefen wir nun den

Radius CO = 7, den Rbltand CV' — =z, [0 it OV’ = Vr2-|- a2
und — da =2 OVE Rit — OV = V4 — B> TFerner folgt
aus der Rehnlicikeit der Dreieke OCV’ und OV B die Proportion

219V X 72 x2
BV:x — ar: VAL mallo BV = =, B = £

e S el

T g paa [ 4 A 2 72
folglih O — l,z r— "ﬁ:?’l : e / ,,’!I?-y . — ——— Demnad
- r' + x ¥ 1% V7?2 4 at
it das gefucte Abbildungsverhaltnis:
2 7 2595
V7 |- 2*

Fitr # — o, allo fiir den Mittelpunkt der Karte folgt davaus

I 2 - 3 ' : :
n =— -, fiit x = 7, allo fiiv den die Abbildung der hinferen Halb-
kugel begrenzenden Kreis » = 7, filv x — — ergiebt (ih 7 = :
2 = o

Fiir jeden Wert von x hat = einen beftimmten Wert. Die um
den Kartenmittelpunkt belchriebenen konzentrifden HKreile (ind allo
Linien gleidien Mafftabes. Soldwe Linien giebt es in jeder winkel-
treuen RAbbildung.

Die (fereographifthe Projektion ift ndmlid eine winkeltreue
oder konforme Abbildung, d. h. die Bilder ivgend zweier auf der
Kugel liegender Linien (chneiden fid unter demflelben Winkel, wie diele
Cinien felbft. Die RAbbildung irgend einev unendlid kleinen auf der
Kugel liegenden Figur ift demnad diefer Figur dhnlid, denn wenn
alle Uerbindungslinien der Eckpunkte einer Figur mit einandev die-
felben Winkel bilden, wie die entfprechenden Uerbindungslinien der
Ekpunkte eciner zweiten Figur, (o [ind beide Figuren ahnlidh. So
bildet fih beifpielsweile ein kleiner Kreis der Kugel wieder als Hreis

L"ll
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ab, wihrend er fih auf einer nidit winkeltreuen Karte als kleine
Ellipfe abbildet. Davaus folgt weiter, daf bei winkeltreuer Projektion
fiir alle duvch einen Punkt gehenden Ridtungen in diefem Punkte
der Magltab derfelbe ilt, wahrend bei niht winkeltreuer Projektion
jede durch einen Punkt gehende Ridtung ihven belondeven Tafltab
hat. Der Ridhtung der grofen RAxe dev erwdhnten Elliple entlpricht
natiirlid der grofte, der kleinen Rxe der klein(te Wert des Mak(tabes.
Beide Riditungen find daher auf einander [enkredit.

Das Uerhiltnis des Fladeninhalts des Bildes eines kleinen Fladen-
[tiiks der Kugel zum Fladweninhalte diefes Flachenltiikes (elblt ilt
felbftverftandlih —= 2° denn die Flideninhalte dhnlidier Figuven ver-
halten fich zu einander, wie die Quadrate ent(preciendev Langen. So

a i S vy - 7 va i 25
it Flir a o diefes Uerhaltnis - A it es fij'
-r’-r = { .:,e'
fir *x = rift es = &

Die Winkeltreue der [tereogra-
- e L phildien Projektion ilt Ffolgender-
v /\ maBen leicht zu beweilen. Tm Punkte

/ = : ] L) : Le
/ ‘ A e 7 ([, Rbb. 81), der (ih in I/ ab-
P!'__ o R By bildet, legen wir eine Tangente an
- ) T T [ Sl e il :
Sy ; den UmriBkreis; (ie [dineidet die
i‘-"-; e i Bildebene in 7. Sefen wir ~ CVO
1 il I =ty [O:dlE TG = .
— | - | - = 3 g4 . .
—a | Da & COV gleichchenklig ift, ift
2B ’ auh 2 COV =@, allo £ CV'0
| : 7 P i e
: | \\ — L VV'T = R — ¢, allo ift
7 L TVV' gleidlthenklig, 77 —

7V’ Wenn wir allo die Tangente
7V um den Punkt 7" in die Bild-

S ebene drehen, (o Fallt dex Punkt V7
L J/ ™~ in lein perlpektivifes Bild 77", —
b Wir wollen nun, indem wir die bis-

Abb. 81 her benufte Figur als Rufrif be-

trachten, einen Grundrif hinzufiigen;

in diefem erlcheint der Punkt V7 auf dem mit 2Q parallelen Durdh-
meller und eine in 77 an die Kugel gelegte Tangentenebene [dneidet
die durd den Kugelmittelpunkt gehend gedachte Grundrifebene in
einet von 7" aus [enkrecit zu A gehenden Geraden. Denken wir
uns nun auf der Kugelfliche zwei beliebige, fidh in 77 [dhneidende
Kurven, und legen wir in 77 Tangenten an diele Kurven, die die Grund-

7
|
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viGebene in 7, und 7, (dweiden, (o it 73 177, der im Grundrille
vevindert erfdicinende Winkel, unter dem die beiden Kurven [idh
(dineiden. Durch die Drehung der Tangentenebene um 737, als Rxe
fowohl als durch die per(pektivifhe Rbbildung fitr das Ruge A und
die Bildebene 2PQ vitkt I na 7, wiv haben allo in 73 V77, die
wahre Grofe des Winkels, unter dem die beiden Kurven fich [ineiden.
Die perfpektivifde Abbildung liefert uns allo divekt die wahve Grofhe
diefes Winkels, die Abbildung it mithin winkeltreu.

Aus der Winkeltreue oder Konformitdt der [tereographilthen
Projektion folgt, da fih die Parallelkreile und Meridiane dert
Kugel in thr wie in Wirklidkeit reditwinklig (dineiden mii(len.
Da, wie wit lahen, jeder Kreis der Kugel (ich wieder als Kreis ab-
bildet, gilt dalfelbe auch fitr die Pavallelkveife und Meridiane; die
(teveographilthe Projektion des Gradunefes befteht allo aus
swei die ganze, unendliche
Ebene bededenden, (ich recht-
winklig (dineidenden Sdia-
ven von Kreilen.

Wir wollen nun dazu iber-
gehen, das Gradnel zu konltru-
ieren und auf Grund der Kon-
(truktion auc die Lage dex
Mittelpunkte und die Radien
der Bildkreile vecnerifh zu be-
timmen. Die Konftruktion ge-
ftaltet (ich je nach dev Lage des
Ruges auf der Kugel ver(chieden.

Der cinfacfte Fall it der, dah !
das Ruge in einem Pole liegt; /_‘\
die (ich unter dielfer Annahme B— — e
ergebende Abbildung wird als itk
(teveographilche Polarpro- |
jektion bezeidinet. {
In der Abb. 82 haben wir
unten die €vdkugel im Orund- \ \
rille, oben das Kartenbild; ¢ \ \
it der RAequator, zugleih die \
Bildebene, das Ruge liegt in 0. \
Ein beliebiger Parallelkreis von 7]
der geographilthen Breite g [tellt Rbb. 82
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[ih als die Sehne BC dar. Zichen wir die Uerbindungslinie 025,
die 20 in N [(dineidet, (o it /N der Radius des Bildkreifes:
fein Mittelpunkt fillt mit dem des HKartenbildes zufammen. Die
Mevidiane (tellen fich, da ihve Ebenen durh das Ruge gehen, als
durd den DMittelpunkt des Kartenbildes gehende gerade Linien, die
wir als Kreife mit unendlidh grofem Radius aufzufallen haben, dar.

Der Radius o des Parallelkreisbildes it auch redinerifdh [ehr
leiht zu beftimmen. TMehmen wir den Kugelvadius als €inheit an,
(o ilt dev Radius des Parallelkreiles von der geographilthen Breite

= cos §.
Da nun £ MORB — 45° — = ift, haben wit ohne Weiteres
J 2

v}

e =& (#5° — 2.

Mehmen wir das Ruge in einem Punkte des Requators
an, (o erhalten wir die (ogenannte (teveographilde TMeridian-
projektion, die zur Darftellung der Planigloben gewdhnlidh be-
nut wird.*)

Es [ei — [ Rbb. 83 — O das Ruge, V.S die Evdaxe — zu-
gleih die Bildebene darltellend —, BC ein Parallelkreis von der
geographilthen Breite 5. Der Scnitt der Kugel mit der durch ihven
Mittelpunkt gehenden Bildebene exfcheint im recits befindlichen Karten-
bilde als der Kreis, durch den diefes Bild gewdhnlih begrenzt wird,
und den wir deshalb kurz als Grenzhreis bezeiinen wollen. —
Der abzubildende Parallelkreis (chneidet die Bildebene in zwei Punkten,
die in der links befindliien Zeicinung im Punkte &, dem Snitt-
punkte von NS und BC zulammenfallen; im Kartenbilde er(cheinen
diefe Punkte in A und X, die wiv einfach dadurch finden, daf wir
BC mit dem OGrenzhreile (dineiden. Uerbinden wir fexner € mit O
und ziehen von dem Sdittpunkte €' der Linien OC und NS eine
Parallele zum Requator, (o (dhneidet diefe die Mittellinie des Karten-
bildes im gefuditen Bilde C* von C. Ebenfo finden wiv das Bild 5"
von A, indem wir OB mit V.S [hneiden und von dem Schnittpunkte 5
eine Parallele zum RAequator ziehen und mit dev Mittellinie des Bildes
[dineiden. Tn dev Mitte zwilhen B* und C" liegt der Mittelpunkt 17,
des Kreiles, dev das geluchte Bild des Parallelkreifes ift, und der daher

*) Toriditer Weilfe wivd diefe Zeidmung audr oft benust, wenn die im Raume
(hwebende Evdhugel davgeftellt werden foll. MNac den vorftehenden Rusfiihrungen ift
wohl klar, daf die [tereographilthe Projektion als innere Anfidit der Kugelflade zu
diefern Zwede unbraudibar ilt.
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nun ohne Weiteves gezogen werden kann; ev muf durd A, und X,
gehen. Liegt B in zu grofer Entfernung, fo erhdlt man den Mittel-
punkt A7, des Bildkreiles aud dadurdh, daf man die Mittellenkredite
der Sehne X, C" mit der TMittellinie (dneidet.

Wir erkennen nun leidht, daf (ih das Bild des Pavallelkveiles
auf noc welentlih einfacere Weile finden 1dht. Da namlich der
Grenzkreis ein TMevidianbild ift, muf er das Pavallelkrveisbild wegen
der bereits bewielenen Winkeltreue der Abbildung reditwinklig [dneiden.
Daher ift A7'A4, K, (Rbb. 83 redits) ein recitwinkliges Dreiek. Da
ferner offenbar die Linie 'K, [redits) der Linie 4/C (links) pavallel

Rbb.

ift, it = K,M'L = B. Ziehen wiv KR | M'L, [oilt A M K, M
~ /MK, R, allo £ M'M, K, ebenfalls = g. Wixr braudien daher,
um den Radius o des Parallelkveisbildes und den Rbltand @ [eines
Mittelpunkts vom Kartenmittelpunkte zu finden, nur ein vechtwinkliges
Dreieck zu zeicnen, dellen einer [piger Winkel die geographilthe Breite ¢
und in dem die diefem Winkel gegenitberliegende Kathete der Radius 1
der Kugel ift. Dann ift o die andere HKathete, « die Hypotenule
diefes Dreiedks.
Rednerifch ausgedriickt ift
s

— sin 8

-
=

cotg B.

i
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Der Requator bildet (ih, da (eine Ebene duvch das Ruge geht,
offenbar als gerade Linie ab. it zunchmender geographilther Breite
nad HNovden und Siliden nimmt der Radius des Parallelkreisbildes
ab; i den Polen erveicht er den Wert Aull

Wir wenden uns nun zur Evmittelung des Bildes eines beliebigen
Meridians. Hierzu bedienen wir uns eines Grundrilfes ([ Abb. 84),
in dem der Mevidian U7
als durch den DMittel-
punkt gehende gerade
Linte er(cheint. Seine
Lage auf der Kugel ift
durch die geographilche
Lange A beltimmt, die
von etnem beliebigen
Mull-Meridian aus ge-
rehnet werden hkann.
Wir wollen [ie von dem
mit cler Bildebene, dieim
BGrundrif als horizonta-
ler Durchme(ler ex(cheint,
zulammenfallenden Me-
vidiane aus recnen.

Ziehen wivr vom Ruge
() aus die Strahlen OU
und OV, (o erhalten wix
auf der Bildebene im
Grundrif die Bildpunkte
O und 7, die uns im
Rufrifle, dem perlpekti-
vilcen Bilde, (ofort die
Punkte 7 und 7 lie-

———

D fern. Durdh diele Punkte

Abb. 84 mub das gefucte Bild

des MMeridians gehen, (ein

Mittelpunkt 44, liegt auf der wagevediten Mittellinie des Bildes zwi-
[chen 7 und 7 in der Mitte. Wir haben allo nur in diefer Mitte

. . - I = : = . -
einzufefen und mit dem Radius — U777 einen Kreis zu beldreiben.

Diefer Kreis muf auch durch die beiden Polbilder N und .S gehen-
Liegt dev Punkt J7* zu weit entfernt, (o erhalten wir den Mittel-




punkt 44, des Kreiles audh dadurd, dab wir die Mittellenkvedite der
Sehne "NV mit der wagerediten Mittellinie (chneiden.

Die redinerifthe Evmittelung geftaltet fih wieder (ehr einfach.
Rus der beveits bewielenen Winkeltreue der Projektion folgt namlich,
daf aucd zwei DMeridiane fih im Bilde unter demfelben Winkel
[dineiden miillen, wie auf dev Kugel. Das Meridianbild VTS mub
allo den Grenzkreis unter dem Winkel A (dineiden; unter diefem
Winkel [dineiden (ih demnach die Tangenten, die im Punkte V an
beide Kreile gelegt werden konnen. Da der Radius auf der zuge-
horigen Tangente (enkredt [teht, bilden aud die nah AN geriditeten
Radien beider Kreile den Winkel 4, es ift allo 2 SN, = A Da-
taus erhalten wir fiiv den Rbltand @' des Mittelpunkts des Meridian-
bildes vom HKartenmittelpunkt und Fiiv den Radius ¢’ des Meridian-
bildes (ofort die Gleicungen:

o I
=gk , o=

cos A

Wenn wir alfo ein reditwinkliges Dreiek konftruieren, das den
Winkel 2 und diefem anliegend die Kathete 1 enthdlt, (o ift die
gegeniiberliegende Wathete der
RAbltand &', die Hypotenule dex
Radius o'.

Die Abb. 85 zeigt die auf
diefe Weile ausgefithrte [tereo-
graphilfdhe Abbildung der vollen
Halbkugel mit Parallelkreilen
und Meridianen; man erkennt,
daf diele Kreile fich iiberall vedut-
winklig [dineiden. Dev durdr den
Mittelpunkt des Bildes gehende
Meridian, der dem Werte 4 =
90 * entlpricht, (tellt (ich als ge-
rade Linie, allo als Kreis von
unendlich grofem Radius dar.

Nehmen wir endlih das Auge in einem ganz beliebigen
Punkte der Hugel an, fo erhalten wir den allgemeinften Fall der
(teveographilchen Projektion, die [ogenannte [teveographildie Hovi-
zontalprojektion. Der Rusdvuk ,Horvizontalprojektion* hat
hier eine andere Bedeutung als in dev darzultellenden Geometrie. TFiiv
jeden Punkt der Evde ift die in ihm an die Erdkugel gelegte Tan-
gentenebene die Hovizontalebene oder hurz der ,Horvizont®. Wenn

Rbb. 835
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allo diefe Projektion als ,Horizontalprojektion” bezeihnet wird,
[0 [oll damit ausgedriikt (ein, daf (ie (ih auf einen beliebigen Hori-
zont, allo auf einen beliebigen Standpunkt auf devr Evde bezieht.
Wahrend in der Mevidianprojektion der Requator [ich als gerade
Linie abbildet, gilt bei beliebiger Lage des Ruges auf der Kugel das-
felbe fix ecinen andern Parallelkreis, Ffiiv denjenigen natirlich, der
durd das RAuge geht. Wenn wir allo [Abb. 86) vom Ruge O aus
eine Senkrecite auf die Evdaxe N.S fdllen, (o [tellt diele gerade Linie
OB den [ich als gevade Linie abbildenden Parallelkreis dar. Ziehen
wir vom Punkte Z, in dem OB die Bildebene (neidet, eine hori-

Rbb. 86

zontale Linie durds das vedits gezeicinete pevlpektivifhe Bild, (o ift
diefe Linie das Bild der durdh OB dargeltellten Parallelkreile; [ie
[hneidet den Grenzhveis in Z, und Z,. Die geographilche Breite
dieles Parallelkreifes ilt, wie man fofort erkennt, gleih der geogra-
philchen Breite d des Ruges. — Die Bilder der Pole V und .5 erhalt
man einfah dadurch, daf man die Uerbindungslinien ON und OS8
und von den Sdnittpunkten N’ und 57 diefer Linten mit der Bild-
ebene wagevedite Linien bis zur Mittellinie des perfpektivifien Bildes
zieht, — Die Scnittpunkte A" und S find von der Gevaden L, Z,
gleidh weit entfernt, was (i folgendermaBen leicht beweilen 1a6t: Es

it £ BOM = ~ NMN' =8, 2 NMO = g0°® — §, allo £ MNO
e MO 65 e N Bl L 2 OB,
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HOS = ON'M = 45° — ru, allo (ind die Dretecke OLN

und OLS’ gleich(chenklig, es ift LN ' —= LO — LS, allo auhh N”
und .S von L, L, gleich weit entfernt.

Da alleMeridianbilder durch V" und.S”" gehen miillen, ift das gevad-
linige Parallelkreisbild dergeometrilde Ovtder Mittelpunkte

Rbb. 87

der Meridianbilder. Dieles geradlinige Parvallelkreisbild it Fiix
die Horizontalprojektion genau dallelbe, was fiir die Mevidianprojektion
das Bild des Requatovs ilt. — Das geradlinige Patallelkveisbild durdch-
(ineidet cen Grenzhreis oder liegt auferhalb dellelben, je nadidem o
kleiner oder grbBer als 45° ilt.

Um die Meridianbilder (elblt aufzuzeicinen, madien wiv wieder
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Gebraud von der aus der Winkeltveue dev (tereographilthen Projektion
[ih ergebenden Tatfache, daf die Meridianbilder [ih in den Pol-
bildern unter denlelben Winkeln [dineiden miillen, unter denen (ich
die Meridiane auf der Kugel in den Polen flelblt [dneiden. Wenn
wir allo wieder, genau wie bei der Meridianprojektion, an die
vertikale Dlittellinie des Bildes im Punkte N die geographildhe
Linge 4 antragen, [o [dneidet der andere Schenkel des Winkels die
gerade Linie Z, Z, im Mittelpunkte 37, des geludten Meridianbildes,
und aud hier ift wieder dev RAbftand des Mittelpunkts dieles Bildes

von der Mittellinie @' — N'L .+ £g A, der Radius des Bildes o’ -
et Es ilt aber, wie wir [dion willen, N'L O gleiifchenklig,
-y . 'y . . . ’ Lo ) - I
NIE—10F* . Daher ilt [dlieglih &' —= =>—, 0 : .
R i cos kv ¢os 0

£os 0

Rudv die Ermittelung des Parallelkreisbildes ilt [ehr einfach. Tft
BC [Abb. 87) ein Parallelkreis von der geographilchen Breite 3, dex
die die Bildebene darftellende Gerade in A [dineidet, [0 erhalten wir,
indem wiv durh dielen Punkt eine Horizontale zichen und (fe mit
dem Grenzkreile [dhneiden, auf lefterem die beiden Punkte A und X,
durdh die das geluchte Bild gehen muf. Die Sehltrahlen OB und OC
ltefern auf der Bildebene die Punkte B und C’, die uns, indem wir
von thnen aus Horizontale ziehen, auf der Mittellinie des Bildes die
Punkte B und C“ ergeben. Tn der Mitte zwilcen beiden Punkten

liegt dev DMittelpunkt A7, des Bildes, delfen Radius — L Bech i,

]

Fallt der Punkt B in zu grofe Ferne, [o finden wir den TMittel-
punkt des Bildes, indem wir auf der Sehne KX € die Mittellenkredhte
evviciten und mit der DMittellinie (dineiden.
Den Radius ¢ und den Abltand @ des Mittelpunkts des Parallel-
hreisbildes vom DMittelpunkte 7' des Kartenbildes ermitteln wir fol-
3 Jd

gendevmagen vedwnevifd: Der Winkel ZOM ilt — go°® — ——, allo
E )J - .;' J:l — j . o l'-', = $
MB'= tg (90® —! = { | = colg f der Winkel COM =L ; 5
i 3 - o
allo A/ C tg ——, daher
; 340 / B—4d o el g—d
r— L colp " Ry 2 £OS -
MBI pe 8 g e I gyl adiiig
2 2 2 B0 d
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2 5in ' COS 2810 L COS
A 4 I cos 3 ot 3 et
Fiit o o ift @ et ) A cotg f, wie wir frither
i Sl 7 ;
bei der Meridianprojektion divekt gefunden hatten.
Die Abb. 88 und 89 zeigen vollltindig ausqefithete Gradnete Fiiv
eine Halbkugel. M™an erkennt, da§ alle Pavallelkreisbilder gegen das

Abb. 88




Rbb. 89

geradlinige Parallelkreisbild konvex gekriimmt (ind. Bei RAbb. 88 ift
d = 30°% bei Rbb. 89 ¢ = 60° TIn erfterer Figur (dneidet daher
das gevadlinige Parallelkreisbild den Grenzkreis, wahvend es in Abb. 89
ganz auferhalb deflelben liegt.

Abanderungen der [teveographilchen Projektion duvch Uerlchiebung
des Ruges zum Zwedke dev Evzielung einer weniger [tarken Uerzerrung
(ind mehrfach vorgeldhlagen worden, vermoditen aber nidit, [ih ein-
zubiirgern; der Uorteil einer geringfiigigen Exmafigung der Verzerrung
wird eben duvd den Uerzidit auf die vorziigliden Eigenlchaften der
(teveographildhen Projektion — Winkeltreue und Rbbildung der Kreile
als Hreile — mehr als aufgewogen.

§ 23. Die gnomonilche Projektion.

Bei der gnomonilcen Kartenprojektion, die ebenfalls zu
den perfpektivifen Abbildungen gehdrt, befindet [idh das Ruge
im Mittelpunkte der Kugel. Da, vom TMittelpunkte aus gevednet,
alle Richitungen gleiduwertig find und die Entfernung der Bildebene
vom Auge auf die Geltalt des Bildes ohne Einfluf ilt, kann die
Bildebene ganz beliebig angenommen wevden. Der Bequemlid-
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keit wegen wollen wir fie uns als Tangentenebene der Kugel
denken. — Das Bild der Halbkugel bededkt die ganze Ebene, und die
Bilder zweier gegeniiberliegender Punkte der Kugel fallen in einem
Punkte der Ebene zulfammen.

Das Bild des Gradnehes hdngt von dev Lage der Bildebene, allo
wenn wir (ie als Tangentenebene vovauslefen, von der Lage ihves
Beriithrungspunktes auf der Kugel ab.

Liegt der Berithrungspunkt in einem dev Pole, (o erhalten wir
die gnomonilfdie Polarprojektion. Da die Tangentenebene auf
der E€vdaxe [enkvecht ift, allo das ganze Biilthel der TMeridianebenen
recitwinklig (hneidet, bilden (i die Meridiane als ein Strahlen-
biilchel ab, in dem der von zwei Strahlen gebildete Winkel gleich der
wahren Differenz der geographilhen Langen der beiden Meridiane ilt.

— — = s
== = et liP
iy S— /
// : \\
/ ; / \
."'; o~ If-ll Il A \
| 1 4 / ;\‘I | I|I III|
| ~M i SN |
: l. Il J,'
N | \ :
N / ;
= | " i
\\H-_. ,!.5 = \ =
Rbb. 90 Abb. 91

— Da ferner die Tangentenebene allen Parallelkreilen pavallel ift,
bilden fich diele Kreile als eine Schar konzentvilcher Kreile ab, deven
Mittelpunkt der Pol ift. Das Bild des Punktes £ (Rbb. 90] finden
wir einfach dadurd, dag wir den Radius /B8 mit der Tangente in
N [thneiden. Der Radius des Parallelkreisbildes ift offenbar o
cotg 3, wenn der Kugelradius = 7 ilt.

Liegt der Berithrungspunkt in einem Punkte des Requators, [o
ergiebt idh die gnomonilde Mevidianprojektion. Die Tangenten-
ebene it jeht der Erdaxe parallel, (ie [dneidet allo jede Tevidianebene




— 96 —

in einer Parallelen zur Rxe, alle TMeridianbilder find daher parallel.
Das Bild eines beltimmten Mervidians finden wir einfach dadurch, dah
wir im Grundrillfe den den Meridian darftellenden Radius mit der
Bildebene [thnetiden und durdh den Sdnittpunkt 2 eine Senkredhte
zichen. Der Rbltand des TMeridianbildes von der (enkrechten Mittel-
linie des Bildes ift, wie fih aus der Rbbildung fofort ergiebt, o
Zg ), wenn wiv die geographilte Lange 4 von dem durch den Be-
vithrungspunkt gehenden Mervidian aus vedmen ([ Abb. 91).

Die durdr alle Punkte eines Parvallelkreiles gehenden Seh-
[trahlen bilden einen novmalen Kegel zweiter Ovdnung; jeder (olche
Kegel enthalt die beiden Pavallelkreife von gleider geographilther
Breite auf der novdliden und (idlidien Halbkugel. Da die [hneidende
Ebene der Axe des Kegels parallel ift, allo beide Halften des Kegels
[hneidet, evgiebt fidh als Schnittlinie eine Hyperbel. Der Requator
bildet fih als gerade Linie ab. Der im HKartenbilde ndrvdlih vom
RAequator liegende Aft der einer gewillen geoqraphilthen Breite g
entfprechenden Hyperbel ilt das Bild der der Bildebene zugewandten
Halfte des novdlien und zugleih das Bild der von der Bildebene
abgewandten Halfte des [iidlichen Parallelkveifes von der Breite j3;
dallelbe gilt umgekehrt Ffiiv den [(iidlid vom Requator liegenden
Hyperbelalt.

Abb, 92
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Die Abb. 92 gibt einen mittleren Rus(dnitt des Gradnefes und
deutet zugleih die Konftruktion der Hyperbeln an.

Liegt der Bervithrungspunkt der Bildebene in einem beliebigen
Punkte der Kugel, (o evhalten wir die allgemeine gnomonilche Projektion,
die als gnomonilde Horizontalprojektion bezeidinet wird, Die

NAWT Apb, 93

Exdaxe, (. Rbb, 93) [dineidet die Bildebene in einem Punkte, in dem die
Bilder V" und .S der beiden Pole zulammenfallen. Jede Meridianebene
(chneidet die Bildebene in einer durch das Polbild gehenden Geraden,

Meilel, Cehrbuch der Perfpehtive. 7
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die Mevidiane bilden (ih allo audh in dielem allgemeinlten Falle als
Strahlenbiildel ab. Fithren wir eine zur Exdaxe (enkredite, durd den
Kugelmittelpunkt gehende Projektionsebene ein, [0 [dineidet diefe die
Tangentenebene in einer Gevaden, die wir evhalten, indem wir vom Sdinitt-
punkte L' aus eine Parallele zu V.S ziehen; dev in der Hiilfsprojektion
als gevade Linie erlcheinende DMMeridian (dineidet diele Parallele in 2",
Redinen wir die geographilden Langen von dem Meridiane aus, der mit
der Mittellinie des Kartenbildes zulammenfallt, (o ift £ LN P""'=],
allo der Rbftand L""P""=a'=L""N"" g . 1[t ferner d die geographi-
(che Breite des Beriihrungspunkts, (o ift Z/AN"— " alfo o’ — fg =
cos 0 cos o

Der Requator bildet fih, da [eine Ebene durd das Ruge geht, aud
hier wieder als hovizontale, von Z’ ausgehende gerade Linie ab, und
tragen wir auf dem Bilde des Requators von der [enkvediten TMMittel-
linie aus das aus der Hiilfsprojektion entnommene Stiik a’ ab, [o
erhalten wir den Punkt L7 den wir nur mit dem Polbilde zu ver-
binden brauden, um das TMMeridianbild zu erhalten

Unter den Parallelkreifen it derjenige von belonderem TInterelle,
den wir erhalten, indem wivr durd den Kegelmittelpunkt A7 eine
Parallele zur Bildebene ziehen; diefer Parallelkreis BC hat die geo-
graphilde Breite g, — 90° — 0. Da, [einer Entltehung gemdh, eine
Erzeugende der durdy dielen Parallelkreis beltimmten Kegelflache der
Bildebene parvallel ift, [dhnetdet diele Kegelflache die Bildebene in einev
Pavabel. Das Bild des Parallelkreifes von der Breite 3, ilt allo
eine Pavabel, deven Scheitel B” wir einfah dadurd finden, daf wir
die Linie 475 mit der Bildebene [cineiden und von dem Sdwittpunkte
B’ wageredit bis zur TMittellinie des Bildes ziehen. Ein Parallelkreis
D E, dellen Breite > g, ilt, ergiebt als Bild eine E€lliple, deven
grofe RAxe mit der [ittellinie des Bildes zulammenfillt, und devren
Scueitel D" und Z£” einfad dadurd gefunden wevden, daf man von
den Sdwittpunkten 7 und £ aus wageredit heriiberzieht. — Ein
Parallelkreis G endli, dellen Breite < 3, ilt, evgiebt einen Seh-
(trahlenkegel, delfen beide Halften von der Bildebene geldhnitten
werden; [(ein Bild it daher eine Hyperbel, deven Sceitel 7" und
G" [ih aus den Sdnittpunkten /" und G* unmittelbar ergeben.

Die Abb. 93 zeigt die Konltruktion eines TMeridians von der
geographilchen Ldnge A, des pavabolilthen, eines elliptifhen und eines
hyperbolifien Pavallelkreisbildes; von jedem der dvei Bilder wurde
die Konftruktion eines allgemeinen Punktes [U" beim parabolildien,
7" beim elliptifchen, 177" beim hyperbolilthen Bilde] eingetragen.




Die Rbb. 94 zeigt einen
mittleren Rusldnitt des
Kartenbildes Ffiiv die der
Abb. 92 zu Grunde lie-
gende Lage des Ruges
(0=300). Die Bilder der
Parallelkveife und Te-
vidiane [ind fiix Abltande
von je 15° eingezeichnet
wotrden. Der Parallel-
kreis von 70 ° novdlicher
Breite bildet (ich als El-
liple, der von 60° novdl.
Breite als Pavabel, die
andern bilden [idh als
Hyperbeln ab. Der lekte
dargeltellte Parallelkreis
entlpricht einer [iidlichen
Breite von 457 der Pa-
rallelkreis von 607 [iidl
Breite bildet fich im Un-
endlihen ab und das
Bild des Parallelkreiles
von 75 ° (iidl. Breite fallt
theovetifch mit dem des
Parallelkreiles von der-
(elben nordl. Breite zu-
[ammen, ift allo praktilc
nicht darftellbar.

Die gnomonilthe Pro-
jektion _wird, da [ie Abb. 94
weder die hervorragen-
den Eigenlchaften der (tereographilchen Projektion nodi [onftige Uor-
ziige hat, nur [elten angewandt.

§ 24. Die Darftellung der Umdrehungskorper.

€in Umdrehungskorper ift ein Korper, der von einer Um-
drehungsflade begrenzt wivrd. Eine Umdrehungsfladie wird durd
Drehung einer ebenen Kurve um eine in ihrver €bene liegende Axe

T*
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erzeugt. Die einfacifte Umdrehungsflache ilt die Ebene; fie entlteht,
wenn die erzeugende Kuvve eine zuv RAxe vedtwinklige Gerade ilt.
Die normale Zilinderflache entfteht durch Drehung einer mit der
RAxe parallelen, die normale Kegelfliche durh Drehung einer die
Axe [dineidenden Geraden, die Kugel duvch Drehung eines Kreifes um
einen [(einer Duvcume(ler u. [[ w. Die Oberflichen Ffalt aller unlever
Gefdfe, Kriige, Flalen, Ualen u. [ w. find Umdrehungsfladien. Sie
werden gewdhnlih aud durdi Drehung — auf der Drehlcheibe —
hergeltellt.

Da jeder Punkt der erzeugenden Kurve bei der Drehung einen
zur Axe reditwinkligen Kreis beldhreibt, wivrd umgekehvt aud jede
Umdrehungsflade durd eine auf ithver Axe [enkredite Ebene
in einem Kreile geldinitten. Ervidtet man ferner in einem Punkte
der evzeugenden Kurve eine in ihrer Ebene liegende Flormale, (o [dineidet
diele die Axe in einem Punkte, dev dev Dlittelpunkt einer Kugel
ift, die die Umdrehungsflice lings des durd den betrad-
teten Punkt evzeugten Kreifes bevithrt. Legt man endlich eine
Tangente an die er-
zeugende Kurve, [o er-
zeugt diefe bei der
Drehung eine normale
Kreiskegelflache, de-
ren Scheitel der Scinitt-
punkt der Tangente mit
der Axe ilt und die die
FladelingsdesKrei-
fes berithrt, den der

Berithrungspunkt
det Tangente bei dex
Drehung beldreibt.
Diele Eigenlchaften der
Umdrehungsfladien lie-
gen allen thrven zeichne-
vilchen Darltellungen zu
Grunde.

Die per(pektivilche
Rbbildung it am ein-
faciften zu konltruieren,

2 wenn die Umdrehungs-
Rbb. 93 axe auf der Bildebene
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fenkrecht ift; dann find alle Kreis(dnitte dev Flace der Bildebene
parallel, bilden fih allo als Kreile ab. Befindet fih allo der Um-
drehungskérper in diefer Lage, fo braudt man nuv eine Anzahl der
Bildebene paralleler Schnitte duvdy ihn zu legen, die kreisformigen
Bilder dev Kreile, in denen die Oberfliche geldnitten wird, in bekannter
Weile [vgl. Abb. 48, S. 54) zu ermitteln und an alle die (o erhaltenen
Kreile eine fie berithrende Kurve, eine fogenannte Enveloppe, zu zeidinen.
In Abb. 95 ift diele Konltruktion fitr cine einface Vale durchgefithrt.

Abb. 96 e SRS

Rbb. 97

Schneiden (ih die Kreife nicht, fondevn liegt jeder Kreis ganz
innethalb des nacft groferen, o bildet fidh keine Enveloppe; dev
grofte der Kreile ift dann (elbft der Umrif des Kdvpers. Diefer Fall
kann beifpielsweile bei einem Kegel vorkommen ([. Rbb. 96).

RAudh das Bild der Kugel kann man auf diefe Weile, wie Abb. 97
zeigt, finden; jedod ift die im § 20 gegebene Konftruktion mittels
der Hauptaxen der Elliple vorzuziehen.

In jedem andern Falle bilden [ihh — vovausgeleht, daf (ich, wie
in Wirklidkeit meiltens, dev Kovper vollltindig vov dem Beldauer
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befindet — alle Schnittkveile als Elliplen ab, und der gefuchte Umrif
des per(pektivifchen Bildes ift die einhiillende Kurve aller dieler Elliplen.
Ueber die Herftellung der Ellipfen felblt it an diefer Stelle nicts
Meues mehr zu [(agen. _

Der am hdufiglten vorkommende Fall it der, daf die Axe des
Korpers [enkvecht (teht. Der in Rugenhdhe liegende Schnitthveis fallt
dann mit dem Hotizonte zulammen; alle anderen Kreile ftellen fich als
A, Elliplen dar, fix die das

 Uerhiltnis der kleinen zur
grofen Axe mit wadifendem
1 Rbftande vom Horizonte
na oben und unten zu-
nimmt. Tt die durh das
Ruge und die Rxe des Kor-
pets gehende Ebene auf der
Bildebene (enkvedit, [o ift
das Bild [ymmetrilch; die
grofe Hauptaxejeder Ellip[le
e : ; ilt wageredit, die kleine fallt
---ﬁ__-_.-‘-:—::._—_—__’é rt = . i die fenkrechte Rxe. Bei
A : I etner gewillen Hohe des
e | \ \ wagerechten Schnitts {iber
s ' oder unter dem Horizonte
I ' bildet fich, wie wir das [hon
) bei der Darltellung des der
s A Bildebene parallelen nor-
e e malen Zilinders (ahen, der
:-.:ﬁbh.& q\ 'H'_'rr:is _ﬂls Kl’L‘i_S al.w; Iwird
diefe Grenze uberlchritten,
(o Fallt die grofe RAxe der Elliple in die Mittellinie des Bildes, wih-
vend die kleine [ich wagevedit legt.

Abb. 98 zeigt die Darltellung eines Umdrehungselliploids mit fenk-
vechter Rxe. Das Bild ift eine Ellipfe. Die Breite des Bildes im Hovizonte
wurde mittels des uns [dhon bekannten Punktes A’ ([. § 20) gefunden.

Uon ganz belonderem Interelle und hoher Widitigkeit ift die Dar-
(tellung einev Umdrehungsflacie, die durch eine gegen die Axe konkave
Kurve erzeugt wird, einer [ogenannten Hohlkehle. Hohlkehlen kom-
men an Gefagen, Sdulenbalen u. [ w. fehr hiufig vor. Wir wollen
uns die Rxe vertikal und eine [ehr grofe Zahl von Elliplen, die die
Bilder devr wagerechten Scnitthreile (ind, konftruiert denken. Die
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Enveloppe dieler Elliplen hat vier Spifen, die wir in der Rbb. 99
deutlich erkennen. Die hier dargeftellte Hohlkehle ift duvch Umdrehung
eines Halbkreiles entftanden und als die innere Halfte einer Ringflade zu
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betvachten. Wahrend der vecate und linke Alt der Kurve mittels der er-
wihnten Elliplen gefunden wevden, lallen (idh der obere und untere R[t
belfer mittels der per(pektivilchen Bilder der Axenldinitte, die man in
der Abbildung deutlih erkennt, exmitteln. Diele Rxen(dnitte ind in Waht-
heit Halbkreife, ihve Bilder alfo Ellipfenbogen. — Der tieffte Punkt des
oberen und der hodifte Punkt des unteven Rltes liegen auf Horizontalen,
die fich aus der in dev Figur ebenfalls angegebenen Seitenan(icht ergeben.
Wir wollen nun eine der vier Spien direkt konftruieren. Tan
zeihnet zunadit das perlpektivifche Bild des FufBkreiles, des durd
den tiefften Punkt des Profils gehenden Kreiles, in bekannter Weile
mittels des Bildes PQR.S (I. Rbb. 100) des umlchriebenen Quadrates,
deffen Seiten pa- H
rallelund fenkrecht e T TN
zur Bildebene (ind. i
PSund QR gehen /
nach dem Haupt-
punkte /7, PRnac
demDiltanzpunhte
D,; der Sdnitt-
punkt A7 der Di-
agonalen ift das
Bild des Tittel-
punkts; V, W, X
Z [ind die Punkte,
in denen die Elliple




— 104 —

die Seiten des Trapezes berithrt. XZ geht nad Z, VX und ZIW gehen
nah .. In dem durch V7 177 gehenden Mittellthnitt zeicinen wir nun das
wahte Profil VA in der der Lange von VI entlprechenden Groe fo
auf, dah 17 fein tieffter Punkt it und legen von £, aus eine Tangente
davan; J7’ [ei ihr Bevithrungspunkt. Duvch den Punkt V/ legen wiv
nun eine Horizontalebene; (ie [dineidet die Umdrehungsflache in einem
Kreile, der (ih wieder als Ellipfe abbildet. Das Bild 47 des Mittel-
punkts des Kreifes finden wir, indem wir durch 77 eine Horizontale
zichen und mit einer durch A7 gehenden Uertikalen (dineiden. Indem
wiv M W M' V' maden, von P’ und W aus Gerade nah D,
ziehen und fie mit einer von /7 durch 7' gezogenen Gevaden (thneiden,
ethalten wir die {ibrigen, den Punkten X und Z entlprechenden Be-
vithrungspunkte X' und Z' der Elliple. Wir konnen nun allo das
Trapez P'Q'R'S", das das Bild des dem entfprechenden Kreile um-
[thriebenen Quadrats ift, vervollftindigen und ihm in bekannter Weile
die Elliple einzeidimen. Legen wir endlih von 2, aus eine Tangente
an die Elliple, die fie in 7 berithet, (o ift diefer Punkt die geluchte
Spife dev einhiillenden Kuvve, allo dev untere Endpunkt des (icht-
baren Seitenumrilles. Fiiv die linke untere und die recate obere Spige
kommt der veditfeitige Diltanzpunkt D,, fiiv die linke obere und die
tedite unteve Spiie dev linkleitige Diltanzpunkt D, in Betradit.

§ 25. Die Dogel- und die Frolchperlpektive.

In der Regel verfteht man unter der Uogelper(pektive eine
per(pektivilche Abbildung auf vertikaler Bildebene mit [ehr hodh lie-
gendem Horizonte, unter dev Froldiper(pektive ecine ebenlolie Ab-
bildung mit [ehv tief liegendem Horizonte. Selbltuerftindlidh gelten
die abgeleiteten Gefehe fiiv die Abbildung auf vertikaler Bildebene,
die ja von der Hohe des Horizontes ganz unabhingig (ind, aud Fiivr
diefe Falle. TMandimal bezeichnet man mit den genannten Benennungen
audt Rbbildungen auf hovizontalen Bildebenen; bei der Uogel-
perfpektive befindet (ih dann das Ruge itber, bei der Froliper[pektive
unter der Bildebene. Diele Rbbildungen auf horizontaler Bildebene
werden im II. Abldnitte behandelt werden.
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Zweites Kapitel.

Die Konfltruktion der Schatten im perfpektivilchen
Bilde.

§ 26. Rllgemeines iiber €igen- und Schlag(chatten.

Wird eine kovperlihie Oberfliche durch eine punktférmige Licht-
quelle beftrahlt, (o zevfallt (ie in zwei Teile. Der dem Lidt zuge-
wandte Teil wird beleuditet, d. h. es wird in jedem [einer Punkte
eine gewille Hellighkeit erzeugt, die von der Belthaffenheit der Ober-
fliche,*] von der Entfernung des leuditenden Punkts vom beleucteten
Punkte und von dem Winkel abhangt, den der in diefem Punkte ein-
fallende Lichtftrahl mit der Normalen der Flace bildet. Den von der
Liditquelle abgewandten Teil der Oberflidie, der natiivlidierweile nidt
beleuchtet wird, bezeihnet man als Korper- oder Eigenldhatten.
Beide Teile dev Oberfliche wevden durch eine Kurve oder einen Linien-
zug — die Streiflinie oder Scattengrenze — getrennt; (e ilt
die Linie, deven Punkte die Bervithvungspunkte der die Flace be-
vithvenden Strahlen (ind. Diefe die Oberfliche berithvrenden Strahlen
bilden eine Kegelflache allgemein(ter Art, derven Scheitel der leuditende
Punkt und deren Leitlinie eben die Streiflinie ift.

Befindet fih nun — in der Riditung der einfallenden Strahlen
gerecinet — hintéer dem beltrahlten Kovper eine zweite korperliche
Oberfliche, (o wird diefe von der Kegelflice der den erften Korper
berithrenden Strahlen in einer Kurve oder einem Linienzuge geldnitten.
Diefe Kurve oder diefer Linienzug zerlegt die zweite Oberflacie in
zwei Teile — einen von der Lichtquelle beltrahlten und einen andern
Teil, dem durch den evften Kovper das Licht entzogen wivd. Dieler
nicht beleuchtete Teil der zweiten Oberfliche wird als Schlagldatten,
fein Umvig — eben die Schnittlinie der Hegelflache mit diefer Ober-
flihe — als Schlaglhattengrenze bezeidnet. Diele Scilag-
(hattengrenze ilt, wie man (ofort erkennt, der Schlagldiatten
der Streiflinie.

Es ift vielfach {iblich, bei der zeicnerifdien Darftellung der Schatten
die Schlaglchatten durd dunklere Ténung von den Eigenlchatten zu

*] Die Rbhangigheit der Helligkeit von der phyfikalifden Beldaffenheit der Ober-
fliche zeigt, daf eine allgemeine Konftruktion der Kurven gleicer Helligheit [Lidht-
gleidien oder Tfophoten)], bei der von diefer Belthaffenheit abgefehen wird und nuv

die Entfernung des Punkts von der Cicitquelle und der Einfallswinkel des Strahles in
Redinung gezogen werden, ohne jede phylikalifdie Bedeufung it
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unter(deiden. Eine innere Beveditigung hat diele Unter[dheidung nidit.
Eine nicht vom Lichte beltrahlte Flade hat die Helligkeit ,,Hlull* und
die Tull hat keine Abftufungen. RAus weldem OGrunde ein Teil
einet Oberfladie die Helligkeit Null belift — ob deswegen, weil er vom
Licite abgewandt ift, oder deswegen, weil ein anderer Kovper thm
das Licht entzieht — ift vollltandig gleigiiltig. OFt wird die hellere
Uonung der Eigenlhatten damit begriindet, daf (ie durch veflektiertes
Lihit aufgehellt wevden. Diefe Beleuditung durch veflektiertes Licht
aber 1aBt (ich in allgemeiner Weile weder vednerifh noch zeichnerilch
ermitteln; (e hdngt ganz von der Lage, Grohe und Reflexionsfahig-
keit (RAlbedo] der veflektievrenden Flahe ab und muf daher bei der
rein geomefrifhen Behandlung der Schattenbegrenzung, um die es fic
hier ausldilieflich handelt, aufer Betvacht bleiben. Jede konventionelle
Annahme iber die Wirkungsweile des diffus veflektierten Lichts ilt
zu verwerfen. Tm Belonderen ilt es unbervechtigt, den Projektions-
ebenen eine veflektierende Wirkung in allgemeiner Weile zuzulthreiben,
denn diele Ebenen [ind nur Hiilfsvorftellungen fiiv die Konftruktion
und braudien duvdiaus hkeine materiellen Oberflihen zu fein. Bei
einem frei im Raume [hwebenden Korper ift der Eigenlchatten itber-
haupt unfihtbar, was wir beim Monde deutlih erkennen.

Ganz anders liegt die Sadie natiirlih, wenn der Maler Korper
nach der Natur malt. Der Kiinftler hat die Helligheitsgrade und
Farbentone, die [ein Auge wahrnimmt, (o treu wie moglich davzultellen,
ohne nad dem Warum und Woher lange zu fragen. Aber T¥alevei und
geometrifche Konltruktion find eben zwei ganz ver(hiedene Dinge, und
wenn auch die leftere dev evlteven oft welentlihe Dienfte leilten kann,
follte man dodh die etfteve nicht in das Gebiet der lesteren hineinzichen.

Uon ganz belonderer Widtigkeit it dev Fall des unendlic
fernen leuditenden Punkts, der Fall der pavallelen Be-
ftrahlung allo. In diefem Falle geht der den beltrahlten Korper be-
tithrende Strahlenkegel in einen Strahlenzilinder, der Schlagldhatten-
umrif allo in den Durdifchnitt diefes Zilinders mit der beldhatteten
Oberflade tiber.

Die Sonne, der Fiir uns weitaus widtiglte leuchtende Korper, 1lt
ebenfalls unendlidh fevn, d. h. im Uergleiche mit ihrer Entfernung von
der Evde [ind die ™Mahke aller trdilchen Kovper ver(dhwindend Rklein.
Die von einem Punkte der Sonnenoberfladie aus auf die ver[chiedenen
Punkte eines irdilen Korpers fallenden Strahlen find daher in aller
Strenge als parvallel zu betraditen; aud nicht mit dem Ffeinlten T¥e5-
inftrumente (ind wir im Stande, einen Ricitungsunterfchied dielev
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Strahlen nadzuweilen. Andets aber liegt die Sadie, wenn wiv um-
gekehrt die Strahlen betraditen, die von verldiiedenen Punkten
der Sonnenoberfliche aus durch einen Punkt eines irdilden Korvpers
gehen; fie find nicit parallel, fondern bilden Winkel mit einander, die
bis zu der fehr wahinehmbaren Grofe eines halben Grades wadifen
konnen. Zichen wir namlih von zwei gegeniiberliegenden Punkten
des Sonnenrandes aus Strahlen durd einen ivdifdien Punkt, (o bilden
diefe einen Winkel miteinander, den man als (deinbave Grohe der
Sonne bezeiinet, und der im Jahvesmittel etwa gleih einem halben
Grade (31] ift.

Diele [deinbare Grofe der
Sonne it die Urlace der ver-

[dwommenen Randev der durdh bt A
die Sonne erzeugten Sclag- D e
(hatten,der(ogenanntenHalb- paee Sl SIS 1z

[hatten; wie man aus der
RAbb.101 (ofort exkennt, nimmt
die Breite A5 dieles ver-
[hwommenen Randes mit der Rbb. 101
Entfernung des (chattenwerfen-
den Korpers von der [chattenempfangenden Oberfliche zu. Diefer Rand
witrde ver[dwinden, wenn die von ver(thiedenen Punkfen der Sonne
aus durd einen irdifcen Punkt gehenden Strahlen parallel waren,
wenn alfo die [theinbare Groke der Sonne — wie die eines Fixlterns —
gleidt Null wave. Ware ein Fixltern hell genug, um deutliche Schlag-
[hatten zu erzeugen, [0 wiivden diefe vollltindig [charf begvenzt [ein.
Wir wollen uns nun zunddift mit den durch die Sonne erzeugten
Schatten befalfen und dabei die Sonnenftvahlen als pavallel annehmen,
allo den ver[hwommenen Rand vorldufig aufer Adit lallen.

. Schatten bei unendlich ferner Lichtquelle.
§ 27. Die Annahme des Sonnenpunktes.

Die Sonnenfltrahlen belifen, wie alle Parallelen, einen Fludtpunkt,
den wiv einfad dadurch finden, das wir durdh das Ruge einen Sonnen-
(tvahl legen und ihn mit der Bildebene (dineiden. Diefen Fluditpunkt
detr Sonnen(trahlen wollen wir kuvz ,,Sonnenpunkt* nennen und mit
S bezeidnen; ev ift offenbar nidits andeves, als das pev(pektivildie
Bild des Sonnenmittelpunktes. Wenn die Strahlenriitung nicht




durdh irgend eine Annahme feltgelegt ilt, konnen wir diefen Punkt
ganz beliebig annehmen. Denken wir uns die Sonne im Riiken des
Belthauers, (o liegt der Punkt .S, wie aus [einer Konltruktion un-
mittelbar folgt, unter dem Hovizonte; (teht aber die Sonne vor dem
Beldhauer, (o daf (ie (elblt ein wirkliches perfpektivifches Bild ergiebt,
(o liegt & itber dem Hovizonte.

Die Horizontalprojektionen der pavallelen Sonnenftvahlen (ind
natiitlich ebenfalls parallel; (ie befifen allo ebenfalls einen Fluditpunkt,
der mit .5 bezeihnet werden mag. Wie wir (hon im § 9 (ahen,
liegt der Fluditpunkt einer beliebig geneigten Gevaden in der durd
den Fludhtpunkt ihver Horvizontalprojektion gehenden Uertikalen; wir
finden daher den Punkt .S einfah daduvch, daf wir den Punkt .§
auf den Horizont projizieven. Die Uertikale S5 ift die Fluditgevade
([ § 3) der durch die Sonnenftvahlen gehenden Uertikalebenen.

Fallen die Sonnenftrahlen parallel der Bildebene ein, fo find (ie
auch im Bilde parallel, .5" liegt allo in unendlicher Ferne; thre Horizontal-
projektionen [(ind dem Hovizonte parvallel, S liegt ebenfalls in un-
endlicher Ferne.

Sind die durdr die Sonnenftrahlen gehenden Uertikalebenen redht-
winklig zur Bildebene, (o fallt S*mit dem Hauptpunkte 77 zufammen und
Sliegt in dev duvch /4 gehenden Uertikalen iibet oder unter dem Horizonte.

Steht die Sonne gerade am Horizonte, (o Ffillt .5 mit .S* zu-
[ammen; die Schatten auf der Hovizontalebene (tehender Kérper auf
diefe Ebene werden jetit unendlih lang.

Rud die Fluditpunkte der Projektionen der Sonnenltrahlen auf
nidit hovizontale Ebenen kdnnen von Widitigkeit fein. Wie devr Fludit-
punkt der Horizontalprvojektionen dev Strahlen auf der Fludhtgeraden
der Horizontalebenen, dem Hovizonte, liegt, (o liegt der Fludit-
punkt der Projektionen der Strahlen auf irgend eine anderve
Ebene auf der Fluditgeraden dieler Ebene. So wird beilpiels-
weile der Fluhtpunkt der Projektionen der Strahlen auf eine zur
Bildebene veitwinklige Uertikalebene gefunden, indem man durd den
Hauptpunkt eine vertikale Gerade zieht und den Punkt.S'auf fie projiziert.

Die Projektionen der Sonnenftrahlen auf die Bildebene (elblt oder
eine mit thv parallele Ebene (ind auch im Bilde parallel; ithr Fludt-
punkt liegt allo in unendlider Ferne und zwar in der Riditung, die fich
durdh Uerbindung der Punkte .5 und A ergiebt. Diele Uerbindungs-
linie 75" it namlich offenbar die Fluditgerade dev Ebenen, die auf der
Bildebene redtwinklig ftehen und durdh die Sonne gehen. Tit diefex
Riditung (ind daher die Projektionen der Strahlen aud im Bilde pavallel.
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§ 28. Der Sdatten eines Punkts auf die Grundebene.

P (el ¢in beliebiger Punkt
des Raumes, 2 [eine Pro- J
jektion auf die Grundebene. 54
Ziehen wir die gerade Linie /
£S5, (o (tellt diefe den durch o
£ gehenden Sonnen(trahl G
dar. Denken wir uns durd 4
diefen Strahl eine vertikale o -
Ebene gelegt, (o (hneidet =
fie die Grundebene in .57 b
dev Sdnittpunkt 2 von ;

PS und P.5" it allo der oﬁ’/’/

Scinittpunkt des Strahls Abb. 102
mit der Grundebene, d. h.

der Schatten des Punkts F it
auf diefe Ebene. — Denken > s
wir uns etwa 27" als einen s A
dunnen, vertikal [tehenden Sl
Stab, (0 ift 27 fein Sthlag- S
[dhatten auf die Grundebene. i .
Die Abbildungen 102 und i g
103 zeigen diele Konltruk- Rbb. 103

tion fitr einen iiber und Ffiir

einen unter dem Hovizonte AS
liegenden Sonnenpunkt. — eI
Liegt .S iiber dem Hori- 2
zonte und ift im Bilde S5 ’/T |
= PR onlt.SE|[L.SLP, == o | — 49
P fallt allo in unendliche g '
Ferne ([ Abb. 104). Tatlad-

lihaber wirfteinnod (o lan- I
gev vertikaler Stab, wenn W o

die Sonne auch noch (o tief -
(teht, [tets einen endlichen Abb. 104

Schatten auf die Grund-

ebene. Wie evklavt [ich diefer [dheinbave Widerfpruch? 1n diefem Falle
etftreckt (ich dev Schatten des vertikalen Stabes bis an die Gegen-
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gerade, die durch die Projektion des Ruges auf die Grundebene
gehende Parallele zur Grundlinie. Wir willen beceits, daf (ih jeder
Punkt der Gegengeraden in unendlicher Ferne abbildet.

Liegt .S diber dem Hovizonte und it im Bilde S8 < PP [(iche
Abb. 105), fo liegt 7 oberhalb des Horizonts. Wir willen, daf ein
[older Punkt der Bildebene einem hintevr dem Belthauer liegenden
Punkte der Grundebene entlpriht. Tn Wahrheit liegt jeit allo der
P Endpunkt des Sdilag-
f RO [dhattens des Stabes
' i im Riiken des Be-
j e ~ =7 Havers, Pl lein
;. : T virtuelles Bild; das
L e o N Bildedes Shilagldiar
t tens geht iiber den
3 unteren Rand des

Abb. 105 Bildes, wenn wir ihn

audh noch (o weit hin-
aus(chicben, hinweg ins Unendliche, ift allo [tets bis an diefen Rand
zu zeiinen. Dev Punkt, in dem der Schlag(thatten die Gegengerade
[dneidet, bildet (id im Unendlidien, dev hinter dem Belchauer liegende
niht (iitbave Teil des Schlaglchattens oberhalb des Horvizonts ab
und geht von 2" aus ins Unendlide. Dieler Teil hat natiirlidherweile
keine veale Bedeutung; er ift in der Rbbildung [ridipunktiert.

e

§ 29. Der Scatten eines Punkts auf eine vertikale
und auf eine geneigte Ebene.

P Wieder fei ([LAbb.106)
S P ein Punkt des Rau-
2 _. mes, 7’ [eine Projektion
auf die Grundebene, 7
| W die Scmittlinie der

Grundebene mit einer
¢ beliebig begrenzten, ver-
T tikalen Ebene. .S ilt

wieder die Horizontal-
projektion des Lict-
Sy : (trahls 257 fie [dneidet

\y1 VW im Punkte K. Die
Abb. 106 5 durdh den Strahl gehende
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Uertikalebene [(dineidet die durd 717 gehende Uertikalebene in einer
von A ausgehenden Uertikalen; der Scinittpunkt 72 diefer Uertikalen
mit dem Strahle A5 ilt der geludite Schatten von 2 auf die Uertikal-
ebene. Denken wir uns 22 als diinnen, vertikalen Stab, [o it 2K
[ein Schatten auf die Grundebene; in A wird der Schatten gebrodien,
geht als vertikale Linie auf die Uertikalebene iiber und endigt in 7.

B Atb. 107

Wird die Grundebene in der Gevaden I7 7 von einer beliebig be-
grenzten, geneigten Ebene VWXV, deren Projektion auf die Grund-
ebene VX' ¥ ilt, geldnitten, (o (dneidet die duvcdh den Strahl 2.8
gelegte Uertikalebene die €bene in der Geraden X7 ([. Rbb. 107);
K ift, wie in Rbb. 106 der Scnittpunkt von VI und P'.S7; der
Punkt Z wird einfadh dadurdh evhalten, daf man durdh den Punkt 2,
in dem X'V und PSS’ [ih [dhneiden, eine Uertikale zieht und mit
XV [dneidet. Der
Sdmittpunkt 2 von P
PS und KL ilt der B
Sthatten des Punktes
2. — Denken wiruns
wieder '~ als ma-
teriellen Stab, (o ift
P KP" [ein Schatten.

It die Scnittlinie
der geneigten Ebene
und der Grundebene
nicht in der Zeidinung
vorhanden, (o braudit
man [ie nicht erft auf- Abb, 108
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zufuden, (ondern kann aud divekt den Schatten des Punktes P auf
eine beliebig begrenzte ebene Figur ABC ([0 Rbb. 108), deren Pro-
jektion auf die Grundebene A'B'C’ ilt, exmitteln. Die Gerade 2.5
[hreidet A'B'C' in D' und £'; zieht man durd diele Punkte Uer-
tikale, die den Umrif ABC in D und Z [dneiden, (o ift offenbar
DF die Scnittlinie der Ebene AZC mit der duvdh den Strahl ge-
legten Uertikalebene, der Sdnittpunkt 2“ von AS und DZ ift allo
der geluchte Schatten. — Der Schlag(hatten des lotrediten Stabes 27!
zerfallt in die beiden Teile 2D’ und DP",

[t die Ebene, auf die der Schatten Fillt, nicht durch eine begrenzte
Figur gegeben, [0 ermittelt man ihn am beften mittels des Fludt-
punkts S* der Projektionen der Sonnenltrahlen auf diefe Ebene. Wir
willen, dag dieler Fluditpunkt auf der Fluditgeraden der Ebene liegen
mub. Ev muf aber aud in der Fluditgeraden der Ebenen liegen, die den
Sonnenltrahlen pavallel und zu der beltrahlten Ebene reditwinklig find,
er it allo der Schnittpunkt beider Fluchtgeraden. Diele zweite Fludht-
gerade muf offenbar durd den Punkt .§ und auBerdem durd den
Fludtpunkt der auf der beftrahlten Ebene recitwinkligen Geraden
gehen. — Uon diefer Tatfade werden wir bei dev Behandlung der am
novmalen Zilinder auftretenden Schatten Gebraud madien.
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Rbb, 109 Abb. 110

Belonders widitig und auc belonders einfach it der Fall, daf die
Ebene auf der Bildebene [enkvedit ift (Abb. 110). Jeht geht die Fludt-
gevade der Ebene durch den Hauptpunkt, S* ift die Projektion von
S auf (ie; das von P auf die Ebene gefdllte Perpendikel, in dem die
Projektion 7" des Punktes 2 auf die Ebene liegen mu§, ilt ebenfalls
[enkvecdht auf der Fluditgeraden. Dieler Punkt 2" wird gefunden,

|
|




~ 110 =~

indem man vom OGrundrif 7' des Punktes 7 eine Parallele zum Ho-
rizonte und von deren Scnittpunkt mit der Horizontallpur dev Ebene
eine Parallele zur Uertikallpur zieht. Die Pavallele [dineidet die von
P aus [enkvedht zur Uertikallpur gezogene Linie in 2", Der geludhte
Schatten 2 ilt nun einfa der Sdnittpunkt von 572 und S“7".
Daf diele Konltruktion ohne Weiteres audh auf eine zur Bildebene
rechitwinklige Uertikalebene anwendbar ift, verlteht [ih wohl von
felbft. Da aber diefer Fall belonders oft vorkommt, ift in Abb. 109
die Exmitflung des Scattens 7 eines Punkts 7 auf eine [olhe Ebene
davgeltellt worden. — Tn den Rbb. 109 und 110 it der gebvodiene
Schatten des ganzen [enkvediten Stabes 77" angegeben worden.

§ 30. Schatten von Geraden und ebenflichig begrenzien
Korpern auf Ebenen.

Der Schatten einer Gevaden auf eine Ebene it als Schnitt
zweier Ebenen — ndmlidh der durch die Gevade gehenden Strahlen-
ebene und der belchatteten Ebene — wieder eine Gevade. Tan braudt
daher nur die Schatten zweier beliebiger Punkte der Geraden auf die
Ebene aufzuludien und durd die beiden Schattenpunkte eine Gerade
zu ziechen. Der Sdmittpunkt der Geraden mit der Ebene ift [tets fein
eigenev Schatten; ift diefer Punkt allo im Bilde vorhanden oder leicht
zu ermitteln, (o braucht man nur nod den Sdatten eines andemn
Punkts der Geraden aufzufuden und durd thn und den Schnittpunkt
eine Gerade zu legen.

Handelt es (ih um den Schatten eines ebenflaciig begrenzten
Korpers, [0 hat man, wie [hon aus dem im § 26 Gelagten hervor-
geht, nur die Schatten dev einzelnen, die Eigenldattengrenze bildenden
Kanten auf die Ebene zu ermitteln. Tan [udit alfo die Schatten der
Ekpunkte auf, die dem die Eigenlthattengrenze bildenden Linienzuge
angehoren und verbindet die Schatten diefer Edkpunkte in derlelben
Reihenfolge. — Sind die dev Eigenldattengrenze angehdvigen Kanten
und Edpunkte niit ohne Weiteres zu erkennen, o fudt man die
Schatten aller Edpunkte auf die Ebene auf und verbindet die aufer(ten
diefer Punkte. So erhdlt man den Umrif des Scilaglchattens, und
die Kanten des Kdrpers, deren Schatten dielen Umrik bilden, [ind eben
die die Schattengrenze bildenden Kanten. Die Edpunkte, deven Schatten
in das Innere des gefundenen Sdilag(dhattens fallen, find enfweder im
Lihit oder im Schatten, gehdven allo dem ganz im Lichte oder dem
ganz im Schatten befindlien Teile der kovperlihen Oberflace an.

Meilfel, Cehrbud der Perlpehtive. 8
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Die Evmittelung des Schlaglhattenumrilles durdr Uerbindung der
aufer(ten Schattenpunkte (et allevdings voraus, daf der Korper keine
einfpringenden Fladenwinkel belift; ilt diele Uorauslefung nidit exfiillt,
fo mub man den Korper in mehveve Teile, die keine einlpringenden
Flacdenwinkel enthalten, zerlegen und den Schatten jedes diefer Teile
fir fich evmitteln.
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Die Abb. 111 zeigt den Sdilaglchatten, den ein auf dev Grund-
ebene f[tehendes, veditwinkliges Parallelepiped auf diele €bene wirft.
Da der Korper auf der Grundebene [teht, kommen nuv zwei vertikale
Kanten und zwei Seiten der oberen Grundflace als [(chattenwerfend
in Betradt. Die Schatten dev vertikalen Kanten gehen nad 5; die
Schatten der Seiten der oberen Grundflache [ind einzeln dielen Kanten
patallel, und jeder Schatten geht daher nah dem Fluditpunkte der
betveffenden Kante.

Die RAbb. 112 zeigt den
Sdilaglthatten, den ein in
ganz beliebiger Lage iiber
der Grundebene [diweben- i N
des Pavallelepiped auf diele .
Ebene wirft. Ein [oldies )
Prisma belit drei Gruppen i X
von je vier gleidh langen
und pavallelen Kanten; die
Eigenlchattengrenze belteht
aus je zwei gegenitberlie-
genden Hanten aus jeder
diefer Gruppen. Da die =—
Schatten, die gleidh lange, e
patallele Strecken auf eine
Ebene bei paralleler Be-
ftrahlung werfen, gleich
lang und parallel (ind, ilt
der Umrif des Sdilag[chat-
tens in jeder Lage des Kor-
pers ein Secisedk, dellen
gegenitberliegende HKanten
paavweilegleidhund parallel
ind. Je zwei gegeniiber-
liegende Seiten des Sdilag-
[hattens gehen daher im
BildenadieinemimHorizon-
te liegenden Fluditpunkte.

In der Abb. 113 ilt dex
Schatten davgeftellt, den
eine auf der Grundebene
[tehende regelmaBige, in Abb. 114

Rbb, 113

S
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Abb. 114 der Schatten, den eine in ganz allgemeiner Lage befindliche,
beliebig geltaltete Pyramide auf die Grundebene wirft. Tan findet
diefen Schatten, indem man den Schatten der Grundflace und den
dev Spife auffudit und den Schatten dev Spiie mit den beiden Edk-
punkten des Schattens der Grundflie verbindet, die von thm aus
gelehen die duferften (ind. Da die den Umrig des Sdilagldhattens
bildenden Linien [tets die Schlaglatten dev die €igenldhattengrenze
bildenden Kanten [(ind, erkennt man aus dem Sdilaglhatten aud
divekt, welde Kanten des Korpers den Eigenlchatten begrenzen.

Da wir die Scilagldhatten von Punkten auf ver(chieden liegende
Ebenen [dhon zu evmitteln gelevnt haben, konnen wir nun auch ohne
Weiteres den Schlaglthatten eines Korpers auf einen andern finden.
Die Abb. 115, 116, 117, 118 geben ver[chiedene Beilpiele als Anwen-
dungen der belprodienen Konltvuktionsmethoden. Bei der Rbb. 117
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ift auch angegeben, wie die Schnittlinien der Dader direkt im Bilde
konftruiert werden konnen. Die Abb. 118 zeigt eine Rethe von Kon-
[olen, von denen jedes [einen Schatten auf das folgende wirft.

R




Bet diefen Konltruktionen 1aGt fich mit Uorteil die [chon erwahnte
Catfache benufen, daf der Schatten, den eine Gerade auf eine Ebene
wirft, (tets durdr den Punkt gehen muB, in dem die Gerade die Ebene
[hnetdet, aud dann, wenn diefer Schnittpunkt am Koérper nicit vor-
handen ift. Ein (oldier Punkt ift beilpielsweile der Punkt 2 in
Rbb. 118.

MNodh ein widtiges
Geles muf an dieler
Stelle belprodien wer-
den. E€in Kovper /
([ Rbb. 119], der von
einev Lichtquelle Z
beltrahlt wivd, werfe
auf eine Ebene einen
vom Umrille 7' be-
grenzten Sdilagldhat-
ten. In der Strahlen-
vidhtung hinter dem
Kérper 7 befinde [ich
ein Kovper /77, dellen
auf diefelbe Ebene
fallender Schlag(chat-
ten den Umrif 7/
belift. Wir wollen
annehmen, daf die
Umrilfe 7 und 7/
[ih durdilchneiden;

Abb. 120 =/
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thre Schnittpunkte [(eten 4’ und 5. — Der Korper / wirft nun aud
einen Schatten auf den Korper //; wenn /7' und 77' (ich duvch(chneiden,
fallt aber der Schatten von / nidt ganz, [(ondern nuv teilweile auf
/7 — der Reft fallt auf die Ebene. Der Umrif des von 7 auf 77
gewotfenen Scilaglthattens [dneidet dann die Eigenfchattengrenze von
/7 in zwei Punkten 4 und 5, und diele Punkte der Schattengrenze
find eben diejenigen, deven Schatten die Schnittpunkte A’ und 5 find.
Die hohlt wihtigen Punkte 4 und B findet man allo da-
durd, daf man von den Sdnittpunkten A‘ und B’ Lidit-
(trahlen zuriidk- S
zieht und mit dex

Schattengrenze
von /7 [dinetdet. i

Die folgenden Rb-
bildungen zeigen ein-
ige Beilpiele. Rbb.120
[telltdenSdhattendar,
den ein (tehendes auf _
ein liegendes redt- ——— ki S
winkliges Parvallele- 8- "
piped wirft. In Abb.
121 wirft eine ftehen-
de Pyramide ihven
Schatten auf ein lie- r—
gendes Prisma. TIn e
beiden Fallen [ind die
Punkte A und 5 und
ihre Schatten 4 und
5 belonders hervor-
gehoben.

Abb. 121

§ 31. Der Sclaglthatten eines Kreiles.

Die vom leudtenden Punkte aus durdr die Punkte des Kreiles
gehenden Strahlen bilden eine Kegelflade zweiter Ovdnung, dev Schatten
des Wreifes auf eine beliebige E€bene ift allo unter allen Umltanden
ein Kegelldwnitt. Da wir hiev parallele Beltrahlung vovausfegen, geht
dev Strahlenkegel in einen Zilinder fiber. Da dev ebene Schnitt eines
Kreiszilinders oder eines Zilinders zweiter Ovdnung im RAllgemeinen
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eine Elliple ift, muf bei parvalleler Beltrahlung der Schatten eines
Kreifes auf eine Ebene eine Elliple fein. — Tn befonderen Fallen geht
die Ellipfe in einen Kreis von dem Radius des [(hattenwerfenden
Kreiles oder in zwei parallele Gerade iiber. Exftever Fall tritt ein,
wenn der Kreis der beltrahlten Ebene parvallel ift, oder wenn die
Ebene des KHreiles und die beltrahlte Ebene Wedhlelldhnitte des Strahlen-
zilinders (ind, leftever Fall ergiebt (ih, wenn die beltrahlte Ebene
den HKreis duvchfchneidet und den Strahlen parvallel ilt. Dann hat
allerdings die ganze beltrahlte Ebene die Helligkeit Hull, fo daf der
Schatten keine Bedeutung mehr belit. 1t die Ebene des Kreiles den
Strahlen pavallel, o geht die Elliple in eine gerade Strecke {iber.
~ — | Daraus, daf der Sdatten
| : eines Kreiles auf eine Ebene
o % im Rllgemeinen eine Elliple
: t[t, Folgt natiirlich keineswegs,
AN daf diefer Schatten fich audh
A e : im perlpektivilchen Bilde als
R Elliple darftellen miilfe. Das
e T it nur dann der Fall, wenn
| ' diefe Ellipfe nicht bis an die
0§ durch das Ruge und die Ge-
gengerade gehende Uertikal-
, ebene heranveicht. Beriihrt (e
B aber diele Ebene, (o0 bildet (ich
: der Schatten als Pavabel ab,
> R v durchfdineidet (ie diele Ebene,
NS (o zeigt (idh der Schatten im
\ A : Bilde als Hyperbel.
Y Stellt (ich, wie gewdhnlidh,
dev Schatten des Kreiles auf
eine Ebene als Elliple dax, (o
/ finden wir diefe (tets am be-
\ quemften dadurdr, daf wir
Rbb. 123 8s dem Kreile zwei um 45° gegen
einander gedrehte Quadrate umfldireiben und die Schatten dieler
Quadrate und threr Diagonalen auf die Ebene auffuden; (o erhalten
wiv [tets 8 Tangenten mit thren Berithrungspunkten.
Wicft der Kveis auf eine Ebene einen kreisférmigen Scatten, [o
ilt damit felbltverftandlih nict gefagt, daf der Schattenkreis fih auch
im Bilde als Kreis darltelle. Das ilt, wie wir willen, nur dann dey




Fall, wenn der Schattenkreis dex
Bildebene parallel ift oder aber
dann, wenn die beltrahlte Ebene
und die Bildebene Wedi(ellchnitte
des Sehltrahlenzilinders [ind.
It die Ebene des ([chatten-
werfenden Kreiles der beftrahlten
Ebene und der Bildebene pavallel, .
[o ilt der Sdhatten in Wahrheit N
und im Bilde ein Ureis. Die
Abb. 122 zeigt Fiir dielen Fall
die Konltruktion des Sdattens.
Die Rbb. 123 (tellt den Scat-
ten eines der Bildebene paralle-
len Hreiles, die Abb. 124 den
eines andern vertikal geltellten

Kreiles, die Abb. 125 den Schatten =\

4 e 1 T e ; "1"\ ———"

eines wagerechten HKreiles, die N\
~ - . - K = =Y

Abb. 126 den Sdatten eines in Ve

Rbb, 124

beliebiger Lage befindlicien Krei-
[es aul die Orund-
ebene dar. Endlid [N =
zeigt Abb. 127 den _—
Schatten eines belie- \
bigen Kreiles auf eine
in beliebiger Lage be- . :
findlihe ebene Figur. ! S SR Soneive L L
Ueber die angewand- S
ten Konltruktionen ift
niits fleues zu [a-
gen; in allen Fallen
wurden in bekannter
Weile die Scatten
zweier um 45" gegen
einander  gedrehter,
dem Kreile umldhrie-
bener Quadrate mit by
thren Diagonalen Abb. 125
oder der Schatten des
vregelmaBigen Aditecks aufgefudit und die Elliplen eingezeidinet.
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Bei diefen Beilpielen wurde ftets angenommen, da§ der [dhatten-
werfende Kreis felblt (i als Elliple abbilde, fein Grundrif allo nicht
bis an die Gegengevade veihe. Wir willen aber, daf ein Kreis [ich
als Parvabel oder als Hyperbel abbildet, wenn fein Grundrif die Ge-
gengerade bevithet oder (ie duvdi(dneidet. Der Sdilagldatten des
Kreiles ift auch jeht im Bilde eine Elliple, Parabel oder Hyperbel, je
nacidem er ganz auberhalb der durch das Ruge gehenden, zur Bild-
ebene parallelen Uertikalebene liegt, (ie berithrt oder (ie durdildinetdet.
So zeigt Rbb. 124 cinen im Bilde hyperbolildr begrenzten Schlaglthatten.

Stellen wir uns z. B. vor, der Belhauer [tehe unter einem
Briikenbogen, der allo die durch das Auge gehende, der Bildebene
pavallele Uertikalebene duvchfchneidet; der Kreisbogen bildet [ich als
Hyperbelbogen ab. Da der Schatten des Bogens auf die Horvizontal-
ebene eine Elliple ift, die durch die beiden Punkte, in denen der Bogen
die Hovizontalebene [thneidet, gehen muf, durdildhneidet auch diele
Elliple die genannte Uertikalebene, bildet fih allo ebenfalls als Hy-
perbelbogen ab.

& 32. Die Schatten des Zilinders, des Kegels, der Kugel
und des allgemeinen Umdrehungskorpers.

1. Dexr Schatten des Zilinders.

Der Scilagfchatten eines Zilinders auf eine beliebige Ebene wird
ftets dadurd gefunden, daf man die Schlaglchatten der beiden kreis-
formigen oder — wenn der Zilinder (chief abgeldinitten it — ellip-
tifchen Grundflachen auf die Ebene evmittelt und die beiden gemein-
[amen Tangenten an diefe Schatten legt, und zwar — da zwei HKegel-
[chnitte im Allgemeinen vier gemeinfame Tangenten haben — diejenigen
von ihnen, die die Schatten von Evzeugenden dev Zilinderflache [ind.
Die Schatten der Grundflacen [ind in den wirklid vorkommenden
Fillen in der Regel in Wahrheit und im Bilde Elliplen, indeffen
konnen fie aud, wie wiv im § 31 (ahen, Parabeln oder Hyperbeln
fein. Die Bevithrungspunkte der Tangenten (ind mit belonderer Sorg-
falt zu beftimmen, da (ie die auf der Zilinderfliche liegenden Streif-
linien ergeben. Zichen wir ndmlih von den Berithrungspunkten der
Tangenten Strahlen zuriik, (o [dneiden diefe Strahlen nad dem im
§ 26 allgemein Rusgefithrten die Umrille der zugehdrigen Grundfladen
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in den Punkten, durcdh die die Stveiflinien gehen. Die Streiflinien
felblt (ind natiivliherweile Evzeugende, miiffen allo im Bilde nad dem
Fluditpunkte der Evzeugenden gehen.

Die den Scilag(chatten begrenzenden gemeinfamen Tangenten der
Schattenumrille der beiden Grundfladien find als Schatten paralleler
Gerader — namlich zweier Erzeugender der Zilinderflihe — auf eine
Ebene pavallel, gehen allo im Bilde nak einem Fluditpunkte, dev
i dev Fluditgevaden der be[hatteten €bene liegen muf. Die Ruf-
[udwng diefer Fluditgeraden haben wir im § 5 beveits kennen gelernt.
Da die beiden Tangenten als Schatten paralleler Erzeugender aber
aud in dev Fluditgeraden der durch die Evzeugenden gehenden Strahlen-
ebenen liegen miilfen, ift der gefudite Fluchtpunkt der Sdwittpunkt
der beiden Fluditgeraden.

Die den Scilaglthatten begrenzenden Tangenften finden wir nun
naci der im § 19 angegebenen Konfltruktion. Die Berithrungspunkte
honnen, wie [dhon erwdhnt, zur Ruffuung der Streiflinien dienen.

Die Punkte, in denen die Streiflinien das Bild eines Grundkereiles
(dineiden, (ind in Wahrheit Endpunkte eines Durcmellers diefes Kreiles.
Im Bilde mu§ allo ihve Uerbindungslinie durch das Bild des Mittel-
punktes des Kreiles gehen.

Wir konnen aber audh divekt, ohne Uermittlung des Schlagldhattens,
die Streiflinien finden. Wir projizieven ndmlich einen beliebigen Strahl
auf eine der beiden Endfladien des Zilinders, indem wir durch einen
beliebigen Punkt 7 des Umrilles dev Endflache einen Strahl legen,
auf ihm einen beliebigen Punkt Q annehmen, durdh ihn eine Patallele
zu den Evzeugenden zichen, (ie mit der verlangerten Endflace [chneiden
und den Sdinittpunkt Q' mit 2 verbinden. Die mit PO’ parallelen
Tangenten berithven offenbar den Umrif der Endflidie in den Punkten,
von denen aus die Streiflinien gehen, da die den Zilinder beriihvenden
Strahlenebenen die Endflidien in eben diefen parallelen Tangenten
[ineiden. Tm Bilde gehen die parallelen Tangenten natiitlih nadh
einem Fluditpunkte, der in der Fluditgeraden der Endflache liegen
muf. — Die hier im Rllgemeinen angedeutete Konftruktion werden
wit in den jet zu behandelnden befondeven Fillen durdifithren.

Wir denken uns zuerlt einen auf dev Grundebene [tehenden, techt-
winkligen Kreiszilinder. Sein Bild haben wir bereits im § 19 kennen
gelernt, Den Schatten des oberen Grundkreifes als eines der Grund-
ebene parallelen Kreiles konnen wir ohne Weiteres finden. Die den
Schlaglhatten begrenzenden Tangenten gehen in dielem einfadilten

Falle als Schatten vertikaler Evzeugender durdh .57; wir finden [ie
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allo, indem wir von S aus Tangenten an den Umrif der Grundflache
legen [[. Abb. 128].

Wit benufen dabei diein ¢
Abb.65 [S.71)angegebene Kon- *

[truktion; von den (o gefunde-
nen Berithrungspunkten aus
gehen die wvertikalen Streif-
linien. Die von.S" aus gezoge-
nen Cangenten miillen aud
den Schattenumrif der oberen
Grundflache beriihren.

Wenn die durdh das Ruge
und die Zilindevaxe gehende | \ H
Uertikalebene auf der Bild- - TS
ebene reditwinklig, das per-
(pektivilche Bild des Zilinders
allo [ymmetrilc ift, kann man
die Berithrungspunkte der von
S an den Umrif der Grund-
flacie gelegten Tangenten aud
auf eine andere Weile finden.
Da namlich die in der Abb. 65 Abb. 128
benuten Sdinittpunkte wvon
Geraden mit der Elliple naturgemdh immer etwas ungenau ausfallen,
empfiehlt es (i, die Ellipfe durdh einen Kveis zu evfefen. Bei der
gemaditen Rnnahme liegen die Hauptaxen devr Elliple [tets wagevecht
und flenkredit, und es giebt unter den veditwinkligen Scinitten des
unbegrenzt zu denkenden Zilinders (tets zwei, die (ih als Kreile ab-
bilden, Diele kreisférmigen Bilder haben wir im § 18 bereits kennen
geletnt; (e frefen, wie wiv willen, auf, wenn die Ebene des Kreiles
und die Bildebene Wedifel(hnitte des Sehltrahlenkegels (ind. — Ermitteln
wir nun einen dielev beiden Kreile, (o brauden wir nur von .5* aus
die Tangenten an ihn zu legen; durdr ihre Bevithrungspunhkte gehen
die geluditen Streiflinien.

In Rbb. 129 ift ein auf der Grundebene, allo hovizontal liegender
rechtwinklig abgeldinittener Kreiszilinder davgeftellt. Die den auf die
Grundebene fallenden Scilaglchatten begrenzenden Tangenten (ind jett
den Evzeugenden parallel, gehen allo nad dem im Horizonte liegenden
Fluditpunkte 7, der lefteren. Die direkte Konltruktion der Streif
linten fallt hiev fehr einfach aus. — €in durch den ganz beliebigen
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Punkt 7 des Umribbildes dev einen Endflache gelegter Strahl [dhneidet
die OGrundebene im Sdatten 2 diefes Punktes; eine von 2" nad
dem Fluhtpunkte 7, der €rzeugenden gezogene Gerade (chneidet die
in der Grundebene liegende Tangente BC im Punkte 2.. Jeht ilt
Pl die Projektion des Strahls 27 auf die Endflache des Zilinders:
[ie muf durdr einen Fludtpunkt /7‘ gehen, den wir ganz einfach
dadurch finden, daf wir 7.5 mit einer durd /# gehenden Uertikalen

e ¥

o

Rbb. 129

[dineiden; 7.5 it namlich offenbar die Fluditlinie der den Erzeugenden
des Zilinders und den Sonnenftrahlen parallelen Ebenen, die durd
£ gezogene Uertikale die Fluditlinie der den Grundflachen des Zilinders
parallelen Ebenen. Die Projektion des Strahls auf die Grundfliche
des Zilinders it aber die Sdinittlinie einer Ebene dev erften mit einer
der zweiten Art, muf allo einen Fluditpunkt belifen, der dev Schnitt-
punkt beider Fluditlinien it [vgl. § 3 und § 27). — Uon dielem
Fluditpunkte /7' aus, den wir allo ohne Uermittelung des Punkts 7
divekt finden konnen, ziehen wir die Tangenten an die die Endfladen
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darftellenden Ellipfen. Durdh die Berithrungspunkte gehen die Bilder
dev Streiflinien und duvch die Schatten dev Bevithrungspunkte die den
Schlag[thatten begrenzenden Tangenten der Elliplen, die die Sdatten
der Endflachen auf die Grundebene darftellen.

In dem Falle, daf die Zilinderaxe auf dev Bildebene recitwinklig
ift, liegt der Fluditpunkt der Projektionen der Strahlen auf die Grund-
flidie des Zilinders in der Riditung .S in unendlicier Ferne. Jeft

Al
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Abb. 130

haben wir, um die Streiflinien zu finden, allo nur an den Grundkreis
Tangenten zu legen, die mit ZLS pavallel (ind, allo den Kreis mit
dem auf A.S rehtwinkligen Durdimeller zu [(dineiden und von den
Scnittpunkten aus nad A zu ziehen ([ Abb. 130).

Die allgemeinfte Lage des Zilinders wird im § 33 [RAbb. 141)
behandelt werden.

2. Der Schatten des Kegels.

Den Scilaglchatten eines Kegels auf eine beliebige Ebene finden
wir, indem wir zuerlt den Schatten feiner Grundflace auf diele Ebene
belftimmen. Er [tellt (ih im Bilde, wie wir willen als Kegelldhnitt,
gewohnlih als Elliple dar. Wit (uden weiter den Schatten der Spife
auf diefelbe Ebene auf und ziehen von dielem Sdattenpunkte aus
CTangenten an den den Umvif des Sdilagldhattens der Grundflache
daxltellenden Kegelldnitt. Diele beiden Tangenten und der zwilden




— 128 —

ithren Berithrungspunkten liegende, gegen die Spie des Sdattens
konkave Bogen des Kegelldhnitts bilden den Umrif des Schlag(chattens.
Zichen wir von den Berithrungspunkten der Tangenten Strahlen zuriick
und [dineiden [ie mit dem Umrille der Grundflache, o evhalten wir
auf thm die beiden Punkte, von denen die Streiflinien ausgehen.

Die Streiflinien konnen wir aud divekt dadurch finden, dag wir
einen durch die Spie des Kegels gelegten Strahl mit der Ebene, in
der die Grundflace des Kegels liegt, [ineiden und von diefem Scinift-
punkte aus Tangenten an den die Grundfliche darvftellenden Kegel-
[chnitt legen. Durdi thre Bevithrungspunkte gehen die Streiflinien.
— Steht der Kegel auf dev [dattenempfangenden Ebene, [o find beide
Konftruktionen identilch.

A Fallt der Schatten der

.,.-'j’- \ Spite ins Innere des Schat-

X tens dev Ovundflache, (o ilt

der Umrif dev lefteren in

: [einem ganzen Umfange

&' Eigen[chattengrenze; es gibt

jefit keine Streiflinien mehy

und die ganze Mantelflache

des Hegels ilt im Lichte,

die Grundflace im Schatten
oder umgekehrt.

Die Abb. 131, 132, 135
zeigen die Schatten eines
mit der Grundflade auf der
Horizontalebene (tehenden,
eines mit der Spife auf
derfelben Ebene [tehenden
N und eines in geneigter Lage
[hwebenden Wegels. Die
RAbb. 133 zeigt die Be-
nuung des Punktes 7, in
dem der durdr die Kegel-
e __ [pike qeleqte Strahl die
il R verlingerte Grundflace

i [hneidet. Er muB auf der

_ Linte 7 I liegen, in der

"g_\- eine durch die Sonne und

Abb. 132 die Kegellpite gelegte Uer-
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tikalebene die verlangerte Grundfliche (chneidet und die (ich aus den
Punkten V" und W [ofort ergiebt, in denen die Horizontallpur diefer
Ebene zwei Seiten des in der Grundebene liegenden Parallelogramms
[dineidet, das die Hovizontalprojektion des der Grundfliche des Kegels
umldriebenen Quadrates ift. Die von 2 an den Umrif des Grund-
fladienbildes gelegten Tangenten evgeben in ihven Berithrungspunkten
die Rusgangspunkte der Stveiflinien. — Uon dem Sdilag(chatten it
nur ein kleiner Teil gezeiinet worden. Das Bild des Schattenumrilles
der Grundfliche it im vorliegenden Falle eine Hyperbel.
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Abb. 133

3, Dev Schatten devr Kugel

Die Scattengrenze einer parallel beltrahlten Hugel ift [tets ein
Grofkreis, dellen Ebene auf der Strahlenricitung (enkvecht [teht und
den wir daher dadurc finden, dag wir durdr den Mittelpunkt der
Kugel eine zur Strahlenrihitung (enkrecite Ebene legen und mit ihrer
Oberfliche [chneiden. Der diele Oberflache in der Streiflinie berithrende
Strahlenzilinder [dneidet eine beliebige Ebene in einer Elliple, die den
Umrif des auf diefe Ebene fallenden Sdilaglthattens darftellt. Streif-

Meilfel, Cehrbud der Perfpehtive. 9




linie und Sdilaglchattenumrif bilden (i im perlpektivilhen Bilde
gewdhnlich als Elliplen ab; es kann aber audi jede diefer Kurven ein
parabolildhes oder hyperbolilhes Bild ergeben, wenn [(ie die durd das
Ruge parallel zur Bildebene gelegte Ebene berithrt oder durdifdineidet.

€s [oll nun die Streiflinie einer in beliebiger Lage befindlidien
Kugel neb(t ihvem Schlag(dhatten auf eine ebenfalls in beliebiger Lage
befindliche Ebene ermittelt wevden. Wir [efen den gewdhnlichen Fall
voraus, daf weder die Kugel nod ihr Sdilaglhattenumrif mit der
durch das Ruge parallel zur Bildebene gelegten Ebene Punkte gemein
haben; dann bilden (i Kugelumrif, Streiflinie und Schlaglchatten-
umrif als Elliplen ab. Die perlpektivilche Darftellung einer in beliebiger
Lage befindlicien Kugel haben wir bereits im § 20 kennen gelernt.
Um den die Streiflinie darftellenden Grofkreis abzubilden, denken
wir uns diefem HKreile ein Quadrat umflchrieben, von dem zwei gegen-
iiberliegende Seiten der Grundebene parallel (ind; diefes Quadrat
iibertragen wir in das perlpektivifche Bild und erhalten [o ein Uieved,
dem wir eine Elliple (o e¢inzuzeihnen haben, daf (ie feine Seiten in
ihren perlpektivifdien Mitten berithtt. Sudien wir nun den Sdilag-
[dhatten auf, den das genannte Quadrat auf die Ebene wirft, o erhalten
wir im Bilde wieder ein allgemeines Uievek, dem wir in derlelben
Weile eine Elliple einzuzeidinen haben.

D % S
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Zunadi(t allo handelt es fih um die Darftellung dev Streiflinie
([ Rbb. 134). Wir legen der Konfltruktion die Abb. 75 zu Grunde.
it .5 die Projektion des Sonnenpunkts auf die Grundlinie, [o ift
offenbar 45" der Grundrif, ZZS der Rufrif eines durh das Ruge
gelegten Strahls. Tadi den Regeln der gewdhnlien Schattenkonltruk-
tionslehre finden wir nun die Streiflinie, indem wir die Kugel auf
eine der Strahlenviitung parvallele Uertikalebene projizieven und diefe
Ebene in die Horizontalebene umklappen; A7 fei der Mittelpunkt der
umgeklappten Hiilfsprojektion. Der durch den Kugelmittelpunkt ge-
legte Lichtltrahl ilt im Rufrille 47 Q,, im Grundrille 17,0, und in
dev Hiilfsprojektion A7, Q,. Tn diefer Hiilfsprojektion erfdeint die
Streiflinie als ein auf 47 O, vecditwinkliger Durdimeller. Nun erhalten
wir ohne Weiteres als OGrundrif des der Streiflinie umldwiebenen
Quadrats ein Reditek, das wir divekt in das perlpektivilche Bild iiber-
tfragen konnen. Unter Beviidk(ihtigung des Mahes p, um weldes die
beiden hovizontalen Seiten des Quadrats iiber und unter dem Kugel-
mittelpunkte liegen, erhalten wir ferner das perfpektivifche Bild des
Quadrates [elbft und endlih audi [einen Schlagldhatten auf die Grund-
ebene. Dem Quadratbilde und dem Bilde des Schattens des Quadrats
die Ellipfen einzuzeidinen, hat bekanntlih keine Scwierigheiten.

Um nicht durdr allzu viele Hiilfslinien die Figur zu verwirren,
it nur eine der Quadrateken verfolgt worden. Zilt ihv Grundrib,
P’ das perlpektivifce Bild deffelben,
£ das Bild des im Raume liegenden A
Punkts und endlih 2" [ein Sdlag- (VY

[hatten auf die Grundebene. 75 Rlat

4. Der Schatten eines allgemeinen !
Umdrehungskorpers. / i |

Wenn die Streiflinie eines Um- 14—+
drehungskorpers belttimmt wevden (oll, | | phatist
geht man am belten von der Uorltellung L sl o
einer normalen HKreiskegelflache aus, AR N
die die Axe des Umdvehungskovpers | i - )
zur Axe hat und ihn in einem Pavallel- | |
keife bevithet. Diefe Kegelflahe hat |\ N T
mit der Umdrehungsflidhe einen un- N s Foh
endlich [hmalen, ringformigen Fladien- " :

(treifen gemein; die Sdnittpunkte dev Abb. 135

s
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Streiflinien des Kegels mit dem Parallelkreile find daher Punkfe der
Streiflinie der Umdrehungsfladhe.

Die Ausfithrung diefer Konftruktion im perlpektivifdhen Bilde
felblt it umltindlidh und ungenau; es empfiehlt (i daher in diefem
Falle ausnahmsweile, die Streiflinie im Grund- und Rufrilfe zu kon-
ffruieren und fie dann punktweile in das Bild zu tibertragen. Die
anzuwendende Konltruktion ift fiiv den Tall der vertikalen RAxe in
Rbb. 135 angegeben. 2, und 72, find Punkte der Streiflinie.

& 33. Sdlaglthatten eings Punkts auf Zilinder, Kegel,
Kugel und den allgemeinen Umdrehungskorper.

Bei diefen RAufgaben handelt es (ih um die Ermittelung der
Schnittpunkte einer Gevaden — namlid des durd den Punkt gelegten
Cictftrahls mit der Zilinder-, Kegel- oder Kugelfliche. Zilinder- und
Kegelflachen zweiter Ordnung — allo Zilinder- und Kegelfladien im
gewohnlihien Sinne — und Kugelflichen werden von jeder Geraden
— wenn iiberhaupt — in zwei Punkten ge(dnitten; welder von dielen
beiden Scinittpunkten die Bedeutung eines Schlaglthattenpunkts hat,
das hangt davon ab, ob der dem Lichte zugewandte oder der von ihm
abgewandte Teil der Flide als Oberfliche kovperlih vorhanden ift.

1. Der auf einen Kreiszilinder fallende Sdilaglhatten.

Legen wir duvch den Strahl, dellen Schnittpunkte mit der Zilinder-
fliche gelucht werden, irgend eine Ebene, [o [hneidet fie die Flace
im Rllgemeinen in einer Elliple, und die Scmittpunkte des Strahls
mit diefer Elliple find die geluditen Punkte. Zwedkmafig wird es
aber [ein, anftaftt einer ganz beliebigen Ebene eine mit den Erzeu-
genden des Zilinders parvallele €bene zu wahlen; eine (olde
Ebene [dhneidet die Zilinderflie in zwet gevaden Erzeugenden, die
einen Grenzfall dev Scnittelliple dacftellen, und die Scnittpunkte des
Strahls mit diefen beiden €vzeugenden (ind die gefuditen Punkte.

Eine durdr den Strahl gehende, den Evzeugenden parallele Ebene
ethalten wir am einfadiften dadurd, daf wir durdh einen beliebigen
Punkt des Strahls — etwa durdr den (dattenwerfenden Punkt [(elblt
— eine Parallele zu den Evzeugenden zichen und durdh diele Parallele
und den Strahl eine Ebene legen.
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Wit wollen diele Konltvuktion fitr verlchiedene Lagen des Zilinders
ausfithten, Steht ein normaler Zilinder vertikal ([L Abb. 136},
it 72 der [dhattenwerfende Punkt, /2’ feine Projektion auf die Grund-
ebene, fo ift 22/ die durd 7> gezogene Parallele zu den Erzeugenden;
die durdy den Strahl parallel zu den Erzeugenden gehende Ebene
(hneidet die OGrundebene in /2.5’ Diele Gerade [thneidet die den
Grundkreis darftellende Elliple in 4" und B'; ziehen wir allo duvd
diefe Punkte vertikale Erx- e
zeugende, (o [cneiden [ie
den Strahl in den gelfuditen
Scnittpunkten A4 und 5,
von denen, wenn der volle in
Zilinder kovperlih vorhan- R
den ift, A die Bedeutung

des Sclaglthattens von 22 | | Lokl
befigt. Tn der Figur ift | Koz
der Schlag(chatten eines lot- R
rechten Stabes gezeidinet L
lLTD'F'l:lCTI. delfen Endpunkt Abb. 136
Falt.
Uon ganz belonderem TIntferelle ift der Schlaglhatten, den der
obere Rand der Flide auf ihre Tnnenleite wirft — vorausgeleht

natiiclid, dag wir uns den Zilinder als eine oben offene Rohve vor-
ftellen. Wir konnen dabei genau in der (oeben gefchilderten Weile
vetfahven — wir nehmen eine beliebige Anzahl von Punkten auf der
die obere Grundflicie des Zilinders darftellenden Elliple an und legen
durdr (e Cichtftrahlen, die im Bilde durch .S gehen. Die Grundrille
der angenommenen Punkte liegen im Bilde auf dev die untere Grund-
fladie darltellenden Elliple, die Grundrifle dev Strahlen gehen allo von
dielen Punkten aus nach .5".
So erhalten wir die Schlag-
[chattenqrenze ([. Rbb.137],
die die obeve Elliple in den-
felben Punkten [cdineiden
muf, von denen die Streif-
linien ausgehen, und diefe
Streiflinien erhalten wir, i ,
wie wivr [dhon willen, da- { LA bl
durd, daf wir von .S aus St anrs
Cangenten an eine dev Rbb. 137
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beiden Ellipfen legen und duvdh die Berithrungspunkte Evzeugende
zichen. Die gefundene Schlaglchattenkurve ift felblt ein Stiik einer
Elliple, und zwar das perlpektivifde Bild einer halben Ellipfe. Das
ergiebt (i aus folgender Ueberlequng:

Die Schlaglchattengrenze ift der Durch(chnitt des gegebenen Zilin-
ders mit einem Strahlenzilinder, de(len Leitlinie der obere Grundkreis
des gegebenen Zilinders ift. Beide Zilinder (ind TFladen zweiter
Ordnung, d. h. Flacen, die von einer Geraden in zwei Punkten, von
einer Ebene daher in einer Kurve zweiter Ovdnung gelchnitten wevden.
Tlach einem bekannten Lehrfage der vaumlidien Geometrie [hneiden
[ih eine Flache »2" und eine Fladie »'" Ordnung in einer Raum-
kurve 22+ 2" Ovdnung, d. h. einer Kurve, die von einer Ebene in
m + 72 Punkten geldnitten wivd. Unfeve beiden Zilinder miillen (ich
allo in einer Kurve 2.2, alfo vierter Ovdnung (dneiden. Beiden
Zilindern gehort aber der obeve Grenzhkreis des Zilindets — eine
Kurve zweiter Ovdnung — an; diefer Kreis [tellt allo einen Teil der
Sdwittlinie dav, die hier in zwei getrennte Kuvrven zexfillt; der andeve
Teil der Schnittlinie, eben unfere gefudite Schattenkurve, muf allo
eine Kurve von der Ovdnung 4 — 2 — 2, allo eine Kurve zweiter
Ordnung fein. Eine Kurve zweiter Ovdnung aber ift (tets eine ebene
Kurve, da jede Raumkuvve von einer Ebene in mindeltens drei
Punkten geldnitten wird, allo mindeftens von der dritten Ovdnung
(ein muB. Jeder ebene Scwnitt eines Zilinders — allo aud unfere
Schattenkurve — ift aber eine Ellip/(e.

Die Sace wird nocdh klaver, wenn wir uns — ganz abgeflehen
von der per(pektivifden Darftellung — den gegebenen Zilinder und
den Strahlenzilinder auf eine den Strahlen parvallele Uertikalebene
i projiziert denken. Die Endflache des gegebenen
e Zilinders (tellt (ih dann ([ Abb. 138] als die

' gerade Strecke 4 5B dar, wahrend die den zweiten
Ceil des Durdilchnitts bildende Elliple idh als
die andere Diagonale C2 des Parallelogramms
ACBD darftellt. Die als Schlaglhattengrenze
witklidh vorhandene Halfte der Elliple it in
I der Zeihnung die halbe Diagonale 17D.

Abb. 138 Es verlteht (id wohl von (elblt, dag die

hier gegebene Rbleitung nicht nur Ffitr den ver-

tikal (tehenden und aud nicht nur fiiv den normalen Zilinder, (ondern
fiiv jeden beliebig abgelchnittenen Kreis- oder elliptilchen Zilinder in
ganz beliebiger Lage gilt. Bei jedem [olen Zilinder ift der Schlag-




1

— 13

o

e,

(hatten, den der Rand der Abldnittflide auf die innere Wand wirft,
eine halbe Elliple.

Da wir nunmehr den Schatten eines beliebigen Punkts auf eine
vertikale Zilinderfliche finden konnen, bietet die Evmittelung des von
cinem beliebigen Korper auf den Zilinder gewovfenen Schlaglchattens
keine Schwierigkeiten meht. So zeigen Abb. 139, 140, 141 die Sdilag-
(hatten, die eine quadratifthe und eine kreisrunde Dedkplatte, ein [enk-
vecht ftehendes Prisma, eine Pyramide, ein in lotreciter Ebene liegen-
der Kreis auf den vertikalen Zilinder werfen. — TTit Uorteil und in

RAbb. 139

Rbb. 140
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(i von [elblt ergebender Weife beftimmt man bei diefen Aufgaben
die Punkte der Eigenlchattengrenze des (hattenwerfenden Horpers, die
thre Schatten gerade auf die Streiflinien des Zilinders werfen.

Der Schlag(chatten, den eine Gerade auf einen Zilinder wirft, it
als Sdinitt des lefteren mit der duvch die Gerade gelegten Strahlen-
cbene im Rllgemeinen eine Elliple; ift die Gevade den Erzeugenden
parallel, (o ilt der Schlaglchatten [elblt eine gerade Erzeugende. Der
von einem HKreile auf den Zilinder geworfene Sdlaglchatten ift dex
Sdnitt des gegebenen Zilinders mit dem durch den Kreis als Erzeugende
beltimmten Strahlenzilinder, allo — als Scnitt zweier Zilinder zweiter
Ovdnung — eine Kurve vierter Ovdnung.

Als zweiten Fall wollen wir einen wagerecht liegenden, normalen
Zilinder annehmen, deflen Grundfliden der Bildebene parallel, delfen

= Evzeugende allo auf
PP der Bildebene [enk-

AR e gl = | rvedit find und daher
' [ 7t ' ihven Fluditpunkt im

\ | | Hauptpunkte haben

A el fBbh 40 P e

o wieder der [chatten-
N o N werfende Punkt, 7’
e A _______yp' ! [eine Horizontalpro-
: jektion. Schneiden wir

N P'H mit dev in der

Abb. 142 ~ Grundebeneliegenden
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Seife des dem Kreile um(chriebenen Quadrats, ziehen von dielem Sdinitt-
punkte 727 aus eine Uertikale und [(dinetden [ie mit PA, [o ilt der
Scinittpunkt 2" die Projektion von 2 auf die Grundflache des Zi-
lindets. Die Projektionen der Strahlen auf dielelbe Grundflade find,
wie wir [dion an der Abbildung 130 erkannten, der Linie /.S parallel;
ziehen wir allo von 2’ aus eine Parallele zu 7S, (o (tellt diefle
die Projektion des durd 2 gehenden Strahls auf die Grundflache dar.
Sie [dineidet den Grundhkreis in 4" und B'; verbinden wir allo diele
Punkte mit A, (o (ind die Schnittpunkte der Linien HZA ' und HB’
mit dem Strahle A.5 die geluditen Schattenpunkte 4 und 5.

Die Konftruktion
lagt (id natiirlich auch
anwenden, wenn 2~
auf dem Kreile (elblt
liegt, wenn es fich allo
umdie Evmittlung des
vom Rande des Zilin-
dersin [einTnneres ge-
worfenenSchlaglchat-
tens handelt. Jeftver-
einfacht (ich die Sache
nod inlofern, als wir
nur denaufdemRande

angenommenen

Punkt 7 ([. Rbb.143)
mit .S zu verbinden,
dann von /72 aus eine
Parallele zu S zu
ziehen und endlidh den
Scinittpunkt Bdieler
Parallelen und des
Kreiles mit /7 zu ver-
binden haben. Der
Schnittpunktvon /758
und 25 ift der ge-
[udte Schattenpunkt /', — Die Schnittpunkte des Schlaglchattenvandes
mit dem Grundkeeile (ind die Endpunkte eines auf ZLS reditwinkligen
Durcimel(lers dellelben.

Bei diefer Lage des Zilinders laft (idv der von [einem Rande
in fein Tnneres geworfene Schlaglthatten nod auf eine andeve Weile

RAbb. 144
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finden. Legen wir ndmlid in beliebiger Entfernung eine dev Bild-
ebene parvallele Ebene durdi den Zilinder, (o [dneidet fie thn in etnem
der Bildebene parallelen Kreilfe vom Radius des Grundkreifes. Dieler
Kreis bildet fich wieder als Kreis ab, deffen Mittelpunkt 17, (Rbb. 144)
auf dev Rxe A7/ beliebig angenommen werden kann und dellen Ra-
dius # fidh aus dem Horizontalldwnitte divekt evgiebt. Die duvch alle
Punkte des Grundkreifes gehenden Stvahlen bilden einen [diefen Zi-
lindev, deflfen Rxe der durdh den Mittelpunkt A7 des Grundhkreiles
gehende Strahl A4S ift. Dieler Strahlenzilinder wird von der Hiilfs-
ecbene ebenfalls in einem (i als Kreis vom Radius » abbildenden
Kreife gelchnitten; der Mittelpunkt 47, dieles Bildkreiles liegt auf
MS und wird gefunden, indem wir die durdr A4 gehende Horizon-
tale mit A4S’ [dmeiden und durch den Schnittpunkt & eine Lotredite
zichen; diefe Linie [dneidet A4S im geluditen TMittelpunkt A4, durdh
den auch eine von A/ aus parallel zu 7745 gezogene Gevade gehen
muf. Die um A4 und 34, mit demflelben Radius » belthriebenen
Kreile [dneiden [ih in den Punkten 2 und 7, des Sdilagldhatten-
randes, der, wie wir willen, eine Elliple fein muk.

Wir wollen als dritten Fall den in beliebiger Riditung auf der
Grundebene, allo horizontal liegenden Zilinder betraditen. Der Fludht-
punkt der hovizontalen Seiten der den Grundflihen umlchriebenen
Quadrate fei 7, (Rbb. 145), der Fludtpunkt der Erzeugenden 7,; 7
fei wieder der (dhattenwerfende Punkt, 22 feine Hovizontalprojektion.

£ . Jr
LI e ===

| { \\ |1 -
| | \\ | |
| S T £y
K% e %
( P-ui_:
Rbb. 145

Wit haben nun den Lidtltrahl S22 auf die Grundflace des Zilinders
zu projizieven; die Projektion muf durch den uns bereits bekannten
Fludtpunkt 7’ der Projektionen der Strahlen auf die Grundfliche
gehen, den wiv bekanntlidh finden, indem wir eine durch 7, gezogene
Uertikale mit £,.5 (dneiden. — Zichen wir ferner /4.7, (dineiden
diefe Linie mit der in der Grundebene liegenden Quadratfleite, zichen

.-r-___‘!
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' durch den Schnittpunkt 72" eine Uertikale und (dineiden [ie mit /, 7
[0 it dev Schnittpunkt 2 die Projektion von 7> auf die Grundflache
des Zilinders, allo P, die Projektion des Licht(trahls auf diefelbe
Ebene. Sie (hneidet den Umrif der Grundflade in A4 " und B'; ver-
binden wir diefe Punkte mit 7}, (o (ind die Scmittpunkte 4 und 5
der Uerbindungslinien mit dem Strahle .S7 delfen Schnittpunkte mit
der Zilinderflache, allo die geluchten Scattenpunkte.

Nehmen wir den Punkt 2 auf dem Umrille der Grundflace an,
(o ift fein Schatten 2’ ([ Rbb. 146) ein Punkt des von dielem Um-

5 5 I
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=== Abb. 146

tilfe in das Tnneve des Zilinders geworfenen Sdattens. Wir finden

thn, indem wir 2/ — die Projektion des Strahles auf die Grund-
flicie des Zilinders — zichen, den zweiten Sdinittpunkt B dieles
Strahles und der Ellipfe mit Z, verbinden und diefe Linie mit dem
Strahle 25 (dneiden. — Die Schattenelliple [chneidet das elliptilcue

Bild des Umrilfes der Grundfliche in zwei Punkten, die die Beriih-
rungspunkte der von /' an diefen Umrif gelegten Tangenten [ind.
€s find, wie wir wilfen, diefelben Punkte, von denen auch die Streif-
linien des Zilinders ausgehen.

Die in den Rbb. 143, 144, 146 angegebenen Honltruktionen
kommen bei Fenflternilchen, Briikenbdgen ufw. zur RAnwendung.
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Abb. 147
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Die Abb. 147 zeigt den von einer (tehenden Pyramide auf einen
liegenden Zilinder geworfenen Sclag(chatten als RAnwendung dev in
Abb. 145 angegebenen Konltruktion.

Scilieglih moge nod der Schlaglchatten eines Punktes auf einen
in ganz beliebiger Lage befindliien normalen Kreiszilinder ermittelt
werden ([ Abb. 148). Die Rufzeinung des Bildes eines [(oldhen
i

Abb. 148

Zilinders wurde [(don im § 19 dargelegt; es war dort dem Grund-
kreile ein Quadvat mit zwei horizontalen Seiten umldivieben worden.
Es lei 7 der Fludtpunkt diefer horizontalen Seiten, /, der Fludct-
punkt der beiden andeven Quadratfeiten, /7 der Fluditpunkt der Ex-
zeugenden; die Uerbindungslinie 7,7, muf lotredit fein. [Ugl. § 15.)
Es [ei ferner 7 der (dhattenwerfende Punkt, 7 [eine Projektion auf
die Grundebene. Der Strahl .52 muf nun auf die Grundflace des
Zilinders projiziert werden. Die Projektionen aller Strahlen auf diele
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Grundflache (ind parallel, befien allo einen Fluditpunkt 7, der der
Scnittpunkt von # F, und Z.5 lein muf, weil diele Projektionen
in der Grundfliche, deven Fluditlinie 7/, ift, und weil (ie ferner in
den Evzeugenden parallelen Strahlenebenen, deven Fluditlinie 7.5 ift,
liegen. Tt nun 7' die Projektion von 7y auf den Horizont, 2" der
Schatten von 2 auf die Grundebene, (0 ilt A, der Schnittpunkt dev
in die Grundebene fallenden Quadratleite mit 7' 2P die Projektion
von 7 auf diefe Quadvatfeite, 7' allo die gefucte Projektion des
Strahls, Sie (dneidet den Umri der Grundflihe in A‘ und 5°;
die Uerbindungslinien 47, und B'F, [dineiden nun den Stvahl A5
in den gefucten Schattenpunkten 1 und 5.

s
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In Abb. 149 ift der Fall des auf dem Rande [elblt liegenden
Punhktes 2 behandelt. Um den von thm in das Taneve des Zilinders
fallenden Schatten B zu finden, zichen wir einfach die Linie P/, die
den Rand zum zweiten DMale in B’ [dineidet, ziehen weiter 7,5
und 2S5, Diele beiden Linien [(cneiden fih im gefudhten Schatten-
punkte 5. — RAuf diefe Weile wurde der in der Abbildung unfict-
bave Schatten evmittelt, den der Rand in das Tnnere des Zilinders
wicft. Dielelbe Figur zeigt audi den von dem Zilinder in diefler all-
gemeinlten Lage auf die Grundebene geworfenen Schilag(dhatten [owie
die Streiflinien, die von den Punkten der Grundflichenumrille aus-
gehen, in denen diele von den von /" aus an [ie gezogenen Tangenten
bevithrt wevden. Es (ind dielelben Punkte, in denen aud dev Schlag-
[dhatten des Randes dielen Umrif [chneidet.

9. Der auf einen Kreiskegel fallende Sclagl(dhatten.

€s handelt (i hiev um die Evmittelung der Scnittpunkte des
durdh den Punkt gehenden Lichtltrahls, allo einer Geraden, mit der
Kegelflade. Wir konnen duvch die Gerade eine beliebige Ebene legen,
die Sdittlinie it ein Kegellchnitt ivgend einer Art, und die Sdinitt-
punkte der Kurve mit der Geraden [ind die gefuchten Punkte. Wir
werden aber aud hier, wie bei dev Zilinderflacdhe, die durdh die Gerade zu
legende Ebene zwedkmakiger Weile [0 annehmen, dak (ie die Kegelflache
in geraden Evzeugenden (dneidet. Dieles Ziel erveidhen wir daduvdy,
daf wir die Ebene durdh den Lichtltrahl und duvrd den Sdceitel der
Kegelfldadie legen, denn jede durch den Scheitel einer Kegelflache gehende
Ebene [dineidet [ie — wenn itberhaupt — in geraden Linien. Die Scinitt-
punkte diefer Evzeugenden mit dem Strahle (ind die Schattenpunkte.

Der durdh den [hattenwerfenden Punkt 7 gelegte Strahl (chneide
die Grundflache des Kegels in 7 der durch den Sceitel Z gelegte
Strahl (dineide fie in Z"; dann ift 2"Z" die Sdnittlinie der duvch
den Strahl und den Hegellcheitel gelegten Ebene mit der Gvundfladie
des Kegels. Sind weiter A und B' die Schnittpunkte der Geraden
PZ" wit dem Grundhkreile, (o find ZA4' und ZB' die Erzeugenden,
in denen die Hiilfsebene die Kegelfliche (dmeidet; die Scnittpunkte
A und B dieler Evzeugenden mit dem Strahle (ind daher die gefuditen
Schattenpunkte, von denen, wenn wir uns die Kegelflace als korperlicie
Oberfliche denken, natiitlih nur einer wirklih vorhanden [ein kann.

1t der Sdmittpunkt Z" unerveihbar, fo hilft man (i daduvd,
daf man auf dem durd 7 gelegten Strahle einen beliebigen Punkt
@ annimmt und den Sdmittpunkt @7 der Uerbindungslinie ZQ mit
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der Grundflidie des Kegels auffudit. Da diele Uerbindungslinie eben-
falls in der duvdi den Scheitel des Kegels und den Punkt 2 gehenden
Lichtltrahlenebene liegen muf, ilt jeht Q" die Sdnittlinie dieler
Ebene mit der Grundflache des Hegels und (dineidet deren Umrif in
den Punkten A4A' und 5.

Der Sdilaglchatten des Randes in das Inneve der Kegelflache ift,
wie beim Zilinder, [tets eine Ellipfe. Diele Schattenkurve ilt namlich
der Schnitt der Kegelfldche mit der durd den Rand der Grundflace
gehenden, durdh Lichtftvahlen gebildeten Zilinderflache; diefe Schnitt-
linie muf aber, als Scnitt zweier Flacen zweiter Ordnung, eine
Kurve vierter Ovdnung fein. Da nun der Umrif der Grundflade —
ein Kreis, allo eine Kurve zweiter Ovdnung — dem Sdnitte angehort,
muf der Relt — eben unlere geluchte Schattenkurve — ebenfalls eine
Kurve zweiter Ovdnung, allo eine ebene Kurve [ein. €in pavabolildher
odev hyperbolifcher Schnitt kann hier aber niht auftreten, denn, wenn
die (dneidende Ebene einer oder gav zwei Evzeugenden der Kegelflache
pavallel ift, it die Innenfeite dev leteren ganz im Licht oder ganz
im Schatten, es kann (ich alfo in keinem Falle ein Schlaglchatten des
Randes bilden. Daher kann nur eine Ellipfe als Sdattenkurve in
Betracit kommen.

Auch hier konnen wir uns die Sadilage
fehr leicht dadurch noch klaver madien, daf  \ <>~ _
wir den Kegel und den Strahlenzilinder auf  \ "~ st
eine Ebene projizieven, die zur Grundflade 4~ ;
desKegels recitwinkligund denLichtftrahlen \
pavallel ift (Abb.150). Der Grundhkreis des N
Kegels, der zugleich Leitlinie des Stvahlen-
zilinders ift, (tellt [ich jeht als die gerade ' i
Stredre 4 Bdar, wahvend devr zweite Teil des AN 4
Durchfchnitts beider Fladien durch die zweite (Y
Diagonale €D des Uievedks A CBD dar- \ (Y
geltellt wird. Diefe Diagonale C2 ift die \ [l

Projektion einer Elliple, deven Ebene lenk- l,
vecht zur Zeichenflache [teht, und das Abb. 150
Stk £2 it das als Projektion dev
wirklich vorhandenen Schlaglchattengrenze in Betracit kommende Stiik
der Diagonale.

Wir wollen den am hédufiglten vorkommenden Fall vorauslefen,
dah der Kegel ein normaler Kegel, die Uerbindungslinie [eines Scheitels
mit dem Mittelpunkte der Grundfladie allo auf leftever [enkvedht [ei.

7
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Steht der Kegel mit feiner Grundflade auf der Grund- .
ebene, [0 ift die Sade {ibevaus ecinfach. 2 fei wieder der (dhatten-
wetfende Punkt, 7’ [eine Horizontalprojektion; der duvch 2 gelegte
Strahl [dineidet die Grundebene in Z*, dem Scmnittpunkte von .57
und .S“7". Ebenfo [hineidet devr durd den Scheitel 7 gelegte Strahl
die Grundebene in 2%, dem Sdmittpunkte von.SZ und .S°.Z* (. Abb.151).

Die Uerbindungslinie 22~

z

f'\\ ergiebt mit dem Umvrille der
-3. Grundflache die Schnittpunkte
o) A'und B, deren Uerbindungs-
4*’ }& \ ;_ oz linten mit Z den Strahl in A
| s ; und B, den geludchten Schatten-

: loiitociha | punkten, [dneiden.
| e 'S Die RAbb. 152 zeigt die
eSSl s ke ent(preciende Konltruktion Fiir
Rl den auf der Spite [tehenden
Abb. 151 Kegel und einen im Umrille

der  Grundflace liegenden
Punkt 72, der jeht zugleich

BERa o '7‘%—f-f7-5—- der Punkt A und der Punkt
_'__x{';'?*\:z A ilt. Wir haben allo nur
S den durch den Scheitel gehen-

Abb. 152

den Strahl mit der Ebene der
Grundflache zu [dineiden und
den Schnittpunkt Z” mit 2 zu
verbinden; die Uerbindungs-
linie [hneidet den Grundrif
zum zweiten Male in B/, und
der Scnittpunkt von Z5* mit
dem Strahle it der gelucite
Schattenpunkt. Rufdiele Weile
findenwir beliebig viele Punkte
der geluciten Elliple; (ie muf
den Umrif der OGrundfliche

offenbar in den beiden Punkten [dhneiden, von denen die Streiflinien

ausqgehen.

Dev Schatten einer beliebigen Geraden auf die Kegelfliche
ilt (elbftverltandlih ein Hegelldmitt — der Scwnitt der Kegelfldche
mit der durdh die Gevade gehenden Strahlenebene. Die Art dev Scnitt-
linie hdngt offenbar von dev Lage der Geraden ab; beilpielsweile ift
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der Schatten einer vevtikalen Geraden als Sdinitt der Hegelflace mit
einer der Axe parvallelen Ebene (tets ein Hyperbelalt. Die Abb. 153
zeigt den Scilaglchatten, den ein auf der Grundebene (tehendes, nor-
males Prisma auf den Hegel wirft; der Schatten, den die recte, vovdere
Prismenkante auf den Kegel wirft, ilt eine Hyperbel.

» T+ Y,
=g o ';'?‘
_ ! (i

Der Schatten eines Kreiles auf eine Kegelfliche ilt als Scnitt
einer Zilinderfliche mit einer Kegelflahe zweiter Ovdnung eine Kuvrve
vietter Ovdnung; fo zeigt Rbb. 154 den von einem auf der Grund-
ebene [(tehenden, normalen Zilinder auf den Kegel geworfenen Sclag-
(hhatten. Rufer der Kurve vierter Ovdnung tritt hier ein [ie berith-
render Hyperbelbogen auf, der dev Schatten der vovderen Streiflinie
des Zilinders ilt.

Rbb. 154

Rls zweiten wollen wir den Fall betraditen, daf die Grund-
flache des Kegels der Bildebene parallel, feine Rxe allo auf
thv [enkvedht ift. Projizieven wir den Grundkreis des Kegels auf die

Meilel, Ceirbudt der Perlfpekbive. 10
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Grundebene, (o erhalten wir eine zur OGrundlinie parallele gevade
Strecke, deven Lange gleih dem Durcdimeller des die Grundflade dar-

(tellencden Kreiles ift.

Die in Abb. 155 davgeltellte Konltruktion ent-

(pricht genau der vorhin gegebenen allgemeinen Evlauterung und bedarf
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Rbb.

H deren

daher keiner belon-
Beldretbung.
Daf der Sdatten-
punkt 5 auferhalb
desGrundkreiles fallt,
zeigt, daf er auf der
Uerlangerung der
Kegelflache iiber den
Grundkreis  hinaus
liegt. Dah dieler Kreis
fitr die eigentliche Ke-
gelflacie keine Grenze
bedeutet, ilt uns ja
hinlanglih bekannt.
Dielelbe Konltruk-
tion 14Kt (ich natiir-
lih fiiv auf dem Grund-
kreife liegende Punkte,
allo zur Evmittelung des
von diefem HKreile in das
Inneve der Kegelflache ge-
worfenenSdilagldhattens
anwenden [[. Abb. 158).
Dann fallen 2 A, A’
zufammen und 5 it dev
Schatten von 2 Die
Sclag(dhattengrenze
[chneidet den Grundkreis
des Hegels in den Be-
vithrungspunkten dev
von Z* an thn gelegten
Cangenten.

Wir konnen aber in diefem Falle audh wieder, wie bet dem in
derfelben Lage befindlien Zilinder, der Bildebene parallele Hiilfs-

ebenen anwenden.

Eine loldie Ebene [dhneidet die Kegelflache in einem

fich als Kreis abbildenden Kreife und aud die Zilinderflache der durch
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die Punkte des Grundkreiles gehenden Strahlen wird in einem [ich
als Kreis abbildenden Kreile gelthnitten. Die Sdinittpunkte der in
derfelben Ebene liegenden Kreife (ind Punkte der gefuciten Schatten-
kurve. — Die Rbb. 157 zeigt die Konftruktion deutlih; die Radien
dev beiden zur Beltimmung eines Punkts der Kurve erforderlichen
Kreile ergeben (ih ohne Weiteves aus dem per(pektivifhen Grundrille.
Diele Konftruktion findet bei kegelférmigen Bogenleibungen an Tiiven,
Fenltern, Nilchen vielfach " !
Anwendung, und ihve — =gl gl
Anwendbarkeit hangt : i
von dem Profile der Leib-
ung offenbar garnicht ab.
Eine Hegelflache haben
wir natiirlich nur dann, e A
wenn das Profil eine [ e B R
gegen die zur Bildebene PN Dt e A =
[enkvecite Rxe geneigte e |
gevade Linie ilt. Rber Il
auch bei jedem andern e &
Profile 1a§t (ich, wie man

(ofort erkennt, dielelbe o
Konltruktion anwenden, e b ZI :
wenn nur die Leibungs- o
fladie eine Umdrehungs- p_,}___"".
fladhe, ithr Sdinitt mit '
einer zur Bildebene pa- I
rallelen Ebene allo ein
Kreis ift. Tm perlpek- '
tivilchen Grundrille tritt
dann natiirlich das Bild
des durdh die Axe gehen-
den Hovizontallchnitts
dev Leibung auf.

Wir gehen nun zu B
dem Falle iiber, dak die
Axe des Kegels hori-
zontal, aber nidt
reditwinkligzurBild-
ebene liegt. Jekt ift die
Grundfliche des Kegels Abb. 138

o
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vertikal, ihre Horvizontalprojektion ift allo wie im vorigen Falle eine
gerade Stredke, die aber hiev nicht dem Horvizonte parallel ift. Die
Horvizontalprojektion des ganzen Kegels ift ein Dreieck. — Die Kon-
(truktion ift genau nach dem allgemein giiltigen Schema auszufithven
([ Abb. 158) und bietet durchaus keine Schwievigkeiten. Sie ilt aus
der Abbildung vollltindig erkennbar. Der Sdittpunkt B liegt auf
der Uerlangerung der Kegelflade.

Die Konfltruktion 1akt (i unmittelbar audv fiir einen im Umrilfe
der Grundflache liegenden Punkt 2 verwenden und allo zuv Evmitte-
lung des Sdattens benufen, den der Rand der Grundflache in das
hohle Tnnere des Kegels wirft ([ Abb. 159). B ilt der gefuchte Schatten
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Abb. 1359

von 22 Die Schattenkurve [(dneidet den Umrif der Grundflade in
den Berithrungspunkten der von Z" an ihn gezogenen Tangenten.
Jegt bleibt nod der allgemeinlte Fall der beliebigen Lage des
Kegels im Raume iibrig. Wir denken uns wieder dem Grundkreile des
normalen Kreifes ein Quadrat 1234 umldirieben, dellen Seiten 12 und
34 hovizontal (ind. Die Grundebene moge durch 34 gelegt [ein. Es
(ei, wie bei dem Zilinder in derlelben Lage, 7 der Fluditpunkt der
Quadratfeiten 12 und 34, 7, der Fluditpunkt von 13 und 24, 7,
der Fludtpunkt der auf der Grundflddie [enkrechten Hohe des Kegels
([ Abb. 160). Dann it die Uerbindungslinie 7,/ lotredit und ihr
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Schnittpunkt /" mit dem Hovizonte dev Fluditpunkt dev Hortzontal-
projektionen von 13, 24 und der Hdhe. Die Horizontalprojektion
S des durd 2 gehenden Strahls (dneidet 1'3 und 34 in 77" und
W exfterem Punkt entlpricdit im Raume dev Punkt 175 dev Scwnitt-
punkt 2 der Linie 17 mit dem Stvahle S7ilt allo dellen Scwnitt
mit der Grundflihe. Tn ganz derfelben Weile evmitfeln wir den
Schnittpunkt Z* des durch die Kegellpifie gelegten Strahls mit der
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Abb. 160

Grundflache, wobei die Scnittpunkte X', ¥ auf 1'3 und 2'4 benuft
werden, denen die Punkte X, } auf 13 und 24 entlprechen, zichen
dann 2“7" verbinden die Schnittpunkte A' und B diefer Linie und
der Grundellipfe mit Z und erhalten in den Scinittpunkten diefer Uer-
bindungslinien mit 25 (diliehlich die gefuchten Schattenpunkte 4 und 5.

Die Streiflinien gehen von den Punkten der Grundelliple aus,
in denen diefe von den von Z“ ausgehenden Tangenfen bevithrt wivd.

Die Abb. 161 zeigt die Anwendung derfelben Konftruktion auf
cinen Punkt des Umrilles der Grundfladhe und damit die Ermittelung
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des Schlag(dhattens, den diefer Umrif in das Innere der hohlen Kegel-
flacie wirft.

Um in diefem Falle und den frither behandelten dhnlichen Fillen
den Berithrungspunkt der Schlag(thattenkurve mit der Wendelinie des
Kegels zu finden, braudit man nur den Punkt 2 (o zu beftimmen,
daf der zugehdrige Punkt B in die Wendelinie fillt, allo ihr Be:
rithrungspunkt mit der Grundelliple ift.

Rbb. 161

3. Der auf eine Kugel fallende Sdilaglhatten.

Haben wir den Scilaglthatten zu ermitteln, den ein Punkt 2 auf
eine Kugel wirft, [0 legen wir durch thn einen Licitftrahl und durdy
diefen eine ganz beliebige Ebene, die die Kugel [dineidet. Der Schnitt
einev Kugel mit einev Ebene ilt unter allen Umftinden ein Kreis, der
[ih als Kegellcnitt, in den gewdhnlichen Fallen als Elliple abbildet. Die
Scnittpunkte diefes Kegel(thnittes mit dem Strahle .S2 (ind dellen
Schnittpunkte mit der Kugel, von denen einer die phyfikalifde Be-
deutung des Schattens hat.

Am bequemlten ift es, wenn wir die duvch den Strahl zu legende
Ebene vertikal annehmen. Wir kénnen uns nun der Kugel einen
Wiirfel umflthvieben denken, der mit einer Seitenfliche in der Grund-
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ebene liegt, wahvend zwei andere Seitenflachen der Bildebene pavallel
find. Die Projektion dev Kugel auf die Uordevfldcie des Wirfels [tellt
(ih als Kreis, die Projektion auf die Grundebene im Rllgemeinen als
| Kegel(dnitt, gewdhnlih als Ellipfe dar (Rbb. 162], die dem Bilde der
| in die Grundebene fallenden Seitenflache eingelthvieben ift. Wir wollen
den Kreis kurz als & o
Dorderkreis, die El- YEHEI EVNES o e s S e e
liple als OGrund- » Jusr i : :
ellip(e bezeihinen.— SR ol soital b
Der Grundrif .57 2= s S
des duvd 2 ge- |
legten Lidtltrahls |
(chneidet die Unter- |
kante der Uorder-
fliche des Wiirfels
| in U, die Grund-
| elliple in X und ¥ 5 -~ Y
Erviditen wir in J Rbb. 162
cine Lotredite, (o
(dmeidet fie den Vorderkreis in P und W, Ziehen wir nun /5" und
7S und erticiten in X und J Lotvedite, (o bilden diefe vier Linien
ein Trapez MNCD, dem die geludhte Elliple — die Abbildung des

Schnittes der vertikalen Hiilfsebene mit der Kugel — in bekannter
Weife ecinzuzeidmen ift. Diefes Trapez ift die Rbbildung eines dem
Scnitthreife umldriebenen Quadrats. — Die Sdmittpunkte A und 5

des Strahls .52 mit der gefundenen Elliple find die Schattenpunkte.

Der Schatten, den eine gevade Linie auf eine Kugel wicft, ift
(fets ein Kreis, da die durch die Linie gehende Lict(tvahlenebene die
Kugel in einem Kreife [dneidet.

Der auf eine Kugel fallende Schlaglthatten eines Kreiles ift eine
Kurve vierter Ovdnung — der Scmitt der Kugel mit dem durdh den
Kreis beftimmten Strahlenzilinder. Diefe Kurve vievter Ovdnung geht
in einen Kreis iber, wenn die Ebene des [thattenwerfenden Kreiles
den Lichtftrahlen parvallel ift.

Ciegt der Kreis auf der Kugelflahe (elbft, witft allo der Rand
cines durdy eine Ebene abgeldmittenen Segments [einen Scilaglthatten
in das Tnneve der hohlen Kugel, fo hat diefe mit dem Strahlenzilinder
(hon den Schnitthreis gemein; von der Kurve vierter Ovdnung, die
der vollftandige Séhnitt darftellen muf, bleibt allo nur eine Kurve
sweiter Ovdnung, alfo eine ebene Kurve iibrig. Da aber dev ebene
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Schnitt einer Kugel ftets ein Kreis ift, muf der Schatten. den ein
auf der Kugel liegender Kreis in ihr Inneves witft, (tets
wieder ein Kreis (ein.

Der (dattenwerfende Kreis und fein Scilaglchatten find ganz
einfach Wedilel(dnitte des Strahlenzilinders, was aus der RAbb. 163,
die eine Projektion auf eine den Strahlen parallele, zur Ebene des
(hattenwerfenden Kreiles [lenkvedite Ebene darftellt, ohme Weiteres
hevvorgeht. Beide Kreife find daher aud gleich grof. Die Abbildung
zeigt in @ und & zwei ver(chiedene Lagen.
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Abb. 163

Rls belonders inteve(fantes und oft vorkommendes Beilpiel mag
der an einer Nifthe, die oben durd eine Uiertelkugel gelchlollen ift,
auftvetende Schlaglchatten evmittelt werden. Zunddilt foll die Uorder.
flacie der Mifche der Bildebene pavallel angenommen werden. Jetit
konnen wir den Sclag(thatten auf zwei verfdiedene Rrten finden.
Erltens konnen wir die fiiv einen belicbigen (thattenwerfenden Punkt
giiltige Konftruktion audh auf die Punkte des (dattenwerfenden Kreifes
anwenden ([. Abb. 164). Tn der Abbildung ift erftens der noch auf
dieZilinderflache fallende
Schatten 5, eines Punk-
tes 2 in [ich von lelblt
ergebender Weile ermit-
telt worden; auf den
Punkt 2, aber, der feinen
Schatten 5, auf die Ku-
Sl gl gelflache wirft, wurde die
! (oeben evlauterte, allge-
P IINIE, mein qiiltige Konltruk-
Ry | tion angewandt. Selbft-

oy verftandlih kommt hier
Rbb. 164 nur dev Bogen dev Ellip(e
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in Betvadit, der von /2, bis an das Bild des Kreiles, in dem (ich
Kugel und Zilinder berithren, veidit. Der Punkt R, in dem die Schlag-
[hattengrenze den Grenzkreis der MNilthe [dneidet, ift der Punkt, in
dem dieler Kreis von einer zu /S parallelen Tangente bevithrt wird,
denn diele Uerbindungslinie giebt, wie wir (don willen, die Ridtung
dev Projektionen der Liditltrahlen auf die Bildebene an.

Zweitens aber konnen wir auch hiev wieder, wie bei der durc
eine halbe Zilinder- oder Kegelflache begrenzten MNilche, Hiilfsebenen
benuten, die dev Uorderflace der MNifdhe parallel (ind. Jede (olche
Ebene (dineidet lowohl
die Kugel als audh den
durch den [chattenwer-
fenden Kreis beltimm-
ten Strahlenzilinder in

einem Kreile, beide --f
Kreile bilden [ih als
Hreile ab, und einer
der Schnittpunkte die-
fer Kreile ift offenbar
ein Punkt der gelud- _
ten Schattenkurve. Den c SEN P
Radius des Sdmnitt- /
kreifes der Ebene und >~~~ Rbb. 165

der Kugel finden wir
aber augenldieinlich aus dem Grvundrille mit weit groBever Genauigheit,
als aus dem perlpektivifchen Bilde, und daher empfiehlt (ich hier aus-
nahmsweile die Benufung des Grundrilles Fir die Konltruktion des
Schattens. Die Konftruktion [elblt geht aus dev Rbb. 165 mit voller
Klarheit hervor.

)0

Rbb. 166
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It die Uovrderfliche der MNilhe der Bildebene nicht parallel, (o ift
nafiitlidterwcii’t nur nod die exftere Konltruktion anwendbar (Rbb. 166).
Der Punkt R, in dem der Sclagfthattenumrif den Umrif der Nilche
(dneidet, ift der Bevithrungspunkt rlm' von £’ an lefteren Umrih
gelegten Tangente. Dieler Punkt 7’ it der Fluditpunkt der auf die
Oovderflidhe der MNilthe projizierten Sonnenftrahlen und wird bekannt-
lih gefunden, indem man eine duvch den Fluchtpunkt /7, gezogene
Lotvedite mit dev Uerbindungslinie £,.5 (dneidet. 7#, und 2} find die
Fluditpunkte zweier zu einander vechtwinkliger hovizontaler Richitungen.

4. Der auf einen allgemeinen Umdrehungskorper
mit vevtikaler Axe fallende Schlagldhatten.

Wir legen durcdh den Lichtltrahl, der durdh den (hattenwerfenden
Punkt /7 (Rbb. 167) geht, eine vertikale Ebene. Sie [dneidet die
den Korper begrenzende Umdrehungsflade in einer Kuvve, die den
Strahl in mehveren Punkten (neidet. Der dem Punkte /72 zunddlt
liegende Punkt ift-offenbar der gefudite Schattenpunkt.

Rudch hier empfiehlt es (i wiedev im Intevelfe der Genauigkeit,
den Grund- und Aufrif zu benufen, die Shnitthurve allo nac der
bekannten Methode dev davftellenden Geometrie zu konftruieven und
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die gewonnenen Punkte einzeln in das Bild zu iibertragen. Die Rbb. 167
zeigt deutlich die Rusfithrung der Konftruktion Ffitr einen allgemeinen
Punkt. Der dabei benufte Grundrif des Strahls ift, wie wir willen,
der Uerbindungslinie des umgeklappten Ruges mit .5 parallel.

§ 34. Die Oroge des Sonnenbildes und die Konltruktion
des Halblchattens.

Da die Sonne eine Kugel ift, muf unter allen Umltinden ihr
Bild ein Kegellthnitt fein. TWenn aber die Sonne iiberhaupt im Bilde
ev(heinen foll, muf (ie hinter der Bildebene liegen; ihr Bild ift allo
eine Elliple mit nach dem Hauptpunkte geviciteter grofer Axe. Die
Sonne kann aber nur dann zur Darftellung innerhalb des raumlich
belhvankten Bildes gelangen, wenn das Bild 5 thves Mittelpunkts
nur wenig vom Hauptpunkte /7 entfernt ift; dann ift aber aud die
Elliple (o wenig vom Kreile verldhieden, da man das Bild als Kreis
annehmen kann.

Die [cheinbare Groke e AT |
der Sonne [duwankt ef- ;/ LT SO
was im Laufe des Jahves, 1~~~ s o e adl
ift aber im Durcilchnitt S gle aSrn T

etwa—31". DerRadius
o des Sonnenbildes ilt
daher, wie man aus Rbb. 168, in der der Winkel viel zu grok ge-
zeidnet ift, (ofort evkennt — @+ 4¢ 15,57, wenn & wieder der Rbltand
des Ruges von der Bildebene ift. Wir haben allo

o — 0,0045 : a.

It beilpielsweile Ffiir ein kleines Land(dhaftsbild 50 ¢m, (o
it o = 0,225 cm, der Durcimeller des Sonnenbildes allo — 4,5 mm.

Catf@adlih wird der Maler den Sonnendurdimefler (tets grofer
dacftellen. Ev fieht fich dazu gezwungen, um die Helligkeit der Sonne
wenigltens andeutungsweile zum Ausdruck zu bringen.

Die unver(chleiert am Firmamente (trahlende Sonne entzieht fich
der malerilchen Wiedergabe vollftandig. Tlur dann, wenn [ie in dev
Mdhe des Horvizonts — allo kurz nah threm Auf- oder vor threm
Untergange — durdh Dunltfchichten gemildert er(cheint, kann [ih der
Kiinftler an ihve Dacltellung wagen. RAber aud dann nodr ift ihre
Helligkeit (o groB, daf der Maler fih durch ablichtliche Uergrdoferung
des Duvdimellers helfen muf. Die Sonne ift ja eben ein (elblt-

Abb. 168
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leuchtender, felblt Lidht evzeugender Korper, wahrend die Favben des
Gemdldes nuv im reflektievten Lichte leuchten. Jede Farbe des Bildes
et(theint um (o dunkler, je tiefer thr Ton ift. Bet der Sonne aber
hangt die Helligkeit, in der (e er(cheint, nict nur von der Tiefe ihver
Farbe, fondevn in erfter Linie von ihrer eigenen Leuditkvaft ab. So
kann die Sonne, wenn (ie duvdh dihte Dunft(chichten (tvahlt, dunkelrot
er(cheinen; dennoch ift e (tets der helllte Flek im Bilde. Wenn nun
der Maler nur den Favrbenton, niht aber die Helligheit beriik(ichtigt
und (id daher verleiten 1dGt, die Sonne dunkeltot am hellblauen
Himmel zu malen, (o verkehrt ev das Welentlihe der Erftheinung
— das Uerhaltnis der Helligheiten — in [ein Gegenteil.

Der Kiinftler kann die beabliditigte Wirkung nur dadurd an-
nahernd evveien, daf er die Sonnen(dheibe abfihtlich zu gvo§ dar-
[tellt, ihve Farbe zu hell und ihve Umgebung zu dunkel macht. Mur
auf diefemn Wege ift es moglih, den durch die eigene Tntenfitit der
Sonne erzeugten Gegenlafj wenigltens einigermafen zur Anlauung
zu bringen.

Fiir den Mond, deflfen (deinbare Grofe durchldinittlich gleich
der der Sonne ift, qilt daflelbe. Audh er’ wird mit Redt ftets viel zu
grof dargeltellt.

Die bekannte Tatfache, daf Sonne und Mond in der Nihe des
Horizonts grofer evlcheinen, als wenn fie hod am Himmel (tehen, ift
nod nidht genitgend erklart. €s handelt (i aber hier um eine
optifhe Taulhung vein ([ubjektiver Art. Die gemellene [cheinbare
Grﬁﬁg. der Winkel allo, den man erhalt, wenn man das Fernvohr auf
zwei gegenitber liegende Punkte des Umrilfes der Sonne oder des
Mondes riditet, ift von der Stellung des Geftirns am Firmament un-
abhangig. Sie (hwankt nur etwas mit den Jahveszeiten, erceicht bei
der Sonne ithr Maximum am 1. Januar, thr Minimum am 1. Juli.
Die hier in Betradit kommenden Unter(iede find aber viel zu klein,
um fiiv den Maler darftellbar zu [ein.

Die [hwad elliptifche Geltalt der Sonnen(dieibe, wenn (ie
dicht iiber dem Hovizonte [teht, wird durch die gegen die Erdoberfliche
konkave Kriimmung der Strahlen in der Luft bewirkt, die eine Folge
der Bredwung in der Rtmolphére, deren Dichtigkeit nach oben abnimmt,
tlt. Tn Folge der Kriimmung der Strahlen wird namlich jeder Punkt
der Scheibe optildr gehoben; ev erfcheint in der Richtung der im Ruge
an den gekrviimmten Strahl gelegten Tangente. Diele Hebung nimmt
mit zunehmender Hohe ab; der hocilfte Punkt der Scheibe wird daher
um etwas weniger gehoben, als der tieflte, (o daf der vertikale Durdi-
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melfer dev Scheibe um die Diffevenz dieler Hebungen — falt 6° —
kitrzer er(dheint, als der unverdnderte horizontale Durdimeller. Das
Axenverhiltnis dev Elliple it daher etwa = 25 :31 oder rund = § : 6.

Indem wir zwei diametral gegenitber liegende Punkte des Um-
rilfes des Sonnenbildes als Somnenpunkte annehmen, kénnen wir den
verfhwommenen Rand des Schlag(chattens, den Halb(datten, dellen
Urfache fchon im § 26 dargelegt wurde, ohne Weiteres konltruieren.
Tn der RAbb. 169 ift der auf die Grundebene fallende Schlag(chatten
eines auf ihr [tehenden redt- s
winkligen Prismas mit (einem [/" \s
verfhwommenen Rande kon- _F‘T;/“
[truiert worden. Fiir die beiden r,
Sclag(hattenvander einer ver- ; B
tikalen HKante kommen die PeaN:
Endpunkte .5, und S, eines
horizontalen Durcimellers des !

Sonnenbildes in Betradit;
thnen entlpredien die Horizon-
talprojektionen .S und 55"
Fiir die beiden Sclagldhatten-
rander einer horizontalen

Kante (ind die Endpunkte .S;
und .5, eines vertikalen Durd-
mef(lers des Sonnenbildes,deren
Projektionen .S;" und .S’ zu-
fammenfallen, zu benufen. —
In der Abbildung ift im In-
teve(le der Deutliikeit das
Sonnenbild viel zu grof an-
genommen wotden.

Tt die (hattenwerfende Kante der beldatteten Ebene pavallel,
(o find, da fiiv jeden Punkt der Kante das Sonnenbild denfelben
Durdimelfer hat, die Rinder des Halblthattens pavallel; ift die Kante
aber gegen die Ebene geneigt, (o nimmt der Radius des Sonnen-
bildes proportional der Entfernung des Punkts vom Scmittpunkte der
Kante mit der Ebene zu; dann divergieren allo die Rander des Halb-
(hattens von diefem Sdmittpunkte aus. Beide Falle tveten an den
wagevechten und lotvediten Kanten des Prismas in RAbb. 169 auf.

Die durd: die Sonne oder den Mond erzeugten Halblthatten edriger
Korper find ftets abgerundet. — Denken wir uns zunad(t einen

Rbb. 169
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mateviellen Punkt, (o evzeugt diefer einen Halbldhattenkegel, dellen
Oeffnung etwa — 31’ ift. Stellen wir uns nun etwa ein Quadrat
vor, [0 erzeugt die Gelamtheit der durch [einen Umrif gehenden
Strahlen den in Abb. 170 patallelper(pektivifch davgeltellten Strahlen-
Rorper, der von vier Ebenen und vier (ie beriihrenden Otertelskegeln
begrenzt wivd und deffen Querfhnitt daher mit wadilender Entfernung
von dem [dhattenwerfenden Quadvate zunimmt. Dabei nehmen aber nur

e — S— Tl D F e —i= g

RAbb. 170

die Radien der Uiertelskveile zu, wihrend die dazwildien liegenden
geraden Strecken unvevdnderlih gleich der Seitenlinge des Quadvats
bletben. Durdi[dineiden wiv nun dielen Strahlenkérper mit einer ganz
beliebigen Ebene, (o ilt die Shnittfiqur der Um-

,._””’;!p‘ }“”“ i | M~ vi6 des auf diefe Ei.’?'!it: fallenden Halbl"dmrf_cn:;:
ﬂ, Hi ..I."z | ev ilt offenbar durh Kurven abgerundet, die je
‘ i nam der Lage der [dineidenden Ebene Kreile,
e Elliplen, Parabeln oder Hyperbeln (ind. — Das-
[elbe gilt augen(theinlich fiiv jeden eckigen Korper.
Die Rbb. 171 zeigt den von einem Quad-
vate auf eine feiner Ebene parvallele Ebene ge-
worfenen Kern- und Halblhatten, allo einen
Abb. 171 der Ebene des Quadrates parallelen Schnitt des
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in Abb. 170 dargeltellten Strahlenkdrpers. Selbftverftandlidh find in
Wirklichkeit die Grenzen nidt [(charf, fondern die Helligkeit nimmt
von der Grenze des Hern(chattens bis zu der des Halbldhattens all-
mahlich zu.

Demnadh (ollte dev Kernfchatten Fitr alle Entfernungen des Schivmes
gleih gvof und gleih dunkel (ein. Wenn er aber in Wirklidkeit mit
sunchmender Entfernung des Schivmes blaller und ver(diwommener
wird und (diliehlih ganz verldwindet, o liegt das an dem Eindvingen
des nidt divekt von der Sonne, fondern von dem hellen Himmels-
gewdlbe ausgehenden, zevftveuten Lichts. — Diefes Himmelslidht dringt
offenbar von allen Seiten um [0 ungehindevter ein, je weiter dev
Schirm von dem [dhattenwerfenden Gegenltande entfernt ilt; es bewivkt
iiberhaupt, daf die Eigen- und Schlaglchatten nicht véllig (hwarz find,
daf wir vielmehr in ihnen ebenlo viele Einzelheiten wie in den von
divektem Sonnenlichte beleuditeten Teilen erblicken. — Das vom blauen
Himmel allfeitig herabltromende blaue Licht it aud die Urlade der
— namentlidh auf frifch gefallenen Schnee — ausgelprodien blauen
Farbung der Scatten.

Ruf einem runden Kovper entfpricht jedem Punkte der Sonnen-
(cheibe eine belondeve Streiflinie; die Gelamtheit der unendlich vielen
Streiflinien beftimmt auf der kvummen Oberfliche eine [dhmale Halb-
(hattenzone, die den Uebergang vom vollen Licte zum wvollen
Schatten bildet. — Legt man in einem Punkte diefer Zone eine Tan-
gentenebene an die Flacie, (o zer(dneidet diele Ebene die Sonnenldeibe
in zwei Teile, von denen nur der eine den Punkt beftrahlt. Das Uer-
hiltnis diefes Teils zur vollen Sonnen(theibe it maBgebend Fiir die
in dem beftrahlten Punkte heveldende Helligkeit.

[I. Schatten bei endlich entfernter Licatquelle.
(Zentralbeleudtung.)

$ 35. Die Annahme des leuchtenden Punkts im Bilde.

Da der leuditende Punkt — irgend eine Rkiinftlide Liitquelle —
ganz beliebig im Raume liegen kann, ift auch lein Bild Z ganz beliebig
annehmbar. Ebenlo wie der Sonnenpunkt .S liegt er iiber oder unter
dem Horvizonte, je nacdem die Lichtquelle — vorausgeleft, daf fie
hoher als das Ruge liegt — [(idh vor oder hinter dem Beldauer
befindet. Tm erfteven Falle kann der leuditende Gegenftand — wenn
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das Bild ausgedehnt genug ift — f(elbft zur Darftellung gelangen, im
leteren Falle nicit. Ciegt die Liditquelle tiefer als das Ruge, (o
ev(dheint fie im Bilde, wenn Z unter dem Horizonte liegt, wihrend
fie i hinter dem Belthauer befindet, wenn Z daviiber liegt,

Die hier vorkommenden Konltruktionen unter(cheiden (ich von den
fiir Sonnenlicht giiltigen im Welentlihen nur dadurd, daf das Bild
L’ devr Horizontalprojektion der Lichtquelle (ih jeft natiivlih nicht
auf dem Hovizonte befindet, fondern daviiber oder darunter.

Die verfthiedenen moglicen Lagen der Punkte Z und L' erhalten
wit durd folgende Evwidgung. Der Punkt L' kann erftens unter
dem Horvizonte liegen; dann liegt, wie wir (dion im § 8 (ahen, die
Horizontalprojektion dev Cicitquelle in Wahrheit vor dem Beldhauer,
allo innerhalb des tatfadilich iiber(ehenen Teils der Grundebene. Der
Punkt Z liegt in der durch 2’ gehenden Uertikalen, und zwar iiber
oder unter dem Horizonte, je nadidem der leuditende Punkt iiber oder
unter Augenhdhe liegt. — Der Punkt Z’ kann aber zweitens iiber
dem Hovizonte liegen; dann liegt nach § 8 die Horizontalprojektion
der Licitquelle hinter dem Riiken des Belthauers, kann alfo nict
gefehen werden. Der Punkt Z liegt in der durdh Z' gehenden Uer-
tikalen, und zwar iiber dem Horizonte, wenn der leuchtende Punkt
unfer, unter dem Hovizonte, wenn der leuchtende Punkt iiber Rugen-
hohe liegt.

Liegt die Licitquelle in dev durch das Ruge parallel zur Bildebene
gelegten Ebene, [0 liegt aud ihve Hovizontalprojektion in derfelben
Ebene; Z und L’ liegen dann in unendliher Ferne.

§ 36. Die Ermittelung der auf verfchiedene Ebenen
fallenden Schlaglchatten von Geraden und ebenflachig

L begrenzten Korpern.

:5 \\\ Der auf die Grundebene fallende Schlag-
- [dhatten eines Punkts 2, dellen Hovizontalprojektion
g 2 it [Rbb, 172), wird in derfelben Weile wie

bei pavalleler Beltrahlung gefunden. Z2ift der
S durdh 7 gehende Licht(trahl; ex (dhneidet die Grund-

' ) ebene in dem gefuchten Punkte 27, der der Schnitt-
I e O punkt von L2 und L' ift. Das gilt Ffiir jede

PG P Lage dev Punkte Z, Z', 7 und 2, denn der
Abb. 172 Lichtftrahl und (eine Horizontalprojektion liegen
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(tets in einer vertikalen Ebene. Denken wir uns 22’ als lenkredhten
Stab, (o ilt 2’2" [ein Schlagldatten.

Daf der Schatten einer Geraden auf eine Ebene aud bei zentraler
Beleuchtung (tets wieder eine Gerade ift, geht einfach davaus hevvor,
dag die durch die verfchiedenen Punkte der Geraden gehenden Strahlen
in einer Ebene liegen; der Scnitt diefer Strahlenebene mit der be-
(trahlten Ebene ift (elbltverftindlih eine Gevade. Wir brauchen daher,
wenn der von einer Geraden auf eine Ebene geworfene Schlaglthatten
gefunden werden (oll, nur den Schatten eines ihver Punkte zu ermitteln
und thn mit dem Scinittpunkte dev Geraden und der Ebene zu verbinden.

Rbb, 175

Die Ermittelung der Scilaglchatten ebenflichig begrenzter Kovper
it damit ohne Weiteves erledigt. Die Abb. 173—183 zeigen den von
einem auf der Grundebene [tehenden vechtwinkligen Prisma auf diefe
Ebene geworfenen Scilagldhatten in den ver[chiedenen moglidien Lagen
von Z und Z’. Die RAbb.180 zeigt den Scilagldhatten in dem belonders
inteve(fanten Falle, daf die Lidtquelle in der durch das Ruge parallel

Meifel, Lehrbuch der Perlpektive. 11
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zur Bildebene gelegten Ebene liegt; Z und Z° liegen jeft in unend-
liher Ferne, die Strahlen [owohl wie ihre Horizontalprojektionen
er[dheinen allo im Bilde parallel.

Bles
Rbb. 179 Rbb. 180
Lo,
In den Fallen, indenen
st die Hohe der Lichtquelle
TR | iber der Orundebene
RN kleiner als die Hohe des
[dhattenwerfenden Kor-
pers ift ([ Abb.178,182,
183]), evltredkt [ich dev
Schlagldhatten ins Un-
endliche. — 0Geht das
vordere Ende des Schlag-
[chattens iiber die Gegen-
Abb. 181 gevade hinaus, [o er-
[dheint, wie wir willen,
diefes Ende nidht mehr im wirklih gelehenen Bilde. Dieler Fall liegt
in Abb. 175 vor, in der die Hohe des Punkts Z iiber dev Grundebene
in Wahrheit grofer als die Hohe des Prismas ift.
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Um die Uergleidiung der =
Hohenlage dev Lichtquelle mit ‘
der Hohe des Prismas zu er-
moglichen, it in den Abb. 177,
178, 179, 180, 181, 182, 183
die Projektion Z" des Punktes
L auf die Ebene der Uorder-
flacie des Prismas angegeben S AL
worden. In den Abb. 173, e dlhe o TESS - el
174,175, 176 ilt zu demlelben L e BT TSRS
Zwedke der Punkt £ wageredt, S R b e
aber nidt rveditwinklig zur :
Bildebene projiziert worden L o ol |
und ergab den Punkt L' LA B ot 163

Tatfadilich wird der Schlag-

[hatten mit zunehmender Entfernung von dem Korper natiiclih [tets
breiter; in den Rbbildungen 181, 182, 183 wird aber durdh den iiber-
wiegenden Einfluf der perlpektivifthen Uerkiivzung die Divergenz der
Grenzlinien des Schattens im Bilde in eine Konvergenz verwandelf. In
der Abb. 180 endlih hebt die perlpektivildie Uerkiirzung die vorhandene
Divergenz gerade auf, (o daB die Gvenzen im Bilde parallel werden.

In allen 11 Fallen befindet fich die Lichtquelle itber der Grundebene,
[0 daf der Schlaglchatten des auf ihr (tehenden Kovpers auf [ie fallt.
Liegt die Grundebene iiberv der Liditquelle, fo erhdlt man durdh
Umkehrung der Figuren wieder 11 Falle.

Der Schlaglhatten, den ein Punkt 2 auf ivgend eine nicht hoti-
zontale ebene Figur wirft, ilt in ganz derlelben Weile zu ermitteln,
die [hon im § 29 fiiv parallele Strahlen evdrtert wurde. Eine durdh
den Strahl Z 7 gehende Uertikalebene [chneidet die Grundebene in der
Geraden L7, die den pet(pektivilchen Grundrif der Figur [dneidet.
Aus den Sdmittpunkten erhalten wir, indem wir vertikale Gevade
durch fie ziehen, die entlprechenden Punkte am Umrille des pevlpek-
tivifhen Bildes der Figur, und die Uerbindung diefer Punkte liefert
uns die Scnittlinie der Figur mit dev vertikalen Hiilfsebene. Der
Punkt, in dem diefe Schnittlinie den Strahl (dineidet, ilt der Schatten
P des Punkts 2. 1ft die belhattete Ebene [elblt vertikal, (o ver-
einfacht die Konltruktion (i nod infofern, als wir nur durdh den
Sdinittpunkt von L7’ mit dem Grundrille der Figur, der in diefem
Falle eine gevade Linie ift, eine vertikale Linie zu ziehen und mit
dem Strahle zu [dineiden haben.




Die Abb.184 und 185
- zeigen die Anwendungen
dieler Konltruktion; eine
auf der Grundebene fteh-
ende Pyramide wirft |
ihren Schatten auf ein
auf derlelben Ebene (teh-
: ol endes [enkvedhtesund auf
st ein auf ihv liegendes
PL Prisma. Tm exfterenFalle
Abb. 184 haben wivr den Sdilag-
[chatten zu ermitteln, den
die Spiie der Pyramide auf eine [enkredit (tehende ebene Figur wirft,
tm zweiten Falle den Schlaglhatten zu finden, der auf eine geneigte
ebene Figur fdllt. Dabei (ind ver(diedene Lagen von L und L’ zur
Anwendung gebradt worden.

r-"'.

Rbb. 185

§ 37. Der Schlaglchatten des Kreiles und der runden Korper.

Die Strahlen, die von dem leuchtenden Punkte aus duvch die
Punkte des HKreiles gehen, bilden eine gewdhnlicie Kegelfladie zweiter
Ovdnung; devr Schlaglchatten des Hreiles auf eine Ebene ilt allo als
Schinitt dieler Ebene mit der Kegelflache eine Elliple oder Hyperbel,
je nacwdem die Ebene nur eine Halfte oder beide Halften der Kegel-
flache trifft. Tm lefteren Falle hat natiirlich nur der eine Hyperbelalt
die phylikalifdie Bedeutung eines Sdattenumrilles, da die zweite
Halfte der Kegelflache, auf der der andeve At liegt, tat(dcmlich gar
niit vorhanden ilt. — Ruch cine Parabel kann natiirlich als Grenz-
fall auftveten, dann namlih, wenn ein Strahl der belchatteten Ebene
pavallel ilt.
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Mit der Entlcheidung itber die wirklie Gefltalt des Schatten-
umrilles ift die Geftalt feines per(pektivifchen Bildes natiivlih
noch keineswegs ent(diieden. Handelt es [ih um den auf die Grund-
eberte fallenden Sdilag(chatten, (o ilt, wenn der Sdattenumrif in
Wahrheit eine Elliple ift, fein Bild — wie aus § 8 [ofort folgt —
eine Elliple, Parabel oder Hyperbel, je nachdem der elliptilhe Schatten-
umrif ganz auferhalb der Gegengevaden fallt, (ie berithvt oder [ie
durdi(hneidet. Ganz dallelbe gilt, wenn der Schattenumrif in Wahr-
heit eine Parabel ilt; auch dann kann jede der dvei Kurven als Bild
auftreten, auch eine Ellipfe. Der unendlih ferne Punkt der in dev
Grundebene liegenden Schattenparabel bildet (ih dann im Horizonte
ab, die Bildellipfe muf alfo den Horizont berithren. — Und aud Fur
einen hyperbolifhen Schattenumrif gilt dafflelbe; er bildet [idh nur
dann als Hyperbel ab, wenn er die Gegengerade in zwei reellen
Punhkten (dineidet, denen dann aud zwei unendlich ferne Punkte des
Bildes entfprecien miiffen. Bevithvt die Hyperbel die Gegengerade,
fo kann das Bild nur einen unendlich fernen Punkt enthalten, mub
alfo eine Pavabel fein. Scneidet aber die Gegengerade die Hyperbel
fiberhaupt nicht (find die Scnittpunkte imagindv), geht fie allo zwilden
beiden Hyperbeliften hindurd, (o kann das Bild keinen unendlid
fernen Punkt enthalten, muf allo eine Elliple fein. Diefe Elliple
(ineidet den Hovizont in zwei Punkfen, die den beiden unendlich
fernen Punkten dev Hyperbel entlprecien; der unterhalb des Horizonts
liegende Ellipfenbogen entfpricht dem vom Belhauer wirklidh iiber-
[chenen Hyperbelalte, wahvend der oberhalb des Horvizonts liegende
Bogen das virtuelle Bild des hinter dem Riiken des Belhauers
liegenden Hyperbelaltes 1lt.

Die Abb. 186—194 erldutern in [hematifer Weile die gegen-
(eitige Lage des [dattenwerfenden Kreiles, des auf die Grundebene
fallenden Schlaglthattens und des per(pektivildien Bildes des lefteven.
Die Ebene des (hattenwerfenden Kreifes wurde der Einfadiheit und
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Ueber(ichtlihkeit wegen dev Grundlinie parallel angenommen; die
Figuren [tellen veditwinklige Projektionen auf eine zur Grundlinie
reditwinklige Ebene dar, (o da die Bildebene, die Grundebene und
der [dhattenwerfende Kreis (ich als gevade Linien dar(tellen; der Schatten
Fallt mit der die Grundebene darftellenden Geraden zufammen.
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Die Rbb. 186 zeigt den elliptifden Schatten, der fich als Elliple dav(tellt,
. 187 ) Parabel
188 » = Hyperbel
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Die Abb. 189 zeigt den parabolifden Schatten, der fich als Ellip(e dax(tellt,

g LI 5 x 20 sl s Paxabel
(6% PRERPeR i & 2 G s Hyperbel
192 . ., hyperbolilhen . itk e iER e

{1 . 1 . o o Patabel
194 Hyperbel

In jedem Falle ift L die Lidtquelle, ¢ der (hattenwerfende
Kreis, 2’0’ [ein Schlaglchatten, 2" Q" das perfpektivifthe Bild des
Sdilaglthattens, ferner O das Ruge, 77 der Hauptpunkt, & der Punkt,
durt den die Gegengerade geht und Z die Licitquelle. Die [tavker
nachgezogenen Teile dev die Grund- und Bildebene dar(tellenden Gevaden

A W} vk 't o 'IF
deuten den wirklidien Schatten . , s

und (ein Bild an. l el

Zudenelliptifdien Schatten ge- 3 ;ﬁ// |
horen aud die kreisformigen. e {P’,, !
Der von einem Kreile auf eine et l :
Ebene geworfene Sthlagldhatten ilt 3 Q' P! ‘ _‘?r_
(elblt ein Kreis, wenn die belchat- nbb. 194

tete Ebene dev Ebene des Kreiles
parallel ift oder wenn beide Ebenen Wedi(elldnitte des Kegels der Licht-
frahlen find. Ueber die Belchaffenheit des Bildes diefes Schlagldratten-
kreifes ift im § 16 [don das Erforderlicie gelagt worden.

In einem befonderen Falle kann dev auf eine Ebene fallende
Shlaglchatten eines Kreiles auch eine gevade Linie [ein, dann namlid,
wenn die Ebene des Kreifes durch die Cicatquelle geht. Dalfelbe gilt
natiicliderweile audh fiir jede andeve ebene Kuvve. Der geradlinige
Sehatten eines Kreifes ift als Grenzfall einer Ellipfe, einev Pavabel odev
einer Hyperbel aufzufallen, je naddem der leudhtende Punkt auber-
halb des Kreifes, auf ihm (elbft oder innerhalb des Kreiles liegt.

Der weitaus am haufiglten vorkommende Fall ift der, daf der
Kveis auf die Horizontalebene einen elliptifhen Schatten wirft und
daf der Kreis fowohl wie die [einen Sdatten darftellende Elliple hinter
der Bildebene liegen, fih allo als
Ellipfen abbilden. Diefen gewdhn-
lihen TFall ftellt die RAbb. 195 dar.

Fallt aber der Schlag(chatten des
Kreifes auf eine nicht hovizontale

Ebene, o treten auch Parabeln und S LS
Hypetbeln haufig auf. Tlehmen wiv NN
7.B. an, im Tnnern eines oben offenen  Rbb. 195 "X Ny
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zilindvifien Gefafes brenne eine Flamme, die ihve Strahlen iiber den
Rand des Gefafes hinaus auf eine vertikale Wand wirft. Der Strahlen-
kegel wivd duvdh die vertikale Ebene jeft offenbar in einer Hyperbel
gelthnitten. Dielen hyperbolifthen Schatten zeigt die Abb. 1986,
Ueber die von Zilin-
dern und Kegeln auf€be-
nen gewotfenen Scilag-
[hatten it nun kaum
nod etwas zu [agen
notig. Die Schlagldhatten
der Grundkreile (ind Ke-
gelldnitte, im gewdhn-
lidien Falle Elliplen, die
(ih audh als Ellipfen dar-
(tellen. Die Schatten der
Streiflinien find, wenn
es [ich um einen Zilindex
handelt, zwei der gemein-
famen Tangenten, wenn
es [ih um einen Kegel
handelt die Tangenten, die vom Scatten der Spige aus an den Schatten-
umrif der Grundflde gezogen werden kénnen. Aus den Beriihrungs-
punkten der Tangenten ergeben fich dann ofort die Punkte der Grund-
kreile, von denen die Streiflinien ausgehen.
Aber auch divekt, ohne Uermittlung des Schlag(dhattens konnen wir
die Streiflinien finden. Sind zunddift die Streiflinien eines Zilinders
aufzufudien, (o brauden wir nur durch die Liditquelle Z eine Parallele

Rbb. 196

Lg 2u den Erzeugenden des Zilin-
\ ders zu ziehen, fie mit der Ebene
. einer [einer Grundfichen zu
< durchfchneiden und von dem
Sdmittpunkte aus Tangenten
an den Umri§ derlelben Grund-

flache zu ziehen; von den Be-
tithrungspunkten miilfen die
Streiflinien ausgehen. Die Rbb.
197,198 zeigen diele Konltruk-
tion fitr 2wei befonders widtige
Lagen des Zilinders, den (tehen-
den und den liegenden Zilinder.
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In der Abb. 198 it L', der Sdinittpunkt von /7, L’ mit der
Grundkante des hinteren Quadratbildes, die Projektion von L' auf
die hinteve Grundflacie des Zilinders. Eine durch L™ gezogene Uer-
tikale [dineidet /,Z in ", der Projektion von L auf dielelbe Grund-
flacee. Die von L" aus gezogenen CTangenten berithren den Umrif
des Bildes dieler Grundflache in den Punkten, von denen die Streif-
linien ausgehen. — Die Linie /,Z ilt jeht die oben erwahnte Parallele
zu den Erzeugenden des Zilinders.

Um die Streiflinien eines Kegels zu beltimmen, legen wivr —
genau wie bei parvalleler Beftrahlung — einen Strahl durdh [eine
Spifie, [hneiden ithn mit dev Ebene der Grundflache und ziehen vom
Schnittpunkte aus Tangenten an ihren Umrif; von den Berithvungs-
punkten gehen die Stveiflinien aus. Diele Konltruktion ilt fiiv ver-
(thiedene Lagen des Kegels in den Abb. 199 und 200 davrgeftellt. —
Der in Rbb. 199 auftvetende Schlaglchatten erftreckt (idh in Folge der
niedrigen Lage der Lichtquelle tatfadlih — immer breiter wevdend —
ins Unendlicie. Die per(pektivilde Uerkitvzung aber verwandelt die
Divergenz der Grenzen des Scilaglchattens in eine Konvergenz.

in der Abb. 200, die einen Kegel mit wagevrediter Axe dar(tellt, ift
L' der Scnittpunkt von L'Z’ mit der Grund(eite des Quadratbildes;
eine von L aus gezogene Uertikale [dhneidet ZZ in 2, dem Schnitt-
punkt des durch die Spiie Z gezogenen Strahls mit der Grundfladhe.
Uon Z” gehen die Tangenten aus, die den Umrif des Bildes der
Grundflache in den Punkten berithren, nach denen die Streiflinien gehen.
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Die Streiflinie einer Kugel it [tets ein Kreis, freilich nicht, wie
bei paralleler Beftvahlung, ein Grofkreis. Die die Kugeloberfliche
bertthrenden Strahlen bilden eine normale Kegelflade zweiter Ovdnung,
deven Axe durch den leuditenden Punkt und den Mittelpunkt dex
Kugel geht. Die Berithrungspunkte der Strahlen liegen auf einem
Kreilfe — eben der Streiflinie — dellen Ebene zu der Axe des Kegels
veditwinklig und die Polavebene des leuditenden Punkts ift. — Der
Schlag(chatten der Kugel auf eine beliebige Ebene wird ftets durch
einen Kegelldhnitt begrenzt, ndmlih durch die Schnittlinie diefer Ebene
und des Stvahlenkegels. Der Umrif des Sclaglthattens ilt allo je
nad der gegenleitigen Lage der Lichtquelle, der Kugel und der Ebene
eine Elliple — die, wenn die Axe des Strahlenkegels auf der Ebene lenk-
vedit ift, in einen Kreis iibergeht — ecine Pavabel oder eine Hyperbel.

Fiir die konftruktive Ermittelung dev Streiflinie bedient man
fih am belten der vedtwinkligen Projektionen auf die Grundebene
und die Bildebene und ibertragt (thlichlih die gefundene Linie in

I
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Rbb. 200
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das Bild. RAls Hilfsebene benuft man mit Uorteil eine durch den
Kugelmittelpunkt und die Ciditquelle gehende Uertikalebene oder eine
diefev Ebene parallele Ebene. Eine [olie Ebene ift offenbar der Rxe
des Strahlenkegels parallel, daher zur Ebene der Streiflinie (enkvedht;
diefe Linie projizievt (il demmnach auf fie als gevade Linie. Wenn
man alfo die Cidtquelle und die Kugel auf die genannte Hiilfsebene
projiziert und [ie in die Grundebene umklappt, [0 hat man nur von
der Projektion der Liitquelle Tangenten an den die Kugel dar(tellenden
Kreis zu legen. Die die Berithrungspunkte verbindende Sehne ift die
Projektion der Streiflinie, die man darvaus audh leicht im Grund- und
Aufrilfe finden und in das Bild {ibertragen kann.

Die Konltruktion der Streiflinie eines allgemeinen Umdveh-
ungskorpervs unterfcheidet [ih in nichts von der fiiv parallele Be-
(trahlung giiltigen, wie (e im § 32, 4 davgelegt wurde. Durch die
Spiie jedes Hiilfskegels it ein von Z ausgehender Strahl zu legen
und mit der benufiten, zur Umdrehungsaxe vecitwinkligen Hiilfsebene
zu [(tneiden. Die Berithvungspunkte der von diefem Sdmittpunkte
aus an den Schnittkreis gelegten Tangenten (ind Punkte der geluditen
Streiflinie.

§ 38. Die auf runde Korper fallenden Schlaglchatten.

Die Konftruktion des Schlag(thattens, den ein Punkt auf eine
Zilindevfladhe wivft, ift ganz dielelbe, die aud fiiv pavallele Be-
(trahlung gqilt ([ § 33); nur (ind lelbftverftandlih die Punkte .5 und
S durch die Punkte Z und Z' zu erfefien. Der Schlag(chatten, den
der Rand einer zilindrildhen Rohve auf ihve Innenflaiche wirft, ift auch
bei zentraler Beleuchtung eine Elliple, denn der
Schnitt der Zilinderflache mit der Hegelflade *x~.
der Strahlen, deven CLeitlinie der Rand der ﬁ‘:’ﬂ‘k.._nhx
Oeffnung ift, it aud hier wieder eine Kurve \\F. e
vierter Ordnung, der der Rand (elblt als Kurve AR il
zweiter Ovdnung angehért, o daf Ffiiv den | W =J:
Schlaglchattenumrif eine Kurve zweiter Ordnung, I
allo ein ebener Schnitt des Zilinders — eine |
Elliple — 1ibrig bleibt. I I‘i

Die Rbb. 201 zeigt die Projektion auf eine L H
durch die Lichtquelle und die Zilinderaxe gehende |l
Ebene; -der [dhattenwerfende Rand und der RAbb. 201
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Schlag(chatten exlcheinen als gerade Stveken A8 und C2; ED (rellt
den wirklih vorhandenen Schatten dar.

Auch die Konftruktion des von einem Punkte auf eine Kegel-
Flache geworfenen Schlagldhattens weidht von der im § 33 Ffiir pa-
tallele Strahlen angegebenen Konftruktion in keiner Weile ab. In
jedem Falle handelt es fih um den Scnittpunkt der Kegelflache mit
einem Licitltrahl, und es bleibt (idh offenbar ganz gleich, ob diefer

2l Strahl von einer endlidh oder einer un-
S ) endlich entfernten Liitquelle ausgeht. —
Der Sdilaglchatten des Randes in das
[nnere dev Kegelflache it audh bei Zentral-
beleuditung ftets eine Elliple. Das geht
aus der Abb. 202, die eine Projektion
auf eine durch die Liditquelle und die Axe
des Kegels gehende Ebene darftellt, klav
hevvor, .5 [ei die Spie, 475 der Grund-
kreis des HKegels, 2 die Cictquelle.
Die Schnitthurve der beiden HKegel-
RAbb. 202 fladien zweiter Ovdnung zerfallt auch hier
wieder in zwei ebene Kuvven, die auf dev
Projektionsebene fenkvedit find und (ich daher als gerade Linien dar-
(tellen, namlih als die Diagonalen des Uierecks AC B D. Eine von
thnen ilt der Grundkreis 475 des Kegels, wahrend die andere einen
zweiten elliptilhen Schnitt dev Kegelfdden, C 2O dacftellt, von dem
das Stiik £2D die Projektion des wirklich auftretenden Schlag(hattens
it. €in parabolilcher oder hyperbolifther Schatten kann nicht vor-
kommen, weil dazu eine Strahlenvichtung erforderlich ware, bei dev
das Tnneve der Hegelflade ganz im Licte oder ganz im Sdatten
[ein wiirde.

Der auf eine Kugelflade fallende Schlaglchatten eines Punkts

wird ebenlo wie bei pa-

Lo, é L,
a s fetes talleler  Beltrahlung
o1 _' S5 mittels einer durdh den
el ; 7 ™. LiditftrahlgelegtenUer-
;/ / f_/'—/’_/"' N —\ rilmlgbem ge_ﬁn_lden..
f i Der Schatten eines auf
\ v der Kugel [elbft liegen-

den Kreiles ilt aud bei
B 55 zentraler Beleuditung

Abb. 203 ein Kreis, da der Licht-
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(trahlenkegel die Kugel in zwei Kreifen [(chneidet, von denen der eine
der [hattenwerfende, .der andere der Schlaglchatten ift. Die Abb. 203,
die eine Projektion auf cine der Axe des Strahlenkegels parallele,
zur Ebene des [(chattenwerfenden Kreiles lenkrechte Ebene darftellt,
zeigt den [(idh als gerade Linie projizievenden Schlaglthatten in zwei
ver[dhiedenen Fillen @ und 4.

In der Rbb. 204 ift (dlieBlich nodh der in das Tnneve einer Nildche,
deren Uovderfliche der Bildebene parvallel ilt, fallende Sdilag(chatten
davgeftellt. Zur Konltruktion wuvden, wie deutlidh in der Figur an-
gegeben, zur Uorderfliche patallele Scnittebenen benukt. IJede [olde
Ebene [hneidet die Kugel und den Strahlenkegel in Kreilen, die ohne
Weiteres in das Bild tibertragen wevden konnen und in threm Sdnitt-
punkt einen Punkt des Schattenumrilles ergeben. — Die Gevade L'/7
[chneidet die Grundlinie in 2, der Projektion von Z' auf die Uovrder-
fliche der MNilche; eine durdh Z'“ gelegte Lotrechte [dmeidet L/7 in L7,
der Projektion von Z auf die Uorderfliche. E€ine von Z” an den
Grenzhreis der Tilthe gelegte Tangente ergiebt endlidh in threm Be-
rithrungspunkte R den Sdnittpunkt der Schlagldattenkurve mit dem
Grenzkreife. — Daf diefelbe Konltruktion aud bei zilindrildier, kegel-
formiger oder fonft irgendwie profilievter Letbung eines Bogens an-
gewandt werden kann, evkennt man ohne Weiteres; die Konfltruktion
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des Punktes R allerdings gilt nuv fiiv den Fall, daf das Profil die
Uordevfladie vechtwinklig (dneidet. — Andernfalls muf man exft einen
Kegel evmitteln, der die Leibungsflaie im Grenzkreife berithrt, deffen
Spife allo in der hovizontalen Rxe diefer Fliche liegt, den Schatten
der Spike auf die Uovderflache beftimmen und von diefem Schatten-
punkte aus eine Tangente an den die ilche begrenzenden Halbkreis legen.
Diele Tangente berithrt den Halbhkreis in dem gefucten Punkte A

Der auf eine beliebige Umdrehungsflice fallende Scilag-
[hatten eines Punkts wird aud hier wieder mit Hiilfe einer durdh
den Strahl gelegten Uertikalebene gefunden.

§ 39. Die Konfltruktion des Halblchattens.
Sthlaglchatten bei verlthiedenen Lichtquellen.

Wie beim Sonnenlicte, (o madit fich auch oft bei kiinftlicher Be-
leuditung die Grofe der Liditquelle dadurdt bemerkbar, dak fie einen
ver[hwommenen Rand des Schattens, einen [ogenannten Halbldhatten
evzeugt. Wenn beilpielsweile eine Gasflamme von einer Mildglas-
glokke umgeben ift, fo bewirken die in dem Mildglale fein verteilten
undurdifiditigen Teildien eine derartige Zuriikwerfung des Lidits nach
allen Seiten, daf die Glocke ebenlo wirkt, wie ein (elbftleucitender
Kovper von derfelben Grdfe. Jedem Punkte der Oberflihe des

A
T

Rbb, 205
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leuchtenden Korvpers entlpridt nun ein belonderer Punkt Z und ein
befonderer Punkt Z/, und mit Hiilfe diefer Punkte konnen wir den
Halb(dhatten in derfelben Weile konfltruieren, wie es im § 34 fiir
patallele Strahlung gefchehen ift. Rud was dort iiber die Halb-
[hattenzone auf einem runden Korper gelagt wurde, gilt unverandert
fiiv Zentralbeleuditung.

Wird ein Korper von zwei Liditquellen beleuditet, (o erzeugt
jede von ihnen einen Eigen(chatten und einen Korpev(hatten. Der
durdh die erlte erzeugte Schatten wivd durdi die zweite, der durdh die
zweite evzeugte Schatten durch die erlte erhellt. Tur der Teil des
Eigen- und des Sclaglchattens, der den duvd beide einzelnen Licht-
quellen erzeugten Schatten gemeinfam ift, erhalt fiberhaupt kein Licht,
it allo vollftindig dunkel. — Die Rbb. 205 zeigt einen [olchen Doppel-
[thatten eines auf der Grundebene [tehenden, novmalen Zilinders, der
von zwei Liditquellen Z, und Z, beleuchtet wird.




Drittes Kapitel.

Die Konftruktion der durdc
Spiegelung und Bredung erzeugten Bilder im
per(pektivifchen Bilde.

$40. Rllgemeines iiber die Entltehung eines Spiegelbildes.

Die Theorie der Entftehung dev Spiegelbilder gehdrt der geo-
metrifdien Optik an. Wenn die durdr einen ebenen Spiegel evzeug-
ten Bilder in einem Lehrbude der Perfpektive behandelt werden, (o
hat das [einen Grund davin, daf [(olche Bilder innerhalb einer per-
[pektivifhen Darftellung fehr hdufig vorkommen. Uor allen Dingen
[piclen die durdh eine hovizontale Wallevflache erzeugten Spiegelbilder
in der Landlthaft eine [0 widitige Rolle, daf fie (hlechterdings nict
ubergangen werden diirfen; dann aber kommen aud bei der Dar-
(tellung von Innenraumen oft vertikal oder etwas geneigt aufgehingte
Spiegel vor, in denen fih Teile der Tnnenvdume (piegeln, und diefle
Spiegelbilder miillfen dem per(pektivifhen Bilde eingefiigt werden.

Rllo nur die durd ebene Spiegel erzeugten Bilder (ind es, mit
denen wir uns hier zu belhdftigen haben. Zwar kann es vorkom-
men, daf beilpielsweile in einem Garfen eine jenevr gelhmacklofen
glanzenden Kugeln aufgeltellt ift, in denen fih die wumgebende Land-
(dhaft in halider Uerzerrung [piegelt; indellen ift diefes Spiegelbild
fir die ganze Darltellung von (o untergeordneter Bedeutung, ift aud
in der Regel [0 Rlein, da§ es hier fitr uns nicit in Betracit kommt.

Der Entltehung jedes Spiegelbildes liegt das Spiegelungs- oder
Reflexionsgelef zu Grunde, das (don im Altertume bekannt war.
Es lautet folgendermaben: Fallt ein Liditltrahl auf eine (pie-
gelnde Korperoberflade, (o wird er (o zuriidkgeworfen, dag
der gelpiegelte Strahl in der Einfallsebene, d. h. in det
durcdi den einfallenden Strahl und die im Einfallspunkte
auf dev Flade evviditete Normale gehenden Ebene liegt; in
diefev Ebene bilden der einfallende und der zuriikgeworfene
Strahl mit dev Novrmalen gleiche Winkel.
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Aus dielem Grundgelefe ergiebt [idh fiiv die durch eine [piegelnde
Ebene erzeugten Bilder eine itberaus einface Konltruktion.
Es (ei A B ([. Abb. 206) der

i
durd den leuchtenden Punkt /A
z.'l /a

Z gelegte veditwinklige Duvch- M i
(nitt der [piegelnden Ebene, \< /*I i /
LP ein beliebiger Lichtltrahl, //Cf’f‘\-‘" i
PN das im Einfallspunkte 2 A "1'\'\'\"" T Fi_ i e oy L
evrihtete Einfallslot. Tt nun \\:\\\\ T
LPN NPQ, foift RN it
£ der reflektierte Strahl; ‘3;51\1:
verlangern wir ithn viikwarts “‘}\:‘}‘}
bis zum Sdinitte mit dem von Abb. 206

L auf AFB gefdllten Perpen-

dikel, das 472 in C [dneidet, o folgt aus der Kongruenz der Dreiecke
LCP und L'C P, daf L.C = CL' ilt. Daflelbe gilt fiir alle andern
von 7 ausgehenden, in den verldieden(ten Punkten der Ebene auf-
fallenden Strahlen; alle diefe Strahlen gehen alfo nad ihrer Zuriik-
werfung [(dieinbar vom Punkte 2 aus. Dieler Punkt Z' ift allo das
durch Spiegelung evzeugte Bild des Punkts Z, und es wird einfach
dadurch gefunden, daf man von Z aus ein Perpendikel auf die Ebene
fallt und um fich (elblt verldngert.

Mit diefer tiberaus einfacen Evkenntunis ilt die Konftruktion der
durch einen ebenen Spiegel evzeugten Bilder grund(aglich erledigt.
Ein Gegenftand und fein Spiegelbild (ind ganz einfach in Bezug auf
die [piegelnde Ebene [ymmetrilche Gebilde; das Bild jeder Kurve,
jeder kovperlihen Oberfladie finden wivr dadurd, da wir die Bilder
threr einzelnen Punkte auffudien. Um beilpielsweile das Spiegelbild
einer Geraden zu finden, braudien wir nuv die Bilder zweier beliebiger
Punkte aufzuludien und eine Gerade durdh fie zu legen; die Bildgerade
und die gegebene Gervade [dineiden die [piegelnde Ebene in demlelben
Punkte, der gewillermallen fein eigenes Spiegelbild ift. Tft allo dieler
Scinittpunkt erveichbav, (o brauden wir nur nod das Bild eines
Punktes der Geraden aufzulfuchen und mit ihm zu verbinden. — T(t
die Gerade der [(piegelnden Ebene pavallel, [o it das Bild ihr (elbft
parallel; ift die Gevade auf devr [piegelnden Ebene fenkvecht, [0 ilt das
Spiegelbild ihve Uerlangerung, Ffallt allo in dielelbe Gevade. Bildet
die Gevade endlih cinen beliebigen Winkel mit der (piegelnden Ebene,
o bildet das Spiegelbild nach der andeven Seite denfelben Winkel
mit thr. —

Meifel, Cehrbud der Perfpehtive 12
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Scneidet eine allgemeine Zilinderflace von ganz beliebigem Quer-
[dnitte die [piegelnde Ebene vrechtwinklig, o (ind ein beliebiger [dhiefer
Schnitt der Flace und (ein Spiegelbild Wedilellchnitte der Zilinder-
flidie und als (olche kongruent.

§ 41. Die durch eine wagerechte Ebene (Wallerflache)
erzeugten Spiegelbilder.

Die allgemeine Konltruktion des Spiegelbildes gilt natiivlih aud
bei wageveciter Ebene; nad dem oben Gelagten ift das Bild einer
vertikalen Gevaden ihve Uerlangerung, wahvend das Bild einer hori-
zontalen Geraden mit thr parallel ift, allo mit thr den Fluhtpunkt
gemein hat. Das Bild jedes beliebigen Punktes liegt um ebenfloviel
unter der Wallerflacie, wie er [elblt iiber thr liegt.

Der Fluditpunkt des Spiegelbildes einer beliebig geneigten Geraden
wird erhalten, indem man den Rbftand des Fludtpunkts der Geraden
vom Horizont auf der durdh ihn gelegten Lotrehten nach der andern
Seite abtragt — nad unten, wenn der Fluditpunkt der Geraden iiber,
nach oben, wenn er unter dem Horizonte liegt.

Abb, 207 V.
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Da es (i bei der Konftruktion eines Spiegelbildes in der Regel
um das eines Gebaudes handelt, kommen in erfter Linie lotredite und
wageredite gerade Linien in Betvadit. Wir haben daher die lotreciten
Kanten zu verlingern, jede von ihnen mit der verlangett gedaditen
Walleroberfliche zu [(hneiden und die Entfernungen diefes Scnitt-
punktes von den Endpunkten dev Kante nach unten aufzutvagen.
Ueberhaupt haben wir uns nur einen Koérper zu denken, der in Bezug
auf die [piegelnde Ebene mit dem gegebenen Kdrper [ymmetrilch liegt
und diefen Bildkorper nacd den bekannten Regeln in das Bild zu
ibertragen.

Die Rbb. 207 giebt ein einfaches Beilpiel einer [olen Bildkon-
ftruktion. — Der punktierte perfpektivifdie Grundrif (tellt den Scmitt
des nah unten verlingert gedaciten Gebaudes mit dem Wallev(piegel
dar. Nah dem (chon Ffrither Ausgefithrten ilt es ohne Weiteres klar,
dag die nach recits [teigenden Giebelkanten ihven Fluditpunkt mit den
Spiegelbildern der nach links (teigenden gemein haben und umgekehut.
Die in Abb. 20 mit #, und 7, bezeichneten Fluditpunkte (ind daher
auch Fitr die Konftruktion des Spiegelbildes zu gebraudien,

Da§ die Schattenumrifle (i in derfelben Weile (piegeln, bedarf
wohl kaum der Erwdhnung. Wollte man Ffiiv das Spiegelbild den
Schatten divekt konftruieven, (o miifte man aud das Spiegelbild der
Liditquelle dev Konltruktion zu Grunde legen, wahvend thve Horizontal-
projektion unverdndert bleiben wiirde.

Aud hann es vorkommen, daf die Sonnenftrahlen an einer ver-
tikalen und an einer hovizontalen Ebene veflektiert werden. Das
Ruge befinde (i in O oberhalb einer Wallerflae 27V [[. Rbb. 208];
jenleits derfelben [(tehe :
ein  Gehdude, dellen i
fenkrechte Uorderflache s
I7 177 mit zahlreichen kv i e R T
Fenltern belet ilt. Bei Pl Selnecs
tief [tehender Sonne ~
erblike das Ruge ein e B et
BildderSonneineinem goe== ——————-
der Fenlter. Mub jett —Té—:ﬁ“nﬂ{; BRI E ) <it B’"&
auch das Spiegelbild S s
der Sonne in dem im ] ey .
Waller fihtbaven Spie- =l
gelbild der Flade V11V !
[ihtbar [ein? Kann es Abb. 208
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vorkommen, daf das Spiegelbild der Sonne in dem im Waller ge-
(piegelten Bilde eines Fenlters, aber in keinem der Fenlter felblt (idut-
bar ilt? Exltere Frage it zu verneinen, leftere zu bejahen.

Denken wir uns zunacft die ganze Flade 7147 [piegelnd, (o
er(cheint das divekte Spiegelbild der Sonne im Punkte ,, der (o liegt

vl

daf = Poo B = 0,0 ilt. Ein zweiter Sonnenltrahl wird
auf dem Wege 2, ¢, RO in das Ruge veflektiert; es it = 2,0, A,
- H,0, R 2 RN = ORM, Das durdh zweimalige

Reflexion erzeugte Sonnenbild it nun (., das im Sdinittpunkte von
FIW und OR liegt; die RAbltinde O, 7 und (O,' W7 unter(theiden
fih offenbar um das Doppelte der Hohe des Punkts O iiber der
Wallerflache von einander. TFallt nun @, in ein Fenlter, Q,' in das
Spiegelbild eines Fenfters, (o erbliken wir beide Sonnenbilder; fallt
@, in ein Fenlter, ), aber nidt in das Spiegelbild eines (olchen, (o
ift nur das Bild @, (iditbar; fallt O, niht in ein Fenlter, O, aber in
das Spiegelbild eines Fenfters, [o erbliken wir wir nur das Bild 0,"
Die an der Walleroberfliche zuriikgeworfenen Strahlen hkonnen
audi erhellend wirken. Zwei Beilpiele mogen diefe Wirkung zeigen.
___________ 0% Htefel il A 4] Ein Wallerlauf befinde fich
zwilhen zwei Boldungen
(RAbb. 209). RAn der Ober-
kante der einen Bolhung
(tehe efwa ein prismatilch
zugehauener Stein. Bei tief
[tehender Sonne und zu der
Riditung des Wallerlaufs
Abb. 209 reditwinkliger Strahlenvicht-
ung fallt dev Schatten 4A'5"
der Kante A5 auf die gegeniiber liegende Boldung. Tn der nadh oben
gehenden Uerlangerung des auf der veditfeitigen Béfdung liegenden
Scilaglhattens erblikt man nun einen ganz zarten Halb(dhatten.
Woher kommt dieler?

Die veditleitige Bdlhung wivd evftens durch die divekt auffallenden
Sonnen(trahlen, zweitens durch die an der Walleroberflicie reflektierten
Strahlen erhellt. Die Helligheit diefer Fladie ift allo die Summe der
duvdh beide Strahlen evzeugten Helligkeiten. Tn der Uerlingerung
des Schlaglthattens aber konnen nur die divekt auffallenden Strahlen
wirken, da die an der Wallevoberfliche veflektierten Strahlen, die ja
innethalb des auf diefe Oberfliche fallenden Sclagldhattens auffallen
miiften, an diefer Stelle wegfallen. Der in der Uerlangerung des
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Schlaglthattens liegende Streifen der Boldung ilt daher efwas dunkler
als die benadbarten Teile derfelben, und zwar um (o viel, wie die
durdh die am Waller reflektierten Strahlen erzeugte Helligheit betragt.
Der Untferfchied it freilid nur klein, (o daB der zarte Halbldhatten
nur bei aufmerklamer Beobaditung [ichtbar ilt.

Abb. 210

Ein Briikengewdlbe von der Geltalt eines halben Zilinders
(Abb. 210) befinde fich iiber einer Wallevfladie. Der Halbkreis ALDES
ergiebt das Spiegelbild A4 2'£B; beide zulammen bilden einen Kreis,
im Bilde eine Elliple. Der Halbkreis wirft [einen Schatten zum Teil
auf die Wallevoberflache (A C), zum Teil in die Leibungsflade (CZ].
Diefer Schatten, den wir als Elliple kennen [[. Abb. 146), ergiebt das
Spiegelbild CZ*. Das Stiik CBE der Zilinderfliche wird nun wieder
durd die divekt auffallenden und durch die veflektievten Strahlen
echellt: legtere aber erhellen aud noch einen Teil des Schlag(chattens,
und zwar it diefer Teil nad hinten durdh die Linie €2 begvenzt,
in der die langs des Elliplenbogens A C auffallenden und reflektierten
Strahlen die Zilinderflaiche [dneiden. Diele Schattengrenze C2D ergiebt
das Spiegelbild €. — Da wir uns die Spiegelbilder CZ£* und €2
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auch divekt durdr die gelpiegelte Sonne .S entftanden denken konnen,
ethennt man leidit, daf C2 die Fortlehung des Elliplenbogens CZ,
CE' die des Elliplenbogens CO ilt; £ZD' it nihts andeves als der
Sdilagl(dhatten, den der Rand des vollen Zilinders in das Tnneve
wirft, DE' it der Schatten, den der Rand des vollen Zilinders unter
Zugrundelequng der gelpiegelten Sonne in das Tnnere wicft. Die
im Punkte C an beide Elliplen gelegten Tangenten bilden mit dev
Walleroberflache gleihe Winkel; die Elliplen find kongruente Scnitte
der Zilinderfladhe.

Ebenlo wie £ und 2’ die Berithrungspunkte der von Z ' an
die Elliple gelegten Tangenten find, (o (ind 2 und £’ die Berithrungs-
punkte dev von einem Fludtpunkte /7" an die Elliple gelegten
Cangenten; diefer Fluditpunkt £~ ift das Spiegelbild von #}’, allo
FF, = FF",

Die Grenzen CD und CO’ zeigen [ich bei hellem Somnenfldeine
[ehr deutlidh; ift die Walleroberflache leicht gewellt, (o erfcheint der
aufgehellte Schatten C2DZ von den gligernden Spiegelbildern der
Wellen ausgefiillt.

§ 42. Die durch eine vertikale Ebene erzeugten
Spiegelbilder.

€s fei ¢ (Abb. 211) der Grundrif — die Horizontallpur — det
[piegelnden Ebene; als gelpiegelten Gegenftand wollen wir ein auf der
Grundebene (tehendes rechtwinkliges Parallelepiped annehmen, deffen
Grundflide BCDE [ei; ihr Spiegelbild it B C' D' E'. 1t wieder
A das umgeklappte Ruge, [o finden wir in bekannter Weile den Fludht-
punkt 7 von ¢, den Fluhtpunkt 7, der auf den Spiegel gefillten
Perpendikel, die Fluditpunkte Z, und 7, der Seiten des Reditedrs
BCDE und die Fludtpunkte 7.’ und 7, der Seiten des gelpiegelten
Rediteks & ("D'/2". Da die Hiohe des Spiegelbildes gleich der des
Gegenltandes ift, hat nun die Konltvuktion des perfpektivifchen Bildes
des Spiegelbildes nicht die geringlten Scduwierigkeiten mehr. Wir haben
das Spiegelbild genau [0 wie einen korperlidien Gegenftand zu be-
handeln. Die Fludtpunkte 7 und 7#, [(ind offenbar Ffiir die Kon-
(truktion gar nidit erfovderlih; immerhin ergiebt es eine gute Kon-
trole, daf die Bilder der auf den Spiegel gefdllten Perpendikel durch
/4, gehen miiffen. Die Rbbildung zeigt das Spiegelbild und aud die
duvch /, gehenden Bilder der Perpendikel.
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Rud zweifache Spiegelungen an vertikalen Ebenen kommen vor.
Zwar hat der Fall, daf in ecinem Tnnenraume (it zwei vertikale
Spiegelflicien befinden und das duvch die eine erzeugte Spiegelbild
eines Gegenftandes fih noc einmal in der andeven [piegelt, keine
praktifhe Bedeutung; ubrigens warve diefer Fall, wie man [ofort
exkennt, ohne jede Scuwierigkeit zu behandeln. Rber efwas Rehnliches
kommt (ehr oft vor. €s moge fich beilpielsweife an einem TMobel

eine polierte Flache befinden, die die durch das Fenlter eindringenden
Cihtftrahlen in das Auge des Belchauers veflektiert, die allo glanzt.
Tn einem vertikalen Spiegel erblikt dev Befchauer das Spiegelbild des
Mobels; muf diefes Spiegelbild auch glanzen? 1It es moglid, dah
das Mobel glanst, (ein Spiegelbild aber nicht? Kann es aud vor-
hommen, daf das Mobel nicit glanzt, wohl aber fein Spiegelbild?
Der Fall ift offenbar ganz analog dem im § 41 behandelten
Falle des am Ufer ecines Gewallers [(tehenden, mit vielen Fenftern
verlchenen Haufes. Wie (it dort die Strahlen auf eine vertikale
Ebene projizieren, (o projizieven fie (ih hiev auf eine hovizontale.




Es fei (Rbb. 212) 4 B das
' Fenlter, CD die polierte Uorder-
flache des Mobels, ZF der Spiegel
im Orundri(le, allo A4'B’ das
durch die polierte Flade erzeugte
Spiegelbild des TFenfters, Z'#’
das durch diefelbe Flache erzeugte
Spiegelbild des Spiegels, €D
das durdi den Spiegel erzeugte
Spiegelbild der polievten Flache.
Mun (ind CHM und DN die
auferlten an der polierten Flache
reflektierten Strahlen; 477 und
£ die duBerlten an der polievten
Flihe und am Spiegel veflektierten Stvahlen. Liegt nun das Ruge
innerhalb des Uiereks CON/V, (o erblickt es die polierte Fladhe lelblt
glanzend, liegt es zwilen M7 und EQ, fo erblikt es das Spiegel-
bild diefer Fliche gldnzend; liegt das Ruge innerhalb des Dreiecks
REM, [o (ieht es die polievte Flache und ihv Spiegelbild glinzend:
liegt es aber auBerhalb des Utevechs COMN und nicht zwilchen M2
und ZQ, (o erblikt es weder divekten noch gelpiegelten Glanz.

Rbb. 212

5 43. Die durch einen geneigten Spiegel erzeugten Bilder.

€s (ei VIWXY [[. Rbb. 213) die Projektion eines rechteckiq be-
grenzten Spiegels auf die Grundebene, in der die Kante /7 liegen
maq; WXV it das per(pektivifhe Bild diefes Grundril(es,
PP P das Bild des Spiegels felblt. Um die Zeidmung mag-
lih(t einfach und diberficatlich zu geftalten, wollen wir uns auf das
Bild eines einzelnen Punkts belthvanken; 2 fei [ein Grundrif, 2’ das
Bild diefes Grundriffes, 7 das Bild des viumliien Punhktes. Wit
legen — etwa durdh 77X — eine zur Grundkante I 177 recitwinklige,
vertikale Hiilfsebene und klappen fie in die Grundebene um: in der
Umklappung zeigt (it dev Spiegel als die Strece WX wihrend
dev Punkt nac 2~ fillt. Selbftver(tindlih find die Héhen %, und
/y der Punkte X und 2 iiber der Grundkante nach bekannten
Gelefien mit dem pevlpektivilchen Bilde in Uebereinftimmung zu bringen.
Fallen wir nun von 2 ein Perpendikel auf W.X" und verlangern
es um [(ich [elbft, o evhalten wiv in der Umklappung das Spiegelbild 277
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diefer Punkt fallt, wenn wir die Hiilfsebene wieder aufrichten, nach 27,
Diefem Punkte 77 der Grundebene entlpricht in der Perlpektive das
Bild 277 und, wenn wir endlich die Hohe 4, des Punktes 2*7 {iber
WX in das Bild bringen, der Punkt 2" als per(pektivilches Bild
des Spiegelbildes von 7,

Rbb. 213
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In diefer Weile konnen wir das Bild jedes Punktes, allo aud
das perlpektivifde Bild des Spiegelbildes jedes beliebigen Kovpers
exmitteln. Die Konltruktion vereinfacht (ich aber auBerovdentlich, wenn
wit bedenken, daf die pev(pektivilden Bilder der von beliebigen
Punkten auf den Spiegel gefillten Pevpendikel durch einen Punkt
gehen miillen. Diefer Fluditpunkt #' liegt offenbar in der durd 7,
den Fludtpunkt von 77 ¥” und W7 X", gezogenen Lotrechten und ift
dahet der Schnittpunkt dieler Lotvechten mit PPV Selbltuerltindlich
konnen wir 7 audh in der gewdhnlicen Weile dadurd finden, daf
wir durch das Auge eine Tlovmale des Spiegels legen und mit der
Bildebene [dineiden.

Weiter kann man (i die Konltruktion des Spiegelbildes dadurd
etleiitern, daf man (tets beviik(ichtigt, dah eine Linie und ihr Spiegel-
bild (i in der Ebene des Spiegels (dneiden und daf die Spiegelbilder
paralleler Kanten im per(pektivifcen Bilde nach einem Fludtpunkte
gehen miillen.

$ 44. Die durch Strahlenbrecung an einer Walleroberfliche
erzeugten Bilder.

Die durh das Waller hervorgerufenen Taultungen find allgemein
bekannt. Blikt man von oben in das Waller hinein, [0 er(cheint
feine Tiefe Rleiner, als (ie in Wahrheit ift; ein (hrdg in das Waller
gefteckter Stab er(dheint in (einem Sdnittpunkte mit der Wallerober-
flihe geknickt. Mit dem Zultandekommen diefer durdh Strahlenbrecung
erzeugten Bilder und threr konftruktiven Evmittelung wollen wir uns
jet ganz kurz befallen.

Eine eingehende Behandlung der Strahlenbrediung an dev Ebene
gehort vollig in das Gebiet der Optik; Leler, die [idh mit dem Gegen-
[tande griindliher befallen wollen, feien auf des Uerfallers ,,Geomet-
vifhe Optik* (Halle a. S. 1886), ,,Lehrbud der Optik* [Weimar 1889)
und , Elemente der geometrilchen Optik* [Hannover 1908) verwielen.
Hievr kann von der Sacie nur (oviel gebracht wevden, wie unumganglich
notig ilt, um die Entlftehung diefer Bilder grundf@glih zu verftehen.

Die Bilder, von denen hier die Rede ift, werden oft als optilche
Caulchungen bezeidimet. Um Tduldiungen im eigentlicien Sinne des
Wortes handelt es [ih hier nicht; wenn beilpielsweile ein Stab im
Waller geknidkt evfcheint, o liegt [ein wirkliches, konltruierbares Bild
da, wo wir es [ehen. Um eine wirklide optifche Tauldung handelt
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es [ich aber beilpielsweile, wenn uns eine ungeteilte gevade Strecke
linger etfcheint, als eine in derfelben Lage gegen das Ruge befindliche,
mehrfac geteile Stredie von gleicher Lange.

Die durch Strahlenbreung im Waller erzeugten Bilder pflegen
in der Malevei kaum beachtet zu werden. Stellt dev Kiinftler bei-
[pielsweile eine Diana im Bade dar, [0 zeidnet ev den ganzen Umrif
der Gottin ohne Ritdlfiht auf die (ehr welentliche Uerdnderung,
die die Umrille der unter Waller befindliien Teile duvdr die Strahlen-
breciung erleiden, und unter(cheidet bei der malerifchen Behandlung
diefe Teile von den auferhalb des Wallers befindliien nur daduvdy,
daf er den blaulichgriitnen Farbton des Wallevs iiber (ie legt. Eine
(olhe Behandlung — und mag [ie noc [o allgemein und von noch
(o grofen Kinftlern geiibt werden — entlpricht nicit der Wahr-
heit. Zuzugeben ilt, daf der duvch die Strahlenbreciung erzeugte
Umri nicht eben [thon ausficht; wenn aber das der Fall ift, (ollte
man lieber auf die Darftellung teilweile im Waller befindlicher Kovper
verzichten, als [ie unvichtig darfltellen.

Geht von einem unter Waller befind- ! :
lihen Punkte 4 [(Rbb. 214) ein Lict(trahl . .
aus, der die Walleroberfliche in 5 trifft, (o | e /
witd er beim Uebergang in die Luft von Mesd B
(einer urfpriinglidien Riditung abgelenkt. : 4!
Bildet der Strahl A48 im Waller mit dem
im Punkte # erviditeten Einfallslote den
Einfallswinkel «, (0 bildet er nad [einem A
Rustritte aus dem Waller mit demfelben Abb. 214
Lote einen groferen Winkel 2, den fogenann-
ten Brechungswinkel. Der Winkel 2 ift durdr den Winkel « beltimmt;
beide hingen durd das [ogenannte Snellius’[de Bredungs-
gelet zulfammen, das ausfagt, daf das Uerhdltnis des Sinus des
Bredwungswinkels zum Sinus des Einfallswinkels fiir alle Strahlen
daffelbe ift. Der Ffiir den Uebergang der Strahlen aus einem beltimm-
ten Stoffe in einen andeven beltimmten Stoff unverdnderlie Wert
diefes UVerhdltnilfes wivd ,,Brediungsquotient ™ genannt und ge-
wohnlih mit 2 bezeidnet. Es it daher

st f3

-y == — -

7 allo s 3 o SIN o

SI o
Mit Hiilfe diefer einfachen Gleiung konnen wir aus dem Einfalls-
winkel eines Strahls (einen Bredwungswinkel bevedinen. Der Sinus
eines Winkels kann bekanntlih den Wert 1 nidit iiber[chreiten; allo
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| kann hodiftens sz 8 — 1 fein. Daraus folgt dann fiir dielen Maxi-
malwert von sz g, dem devr Wert 2 90" entlpridht, ein Einfalls-

winkel «', der durch die Gleidung

r
|

Ly 7/
72

beftimmt ilt. Dieler Wert «' ift der hodulte Wert des Winkels «, bei
dem nodi eine Brecung maglich ift; ihm entfpricht ein mit der Walfer-
obevfladie zufammenfallender gebvodener Strahl. Ueber(chreitet der
Winkel « diefen Grenzwert, (o kann der Stvahl nidt mehr in die
Cuft austrefen; er wird an der Walleroberfladie vollltandig zuriick-
gewotfen, es tritt ,fotale Reflexion* ein.

. ’ = : m £ -
Fiiv den Uebergang aus Waller in Luft ift etwa » — 7 allo
7
sim o' — 2, Daraus evqgiebt fidh Ffiir den Winkel a’, den ,,Grenz-
2 q

winkel der totalen Reflexion* der Wert
o 489 357

Die totale Reflexion an einer Walleroberflache 146t (ich trefflich
beobachten, wenn man durch die gliferne Wand eines Aquatiums
(divdg hinauf blikt auf die Oberflice. Man (icht dann nidits von
den oberhalb devfelben befindliien Gegenftinden, nimmt hingegen die
verkehrt liegenden Spiegelbilder der im Waller befindlichen Gegen-
(tande wahr; die Fifhe [hwimmen auf dem Riten und die Pflanzen
wadifen abwarts.

EoeCe Der zu irgend einem -einfallenden

7 8e=-=3%0 _ Strahle gehérige gebrociene Strahl laht

: , At -rm’/ fich ﬂllle[-L‘hl' einfach h_o nltruieven. Um

fpn ?*"."?‘;// v % den Einfallspunkt 2B (Rbb. 215) des in
L= ﬁ::f‘{ 1 | der Zeichenfliche liegenden Strahls A5
| : g /| befldhreiben wir zwei Kreile, deren Radien
it g, skt 1 : 7 verhalten, verlingern den
NooFo--w 7/ einfallenden Strahl, bis er den groferen
s by ' Kreis in 2 [dhneidet und ziehen von 2
Ao ots aus eine Parvallele zum Einfallslote, die

den kleineren Kreis in C (dineidet: BC

tlt der gebrodiene Strahl. Ziehen wir nimlihh 4NV und C2 fenkredit
zum Einfallslot, (o ift

. AN : G : S22 4 G2l n N R B

R T e s B alfo S -“ S BC B AN BC
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S : e : P Do B
Nun it aber A8 — BC, allo o= [errey —— - £ —
G B AN AN AR
72 _ g2
7. allo—= = 7.
i SIN o

RAus der Konftruktion ergiebt (i aud der Grenzwinkel der totalen
Reflexion; diefe fritt ein, wenn €2 den kleineren Kreis berithrt.

Dann ilt offenbar 2 = 90% st p = 1, stn @ = ;;
Wir wollen nun ([ Abb. 216) alle Strahlen verfolgen, die von
dem Punkte 4 ausgehen; A' (ei die Projektion von 4 auf die
Walleroberflache. Da der Strahlenverlauf in allen durch das Lot A4
gehenden Sdinitten derlelbe ilt, geniigt es vollltindig, wenn wir in
der Ebene des Papiers einen (oldien Schnitt darftellen. Wenn wir
eine grofere RAnzahl
vonStrahlenauswah-
len und nach der an-
gegebenen Konftruk-
tion die zugehorigen ‘
gebrodienen Strahlen
evmifteln, (o finden
wir, daf diele =P
gebrodienen Strahlen
nidit mehr duvch einen
Punhkt gehen; [(ie be-
vithren eine HKurve,
die [(ih wvollftandig
ergeben wiirde, wenn
wir alle Strahlen ver-
folgen konnten. Sie
it die einhiillende Kurve oder Enveloppe dev gebrodienen Strahlen und
wird hier, wo [ie durd Strahlenbreciung entfteht, als Diakaultik
bezeidnet, Sie ift, wie fitr den mathematilch geldhulten Leler hinzu-
gefiigt werden mag, die Halfte dev Evolute einer Elliple, deren Mittel-
punkt A ift. Bezeihnen wir die Tiefe des Punktes A4 unter der
Oberfliche mit £ (o ilt die in dev Rihtung A.A' fallende halbe grofe
Axe der Elliple @ =— 7+ 7, die in die Walleroberfliche fallende halbe
kleine Rxe & = V72 — s+ ¢ und daher die Exzentrizitit e —= £ Darvaus
folgt, daf der Punkt A einer der Brennpunkte der Elliple ilt. Die
Diakaultik beligt eine im Lote 4.4’ liegende Spike .5, die von A’
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4
den Abltand # — ~ hat: fie berithrt die die Walleroberflidhe dar-

7
(tellende Horizontale in den Punkten Z, und Z,, in denen die totale
Reflexion beginnt und deven Rbltand von A4

£
[

Ly sim o 7 7
telga , z
Vi St o l / Vg2 7
I.’ -
7>
i A el i 7 "4 Ie '
it Tien=L it t' =22 a0 —L J.b | phi Ve

7 4 ? 0 3

-.'i.l.."t"f.l"'ﬁ ¢ a’J.

Die Kenntnis dev Diakaultik ift die unevlafliie Uorbedingung
fiir das Uer(tandnis und die Konfltruktion der durdh Bredung erzeugten
Bilder. Denken wir uns ndmlih im Punkte O ein Ruge, fo wird in
daffelbe nur ein durdr die Grofe der Pupille bedingtes, (ehr enges
Strahlenbiindel eingelallen; die diefes Bindel bildenden Strahlen gehen
nahezu von einem Punkte aus, und diefer Punkt ift der Berithrungs-
punkt /> der von O an die Diakaultik gelegten Tangente. Dieler
Punkt 7 ilt alfo das Bild des Punktes A4 Ffiir ein in O
liegendes Ruge.

Wir erkennen davaus, da§ die Lage des Bildes durdiaus von der
Lage des Ruges abhangig ift. Befindet (ih zunddi(t das Ruge fenk-
redit fiber dem Punkte 4, (o berithvt die von ithm an die Kurve
gelegte Tangente diefe in .5 diefe Spife .S ift allo jeft das Bild von

A. Bel [enkreditem Hineinbliken er(dheint allo. da ¢ (t, die
7L

Wallertiefe im Verhaltnille L i I I ’f — 7 - 4 verkleinert.
Bewegt fih nun das Ruge nad der Seite, (o gleitet der Punkt /7
an der Kurve hinauf, das Bild nahert (ih allo fortgeleft der Waller-
oberfladie und dem Ruge. Je fladier wir allo in ein Gewiller bliden.
um [o geringer er(cheint [eine Tiefe.

Der geludite Berithrungspunkt 2 des Strahl mit der Diakaultik
it der Kriimmungsmittelpunkt der erwihnten Elliple in threm
Sdnittpunkte mit dem Strahle. Diefe Tatfache (et uns in den Stand,
die gewdhnlicie, aus dev Theorie der Kegelldhnitte bekannte Konltruk-
tion des Kriimmungsmittelpunkts hier anzuwenden und dadurd den
geluditen Bevithrungspunkt 7 das Bild des Punktes A Ffiir das Ruge
A, bedeutend [(chdvfer zu beltimmen. — Der die Diakauftik bevithrende
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Strahl [dineide die Elliple in V [Rbb, 217), ihre qrofe Rxe in A Fiir

den Scinittpunkt N ilt VO die Normale, der Punkt PKriimmungsmittel-

punkt. Um ihn genau zu finden, ziehen wir VA durd den berveits als

Brennpunkt dev Elliple erkannten Punkt A, evvichiten in A ein Perpen-

dikel auf VO, das NA in ——

7. [dmeidet und erriciten / i \

(dlieglich in 7 wieder ein | \

Perpendikel auf NZ, das il A

NK im geluchten Berith- [ : "‘\\

rungspunkte Z(ineidet. — |' . | HI 0

DieKonltruktion beruht da- ! '/

rauf, daf der Kriimmungs- ~— 1—_ A /T‘ RS

mittelpunkt /2 Fiiv einen I e T I,"D }l

beliebigen Punkt A eines " RN o |
Kegelldnittes erhalten \ YA ,-'I ;’

wird, wenn man den Rb- \‘}</ .'Y\\\ /

[dinitt VA der Flormalen iy --—-'-‘"a.-;;/
durd das Quadrat des Co- BLE

[inus des Winkels AN A nbb. 917

dividiert.

Liegt nun die Aufgabe vor, das Bild eines unter Waller befind-
liien Punhkts fiir eine gegebene Lage des Ruges zu konftruieren, [o
haben wir duvdh den Punkt und das Ruge eine vertikale Ebene zu
legen, in ihr die Diakaultik zu konftruieren und vom Ruge aus eine
Tangente an fie zu legen. Der Berithrungspunkt ift das geludite
Bild. — Das Bild einer Linie wird demnacd daduvch gefunden, daf
man mit jedem ihver Punkte — bei der praktilden Rusfithrung der
Konftruktion natiitlih mit einer belhrankten Zahl — ebenlo verfahrt
und die gefundenen Bildpunkte durd eine Kurve verbindet. Das Bild
einer Geraden ergiebt fih auf diefe Weile als eine krumme Linie, die
etft bei unendliher Entfernung des Ruges in eine Gevade iibergeht.
In diefem Falle find ndmlih die vom Ruge an die den einzelnen
Punkten der Geraden ent(predienden Diakauftiken gelegten Tangenten
patallel, und die Berithrungspunkte pavalleler Tangenten, die an ahn-
lihe und perfpektivilh liegende Kuvven gezogen werden, liegen auf
einer durch den Rehnlichkeitspunkt gehenden Gevaden.

Die Ausfithvung der angegebenen Konftruktion ift natiivlich recht
umftindlih, Sie vereinfacht [(ih aber dadurdi ganz welentlid, daf
die hier auftvetende Diakaultik nuv einer einzigen Geftalt fihig ilt,
daf allo die den ver(dhiedenlten Lagen des Punktes A4 ent-




Vo

[predienden Diakaultiken geometrifch Ahnliche Kurven fein
mi[fen. Das ergiebt (i [ofort daraus, daf die Diakaultik nur von
einer Honftanten, namlih dem Rbltande # abhingt; es folgt Fferner
davaus, daf f[ie die Evolute einer Elliple ift, deren Hauptaxen, wie
die angegebenen Formeln zeigen, dem Rbftande # proportional find
und allo ein unvevanderlihes Uerhiltnis, namlidh : jf , Zu ein-
7 — g
ander belifen.

Die Tatfade der Rehnlichkeit der Diakauftiken ermoglicht uns
nun, die Konftruktion der Bildpunkte beliebig vieler Objektpunkte
mit Hilfe einer einzigen, fiiv einen beliebigen Objektpunkt gezeichneten

Diakauftik auszufithren. €s [eien
A0 (Abb. 218) 4 und 2 zwei Objekt-
punkte, O das in ihrer Uertikal-
/ % ebene liegende Ruge. Die dem
RO Punkte A4 ent(predende Diakaultik
bt SZ ilt konftruiert worden. Man
[oll das Bild des Punktes B fFiir
e ¢ das Auge O beltimmen.
il et i Es kommt nun darauf an, einen
: el Punkt O’ zu finden, der in Bezug
i e R auf die Diakaultik des Punktes 4
P 17 ebenfo liegt, wie der Punkt O in
A¥ Bezug auf die nict gezeidnete Dia-
Abb. 218 kaultik des Punktes 5. Zu diefem
Zwede ziehen wir die Gerade A B
und [dineiden fie mit der Wallevoberflidhe; der Schnittpunkt C ift dev
Rehnlidkeitspunkt der beiden Diakauftiken. Ziehen wir allo CO und
[dineiden diele Gerade mit einer von A aus parallel u BO gezoge-
nen Geraden, [0 haben wir den gefudten Punkt O’ Eine von O
an die Diakaultik des Punktes 4 gelegte Tangente ergiebt in ihvem
Bevithrungspunkte das Bild 7/ des Punktes A Ffiir ein in O liegen-
des Ruge; ziehen wiv [dilieBlih /C und von 5 aus eine Parallele
iu AZF oder auch von O aus eine Parvallele zu @7, (o haben
wiv [ofort das gefudite Bild 7 Die Dreieke A 20’ und BP0
(ind dhnlich.

Dadurch, daf man nur eine Diakauftik zu zeiinen braudit,
wird nidht nur die Konfltruktion (ehr vereinfact, londern audh die
Genauigheit ganz bedeutend evhéht. Diele eine Kurve muf natinlich
mit moglicilter Sorgfalt und Genauighkeit gezeicinet werden.
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Die Abb. 219, 220 und 221 zeigen : /,.;:0
die auf diefe Weile ermittelten Bilder vl o
einer vertikalen, einer in der durch das il /ff
Ruge und den leuditenden Punkt gehen- - 5’%‘{ S
den Uertikalebene liegenden wageredhten ,[’- ' if’/';r
und einer in derfelben Ebene liegenden R -,}"4,-’//,’
geneigten Geraden. Tm erlten Falle l’H’f /
Fallt € mit A" zulammen: im zweiten Sg‘,l'”r ,”{
Falle liegt C in unendlicher Ferne, die AY S
Gevaden A ¢ und 2'C werden allo ‘ 2
hovizontal. — Tn jeder Figur it 20 kfu"
die abzubildende Gevade, /2'(Q’ ihr a
durch Brediung evzeugtes Bild fiir das Rbb. 219
in O liegende Auge; Objekt und Bild AR N S
miillfen fih in der Walleroberfliche 5 F,;?/
(dineiden, es Ffallen alfo in Abb, 219 7 ey
und 221 2 und 2’ zulammen, o - /x/f

Soll das Bild einer e o
nicht 1n einer durch das . L 6 bl
Auge gehenden vertika- £—— /’jf—— — = —
len Ebene liegenden Linie | P ///
evmittelt werden, lo muf | S A x’f:—_,_,’, g
man auf ihr einzelne |~ e
Punkte annehmen, durch ¢ ,° e
jeden Punkt und das &~ o
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felblt und ihr Bild PO’ findim ¥~
Grund- und Rufrille dargeltellt.

Meilel, Cehrbud der Perlpehtive.

Rbb. 221
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Mit Hiilfe der belthriebenen Konftruktionen kann man nun das
durdr Strahlenbrecung evzeugte Bild jedes beliebigen Kovpers finden.
It der Kérper ein Dielflachner, (o exmittelt man die Bilder [Amtlicher
Kanten: belift er eine krumme Oberflide, o muf man auf thr geelg-
nete Kurven annehmen und deven Bilder punktweile auffucen. Die
einhitllende Kurve aller Kurvenbilder it der Umrif des Bildes.

20
A
7 |
'3 H
- LR A TSR (R S S
/ ' w
o |
/ i
4 : P \
e L M \
| AT . e ';'(‘f- ; N
el R
| o -q:tf"-"’ = | f/ | NN
| = | A R TR
I.r-) e | S i S
-k' = | I \ s
| .~ L] Ay
| L~ \ X
I P = ’ 5
\
t A
i \
= = Al
it = |
|
o L
NEAES,
1 Sl
s L
i \
¥ i
I L
i _'1
Rbb. 222 Rbb. 223

1t das Bild des Korpers gefunden, (o hat man [dlieflich dieles
Bild, indem man es genau (o wie einen wirklien Kdvper behandelt,
nac den bekannten Gefeten in die Per(pektive zu iibertragen, alfo
das perlpektivifhe Bild des durch Bredung evzeugten Bildes zu
ermitteln. So zeigt die Abb. 223 das pevfpektivilhe Bild des durdh
Bredumng evzeugten Bildes eines unter Waller befindlihen Wiirfels.
Diefes petlpektivilthe Bild ift nachgezogen, wahrend das perlpektivildie
Bild des Winfels (elbft, wie es (ih ohne das Waller zeigen wirde,
(tricipunktiert itt. Die Abb. 224 zeigt die der Konftruktion zu Grunde
liegende Annahme der gegenfeitigen Lage der Wallerflache, des Wiirfels
und des Ruges im Grund- und Rufriffe. Das Ruge wurde in einet
Symmetrie-Ebene des Wiirfels angenommen. Die Abb. 223 zeigt, dah
der Wiirfel nicht nur gehoben, (ondern daf audh (eine Hohe auf etwa
die Halfte vermindert erfcheint. Die wagerechten Kanten erldheinen
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(hwad gekviimmt, wahvend die Bilder dev vertikalen Kanten gevade
bleiben und gegen die Bilder der divekt, ohne bededkendes Waller,
gelehenen Kanten keine Uer(hiebung erleiden. Das hat (einen Grund
einfach darin, daf das, wie wir willen, tatlddlih gekriimmte Bild
einer Uertikalen in der durd [ie und das Ruge gelegten Uertikalebene
licat, [0 daf die Kritmmung im perlpektivifchen Bilde nit in die
Erldheinung treten kann.
Je flacher wir in das Waller hineinbliken, um (o mehr ev(dieint

dev Korper gehoben 0
und dem Ruge — audh
in wageveditem Sinne !
— genahert, um (o ge- i S T frtareit i
ringer et(cheint gletdh-
zeitig [eine Hohe.

Uon dem durch die [
Brediung an einer |

Ebene erzeugten :
Aftigmatismusder ;
raumlichen€lementar- ,
biindel, der auf das —————
wirklidh wahrgenom-
mene Bild keinen
merkbaren Einfluf
hat, ilt bei dieler Be-
tracitung abgelehen ————
worden. Rbb. 224

Anhang zum [. Rbldinitte.
$ 45. Die Konltruktion der [tercolRopilthen Bilder.

Dag wiv die uns umgebenden korperlichen Gebilde nicit flachen-
haft, (ondern kovpevhaft (ehen, dag wir allo die Dike der Gegen-
(tinde und thve Entfernungen vom Ruge — innerhalb gewiller Grenzen
wenigltens — (higen konnen, beruht auf der Zweiheit unfeves Seh-
otgans. So lange die Entfernung des betraciteten Korpers nidnt
fehr grof ift im Uergleiie mit der Entfernung der beiden Pupillen
von einander, entftehen in beiden Rugen merkbar ver(chiedene Bilder
des Korpers. Wir konnen das [ehr deutlih wahrnehmen, wenn wir

13*
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einen nahen Gegenltand abwedifelnd mit beiden RAugen betvaditen,
aber mit jedem Ffiiv (i allein, indem wir das andere (dhliefen. —
Diefe beiden ver(chiedenen ebenen Bilder werden in den Raum zuriick
projiziert und vereinigen (i hier wieder zum kdrperliden Bilde.

Das korperliie Sehen ift allo durdh die Uerlchiedenheit der Bilder
bedingt, die ein Gegenltand auf den Nefhauten unlever beiden Rugen
evzeugt. Beide Bilder (ind (elbltverftdndlid perlpektivifche Bilder.
Fertigen wir allo zwei per(pektivifthe Bilder eines tatfachlich gar nicht
vorhandenen Gegenftandes an, die den beiden Rugen ent(predien, und
[orgen wir dafiir, dab jedes Ruge nur das Bild (ehen kann, das Fiir
eben diefes Ruge beltimmt ilt, (o werden [ich die beiden Bilder ebenlo
zu einem kovperliien Bilde veveinigen, wie wenn der Gegenftand
wirklih vorhanden ware.
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Ein optilches Inftrument, das bewirkt, dah von zwet ver[dhiedenen,
den beiden Rugen ent(prechenden perlpektivifchen Bildern eines Objekts
jedes nur dem thm entlprechenden Ruge (iditbar gemadit wird, heift
Stereolkop.

Die Uerlchiedenheit der beiden Bilder wird durdh Rbb. 2235, die
einen Grundrif dacltellt, veranldhaulicht. RAls Objekt wurde ein fenk-
vecht (tehendes, regelmafig lechs(eitiges Prisma angenommen, von dem
zwei gegeniiber liegende Seitenflichen dev Bildebene 4.7 parallel find
und deffen zur Bildebene rvechitwinklige Symmetrieebene durch die
Mitte der beiden in Z und R liegenden Rugen geht. Tn der Ab-
bildung (ehen wir in @ das dem linken, in ¢ das dem veciten Ruge
ent(prediende Bild. Denkt man (ih nun diefe beiden Bilder auf der
gemeinfamen Bildebene (0 angebradit, daf & nur vom linken, & nur
vom vediten Ruge gelehen wevden kann und das Objekt [elb(t weq-
genommen, [0 wird das kovperlihie Bild genau an der Stelle des
Objekts wieder erzeugt. Durdh einen in der Symmetricebene ange-
braditen Schivm hkann leiht dafiir gelovgt wevden, dah keins der
Rugen das fiir das andere beltimmte Bild fehen kann, und das Ste-
veolkop ift damit fertig.

Nun handelt es [ch aber in der Regel um Objekte von viel
groferer RAusdehnung in hovizontalem Sinne als die unfeves Prismas,
um grofe Gebaude, Gruppen, Land(dhaften u. [ w. Dann ilt allo der
Geliditswinkel ¢ des Bildes viel grofer, und die beiden Strahlenkegel
greifen viel mehr in einander iiber, als es die Rbb. 225 zeigt. —
Die auf der gemeinfamen Bildebene A5 entltehenden Bilder werden
allo nur dann nidt in einander itbergreifen, wenn wir diefe Ebene
fehr diht an das Ruge riiken, wodurch die Bilder entlpreciend klein
werden. Diele ganz dicht vor den Rugen liegenden Bilder aber wiivden
wieder nicht deutlih gefehen werden konnen, da fih die Rugen einer
Entfernung von wenigen Zentimetern nidit anzupallen vermdogen. Da
das Tneinandergreifen der beiden Bilder in derfelben Bildebene [(elbft-
verftandlih von vornherein ausgeldloffen ift, weil es die Grund-
bedingung des Steveolkops unerfiillbar maden wiivde, miillen wir
uns nad anderen Mitteln umflehen, diefe Grundbedingung, daf jedes
Ruge nuv das fitr es beftimmte Bild erblidke, zu erfiillen.

Das altefte, das Wheat(tone'lhe Steveolkop, exfiillt diele Be-
dingung daduvch, daf es jedes der beiden Bilder duvch einen unter
450 gegen die Bildebene geftellten, lotreiten Spiegel in das Ruge
teflektieren 1aft, fiiv das es beltimmt ift. Die Rugen erbliken allo
niht die Zeihnungen [elblt, fondern Spiegelbilder von thnen und
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yeveinigen diefe beiden ebenen Spiegelbilder zum kérperlicen Bilde.
Selbltuerftandlich ift darauf Riikficht zu nehmen, daf durd die Spie-
gelung Redits und Cinks vertaultht wevden; die Bilder miillen allo
mit Uertaulthung von Rechts und Links gezeichnet fein. Tm Uebrigen
find e genau nach den Regeln der Perfpektive fiix die Bildebene,
in der die Spieqelbilder erfcheinen, und fiiv den wirklichen Rbltand
der Augen von ihnen zu konltruieren.

PSR o Die Rbb. 226 giebt [hematilch

' : den Grundrif des Inftruments an;
L und R (ind wieder die beiden
Rugen, .5, und .5, die Spiegel,
A, B, C,Dyund 4,8, C, D, die durch
Zeihnung oder Photographie her-
geftellten Bilder. Der Spiegel .5
evzeugt von A, B, C, D, das Spiegel-
bild 4,’B,'C,"D,’, der Spiegel .S,
von A, B, das Spiegelbild A,’5,’
C,'Dy". Indem nun jedes Ruge nur
das ihm entlprediende Bild wahr-
nimmt, kommt das korperlide Bild
ABCD zu Stande.

Ein Naditeil dieles Stereolkops
liegt darin, daf die Bilder 4, 5,
und A, B, [ehr genau eingefltellt
wevden miilfen. Sobald fie fich nicht
genau an dev ricitigen Stelle befin-
den, ergeben [ie nict das gewiin[chte
kérperlide Bild.

Das heutzutage wohl ausfdlieh-
lih angewandte Stereo(kop ilt das
Brewlter'[he. Es geltattet, die
beiden felt verbundenen Zeidinungen
in derfelben Ebene anzubringen. Die
zur Erzeugung des korperlidien Bil-
des erforderliche [eitliche Uer[chiebung
der ebenen Bilder wivd durdi Linfen
bewirkt,

Die Abb. 227 erlautert die Wir-
kungsweile des Inftruments in [due-
matilcier Weile. Die Punkte 4 und
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B mogen die Grenzen des vaumlicien Bildes "angeben; A,'B," und
A,'B," [eien die durdr zwei Linfen, deven Mitten zunadift in Z und
R zu denken [ind, erzeugten Bilder, die von den einzelnen Rugen
betractet werden und deven Zufammenwirkung eben das raumliche
Bild ergiebt. Diefe Bildev find die optilthen Bilder zweier perlpek-
tivifdier, den beiden Rugen entfprechender Zeidmungen 4,5, und
A,B,. Die Optik lehrt, daf eine Sammellinle von einem innerhalb
ihrer Brennweite befindlidien Objekte ein entfernteres, aufredites, vir-
tuelles, vergrofertes Bild erzeugt; die Zeidinungen A,B, und 4,5,
miillen i alfo innerhalb der Brennweiten der Linfen befinden. Diefe
Zeidinungen iiberdedken fih nun teilweile; dev Streifen A,5, gehort
beiden an. Uerfdicben wir nun 4,58, nah links, 4,5, nah tedts

e g " ' , i
um das Stiik x — — A,B,, [o haben beide Zeidinungen neben ein-

ander Plag. €s tritt nun die Frage auf, wie weit wir die Linlen-
mitten nach links und redits ver(chieben miillen, damit trof dex Uer-
(hicbung der Zeihnungen 4,5, und 4,5, die Bilder 4,5, und
A,’B,’ ihre Plafe behalten, das raumliche Bild A5 allo in unver-
anderter Weile erzeugt wird. Ziehen wir von der Mitte 47, " des
Bildes A4,’7B," durd die um das Stiik x ver(dobene Mitte A4, der
Zeimung A, B, eine Gerade, fo ergiebt diefe auf dev Geraden LR
offenbar das gefudite Stiik y, um das die Linfe ver[doben werden
muf, und dallelbe qilt auf dev anderen Seite. Bei dev per(pektivilfchen
Ausfithrung wird eine Sammellinfe in zwei Halften geldnitten, die
vertaultht eingeleft werden.

Die Zeihmungen 4,8, und 4,75, (ind in Bezug auf Z und R
als RAugendrter und in der Ebene A,4,5 B, liegende Bildebenen m
der gewdhnliien Weile zu konltruieven. Die optifchen Bilder [ind
natiitliderweife den als Objekte fungievenden Zeichnungen oder Photo-
grammen dhnlidh und evzeugen daher in korrekter Weile das vaum-
lihe Bild.

Niheres iiber die Abbildung durd Linfen findet man in den
(don im § 44 angegebenen Biihern des Uerfallers, Genaueves ither
das Steveolkop, befonders iiber die in Betradit kommenden Mafe, in
dem ,Lehrbuch der Optik™.

- ———————




[I. Rblcnitt,

Die Rbbildungen auf anderen Bildflichen.

§ 46. Rllgemeines.

Die Bildflacen, die aufer der ausfithrlih behandelten vertikalen
Bildebene vorkommen und in diefem Ab(dnitte kurz behandelt werden
follen, find die nicht vertikalen Bildebenen, die zilindrifhe und die
kugelformige Bildflicie. Ton den ebenen Bildfliden ift es aufer
der vertikalen nur die hovizontale Bildebene, die — fiir Deckengemdlde
— nod eine gewille Bedeutung befigt. — Daf eine perfpektivildhe
Darftellung auf geneigter Bildebene ausgefithet werden foll, kommt
wohl kaum vor. Ganz von [elblt ergeben fih Abbildungen auf ge-
neigter Bildebene mandimal bei Photogrammen, wenn namlich der
Photograph, um beilpielsweile fehr hohe Gebiude auf das Bild zu
bekommen, die RAxe des Apparates [cdhief nach oben gerichtet hat. Da
die Platte [tets fenkvedit zur Rxe ilt, ftellt fie jest eine geneigte Bild-
ebene dar, fiir die natiiclid alles gilt, was (dhon im § 3 der Einleitung
ausgefithrt wurde. Tm Belondeven belien jeft die Bilder vertikaler
Gerader einen weit oberhalb des Bildes liegenden Fludtpunkt, den
wit einfad dadurdh finden, daf wir durch den hinteven Hauptpunkt
des Objektivs, der fiir das Bild die Stelle des Ruges vertritt, eine
vertikale Gerade zichen und mit der Ebene der photographilcien Platte
[dineiden; im umgekehrten, auf der Platte etftheinenden Bilde liegt
diefer Punkt natiivlih unten. Diefe Bilder erfcheinen jeft um fo
[tatker geneigt, je weiter fie von der Mitte des Bildes entfernt find.
Diefe Tleigung der Bilder vertikaler Gerader — [(ofern es fich dabei
nit um eine Kritmmung handelt — ift allo nicht, wie oft geglaubt
wivd, eine ,,photographilthe Uerzerrung®, fondern fie ent(pricht genau
den Geleien der Perfpektive.

Im Uebrigen ift es, wie Jeder weif, durdaus nict erforderlich,
die Ebene einer Zeicinung oder eines Geméldes in die Lage zu bringen,
i dev das Bild urfpriinglid durch die Sehftrahlen evzeugt zu denken
it. Wir konnen eine Zeidnung, die fiir eine vertikale Bildebene ent-
wotfen wurde, auf einen wagevediten Tifth legen oder in eine beliebig
geneigte Lage bringen, ohne daf der €indruk davunter leidet oder
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gar die Zeinung [hwever ver(tandlih wird. Unler Uerftand denkt
(ih eben ohne Schwierigkeit die Ebene des Bildes in die vertikale
Lage gebradit oder umgekehrt die davgeltellten Gegenftande entpreciend
gedreht. So ift es beilpielsweile aud gar nicht unbedingt notig, die
iu bemalende wageredite Decke eines Raumes als wagerechte Bildflache
im Sinne dev Perlpektive zu behandeln. Stellen wir auf thr Gegen-
(tinde ebenfo dar, wie wir (ie auf vertikaler Bildebene darftellen
wittden, o wird Niemand daran Anftof nehmen. Was Fir die auf
dev TifhAdde liegende Zeidmung aqilt, it audh Fiiv die wagerechte
Dedke qiiltig. — Mur dann, wenn durd die Bemalung der Dedre die
Tdulcung erwedkt werden [(oll, daf wir durch [ie hindurd auf tiber
thr befindliche Gegenftande bliken, auf (idv vom Himmel abhebende
Teile der Arditektur oder gar — wie das bei der kirchlichen Maleret
oft vorkommt — auf himmlifhe Ex(heinungen, dann natiirlih haben
wit die Dedke als wagevedite Bildebene im Sinne dev Perfpektive zu
behandeln. Diele Tauldhung aber (teht [tets auf [ehr (dhwaden Fiifen,
vor allen Dingen deswegen, weil es ganz unmoglih ift, der Dedse
eine (oldhe Licitmenge zuzufithren, daf ihve Felligkeit der des Himmels-
gewdlbes audh nur anndhernd gleihkommt. E€s bedarf (dhon einer
vecht kiinftlicen Seitenbeleuditung durch unmittelbar unter dev Decke
angebrachte Fenfter, um — wenigltens bei hellem Wetter — eine
einigermafen geniigende Helligkeit devr Decke zu erzeugen.

$ 47. Die wagerechte Bildebene.

Alles, was im § 3 itber die allgemeine Bildebene ausgefithrt
wurde, gqilt felbftverftandlih aud Ffiir die wagereite. Belonders
davakterifti(ch it fiiv (ie, da§ es auf ihr keinen Horizont giebt. Die
durch das Ruge gelegte Horizontalebene ilt mit der Bildebene parallel,
die Scnittlinie beider Ebenen — der Horizont — liegt allo in un-
endlicher Ferne. Der Hauptpunkt ift, wie immer, die vechtwinklige
Projektion des Ruges auf die Bildebene, liegt allo [enkredit iiber ihm.

Aud bei vertikaler Bildebene ift ja — vein geometrilth genommen
— der Horizont nichts weiter als e¢ine Fludtgerade auf der Bildebene
rechtwinkliger, paralleler Ebenen. Rlle nicht gevade horizontalen, zur
Bildebene reditwinkligen, parallelen Ebenen belien eben fo wohl eine
durh den Hauptpunkt gehende Fluditgerade, und wenn wir dem
Horizonte bei der Konltruktion eine [o weit gehende Bedeutung ein-
vaumten, [0 gelchah es genau genommen nur deswegen, weil bel den
praktifthen Anwendungen die in horizontalen Ebenen liegenden Figuren
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eine o widhtige Rolle [pielen. Bei horizontaler Bildebene nun Fallt
eine deravtige Bevorzugung vollltandig weg; die in den verfchiedenlten
Riditungen liegenden, zur Bildebene veditwinkligen, allo vertikalen
Ebenen befien durch den Hauptpunkt gehende Fluchtgerade, von denen
keine vor dev andeven einen Uorzug genieht.

Ueber die Konftruktion (elblt etwas zu (agen, ift kaum nétig;
denken wir uns ndamlich die abzubildenden Gegenftinde nebf(t
der Bildebene um eine beliebige Fludhtgerade um einen
vediten Winkel gedreht, (o wird die Bildebene vertikal, und
wir konnen genau nad den im evlten Abldnitte gegebenen
Anleitungen hkonftruieren. Die gewihlte Fluchtgerade ift jeft
zum Horizonte geworden.

Dah zur Bildebene recditwinklige, allo vertikale Gerade den Haupt-
punkt zum Fluditpunkte haben, dag hovizontale, allfo zur Bildebene
parallele Figuren [ih mit (i (elbft dhnlich abbilden, bedarf wohl
kaum der E€rwdhnung. Ebenlo lelblftverftindlid er(theint, daf Gerade,
die unter 45° gegen die Bildebene geneigt (ind, ihren Fluditpunkt
auf dem Diftanzhkreife haben, dellen Mittelpunkt der Hauptpunkt A
und deflen Radius die Enffernung des Ruges von der Bildebene ilt.

Einer kurzen Betraditung bedarf nur nod die Konltruktion der
Schatten, fiir die wir hier natiirlidierweile parallele Sonnenftrahlen
vorausleten. Der Sonnenpunkt .5 kann in einem ganz beliecbigen
Punkte der Bildebene angenommen werden; die von der Sonne auf
die Bildebene gefalite Senkvedite bildet (i in dev Uerbindungslinie
S ab und [dneidet die Bildebene in einem ihver unendlich Ffernen
Punkte. Die Projektionen der Sonnenftrahlen auf diefe Ebene find
allo der Gevaden A.S parallel, die die Fluctgerade der durch die
Sonnenftrahlen gehenden Uertikalebenen ift. — TFiir die Konltruktion
ditvfen wiv, wie wir [hon [ahen, irgend eine, uns gerade bequem
liegende, durch Z gehende Gerade als Hovizont betraditen; der zu-
gehovige Punkt S ilt dann die Projektion des Sonnenpunkts auf
diefe Gevade. Er ift der Fluditpunkt der Projektionen der Sonnen-
(trahlen auf eine vertikale Ebene, deven Fludtgerade die gewahlte
Gerade ilt.

Die Rbb. 228 zeigt eine praktifhe Anwendung, die Edke einer
peclpektivifdh bemalten Decke. Die oberen Rander der [(enkreciten
Wande (ind von einer nac innen vorlpringenden Dediplatte iiberragt
gedadit; in der Edke evhebt [ih auf einem quadratifchen, wieder mit
einer Rleinen Dediplatte verfehenen Sodkel eine zilindrifche Saule. Zum
Zwedie der Beftimmung der Schatten wurde der Horizont jeweils mit
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der in Betrait kommenden Kante pavallel angenommen; [0 cvgaben
(ih diee Punkte .S," und 5,". Der Eigenfchatten dev Saule ergiebt (ich
ganz einfadh, indem man ihve fih als Kreis darftellende Grundflache
Tangenten legt, die mit der Uerbindungslinie /7.5 parallel find.
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Rbb. 228

Die Konftruktion des Schattens dev das Saulenkapital erletienden
quadrati(dhen Platte auf den Saulen(chaft it in der Rbb. 229 in
groferem Mafltabe und fiiv anders liegende Punkte 7 und .5 dar-
geftellt. Durch einen auf dem [hattenwerfenden Rande der Platte
angenommenen Punkt /7 wurde der Sonnenftrahl .S7 gelegt; lodann
wurde durch 2 eine Gervade parallel zu 577 gezogen — fie (tellt die
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e Projektion des Sonnen(trahls auf
50 =) die Unterfeite der Pla#te dar.
i Loigi ot Diefe Gerade (dineidet den obe-
T e = : ven Orenzkreis des Zilinders in
' K, und durdh diefen Punkt legen
wir eine durd 77 gehende Ge-
& rade, die das Bild einer Evzeu-
genden ift. Der Scmnitt dieler

Geraden mit dem Sonnen(trahl

it offenbar der gefuchte Schatten-

punkt 7% der Strahl, feine Pro-

jektion auf die Unterleite der

Platte und die Evzeugende des

Zilinders liegen in einer vertika-

len Ebene. — Die Konltruktion

der Streiflinien ilt ganz diefelbe,

wie die im § 32 behandelte Kon-

nbb. 999 [truktion der Streiflinien eines

zur Bildebene reditwinkligen Zi-

linders bei vertikaler Bildebene.

Die Rbb. 230 giebt als Tlluftration zu einer Abbildung auf wage-
vechter Bildebene eine der Hummer 32 des Jahrgangs 1908 der , Woche™
entnommene, [ehr interellante Uogellhau-Anliht aus New-York. den
Blik vom . Singer-Building®, dem héilten ~Wolkenkrater=, auf
den Broadway darftellend. Hier ift der Blik natiirlih nict. wie
bei einem Dediengemilde, aufwirts, fondern abwirts gerichtet.
Uebrigens (tand die Rxe des Rpparats nicht genau lofrecht, die Bild-
ebene allo auch nidt genau, fondern nur annihernd wageredit; man

erkennt das davan, daf die Bilder wagerediter Kanten nicht genau
parallel laufen.

S 48. Der Zilinder als Bildfliche.

Eine zilindrifhe Bildflade liegt bei den Panoramen vor: ein
derartiges Rundbild ift, wenn es gut ausgefithet ift, von ganz iiber-
rafender Wirkung und vermag, namentlih wenn die Uermittelung
des Innenvraums mit dem Gemailde durch wirkliche Gegenltande gelchickt
hergeftellt ift, tat(dcilih zu tdulthen. Bei den Rundgemdilden ift die
Bildfldche eine vertikale Zilinderfliche, in deven Axe das Ruge liegt;
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der kleine, Ffiir die Belthauer beftimmte Plag befindet fih in der
Mitte, und durch einen iiber diefem Plafie angebracuten, ein Dach oder
dergl. datftellenden Schivm ift dafitc gelorgt, daf man den obeven
Rand der Leinwand nicht [ehen kann.

Rbb. 230
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Die Darftellung auf vertikaler Zilinderflace ift bei Objekten, die
in hovizontalem Sinne [ehr ausgedehnt find, der Darftellung auf der
Ebene weit vorzuziehen. Die perfpektivifche Uerzerrung im genannten
Sinne féllt volltandig weq, jede wageredite Blikriditung ift vecht-
winklig zur Bildflade, es giebt keine bevorsugte Ridtung. Fiir in
verfikalem Sinne [ehr ausgedehnte Objekte freilidh it die Uevzerrung
diefelbe wie auf ebener Bildflade.
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Rbb. 231

Wir wollen allo nun die auf normalzilindrifcher Bildflidie ent-
(tehenden Bilder unter der Uorausfefung evmitteln, dah fich das Ruge
in der Axe des Zilinders befindet. Die Abb. 231 zeigt den Zilinder
tm Grund- und Rufrille; A4, ift der Grundrif, A, der Rufrif eines
beliebigen Punkts 4, O, der Grundrif, O, der Rufrif des Ruges O,
Der Sehftrahl OA (dneidet die Bildflddie in einem Punkte 47 der
das Bild von A ift. Der Grundriff 4," dieles Punkts ift einfach der
Schnittpunkt von O, 4, mit dem Kreile; dev Rufrif A, ergiebt [ich
[ofort darvaus. Tn genau devlelben Weile ergeben (ich die Projektionen
5" und B," des Bildes B’ eines durdh [eine Projektionen B, und 2,
beltimmten Punkts 5.

Schneiden wivr nun die Bildflade lings irgend ecinev Evzeugenden
auf und widkeln (ie in die Ebene des Papiers ab, (o erhalten wir die
Punkte A" und B”. Thr horizontaler Rbltand ift gleich dev Lange
des Kreisbogens A4,’B,’, wihrend ihve Hohen durd die Rbwickelung
keine Uevanderung erleiden, Tn diefer cinfacien Weile kénnen wir
die Bilder beliebig vieler Punkte in der Abwikelung beltimmen,
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Wit wollen nun die Abbildung einer geraden Linie unter(udien.
Diele Rbbildung ift die Scnittlinie des Zilinders mit einer duvch das
Auge und die Gerade gelegten Ebene, der Sehltrahlencbene.

It dic Gerade lotrecht, fo ilt aud die Sehltrahlenebene lotrecht;
fe (dmeidet alfo den Zilinder in einer Erzeugenden, einer lofrediten
Geraden., Rlle vertikalen Geraden bilden (idh alfo als vertikale Gerade
ab. und audh in der Abwidelung bleiben diefle Bilder, da fie mif
Erzeugenden zufammenfallen, offenbar vertikale Gevade.
€s (ei eine wageredite Gerade gegeben. Wir wollen (ie, da
wir ja die vertikale Projektionsebene ganz beliebig [tellen konnen,
zu diefer Ebene fenkvedit in dev Horizontalebene annehmen.

Zunidilt ift klar, daf das Bild der Gevaden zwei Fluditpunkte
7 und #, befifien muf, die wir einfad dadurdr finden, daf wir

durch das Ruge eine Parallele mit der Gevaden ziehen und mit dem
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Zilinder [(dneiden (Rbb. 232). Diefe Fluhtpunkte evgeben in dev
Abwidkelung die Punkte /7" und 7,”, wobei die Bildflade in dev
durdr 7, gehenden Evzeugenden aufgeldmitten gedadit ift. Wir evkennen
ferner (ofort, daf die Fludtpunkte der verfdiedenen wagevrediten
Riditungen auf einem Kreife liegen, der der Scnitt der Bildfladhe mit
siner durdr das Ruge gehenden Hovizontalebene ift. Diefer Kreis ilt
der Horizont: er erfheint in der Rbwickelung als die durd 7" und
/" qehende wageredite Gerade. Der Rbftand 7, "F" ilt offenbar
aleidy dem halben Umfange des Kreiles.
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Um das Bild der Geraden zu finden, miilfen wir durdh fie und
das Ruge eine €bene legen. Diele €bene [dneidet den Zilinder in
einer Elliple, deven in der Rbbildung links liegende, durch die Fludt-
punkte begrenzte Halfte das Bild der Geraden ift. Tn der Rbwidelung
erhalten wir die davgeftellte, von 7" nach 74" reichende Kurve.

Es fei nun 2 ein beliebiger Punkt der Gevaden. £ und 2, [eine
Projektionen; fein Bild 2’ das (ih in £ und 2, projiziet, ift der
Stnitt des Strahls O2 mit devr Bildebene. Tn der RAbwidkelung
erhalten wir den zugehdvigen Punkt 7. indem wir vom linken Rande
aus den Rbltand x, der gleich der Bogenldnge #,2 ift, auftragen,
durd den gefundenen Punkt eine Uertikale ziehen und (ie mit einer
durdi 7' gezogenen Horizontalen (dineiden. Bezeicinen wir den
Winkel /40,7 mit ¢ und nehmen den Radius des Kreiles als Ein-
heit an, fo ift x ¢. Der vertikale Abftand der Punkte " und
Pl @+ tg «, wenn @ dev Abltand der Pavallelen O, Oy und
AL, und « der Neigungswinkel der Geraden (%, £ gegen die Rxe ift.
Ferner ilt @ — s ¢, alfo

_l,' — f,{f r + .S‘!'.-‘.” E)I.
Beziehen wir allo die Kurve auf die durdt O, gehende Horizontale
als RAblzilfenaxe, o find die Ovdinaten — da 2o « eine konltante

[a

Gréfe it — dem Sinus des Winkels ¢ proportional. 1t ¢« — 450
fo it 4 « = 1, allo v — s ¢. Tn diefem Falle ift die Kurve
allo eine gewdhnlihe Sinuslinie. Bei etnem andern Werte von «
lind alle Ordinaten mit dem konltanten Wertte 4o «, der \ ift, je
nadidem « > 45° ift, zy multiplizieven, ie werden allo alle in dem-
felben Uerhaltnille verlangert oder wverkiirzt. In jedem TFalle alfo
evhalten wir eine Wellenlinie, die eine affine Abbildung der Sinus-
linie ilt. Das Bild der Geraden ift eine halbe Welle.

Nehmen wir beliebig viele mit 42 parallele Gevade an, [0 er-
halten wir als Bilder ebenfo viele halbe Wellen von verfdiedenen
Hohen, die alle von #, bis £, veidien und deven Scheitel auf einer
Uertikalen liegen, die durdh die Mitte der beiden Fluditpunkte geht.

Endlidh wollen wir das Bild einer unter beliebigem Winkel gegen
die Horvizontalebene geneigten Geraden 7 [Rbb. 233) ermitteln;
20 und 2,0, leien ihre Projektionen; der Punkt £ it ihre Hori-
zontallpur. Da wir die Uertikalebene ganz beliebig annehmen kénnen,
bedeutet es Reine €inlthrankung der Rllgemeinheit, wenn wir 2,0,
der Projektionsaxe parallel legen. Tn der rvechts gezeichneten dritten
Projektion evfdeint die Gerade als die Uertikale 2,0,. Zunidilt er-
halten wir die Fluditpunkte £y und /7, wieder dadurdy, dag wir durc




R Rbb. 233

€ eine Parallele zu ZQ zichen und mit dem Zilinder [chneiden; die
Punkte liegen jeht natiivlih in verldiiedenen Hohen, aber um dallelbe
Stitde 1iiber und unter dem Horizonte. Legen wir durh O eine zur
Projektionsaxe [enkredite Ebene, (o [dneidet (ie 2Q in einem Punkhte
N, dellen Rufrif N, fich [ofort als Sdnitt von 2, O, mit der Mittel-
linie ergiebt. Davaus erhalten wir, indem wir von N, eine Parallele
zur Rxe ziehen, ohne Weiteres die Seitenprojektion AN;. Die Uer-
bindungslinie O, /N, [dneidet die Horizontalebene im Rbftande z von
£, und, indem wiv diefes Mab in den Grundrif iibertragen, evgiebt
[ih die Gevade /7 R, die die Horizontallpur der durch O und ZQ
gelegten Ebene darvftellt. Diefe Linie ift allo eine in der Horizotal-
ebene liegende Gerade, deven Bild mit dem von 2Q zulammenfillt,
und wir erkennen allo [ofort, da das Bild auc hier wieder eine
halbe Elliple, in dev Rbwidkelung eine halbe Welle einer Wellenlinie
it. Die Wellenlinie (dineidet den Horizont in zwei Punken A" und
7, die wir dadurd erhalten, dag wir im Grundrille durd den Mittel-
punkt des HKreiles eine Parallele zu 7~ &, zichen und deren Sdnitt-
punkte mit dem Kreile (A4,, B,) in den Rufrif [A,, B,) und in die

Meirel, Cehrbuch der Perfpentive. 14
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Rbwidkelung iibertragen. Die Wellenlinie muf durde A7 und £,
die in die Abwidkelung iibertragenen Fludtpunkte gehen, und das
zwilthen diefen Punkten liegende Stiik der Kuvve ilt das abgewidelte
Bild der Geraden. — Die Wendepunkte des Bildes einer belie-
bigen Geraden liegen alfo (tets im Hovizonte. Die Rbwidkelung
it nidt gezeiinet worden.

Den Meigungswinkel « der durdh O und Q) gelegten Ebene gegen
die Hovizontalebene konnen wir leicht konftruieven. Wir braudien
nur von NV, das Perpendikel N, 7, auf 2 R, zu fallen, ferner durch
N, eine Parallele zu P R, zu ziehen, auf ihr von N, aus die Hohe
NS, #1, des Punkts N, tuber der Rxe abzutragen und .5, 7] zu
zichen; dann ift 5,71V, der geludite Winkel &, und die Ordinate
des Punkts der Welle ilt wieder, wie bei der Abbildung der wage-
vediten Geraden » fg v st o, wobel ¢ von O, A, oder O, 5,
aus gerecnet ilt.

Audi redwnerifch laft (ih der Winkel « leicht ermitteln. Sefen

wir die Hohe des Ruges iiber der Horvizontalebene — 4,, 2N, = a,
ON, = p N\R, = PR, = 2z, N\T, — 9, lo ilt
g, = P — A,
> By P
{-'1“0 Z = 2 4 :
2 7y

az akhy p

fexner T - =

Va2t 22 V(b — h) @+ b2 P
‘JT"‘: g l“”l Ty "J"-_rl3 a* — /fﬂ-lfﬂ.

' 9
3 a p

(lichlih 7o «

Sind mehrere parallele, ge-
neigte Gerade abzubilden, [0 gehen
thre Bilder natiirlidh alle durdh
die Fluditpunkte, in denen f[ie
" endigen. Tn der Abwidelung er-
halten wir halbe Wellen, die von
£ bis 7, reichen und (ehr ver-
(chiedene Hohen belifen [Rbb.234).
Eine Gevade, Fiir die der Schnitt-
punkt NV in gleider Hohe mit
dem Ruge liegt, bildet [idh als
halbe Welle ab, deren Sdeitel-
punkte gervade die Fluditpunkte
Abb. 234 £ und /5" find; eine andere
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Parallele bildet fich als halbe Welle von gréferer Hohe ab; die Ko-
ovdinaten der Fludtpunkte in Bezug auf die zugehdrigen Sdueitel (ind
entgegengeflelt gleih. Liegt die Gevade in einer durch das Ruge
gehenden Uertikalebene, (o zerfallt ihr Bild in zwei gegeniiber liegende
Erzeugende.

Die Abb. 235 giebt das abgewickelte Bild eines einfacien Haus-
diens mit- Satteldac als Beilpiel.

Sdineidet die abzubildende Gevade den Zilinder, (o gehoven die
swei Durdiftofpunkte dem Bilde an. TFiiv die wirklie Rbbildung
im Panorama kommen natiirlih nur die beiden auferhalb des Zilinders
liegenden Halbftvahlen in Betradt, deven Bilder von je einem Duvch-
(tofpunkte bis zu dem zugehorigen Fluctpunkte gehen. Das innerhalb
des Zilinders liegende Stiik dev Gevaden it kdrperlidh darzultellen.
Diefer Fall tritt beifpielsweile ein, wenn eine Mauer i duvd den
Raum des Panoramas nac beiden Seiten bis in weite Ferne erftreckt;
der innerhalb des Zilinders liegende Teil wird nun tatfadlic als
Mauer ausgefiihrt, wihvend die auferhalb liegenden Ceile [0 gemalt
werden, daf die Kanten [fidh als Elliplenbégen nach den Fluditpunkten
hinziehen, Geht eine Kante durch die DMitte des Zilindevs, o geht
ihv Bild in zwei gegenitber liegende vertikale Gevade iiber.

Die Abbildung eines Kreiles ift als Scitt des Zilinders
mit dem Strahlenkegel — da beide Fladen zweiter Ovdnung [ind —
sine Kuvve vierter Ordnung. Diefe Kurve nimmt je nac der Lage
des Kreifes fehr verfhiedene Geftalten an. In den Rbb. 236, 237,
938 find die Bilder nebft ihven RAbwidkelungen fiiv ver(chiedene Lagen
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Abb. 238

eines wagerediten Kreiles davgeftellt. Tn den Rbb. 236 und 238 liegt
der Kreis ganz auferhalb des Zilinders, in Rbb. 237 teils auferhalb,
teils innerhalb. Tn RAbb. 238 liegt der Kreis ganz an einer Seite des
Beldhauers, in Abb. 237 geht er durdh den Standpunkt des Beldauers,
in RAbb. 236 (dlieht er diefen Standpunkt ein. Der innerhalb des
Zilinders liegende Teil des Kreifes — einer runden Mauer etwa —
it korperlich davzultellen; Fitr die wirklidhe Abbildung kommt immex
nur der auferhalb des Zilinders liegende Teil in Betracht. Die Rbbildung
des innerhalb liegenden Teils hat nur die Bedeutung eines vivtuellen
Bildes und ift in RAbb. 237 (tricipunktiert. — Ueberall ift die halbe
Abwidkelung dev Kurve dargeftellt worden; die in Abb. 237 auftvetende
Kurve belit zwei vertikale Rlymptoten.

Die Konftruktion der Schatten divekt im abgewidwelten Bilde ift,
wenn auch theoretifh moglich, (o doch praktifch falt unausfithrbar und
daher wertlos. Alle zur Konftruktion evforderlidien Linien mit Rus-
nahme der vertikalen Geraden find Wellenlinien, und das Rufzeidinen
derfelben witrde nicht nur fehv mithfam fein, fondern audh hédlt un-
genaue Schnittpunkte evgeben. Es bleibt allo nidits itbrig, als die
Konltvuktion der Schatten nach den Regeln der gewdhnlicien Schatten-
konftruktion im Grund- und Rufriffe anzufithven und die evmittelten
Schattenumrille genau (o wie die korperlichen Umrille in das perlpek-
tivifde Bild und die Abwidkelung zu iibertragen. Soll die Sonne
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oder der Mond (elblt davgeftellt werden, (o findet man den Mittel-
punkt der Sceibe einfah dadurd, daf man durd das Ruge einen
Strahl zieht, thn mit der Bildflade (dneidet und den Schnittpunkt
in die Abwidkelung iibertragt.

S 49. Die Rbbildung auf der Kuqel.

Die perfpektivifdhe Rbbildung auf der Kugel kommt mandimal
bei der Bemalung von Kugelgewdlben vor, wenn ndmlid durch diefe
Bemalung die Tauldung erzeugt wevden (oll, die davgefltellten Gegen:
[tande — z. B. Rrdiitekturteile — befinden fch tat(achlih auferhalb
der Kuppel. Das Ruge wird dabei (tets in der vertikalen RAxe der
Kugel angenommen.

Da die durch das Ruge und eine abzubildende Gerade gelegte
Ebene die Kugel ftets in einem Kreile (dwneidet, it das Bild einex
Geraden ein durch die beiden Fluditpunkte begrenzter Kreisbogen.
Diefe Fluditpunkte, von denen bei cinem Gewélbe gewdhnlih nur
einer vorhanden ift, wevden, wie immer, gefunden, indem man eine
durd das Ruge parallel zur abzubildenden Geraden gezogene Gerade
mit der Kugel (neidet. — Uertikale Gerade haben ihren Fludit-
punkt im Scheitel, wagevedite Gerade haben zwei Fluditpunkte im Ho-
vizonte, der der Schnitt der Kugel mit einer durcdh das Ruge gelegten
Horizontalebene ift. — Da bei einem Gewdlbe das Ruge in der Regel
unter dem unteren Grenzhreile des vorhandenen Kugelabldinittes liegt,
it der Horizont gewdhnlih niht vorhanden; eine oberhalb des Ge-
wolbes liegende wagerechte Gevade bildet (ich jest als Kreisbogen ab,
der bis an die untere Grenze des Gewdlbes veicht. Ware die Kugel
vollltdndig vorhanden, [0 wiirde das Bild der Geraden Ffiir ein unter-
halb ihres tieften Punktes liegendes Ruge ein voller Kreis [lein.

Das Bild eines Kreiles ift als Scnitt der Kugel mit einer Kegel-
fladie zweiter Ordnung eine Kurve vierter Ovdnung.

Liegt das Ruge im Mittelpunkte der Kugel, fo ift das Bild
jeder Geraden die Halfte eines GroBkreiles; die Fluditpunkte (ind
diametral gegeniiber liegende Punkte.

Die um das Ruge als Mittelpunkt belchriebene Kugel it die
tdeale Bildfladie; (o er(dheint uns der mit Sternen exfiillte unend-
lie Weltraum als Kugelflddie, deven Mittelpunkt unfer Auge ift,
und auf die i die Himmelskérper projizieven. Bei diefer Bildflache
giebt es keine per(pektivifien Uerzerrungen; alle Riditungen (ind gleich
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berechtigt, jeder Sehftrahl (dhneidet die Bildflihe veitwinklig. Wie
bei zilindvifher Bildflide die Uerzervungen in hovizontalem Sinne
ver(dwanden, wahvend fie in vertikalem Sinne beftehen blieben, (o
verftwinden jegt audh diele Uerzerrungen. Die lineare Grafe
des Bildes einer Strede ift ein direktes Maf ihrer [hein-
baren Grofe.

[eider 146t (i die RAbbildung auf der Kugel durh auf Papier
gezeidnete Dar(tellungen nidit veranfaulidien. Wahrend wir bet
ebener Bildflache das Papier [elblt uns als Bildebene denken, das
per(pektivifche Bild allo direkt auf dem Papiere entftehen lallen konnen,
wihrend wir bei zilindrifher Bildflide die Rbbildung wenigltens
durdt Rbwidkelung der Fladie in die Ebene fiberfithren konnen, ift
eine devartige Ueberfithrung bei der Kugel unmogli. Es wiirde uns
nichts iibrig bleiben, als die Kugelflade mit dem auf ihr befindlidien
per(pektivifdhen Bilde nadi ivgend einem der in der Kartenprojektions-

lehre gelehrten Uerfahren — etwa nach der im § 22 behandelten
(tereographilthen Projektion — abermals auf der Ebene abzubilden.

Wir erhielten dann allo ein Bild eines Bildes, gleidifam ein Bild
sweiter Ordnung. Da aber jede Rbbildung dev Kugel auf der Ebene,
wie wit das aud bei der fteveographifden Projektion (ahen, mit [ehr
etheblidien Uevzerrungen verbunden iff, (o wiirde uns diefes Bild
dodh keine richtige Uorftellung von der Befdaffenheit des auf der
Kugel entftandenen Bildes liefern, uns allo wenig nitgen.

Anhang zum zweiten Abldnitte.

¢ 50. Die Relief-Perlpektive.

Wihrend das Relief der alten Babylonier und Rllfyrer, dev alt-
agyptilthen und altgriechilthen Kunlt uns den (trengen Relief-Stil
zeigt und auf jede malerilthe, perlpektivifhe Wirkung verziditet, madut
fih in der Hoh-Renaillance das Beltreben geltend, auch durd das
plaftifhe Relief eine vaumlide Tiefenwirkung zu evzielen. Das be-
vithmtefte Werk diefer Art, ein Werk, in dem diefes Ziel i uniiber-
trofflidier Weile erveidit worden ift, (ind die Bronze-Tiiven des Bapti-
fteriums San Giovanni zu Florenz, jene Tiiven, von denen Midelangelo
gefagt haben foll, fie [eien twitdig, die Pforten des Paradieles zu
(dimiiken, Diefes unfterbliche Meiltevwerk des Lovenzo Ghiberti,
deffen Herltellung ihn 1425 —1447 belthaftigte, enthalt m 10 Feldern
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Szenen aus dem alten Teftamente. Ganz abgelehen von der hohen,
kiinftleri(hen Schonheit der Kompofition ift die Siderheit, mit der
der grofe Kiinltler ohne Kenntnis der damals noch gar nicht gelchaffenen
Cheotie die Tiefenverhaltnifle behevr(dite, auf’s Hodilte zu bewundern.

Wahvend bei der Fladien-Perlpektive der ganze unendlidie Raum
— wenigltens der vor dem Belhauer befindliche Teil dellelben —
auf einer Flacie abgebildet wird, erfolgt bei der Relief-Perlpektive
die Rbbildung des jenfeits der Bildebene licgenden Teils des Raums
innerhalb einer Schidit, die von der Bildebene und einer ihr in belie-
bigem Rbltande pavallelen Ebene, der Fludtebene. begrenzt wird.
Jedem Punkte des Raumes entfpricht als Bild ein Punkt der Schicht.
Die Bildebene entlpricht fich (elblt; jedem Punkte der Bildebene, als
Punkt des abzubildenden Raumes aufgefaft, ent(pricht ein mit ithm
zulammenfallendes, der Bild(thidht angehdvriges Bild. — Die Fludit-
ebene aber entfpridht dev ihr parallelen unendlidh fernen Ebene des
Raumes, oder, was auf daffelbe hinaus kommt, der Kugel von un-
endlih grofem Radius. Das Bild des unendlih Fernen Punkts einer
gegebenen Geraden finden wir allo einfach dadurdt, daf wir durd
das Ruge eine Parallele zu ihr zichen und mit der Fluditebene
[dineiden, wahvend der Durdiftofpunkt der Gevaden mit der Bildebene
fich in fidh [elblt abbildet.

Da das Bild eines Korpers im Relief wieder ein Korper ilt, [ind
wir gendtigt, Objekt und Bild in Projektionen darzultellen und wihlen
dazu am beften die gdwohnliche recitwinklige Projektion.

Rbb. 239
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In der Abb. 239 ftellt der links oben gezeidnete Rufrif einen
sur Bildebene veditwinkligen Uertikalfhnitt dav. Der Grundrif ilt
darunter, die Seitenanficht vechts daneben davgeftellt. ¢ ift das Ruge,
MN die Bild, 20 die Flucitebene. Die in beliebiger Hohe ange-
nommene Grundebene (dineidet die Bildebene in dev Grundlinte,
deven Schnitt dev Punkt G ift. Eine durd das Ruge gelegte Hori-
zontalebene (dineidet die Fluditebene im Horvizonte, delfen Scnitt
der Punkt /7 ift. Diefer Punkt ift zugleidh der Hauptpunkt, dev im
Seitentif mit dem Ruge O zulammenféllt, im Grundrif auf dev durdh
den Grundrif des Ruges gehenden Parallelen zur Rxe liegt. Der
Hauptpunkt ift, wie bei ebenev Bildflae, das Bild des unendlicdh
fernen Punkts der zur Bildebene vectwinkligen Geraden.

Das Bild der Grundebene ift eine durd die Grundlinie und den
Horizont gehende Flade. Daf fie eine Ebene fef, ift niht unbedingt
notwendig; wir wollen (ie aber willkiiclikh als Ebene annehmen.
Zunicft ift es offenbar naturgemaf, daf das Bild einev Ebene wieder
cine Ebene ift. Ferner aber kommt diefe Annahme, wie wir (ogleich
(chen werden, davauf hinaus, daf das Bild einer Geraden wieder eine
Getade ift. Rud diele Folgerung, von der wir ebenfo wohl als von
einer Annahme ausgehen kénnten, ift augen(deinlid naturgemah.
Diefe Annahme wiirde uns umgekehrt zu der Folgerung Fithven, daf
das Bild einer €bene, allo aud das devr OGrundebene wieder emne
Ebene lein mub.

Die Ebene, diec das Bild der Grundebene ift, wivd im Uertikal-
(ditte durch die Gevade G/ dargeftellt. Um das Bild eines belie-
bigen Punkts 4 der Grundebene, delfen Grundrif A ilt, zu finden,
braudien wit nur den Strahl 04 mit GA zu (dineiden. Dev Schnitt-
punkt 4, ift das Bild, dem der Grundrif 4" und die Seitenan(icht
A,” entfpredien. Haben wir eine in der Grundebene liegende Gerade
abzubilden. o verfahven wir mit jedem ihrer Punkte ebenlo; alle
Sehftrahlen liegen nun in einer Ebene, die das Bild der Grundebene
in ciner Geraden, dem Bilde der gegebenen Geraden, [dhneidet. Hatten
wit aber als Bild der Horvizontalebene eine durdh G und /7 gehende
keumme Fliche angenommen, (o hatte (i als Bild der Geraden eine
Kurve ergeben.

Um einen ganz beliebig im Raume liegenden Punkt A abzubilden,
ermittelt man zunidilt das in der Ebene G/ liegende Bild A, [eines
Grundriffes 4, zieht durch diefes Bild eine Uertikale und (dineidet
fie mit dem Sehltrahle OR.
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Soll eine im Raume beliebig liegende Gerade ¢ abgebildet werden,
deven Hovizontalprojektion eine in der Grundebene liegende Gerade
g ilt, lo legen wiv zunddi(t durch O und g eine Ebene, die die Ebene
GH in ihvem Bilde g, (dneidet. Legen wir nun durch diefe Bild-
gerade eine Uertikalebene, (o ilt diefe das Bild der durch g gehenden
Uertikalebene, ihr Sditt mit der durch O und & gehenden Ebene ift
das gefudite Bild von g Da (ih zwei Ebenen ftets in einer Geraden
[ineiden, (o [ehen wiv, daf in Folge der Annahme der Ebene G
als Bild der Grundebene das Bild einer beliebigen Geraden
wieder eine Gerade ift.

Mit einer beliebigen, im Raume liegenden Kurve # verfahren
wir ebenfo. Zunddilt ermitteln wir ihren Grundrif &, legen durdh
diefen und das Ruge als Scheitelpunkt eine Kegelfiddie, die die Ebene
GH in einer Kurve & (chneidet, legen durdh 4, als Divektrix eine
Zilinderflihe mit vertikalen Erzeugenden und durch(dhneiden diele
[diliehlih mit einer Kegelfliche, deven Scheitelpunkt das Auge und
deven Leitlinie die Kurve £ ift. Der Durch(dnitt ift das geludhte Bild.

It im Befonderen die Kurve 4 ein jenleits der Bildebene beliebig
liegender Kreis, fo it #' im Allgemeinen eine Elliple, 4 ebenfalls
eme Elliple, das Bild allo der Durch(chnitt eines vertikalen elliptifchen
Zilindevs und eines (dhiefen Kreiskegels. Wir evhalten eine Kurve
vierter Ovdnung, die in zwei Ellipfen zerfillt, von denen die eine, nach
devfelben Seite wie der Kreis geneigte das gefudite Bild ift.

Befindet (ih der reis in wagerediter Lage, fo ift £’ ein Kreis,
4, eine Elliple, das Bild allo ebenfalls eine Ellipfe.

Liegt der Kreis dev Bildebene pavallel, fo ift 4 cine dev Grund-
linie pavallele Stvedwe, £, ebenfalls eine der Grundlinie parallele Strecke,
dev durdh 4 beltimmte vertikale Zilinder geht allo in eine der Bild-
ebene parallele Ebene fiber. Thr Scnitt mit der Kegelflache der Seh-
[trahlen — eben das gefudhte Bild — ift alfo als ein dem Grundkreife
paralleler, ebener Schnitt der Kegelfliche ein Kreis.

Ganz allgemein bildet (i jede der Bildebene pavallel liegende
ebene Figur als der Bildebene pavallel liegende, dhnliche Figur ab.

Rls cinfachltes Beilpiel der Abbildung eines Korpers im Relief
wollen wiv ein veitwinkliges Parallelepiped annechmen [Rbb. 240].
Wir bilden in der gelthilderten Weife die in der Grundebene liegende
Grundfldde des Prismas ab. Dadurch erhalten wir ein in dev Ebene
GH liegendes Uiereds, durdh delfen Eren wir vertikale Gevade legen
und fie mit den durdt die €cken der oberen Grundflace gehenden
Sehftrahlen [dineiden. Dev dadurch entftehende fhmale Kovper ift in
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Abb. 240 in allen drei Projektionen davgeftellt.

Die UVorderanlicht

timmt mit dem gewdhnlidien perlpektivilfdien Bilde itherein.
Das Bild einer Kugel ift ein dreiaxiges Elliploid.
Bei der Rusfithrung des Reliefs wiirde [elbftuerftandlich die Ritck-
feite des Bildes, die ja von vorn niht (ichtbar ift. mit der Fludt-

ebene zufammenhangend gearbeitet wevden.

Abb. 240

Man evkennt leidht, daf der abzubildende Kévper und [ein velief-

per(pektivifdies Bild nicit etwa dhnlicie Gebilde [ind.
mender Entfernung des Korpers vom Ruge ne

Mit zunch-

hmen — genau [o wie

bei dev Abbildung auf einer Bildflade — die der lefteren parallelen

Abmellfungen des Bildes — Hohe und Breite — ab.

Die Didke des

kérperliien Bildes nimmt ebenfalls ab, aber weit [hneller, als die
Héhe und Breite, (o da§ mit zunehmender Entfernung des Objekts

das Bild aud im Uerhiltniffe zu den parallel
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menen TaBen [ehr
(thnell ditnner wivd.
Wit wollen uns die
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Zulfammenhang
zwilden der RAbnah-
me der Hohe — odet
irgend eines andern
der Bildebene paral-
lelen Mahkes — und
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Wit betrachten einen zur Bild- und zur Flucitebene rechtwinkligen
Scnitt [Rbb. 241), in dem (ich diefe Ebenen fowie aud die Grund.
ebene und ihr Bild als gerade Cinien darftellen. Tm Punkte .4 der
Grundlinie, delfen Bild A4, ift, denken wir uns eine der Bildebene
parallele Strecke von der Hohe %; ihr entlpricit als Bild eine chen-
Falls dev Bildebene parallele Strecke von der Héhe %'. Das Uerhiltnis
/" & wollen wir als Abbildungsverhiltnis bezeidnen. Ziehen wir
durdv O eine Pavallele zu GZ, (o (dineidet (ie die Grundlinie in 2
dem Punkte, der dem unendlih fernen Punkte von GA ent[pricht.
A und /7 [ind jeht einfach die Gegenpunkte zweier projektiver Punkt-
veihen, deven Trdger die Gevaden 44 und G find; A und A, [tellen
ein Paar zugeordneter Punkte diefer Punktreihen dar.

Wir [efen jet OH — FG a, G =G & AR =i
A, — x'. Dann ift das gefudte Abbildungsverhaltnis

ke h 0A, : 04 FG : FA R A N

Damit it die Abhangighkeit des Rbbildungsverhiltnilles von 2
odev x° ausgedviikt. TFerner folgt davaus die Gleidung

Al ol al

al
%

Wir wollen uns nun [Abb.
242) einen Horper von der un-
endlich kleinen Dike 45 — dx
denken. Dem Punkte 7 entlpridit
das Bild 7, ; die Dicke des Bild-
Rorpers it allo, wenn wir 4,5,

dx, HG A « JICHGH,
— dx's cos a. Das Uerhiltnis der
Dicke der Bild(dhicht zur Dicke der
abgebildeten Sdidit it demnad

ax
ax’s €os t ; dx Coos @ .
ax
- S ! al = .
Mun folgt aber aus der Gleiung « : der Wert des Differential-
quotienten
dx’ al

'
9

dx X
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: 7 :
Ferner ilt cos o = :, wenn & der Abltand der Bild- von der Fludit-

chene, allo die Dike des ganzen Reliefs ift. Daher ilt, da das Minus-
zeichen hier ohne Bedeutung ift, der Wert des gefuditen Uerhaltnilles

A G | a } d 2

[- /i
X I x® S & \ £ ] a

Wir (ehen alfo, daf Ffitr ein Paar zugeordnefer Ebenen das Uer-
hiltnis der Diken det Bild- und Objekt(hicht dem Quadrate
des Uerhiltniffes der Hohen proportional ift. Wenn allo mit

v 3 % £ I
wadlender Entfernung die Hohe des Bildes auf —, f ; .. der Hohe

des Gegenftandes abnimmt, (o nimmt die Dike des Bildes auf
I T iy rood
.,rlr.f' {).r."' !f)'(?’.

Das veliefperfpektivilthe Bild ift in feiner Welenheit genau das-
felbe. wie das durch ein Linfenlyltem erzeugte kdvperlie Bild eines
Gegenftandes; Fiiv diefes gelten ganz diefelben Gelefe. Naheres itber
die durd optifhe Syfteme evzeugten Bilder findet man in des Uer-
faflfers Bude ..Elemente der geometrilchen Optik* [Hannover 1908,
Uerlag von Dr. Max Janede).

Der wunde Punkt des pevfpektivifd gearbeiteten Reliefs ilt der
Sdatten. Da das Bild lelblt ein Korvper ift, fo wirft es bei dirvekter
Beftrahlung auf die die horizontale Ebene darftellende geneigte Ebene
und auf die Flucitebene Schatten, die von den per(pektivildien Bildern
der durd den Objektkérper erzeugten Schlaglthatten felbltver(tindlich
vollftindig ver(chieden find. Diefe Schatten find fo itberaus [torend,
fle verniditen (o vollftandig jede Tllufion, daf man ein derartiges
Relief nie anders als bei zerftreutem Tageslidite betraciten f[ollte.
Ueberhaupt wird wohl tvo aller Bewunderung, die wiv den Meilter-
werken eines Ghiberti und anderer grofer Kiinftler [dwldig (ind, die
Anfidit ausgelprodien werden diivfen, daf die perfpektivildie Rbbildung
dem Wefen der Plaltik niht entfpridt und wir im altgriedhilchen
Relief. das im Parthenon-Friefe feine hodifte Uollendung evveidite,
das cigentlicie Tdeal des Reliefs zu erkennen haben. Malerei und
Plaftik follten als zwei in threm innerften Welen ver(chiedene Arten
kiinftlevilcher Wiedergabe raumlicher Gebilde auseinander gehalten, nidit
aber, wie im perfpektivilchen Relief, vermiltht werden.

. id4b,
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