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bar [ind, dag thve Oberkanten in jeder Lage durch dielen Punkt gehen
und die feftftellbar [ind. Beweqt man nun das Inltrument (o, dag zwei
Kanten durdi felte Punkte gehen, (o beldhreibt der Drehpunkt einen
Kreis, durch dellfen DMittelpunkt — den unerveihbaven Fludhtpunkt —
die dvitte Kante nadh einmaliger Einftellung in jeder Lage geht.

§ 15. Bild eines Korpers in allgemeiner Lage.

Soll das perlpektivilthe Bild eines Kovpers in ganz allgemeiner
Lage gefunden werden, [0 kann man das (tets in der Weile madien,
daf man zuerft Grund- und Rufrif des Horpers in der verlangten
Lage nach den bekannten Geletien dev Projektionslehve ermittelt, dann
den Grundrif in Perlpektive [eht und in bekannter Weile die Hohen
dev einzelnen Punkte in das Bild tvégt.

Handelt es [ih aber um einen ivgendwie gelefmaBig geltalteten
Korper, (o ift ein [oldies Uerfahren durdhaus verwerflich. €s ift mithfam,
zeitraubend und liefert vor allen Dingen hdodit ungenaue Relultate.
Bei jeder Darftellung eines gelehmafig geltalteten Kdvpers hat man
die leine Geftalt bedingenden Gelehe audh der Darftellung zu Grunde
zu legen. Uor allen Dingen [ind, wo parallele Kanten vorhanden
(ind, deven Fluditpunkte zu benuken.

Als Beilpiel mag das perfpektivilche Bild eines in ganz beliebiger
Lage befindlihien Witrfels aufgefudt werden. An ihm treten drei
zu einander veditwinklige Kantenvihtungen auf. Um deren Fludit-
punkt zu beltimmen, haben wir vom Ruge aus Gerade in dielen drei
Riditungen zu ziehen und mit der Bildebene zu (dneiden. Diele drei
vom Ruge ausgehenden gevaden Linien (ind natiitlih ebenfalls zu
einander vechtwinklig; fie find die Kanten einer gleichleitigen, drei-
[eitigen €cke, deren Seiten vechte Winkel find. Diele Edke wird von
der Bildflide in cinem Dreiecke gelchnitten, deffen Ecken eben die
gefuchten Fludhtpunkte find. Dieles Dreieck kann jede beliebige Geltalt
haben, und — da iiber die Lage des Wiirfels und des Auges hkeine
Annahme gemadit wurde — kénnen wir die dvei Fluditpunkte 7,
1, £ ([ Rbb. 38) ganz beliebig annechmen.

Das Ruge liegt nun (o im Raume, daf (eine Uerbindungslinien
mit 7, Z, und 7, vedite Winkel mit einander bilden. Sollen die
Uerbindungslinien des Ruges mit #, und Z, ecinen veciten Winkel
einfthliehen, (o muf das Ruge auf einer Kugel liegen, deven Mittel-
punkt in A7, der Mitte zwilden 7} und 7, ltegt, und deren Radius
= M F, — My F, ilt. Diefe Kugel [dneidet die Bildebene in einem
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durh #, und /7, gehenden Wreile, deflfen Dittelpunkt A7 ift; wir
braucien uns nur die vor der Zeichenflaice liegende Halbkugel als
vorhanden vorzultellen. Ebenfo muf das Auge, da (eine Uerbindungs-
linten mit #, und 7, einen rechten Winkel bilden miilfen, auf einer
Halbkugel liegen, die die Zeidwenflache in einem durdh /£, und 7
gehenden Kreile (chneidet, de(fen Mittelpunkt in 47, dev Mitte zwilchen
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Rbb. 33

F, und 7, liegt. Da endlich audr die Uerbindungslinien des Ruges
mit /7, und 7/, einen vediten Winkel einfchlichen miillen, liegt das
Ruge auch auf einer Halbkugel, die die Zeidenflache in einem durds
F, und 7, gehenden Krveile (dneidet, delfen TMittelpunkt 47, die
Mitte zwilchen diefen Punkten ift. Das Ruge liegt allo im Scnift-
punkte diefer dvei Halbkugeln.




Je zwei von diefen drei Halbkugeln [dineiden (idh in einem Halb-
kreife, der auf der Zeihenflihe [(enkvedht ift. €v erldheint daher in
der vedhitwinkligen Projektion auf fie als gevade Stredke, und-zwar
als die Derbindungsftrecke derv beiden Punkte, in denen (i die die
Halbkugel dacltellenden Kreile [dneiden. Diefe drei Kreife (dneiden
fihh auBer in den drel Fluditpunkten nod in den dret Punkten S5,
Sy, 5. Die Kreile, deven Mittelpunkte 44, und A4, (ind, (chneiden
fih in 7, und S,, die Kreile, deren Dittelpunkte A4, und A4 (ind,
in /A, und .S, die Kreile, deven TMittelpunkte A7, und A4, [ind, in
F, und .S,. Die Uerbindungsftredken /7.5, /S5, /358 lind daher
die vedtwinkligen Projektionen der Halbkreile, in denen (i je zwei
der drei Halbkugeln [dhneiden.

Betraditen wir nun irgend zwei der dvei Kreile, etwa die, deren
Mittelpunkte A7 und A4 (ind, (o (ind die Winkel /7.5, 2 und 7,.5; 7,
als. Pevipheriewinkel in Halbhkreilen vedite Winkel, thre Summe ift
allo ein geltrekter Winkel, der Punkt .S, liegt allo auf der Dreiedss-
feite 77y 77, und 77 S, ift einfadh die von /5y auf die gegeniiber-
liegende Seite /) /£, gefallte Senkvedite, .5, thv Fufpunkt. Dallelbe
gilt natiirliherweile von 7 .S, in Bezug auf 7, 7, von 7, .5, in
Bezug auf 7 F; die drei Streken 7, 5, 7, S,, F, S; (ind allo
ganz einfach die Hohen des Dreiecks, die, wie die Planimetrie lehxt,
durdh einen Punkt gehen. Thv Sdwnittpunkt 7 it allo offenbar der
Hauptpunkt, die reditwinklige Projektion des Ruges auf die Zeichen-
flie. Das Ruge O liegt im Raume im Sdnitte der durch /7 gehenden
Mormalen zur Zeichenfliche etwa mit der Halbkugel, deren Mittel-
punkt A7 ift. Klappen wir nun das im Raume liegende rechtwinklige
Dreiek 7, O 7, um die Seite 7, 7, in die Zeihenfliche um, (o falit
O in A, den Sctnittpunkt des durd #, und 7, gehenden Kreiles
mit dev verlangerten Hohe 7.5, denn der Winkel #, 4, 7, ilt als
Pevipheriewinkel im Halbkreife ein rvediter Winkel. — Halbieren wiv
nun diefen veciten Winkel, fo evgiebt die Halbierungslinie in threm
Scinitte mit £ £, den Fluditpunkt 24 der Diagonale des Quadrats,
deffen Kanten ihre Fluditpunkte in 7, und 7, haben.

Wir nehmen nun einen Edkpunkt /7 des Wiirfels ganz beliebig an
und verbinden diefen Punkt mit 7}, 7, und D4, Da iiber die Grofe
des Wiirfels nichts angenommen ift, konnen wir aud die Eke /7 des
Wiicfels auf 7Dz, ganz beliebig annehmen. Tndem wir durch diefen
Punkt Linien nadh 77} und £, ziehen, erhalten wir die Ekpunkte ZZ7und 7V

In devlelben Weile konnen wir aud das Ruge umklappen, indem
wiv das Dreiek /7,0 7, um die Seite /), 7, drehen; dann fillt O
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nath A,, dem Sdwnittpunkte des durdh /, und 7 gehenden Kreiles
mit der verlingerten Hohe £, 5); die Halbietungslinie des Winkels
F, Ay F, [hneidet die Dreiedsfeite /, /3 im Diagonalfluditpunkte
Di,. Zichen wir nun von 7 eine Linie nadh 27, von 77 eine Linie
nath 7, fo erhalten wir den Ekpunkt 7, und indem wir V7 /; und
Il F, zum Scnitte bringen, den E€kpunkt V7 Endlid ilt V77 dex
Sdnittpunkt von 7 Z; und V7 F,, VZIT der Scittpunkt von /77 7
und V77 F, Das um /£ F; umgeklappte Ruge -1, und der zuge-
horige Diagonalfluditpunkt D7 (ind fite die Konftruktion nidit evfor-
derlich; lesterer Punkt kann zur Kontvole dienen.

Den Abftand « des Ruges von der Bildebene finden wir einfac
dadurdy, daf wir durch Z eine zuvr Bildebene [enkredite Ebene legen,
fie mit einev dev drei Halbkugeln (dneiden und den [ich evgebenden
Halbkreis umklappen. €in in A auf der Spuv der angenommenen
Sdinittebene (in der Figur ilt es die Linie 7 .S)) erviditetes Perpendikel
ergiebt durdi feinen Schnitt mit dem Halbkreile die gefudite Lange.

Handelt es (ich um Daxftellung eines (enkvediten, quadratifdien
Prismas in allgemeiner Lage, [0 kdnnen wir wieder die Fluhitpunkte
F,, F,, F, beliebig annchmen und das Bild /7 /77 77 7V der quad-
vatifhen Grundfliche genau wie beim Wiirfel konltruieren; den Edk-
punkt 777/ konnen wir nun aber auf /7 ganz beliebig annehmen
und das Bild vollenden, indem wir F// mit /] und 7, verbinden.
So finden wir auf 777 #, und 2V F, die Punkte V/// und V, deren
Verbindungslinien mit 7, und 77 fid (chlie§lich im Punkte 177 [chneiden.
Hier kommt allo nur ein Diagonalfluitpunkt in Betradit.

1t ein veditwinkliges Parallelepiped von beliebigen Kanten-
verhiltniffen in allgemeiner Lage darzultellen, (o kann man, nadidem
man die dvei Fludtpunkte und den Ekpunkt 7 beliebig angenommen
hat, audr die Punkte 777 und 7V auf 7/, und 7/ beliebig an-
nehmen und, indem man /7 £, und /777 F, zieht, das Uieve / ///
I/ 7V vervollftindigen. Ruf 7 7 kann man dann nod /7 beliebig
annchmen und wie oben die Figur erganzen. Die Diagonalflucitpunkte
(piclen jeht, da Quadvate nicht mehr vorkommen, keine Rolle mehr.

Die hier vorgefithrten Konftruktionen gelten [lelbftverftandlid Ffiir
eine ganz beliebige, nicht nuv fiiv eine vertikale Bildebene. Mimmt
man die Bildebene als vertikal und eine dev drvei Kantenvicitungen
als hovizontal an, o geht der Hovizont duvch den Fludhtpunkt 7
diefer Riitung. €v muf ferner zur Uerbindungslinie dev beiden andern
Fluditpunkte 7, und /; rechtwinklig lein, da die diefen Fluditpunkten
ent(precienden Richtungen jett derlelben Uertikalebene pavallel [ind.




Sollen zwei von den drei Kantenvihtungen hovizontal (ein, o geht
der Horizont durch die Fluditpunkte 7, und 7, dieler beiden Ridht-
ungen; der dritte Fluditpunkt 7, liegt dann in unendlicher Ferne,
da feine Uerbindungslinie mit dem RAuge vertikal, allo der Bildebene
parallel ift.

§ 16. Die Rbbildung des Kreiles.

Scon im § I wurde kurz davauf hingewielen, dag das perlpek-
tivifche Bild eines Hreiles unter Uorauslfefung einer ebenen Bildfddhe
(tets ein Kegelltnitt, allo eine Ellipfe — in belonderen Fillen ein
Kreis oder eine gerade Strecke —, eine Pavabel oder eine Hyperbel
[ein muf. Wir miillen nun genauer unterfucdien, unter weldien Um-
(tanden diefe vev(dhiedenen Geftalten des Bildes auftveten. Diele Unter-
[uchung lauft auf die Frage hinaus,unterweldien Umftanden die genannten
Kurven als ebene Schnitte einer Kegelflache zweiter Ovdnung vorkommen.

Eine Hegelfliche zweiter Ovdnung kénnen wir uns ftets duvch
eine beweglihe Gerade evzeugt denken, die bei ihver Bewegung durch
eimen felten Punkt und nad einander durdh alle Punkte eines feflten
Kreiles geht. Der felte Punkt wird als Sdeitel, der felte Kreis als
Leitlintie oder Divectvrix, jede Lage der beweglihen Geraden als
Evzeugende oder Genetrix des Kegels bezeidimet. Da die evzeu-
gende Gevade (ih nach beiden Seiten ins Unendliche ecftredkt, evkennt
man zunddilt, daf aud die Kegelflihe na zwei Seiten ins Unend-
lie geht und nidit etwa im Scheitel endigt.

In Abb. 39 fei O der Sceitel der Kegelfldche, "I die Leitlinie,
deven Ebene wir uns auf der des Papiers lenkvecht denken wollen,
(0 dah dev Kreis [ich als gerade Stredre darftellt. Duvch einen beliebigen
Punkt 7 der Zeichen- c
flacie denken wir uns
eine zu ihr fenkredhte
Gevade gelegt, die [ich
in der Zeiinung eben
als der Punkt /2 dar-
(tellt. Wir denken uns
nun durd diefe Ge-
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rade eine Ebene ge- e -—'j/—K' AP
legt und um fie als [ ¥ /,’I
Axe gedveht, bis fie /f‘/ _;"'
in ihre Anfangslage ¥ 7 i

zuriidkkehrt, '
rudkkehrt, Dabei Abb. 30
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