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Streiflinien des Kegels mit dem Parallelkreile find daher Punkfe der
Streiflinie der Umdrehungsfladhe.

Die Ausfithrung diefer Konftruktion im perlpektivifdhen Bilde
felblt it umltindlidh und ungenau; es empfiehlt (i daher in diefem
Falle ausnahmsweile, die Streiflinie im Grund- und Rufrilfe zu kon-
ffruieren und fie dann punktweile in das Bild zu tibertragen. Die
anzuwendende Konltruktion ift fiiv den Tall der vertikalen RAxe in
Rbb. 135 angegeben. 2, und 72, find Punkte der Streiflinie.

& 33. Sdlaglthatten eings Punkts auf Zilinder, Kegel,
Kugel und den allgemeinen Umdrehungskorper.

Bei diefen RAufgaben handelt es (ih um die Ermittelung der
Schnittpunkte einer Gevaden — namlid des durd den Punkt gelegten
Cictftrahls mit der Zilinder-, Kegel- oder Kugelfliche. Zilinder- und
Kegelflachen zweiter Ordnung — allo Zilinder- und Kegelfladien im
gewohnlihien Sinne — und Kugelflichen werden von jeder Geraden
— wenn iiberhaupt — in zwei Punkten ge(dnitten; welder von dielen
beiden Scinittpunkten die Bedeutung eines Schlaglthattenpunkts hat,
das hangt davon ab, ob der dem Lichte zugewandte oder der von ihm
abgewandte Teil der Flide als Oberfliche kovperlih vorhanden ift.

1. Der auf einen Kreiszilinder fallende Sdilaglhatten.

Legen wir duvch den Strahl, dellen Schnittpunkte mit der Zilinder-
fliche gelucht werden, irgend eine Ebene, [o [hneidet fie die Flace
im Rllgemeinen in einer Elliple, und die Scmittpunkte des Strahls
mit diefer Elliple find die geluditen Punkte. Zwedkmafig wird es
aber [ein, anftaftt einer ganz beliebigen Ebene eine mit den Erzeu-
genden des Zilinders parvallele €bene zu wahlen; eine (olde
Ebene [dhneidet die Zilinderflie in zwet gevaden Erzeugenden, die
einen Grenzfall dev Scnittelliple dacftellen, und die Scnittpunkte des
Strahls mit diefen beiden €vzeugenden (ind die gefuditen Punkte.

Eine durdr den Strahl gehende, den Evzeugenden parallele Ebene
ethalten wir am einfadiften dadurd, daf wir durdh einen beliebigen
Punkt des Strahls — etwa durdr den (dattenwerfenden Punkt [(elblt
— eine Parallele zu den Evzeugenden zichen und durdh diele Parallele
und den Strahl eine Ebene legen.
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Wit wollen diele Konltvuktion fitr verlchiedene Lagen des Zilinders
ausfithten, Steht ein normaler Zilinder vertikal ([L Abb. 136},
it 72 der [dhattenwerfende Punkt, /2’ feine Projektion auf die Grund-
ebene, fo ift 22/ die durd 7> gezogene Parallele zu den Erzeugenden;
die durdy den Strahl parallel zu den Erzeugenden gehende Ebene
(hneidet die OGrundebene in /2.5’ Diele Gerade [thneidet die den
Grundkreis darftellende Elliple in 4" und B'; ziehen wir allo duvd
diefe Punkte vertikale Erx- e
zeugende, (o [cneiden [ie
den Strahl in den gelfuditen
Scnittpunkten A4 und 5,
von denen, wenn der volle in
Zilinder kovperlih vorhan- R
den ift, A die Bedeutung

des Sclaglthattens von 22 | | Lokl
befigt. Tn der Figur ift | Koz
der Schlag(chatten eines lot- R
rechten Stabes gezeidinet L
lLTD'F'l:lCTI. delfen Endpunkt Abb. 136
Falt.
Uon ganz belonderem TIntferelle ift der Schlaglhatten, den der
obere Rand der Flide auf ihre Tnnenleite wirft — vorausgeleht

natiiclid, dag wir uns den Zilinder als eine oben offene Rohve vor-
ftellen. Wir konnen dabei genau in der (oeben gefchilderten Weile
vetfahven — wir nehmen eine beliebige Anzahl von Punkten auf der
die obere Grundflicie des Zilinders darftellenden Elliple an und legen
durdr (e Cichtftrahlen, die im Bilde durch .S gehen. Die Grundrille
der angenommenen Punkte liegen im Bilde auf dev die untere Grund-
fladie darltellenden Elliple, die Grundrifle dev Strahlen gehen allo von
dielen Punkten aus nach .5".
So erhalten wir die Schlag-
[chattenqrenze ([. Rbb.137],
die die obeve Elliple in den-
felben Punkten [cdineiden
muf, von denen die Streif-
linien ausgehen, und diefe
Streiflinien erhalten wir, i ,
wie wivr [dhon willen, da- { LA bl
durd, daf wir von .S aus St anrs
Cangenten an eine dev Rbb. 137
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beiden Ellipfen legen und duvdh die Berithrungspunkte Evzeugende
zichen. Die gefundene Schlaglchattenkurve ift felblt ein Stiik einer
Elliple, und zwar das perlpektivifde Bild einer halben Ellipfe. Das
ergiebt (i aus folgender Ueberlequng:

Die Schlaglchattengrenze ift der Durch(chnitt des gegebenen Zilin-
ders mit einem Strahlenzilinder, de(len Leitlinie der obere Grundkreis
des gegebenen Zilinders ift. Beide Zilinder (ind TFladen zweiter
Ordnung, d. h. Flacen, die von einer Geraden in zwei Punkten, von
einer Ebene daher in einer Kurve zweiter Ovdnung gelchnitten wevden.
Tlach einem bekannten Lehrfage der vaumlidien Geometrie [hneiden
[ih eine Flache »2" und eine Fladie »'" Ordnung in einer Raum-
kurve 22+ 2" Ovdnung, d. h. einer Kurve, die von einer Ebene in
m + 72 Punkten geldnitten wivd. Unfeve beiden Zilinder miillen (ich
allo in einer Kurve 2.2, alfo vierter Ovdnung (dneiden. Beiden
Zilindern gehort aber der obeve Grenzhkreis des Zilindets — eine
Kurve zweiter Ovdnung — an; diefer Kreis [tellt allo einen Teil der
Sdwittlinie dav, die hier in zwei getrennte Kuvrven zexfillt; der andeve
Teil der Schnittlinie, eben unfere gefudite Schattenkurve, muf allo
eine Kurve von der Ovdnung 4 — 2 — 2, allo eine Kurve zweiter
Ordnung fein. Eine Kurve zweiter Ovdnung aber ift (tets eine ebene
Kurve, da jede Raumkuvve von einer Ebene in mindeltens drei
Punkten geldnitten wird, allo mindeftens von der dritten Ovdnung
(ein muB. Jeder ebene Scwnitt eines Zilinders — allo aud unfere
Schattenkurve — ift aber eine Ellip/(e.

Die Sace wird nocdh klaver, wenn wir uns — ganz abgeflehen
von der per(pektivifden Darftellung — den gegebenen Zilinder und
den Strahlenzilinder auf eine den Strahlen parvallele Uertikalebene
i projiziert denken. Die Endflache des gegebenen
e Zilinders (tellt (ih dann ([ Abb. 138] als die

' gerade Strecke 4 5B dar, wahrend die den zweiten
Ceil des Durdilchnitts bildende Elliple idh als
die andere Diagonale C2 des Parallelogramms
ACBD darftellt. Die als Schlaglhattengrenze
witklidh vorhandene Halfte der Elliple it in
I der Zeihnung die halbe Diagonale 17D.

Abb. 138 Es verlteht (id wohl von (elblt, dag die

hier gegebene Rbleitung nicht nur Ffitr den ver-

tikal (tehenden und aud nicht nur fiiv den normalen Zilinder, (ondern
fiiv jeden beliebig abgelchnittenen Kreis- oder elliptilchen Zilinder in
ganz beliebiger Lage gilt. Bei jedem [olen Zilinder ift der Schlag-
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(hatten, den der Rand der Abldnittflide auf die innere Wand wirft,
eine halbe Elliple.

Da wir nunmehr den Schatten eines beliebigen Punkts auf eine
vertikale Zilinderfliche finden konnen, bietet die Evmittelung des von
cinem beliebigen Korper auf den Zilinder gewovfenen Schlaglchattens
keine Schwierigkeiten meht. So zeigen Abb. 139, 140, 141 die Sdilag-
(hatten, die eine quadratifthe und eine kreisrunde Dedkplatte, ein [enk-
vecht ftehendes Prisma, eine Pyramide, ein in lotreciter Ebene liegen-
der Kreis auf den vertikalen Zilinder werfen. — TTit Uorteil und in

RAbb. 139

Rbb. 140
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(i von [elblt ergebender Weife beftimmt man bei diefen Aufgaben
die Punkte der Eigenlchattengrenze des (hattenwerfenden Horpers, die
thre Schatten gerade auf die Streiflinien des Zilinders werfen.

Der Schlag(chatten, den eine Gerade auf einen Zilinder wirft, it
als Sdinitt des lefteren mit der duvch die Gerade gelegten Strahlen-
cbene im Rllgemeinen eine Elliple; ift die Gevade den Erzeugenden
parallel, (o ilt der Schlaglchatten [elblt eine gerade Erzeugende. Der
von einem HKreile auf den Zilinder geworfene Sdlaglchatten ift dex
Sdnitt des gegebenen Zilinders mit dem durch den Kreis als Erzeugende
beltimmten Strahlenzilinder, allo — als Scnitt zweier Zilinder zweiter
Ovdnung — eine Kurve vierter Ovdnung.

Als zweiten Fall wollen wir einen wagerecht liegenden, normalen
Zilinder annehmen, deflen Grundfliden der Bildebene parallel, delfen

= Evzeugende allo auf
PP der Bildebene [enk-

AR e gl = | rvedit find und daher
' [ 7t ' ihven Fluditpunkt im

\ | | Hauptpunkte haben

A el fBbh 40 P e

o wieder der [chatten-
N o N werfende Punkt, 7’
e A _______yp' ! [eine Horizontalpro-
: jektion. Schneiden wir

N P'H mit dev in der

Abb. 142 ~ Grundebeneliegenden
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Seife des dem Kreile um(chriebenen Quadrats, ziehen von dielem Sdinitt-
punkte 727 aus eine Uertikale und [(dinetden [ie mit PA, [o ilt der
Scinittpunkt 2" die Projektion von 2 auf die Grundflache des Zi-
lindets. Die Projektionen der Strahlen auf dielelbe Grundflade find,
wie wir [dion an der Abbildung 130 erkannten, der Linie /.S parallel;
ziehen wir allo von 2’ aus eine Parallele zu 7S, (o (tellt diefle
die Projektion des durd 2 gehenden Strahls auf die Grundflache dar.
Sie [dineidet den Grundhkreis in 4" und B'; verbinden wir allo diele
Punkte mit A, (o (ind die Schnittpunkte der Linien HZA ' und HB’
mit dem Strahle A.5 die geluditen Schattenpunkte 4 und 5.

Die Konftruktion
lagt (id natiirlich auch
anwenden, wenn 2~
auf dem Kreile (elblt
liegt, wenn es fich allo
umdie Evmittlung des
vom Rande des Zilin-
dersin [einTnneres ge-
worfenenSchlaglchat-
tens handelt. Jeftver-
einfacht (ich die Sache
nod inlofern, als wir
nur denaufdemRande

angenommenen

Punkt 7 ([. Rbb.143)
mit .S zu verbinden,
dann von /72 aus eine
Parallele zu S zu
ziehen und endlidh den
Scinittpunkt Bdieler
Parallelen und des
Kreiles mit /7 zu ver-
binden haben. Der
Schnittpunktvon /758
und 25 ift der ge-
[udte Schattenpunkt /', — Die Schnittpunkte des Schlaglchattenvandes
mit dem Grundkeeile (ind die Endpunkte eines auf ZLS reditwinkligen
Durcimel(lers dellelben.

Bei diefer Lage des Zilinders laft (idv der von [einem Rande
in fein Tnneres geworfene Schlaglthatten nod auf eine andeve Weile

RAbb. 144
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finden. Legen wir ndmlid in beliebiger Entfernung eine dev Bild-
ebene parvallele Ebene durdi den Zilinder, (o [dneidet fie thn in etnem
der Bildebene parallelen Kreilfe vom Radius des Grundkreifes. Dieler
Kreis bildet fich wieder als Kreis ab, deffen Mittelpunkt 17, (Rbb. 144)
auf dev Rxe A7/ beliebig angenommen werden kann und dellen Ra-
dius # fidh aus dem Horizontalldwnitte divekt evgiebt. Die duvch alle
Punkte des Grundkreifes gehenden Stvahlen bilden einen [diefen Zi-
lindev, deflfen Rxe der durdh den Mittelpunkt A7 des Grundhkreiles
gehende Strahl A4S ift. Dieler Strahlenzilinder wird von der Hiilfs-
ecbene ebenfalls in einem (i als Kreis vom Radius » abbildenden
Kreife gelchnitten; der Mittelpunkt 47, dieles Bildkreiles liegt auf
MS und wird gefunden, indem wir die durdr A4 gehende Horizon-
tale mit A4S’ [dmeiden und durch den Schnittpunkt & eine Lotredite
zichen; diefe Linie [dneidet A4S im geluditen TMittelpunkt A4, durdh
den auch eine von A/ aus parallel zu 7745 gezogene Gevade gehen
muf. Die um A4 und 34, mit demflelben Radius » belthriebenen
Kreile [dneiden [ih in den Punkten 2 und 7, des Sdilagldhatten-
randes, der, wie wir willen, eine Elliple fein muk.

Wir wollen als dritten Fall den in beliebiger Riditung auf der
Grundebene, allo horizontal liegenden Zilinder betraditen. Der Fludht-
punkt der hovizontalen Seiten der den Grundflihen umlchriebenen
Quadrate fei 7, (Rbb. 145), der Fludtpunkt der Erzeugenden 7,; 7
fei wieder der (dhattenwerfende Punkt, 22 feine Hovizontalprojektion.
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Rbb. 145

Wit haben nun den Lidtltrahl S22 auf die Grundflace des Zilinders
zu projizieven; die Projektion muf durch den uns bereits bekannten
Fludtpunkt 7’ der Projektionen der Strahlen auf die Grundfliche
gehen, den wiv bekanntlidh finden, indem wir eine durch 7, gezogene
Uertikale mit £,.5 (dneiden. — Zichen wir ferner /4.7, (dineiden
diefe Linie mit der in der Grundebene liegenden Quadratfleite, zichen

.-r-___‘!
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' durch den Schnittpunkt 72" eine Uertikale und (dineiden [ie mit /, 7
[0 it dev Schnittpunkt 2 die Projektion von 7> auf die Grundflache
des Zilinders, allo P, die Projektion des Licht(trahls auf diefelbe
Ebene. Sie (hneidet den Umrif der Grundflade in A4 " und B'; ver-
binden wir diefe Punkte mit 7}, (o (ind die Scmittpunkte 4 und 5
der Uerbindungslinien mit dem Strahle .S7 delfen Schnittpunkte mit
der Zilinderflache, allo die geluchten Scattenpunkte.

Nehmen wir den Punkt 2 auf dem Umrille der Grundflace an,
(o ift fein Schatten 2’ ([ Rbb. 146) ein Punkt des von dielem Um-
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=== Abb. 146

tilfe in das Tnneve des Zilinders geworfenen Sdattens. Wir finden

thn, indem wir 2/ — die Projektion des Strahles auf die Grund-
flicie des Zilinders — zichen, den zweiten Sdinittpunkt B dieles
Strahles und der Ellipfe mit Z, verbinden und diefe Linie mit dem
Strahle 25 (dneiden. — Die Schattenelliple [chneidet das elliptilcue

Bild des Umrilfes der Grundfliche in zwei Punkten, die die Beriih-
rungspunkte der von /' an diefen Umrif gelegten Tangenten [ind.
€s find, wie wir wilfen, diefelben Punkte, von denen auch die Streif-
linien des Zilinders ausgehen.

Die in den Rbb. 143, 144, 146 angegebenen Honltruktionen
kommen bei Fenflternilchen, Briikenbdgen ufw. zur RAnwendung.
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Abb. 147
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Die Abb. 147 zeigt den von einer (tehenden Pyramide auf einen
liegenden Zilinder geworfenen Sclag(chatten als RAnwendung dev in
Abb. 145 angegebenen Konltruktion.

Scilieglih moge nod der Schlaglchatten eines Punktes auf einen
in ganz beliebiger Lage befindliien normalen Kreiszilinder ermittelt
werden ([ Abb. 148). Die Rufzeinung des Bildes eines [(oldhen
i

Abb. 148

Zilinders wurde [(don im § 19 dargelegt; es war dort dem Grund-
kreile ein Quadvat mit zwei horizontalen Seiten umldivieben worden.
Es lei 7 der Fludtpunkt diefer horizontalen Seiten, /, der Fludct-
punkt der beiden andeven Quadratfeiten, /7 der Fluditpunkt der Ex-
zeugenden; die Uerbindungslinie 7,7, muf lotredit fein. [Ugl. § 15.)
Es [ei ferner 7 der (dhattenwerfende Punkt, 7 [eine Projektion auf
die Grundebene. Der Strahl .52 muf nun auf die Grundflace des
Zilinders projiziert werden. Die Projektionen aller Strahlen auf diele
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Grundflache (ind parallel, befien allo einen Fluditpunkt 7, der der
Scnittpunkt von # F, und Z.5 lein muf, weil diele Projektionen
in der Grundfliche, deven Fluditlinie 7/, ift, und weil (ie ferner in
den Evzeugenden parallelen Strahlenebenen, deven Fluditlinie 7.5 ift,
liegen. Tt nun 7' die Projektion von 7y auf den Horizont, 2" der
Schatten von 2 auf die Grundebene, (0 ilt A, der Schnittpunkt dev
in die Grundebene fallenden Quadratleite mit 7' 2P die Projektion
von 7 auf diefe Quadvatfeite, 7' allo die gefucte Projektion des
Strahls, Sie (dneidet den Umri der Grundflihe in A‘ und 5°;
die Uerbindungslinien 47, und B'F, [dineiden nun den Stvahl A5
in den gefucten Schattenpunkten 1 und 5.

s
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In Abb. 149 ift der Fall des auf dem Rande [elblt liegenden
Punhktes 2 behandelt. Um den von thm in das Taneve des Zilinders
fallenden Schatten B zu finden, zichen wir einfach die Linie P/, die
den Rand zum zweiten DMale in B’ [dineidet, ziehen weiter 7,5
und 2S5, Diele beiden Linien [(cneiden fih im gefudhten Schatten-
punkte 5. — RAuf diefe Weile wurde der in der Abbildung unfict-
bave Schatten evmittelt, den der Rand in das Tnnere des Zilinders
wicft. Dielelbe Figur zeigt audi den von dem Zilinder in diefler all-
gemeinlten Lage auf die Grundebene geworfenen Schilag(dhatten [owie
die Streiflinien, die von den Punkten der Grundflichenumrille aus-
gehen, in denen diele von den von /" aus an [ie gezogenen Tangenten
bevithrt wevden. Es (ind dielelben Punkte, in denen aud dev Schlag-
[dhatten des Randes dielen Umrif [chneidet.

9. Der auf einen Kreiskegel fallende Sclagl(dhatten.

€s handelt (i hiev um die Evmittelung der Scnittpunkte des
durdh den Punkt gehenden Lichtltrahls, allo einer Geraden, mit der
Kegelflade. Wir konnen duvch die Gerade eine beliebige Ebene legen,
die Sdittlinie it ein Kegellchnitt ivgend einer Art, und die Sdinitt-
punkte der Kurve mit der Geraden [ind die gefuchten Punkte. Wir
werden aber aud hier, wie bei dev Zilinderflacdhe, die durdh die Gerade zu
legende Ebene zwedkmakiger Weile [0 annehmen, dak (ie die Kegelflache
in geraden Evzeugenden (dneidet. Dieles Ziel erveidhen wir daduvdy,
daf wir die Ebene durdh den Lichtltrahl und duvrd den Sdceitel der
Kegelfldadie legen, denn jede durch den Scheitel einer Kegelflache gehende
Ebene [dineidet [ie — wenn itberhaupt — in geraden Linien. Die Scinitt-
punkte diefer Evzeugenden mit dem Strahle (ind die Schattenpunkte.

Der durdh den [hattenwerfenden Punkt 7 gelegte Strahl (chneide
die Grundflache des Kegels in 7 der durch den Sceitel Z gelegte
Strahl (dineide fie in Z"; dann ift 2"Z" die Sdnittlinie der duvch
den Strahl und den Hegellcheitel gelegten Ebene mit der Gvundfladie
des Kegels. Sind weiter A und B' die Schnittpunkte der Geraden
PZ" wit dem Grundhkreile, (o find ZA4' und ZB' die Erzeugenden,
in denen die Hiilfsebene die Kegelfliche (dmeidet; die Scnittpunkte
A und B dieler Evzeugenden mit dem Strahle (ind daher die gefuditen
Schattenpunkte, von denen, wenn wir uns die Kegelflace als korperlicie
Oberfliche denken, natiitlih nur einer wirklih vorhanden [ein kann.

1t der Sdmittpunkt Z" unerveihbar, fo hilft man (i daduvd,
daf man auf dem durd 7 gelegten Strahle einen beliebigen Punkt
@ annimmt und den Sdmittpunkt @7 der Uerbindungslinie ZQ mit
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