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Die Abb.184 und 185
- zeigen die Anwendungen
dieler Konltruktion; eine
auf der Grundebene fteh-
ende Pyramide wirft |
ihren Schatten auf ein
auf derlelben Ebene (teh-
: ol endes [enkvedhtesund auf
st ein auf ihv liegendes
PL Prisma. Tm exfterenFalle
Abb. 184 haben wivr den Sdilag-
[chatten zu ermitteln, den
die Spiie der Pyramide auf eine [enkredit (tehende ebene Figur wirft,
tm zweiten Falle den Schlaglhatten zu finden, der auf eine geneigte
ebene Figur fdllt. Dabei (ind ver(diedene Lagen von L und L’ zur
Anwendung gebradt worden.
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Rbb. 185

§ 37. Der Schlaglchatten des Kreiles und der runden Korper.

Die Strahlen, die von dem leuchtenden Punkte aus duvch die
Punkte des HKreiles gehen, bilden eine gewdhnlicie Kegelfladie zweiter
Ovdnung; devr Schlaglchatten des Hreiles auf eine Ebene ilt allo als
Schinitt dieler Ebene mit der Kegelflache eine Elliple oder Hyperbel,
je nacwdem die Ebene nur eine Halfte oder beide Halften der Kegel-
flache trifft. Tm lefteren Falle hat natiirlich nur der eine Hyperbelalt
die phylikalifdie Bedeutung eines Sdattenumrilles, da die zweite
Halfte der Kegelflache, auf der der andeve At liegt, tat(dcmlich gar
niit vorhanden ilt. — Ruch cine Parabel kann natiirlich als Grenz-
fall auftveten, dann namlih, wenn ein Strahl der belchatteten Ebene
pavallel ilt.
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Mit der Entlcheidung itber die wirklie Gefltalt des Schatten-
umrilles ift die Geftalt feines per(pektivifchen Bildes natiivlih
noch keineswegs ent(diieden. Handelt es [ih um den auf die Grund-
eberte fallenden Sdilag(chatten, (o ilt, wenn der Sdattenumrif in
Wahrheit eine Elliple ift, fein Bild — wie aus § 8 [ofort folgt —
eine Elliple, Parabel oder Hyperbel, je nachdem der elliptilhe Schatten-
umrif ganz auferhalb der Gegengevaden fallt, (ie berithvt oder [ie
durdi(hneidet. Ganz dallelbe gilt, wenn der Schattenumrif in Wahr-
heit eine Parabel ilt; auch dann kann jede der dvei Kurven als Bild
auftreten, auch eine Ellipfe. Der unendlih ferne Punkt der in dev
Grundebene liegenden Schattenparabel bildet (ih dann im Horizonte
ab, die Bildellipfe muf alfo den Horizont berithren. — Und aud Fur
einen hyperbolifhen Schattenumrif gilt dafflelbe; er bildet [idh nur
dann als Hyperbel ab, wenn er die Gegengerade in zwei reellen
Punhkten (dineidet, denen dann aud zwei unendlich ferne Punkte des
Bildes entfprecien miiffen. Bevithvt die Hyperbel die Gegengerade,
fo kann das Bild nur einen unendlich fernen Punkt enthalten, mub
alfo eine Pavabel fein. Scneidet aber die Gegengerade die Hyperbel
fiberhaupt nicht (find die Scnittpunkte imagindv), geht fie allo zwilden
beiden Hyperbeliften hindurd, (o kann das Bild keinen unendlid
fernen Punkt enthalten, muf allo eine Elliple fein. Diefe Elliple
(ineidet den Hovizont in zwei Punkfen, die den beiden unendlich
fernen Punkten dev Hyperbel entlprecien; der unterhalb des Horizonts
liegende Ellipfenbogen entfpricht dem vom Belhauer wirklidh iiber-
[chenen Hyperbelalte, wahvend der oberhalb des Horvizonts liegende
Bogen das virtuelle Bild des hinter dem Riiken des Belhauers
liegenden Hyperbelaltes 1lt.

Die Abb. 186—194 erldutern in [hematifer Weile die gegen-
(eitige Lage des [dattenwerfenden Kreiles, des auf die Grundebene
fallenden Schlaglthattens und des per(pektivildien Bildes des lefteven.
Die Ebene des (hattenwerfenden Kreifes wurde der Einfadiheit und
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Ueber(ichtlihkeit wegen dev Grundlinie parallel angenommen; die
Figuren [tellen veditwinklige Projektionen auf eine zur Grundlinie
reditwinklige Ebene dar, (o da die Bildebene, die Grundebene und
der [dhattenwerfende Kreis (ich als gevade Linien dar(tellen; der Schatten
Fallt mit der die Grundebene darftellenden Geraden zufammen.
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Die Rbb. 186 zeigt den elliptifden Schatten, der fich als Elliple dav(tellt,
. 187 ) Parabel
188 » = Hyperbel
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Die Abb. 189 zeigt den parabolifden Schatten, der fich als Ellip(e dax(tellt,

g LI 5 x 20 sl s Paxabel
(6% PRERPeR i & 2 G s Hyperbel
192 . ., hyperbolilhen . itk e iER e

{1 . 1 . o o Patabel
194 Hyperbel

In jedem Falle ift L die Lidtquelle, ¢ der (hattenwerfende
Kreis, 2’0’ [ein Schlaglchatten, 2" Q" das perfpektivifthe Bild des
Sdilaglthattens, ferner O das Ruge, 77 der Hauptpunkt, & der Punkt,
durt den die Gegengerade geht und Z die Licitquelle. Die [tavker
nachgezogenen Teile dev die Grund- und Bildebene dar(tellenden Gevaden

A W} vk 't o 'IF
deuten den wirklidien Schatten . , s

und (ein Bild an. l el

Zudenelliptifdien Schatten ge- 3 ;ﬁ// |
horen aud die kreisformigen. e {P’,, !
Der von einem Kreile auf eine et l :
Ebene geworfene Sthlagldhatten ilt 3 Q' P! ‘ _‘?r_
(elblt ein Kreis, wenn die belchat- nbb. 194

tete Ebene dev Ebene des Kreiles
parallel ift oder wenn beide Ebenen Wedi(elldnitte des Kegels der Licht-
frahlen find. Ueber die Belchaffenheit des Bildes diefes Schlagldratten-
kreifes ift im § 16 [don das Erforderlicie gelagt worden.

In einem befonderen Falle kann dev auf eine Ebene fallende
Shlaglchatten eines Kreiles auch eine gevade Linie [ein, dann namlid,
wenn die Ebene des Kreifes durch die Cicatquelle geht. Dalfelbe gilt
natiicliderweile audh fiir jede andeve ebene Kuvve. Der geradlinige
Sehatten eines Kreifes ift als Grenzfall einer Ellipfe, einev Pavabel odev
einer Hyperbel aufzufallen, je naddem der leudhtende Punkt auber-
halb des Kreifes, auf ihm (elbft oder innerhalb des Kreiles liegt.

Der weitaus am haufiglten vorkommende Fall ift der, daf der
Kveis auf die Horizontalebene einen elliptifhen Schatten wirft und
daf der Kreis fowohl wie die [einen Sdatten darftellende Elliple hinter
der Bildebene liegen, fih allo als
Ellipfen abbilden. Diefen gewdhn-
lihen TFall ftellt die RAbb. 195 dar.

Fallt aber der Schlag(chatten des
Kreifes auf eine nicht hovizontale

Ebene, o treten auch Parabeln und S LS
Hypetbeln haufig auf. Tlehmen wiv NN
7.B. an, im Tnnern eines oben offenen  Rbb. 195 "X Ny
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zilindvifien Gefafes brenne eine Flamme, die ihve Strahlen iiber den
Rand des Gefafes hinaus auf eine vertikale Wand wirft. Der Strahlen-
kegel wivd duvdh die vertikale Ebene jeft offenbar in einer Hyperbel
gelthnitten. Dielen hyperbolifthen Schatten zeigt die Abb. 1986,
Ueber die von Zilin-
dern und Kegeln auf€be-
nen gewotfenen Scilag-
[hatten it nun kaum
nod etwas zu [agen
notig. Die Schlagldhatten
der Grundkreile (ind Ke-
gelldnitte, im gewdhn-
lidien Falle Elliplen, die
(ih audh als Ellipfen dar-
(tellen. Die Schatten der
Streiflinien find, wenn
es [ich um einen Zilindex
handelt, zwei der gemein-
famen Tangenten, wenn
es [ih um einen Kegel
handelt die Tangenten, die vom Scatten der Spige aus an den Schatten-
umrif der Grundflde gezogen werden kénnen. Aus den Beriihrungs-
punkten der Tangenten ergeben fich dann ofort die Punkte der Grund-
kreile, von denen die Streiflinien ausgehen.
Aber auch divekt, ohne Uermittlung des Schlag(dhattens konnen wir
die Streiflinien finden. Sind zunddift die Streiflinien eines Zilinders
aufzufudien, (o brauden wir nur durch die Liditquelle Z eine Parallele

Rbb. 196

Lg 2u den Erzeugenden des Zilin-
\ ders zu ziehen, fie mit der Ebene
. einer [einer Grundfichen zu
< durchfchneiden und von dem
Sdmittpunkte aus Tangenten
an den Umri§ derlelben Grund-

flache zu ziehen; von den Be-
tithrungspunkten miilfen die
Streiflinien ausgehen. Die Rbb.
197,198 zeigen diele Konltruk-
tion fitr 2wei befonders widtige
Lagen des Zilinders, den (tehen-
den und den liegenden Zilinder.
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In der Abb. 198 it L', der Sdinittpunkt von /7, L’ mit der
Grundkante des hinteren Quadratbildes, die Projektion von L' auf
die hinteve Grundflacie des Zilinders. Eine durch L™ gezogene Uer-
tikale [dineidet /,Z in ", der Projektion von L auf dielelbe Grund-
flacee. Die von L" aus gezogenen CTangenten berithren den Umrif
des Bildes dieler Grundflache in den Punkten, von denen die Streif-
linien ausgehen. — Die Linie /,Z ilt jeht die oben erwahnte Parallele
zu den Erzeugenden des Zilinders.

Um die Streiflinien eines Kegels zu beltimmen, legen wivr —
genau wie bei parvalleler Beftrahlung — einen Strahl durdh [eine
Spifie, [hneiden ithn mit dev Ebene der Grundflache und ziehen vom
Schnittpunkte aus Tangenten an ihren Umrif; von den Berithvungs-
punkten gehen die Stveiflinien aus. Diele Konltruktion ilt fiiv ver-
(thiedene Lagen des Kegels in den Abb. 199 und 200 davrgeftellt. —
Der in Rbb. 199 auftvetende Schlaglchatten erftreckt (idh in Folge der
niedrigen Lage der Lichtquelle tatfadlih — immer breiter wevdend —
ins Unendlicie. Die per(pektivilde Uerkitvzung aber verwandelt die
Divergenz der Grenzen des Scilaglchattens in eine Konvergenz.

in der Abb. 200, die einen Kegel mit wagevrediter Axe dar(tellt, ift
L' der Scnittpunkt von L'Z’ mit der Grund(eite des Quadratbildes;
eine von L aus gezogene Uertikale [dhneidet ZZ in 2, dem Schnitt-
punkt des durch die Spiie Z gezogenen Strahls mit der Grundfladhe.
Uon Z” gehen die Tangenten aus, die den Umrif des Bildes der
Grundflache in den Punkten berithren, nach denen die Streiflinien gehen.
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Die Streiflinie einer Kugel it [tets ein Kreis, freilich nicht, wie
bei paralleler Beftvahlung, ein Grofkreis. Die die Kugeloberfliche
bertthrenden Strahlen bilden eine normale Kegelflade zweiter Ovdnung,
deven Axe durch den leuditenden Punkt und den Mittelpunkt dex
Kugel geht. Die Berithrungspunkte der Strahlen liegen auf einem
Kreilfe — eben der Streiflinie — dellen Ebene zu der Axe des Kegels
veditwinklig und die Polavebene des leuditenden Punkts ift. — Der
Schlag(chatten der Kugel auf eine beliebige Ebene wird ftets durch
einen Kegelldhnitt begrenzt, ndmlih durch die Schnittlinie diefer Ebene
und des Stvahlenkegels. Der Umrif des Sclaglthattens ilt allo je
nad der gegenleitigen Lage der Lichtquelle, der Kugel und der Ebene
eine Elliple — die, wenn die Axe des Strahlenkegels auf der Ebene lenk-
vedit ift, in einen Kreis iibergeht — ecine Pavabel oder eine Hyperbel.

Fiir die konftruktive Ermittelung dev Streiflinie bedient man
fih am belten der vedtwinkligen Projektionen auf die Grundebene
und die Bildebene und ibertragt (thlichlih die gefundene Linie in

I

al

Rl
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das Bild. RAls Hilfsebene benuft man mit Uorteil eine durch den
Kugelmittelpunkt und die Ciditquelle gehende Uertikalebene oder eine
diefev Ebene parallele Ebene. Eine [olie Ebene ift offenbar der Rxe
des Strahlenkegels parallel, daher zur Ebene der Streiflinie (enkvedht;
diefe Linie projizievt (il demmnach auf fie als gevade Linie. Wenn
man alfo die Cidtquelle und die Kugel auf die genannte Hiilfsebene
projiziert und [ie in die Grundebene umklappt, [0 hat man nur von
der Projektion der Liitquelle Tangenten an den die Kugel dar(tellenden
Kreis zu legen. Die die Berithrungspunkte verbindende Sehne ift die
Projektion der Streiflinie, die man darvaus audh leicht im Grund- und
Aufrilfe finden und in das Bild {ibertragen kann.

Die Konltruktion der Streiflinie eines allgemeinen Umdveh-
ungskorpervs unterfcheidet [ih in nichts von der fiiv parallele Be-
(trahlung giiltigen, wie (e im § 32, 4 davgelegt wurde. Durch die
Spiie jedes Hiilfskegels it ein von Z ausgehender Strahl zu legen
und mit der benufiten, zur Umdrehungsaxe vecitwinkligen Hiilfsebene
zu [(tneiden. Die Berithvungspunkte der von diefem Sdmittpunkte
aus an den Schnittkreis gelegten Tangenten (ind Punkte der geluditen
Streiflinie.

§ 38. Die auf runde Korper fallenden Schlaglchatten.

Die Konftruktion des Schlag(thattens, den ein Punkt auf eine
Zilindevfladhe wivft, ift ganz dielelbe, die aud fiiv pavallele Be-
(trahlung gqilt ([ § 33); nur (ind lelbftverftandlih die Punkte .5 und
S durch die Punkte Z und Z' zu erfefien. Der Schlag(chatten, den
der Rand einer zilindrildhen Rohve auf ihve Innenflaiche wirft, ift auch
bei zentraler Beleuchtung eine Elliple, denn der
Schnitt der Zilinderflache mit der Hegelflade *x~.
der Strahlen, deven CLeitlinie der Rand der ﬁ‘:’ﬂ‘k.._nhx
Oeffnung ift, it aud hier wieder eine Kurve \\F. e
vierter Ordnung, der der Rand (elblt als Kurve AR il
zweiter Ovdnung angehért, o daf Ffiiv den | W =J:
Schlaglchattenumrif eine Kurve zweiter Ordnung, I
allo ein ebener Schnitt des Zilinders — eine |
Elliple — 1ibrig bleibt. I I‘i

Die Rbb. 201 zeigt die Projektion auf eine L H
durch die Lichtquelle und die Zilinderaxe gehende |l
Ebene; -der [dhattenwerfende Rand und der RAbb. 201
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