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In diefer Weile konnen wir das Bild jedes Punktes, allo aud
das perlpektivifde Bild des Spiegelbildes jedes beliebigen Kovpers
exmitteln. Die Konltruktion vereinfacht (ich aber auBerovdentlich, wenn
wit bedenken, daf die pev(pektivilden Bilder der von beliebigen
Punkten auf den Spiegel gefillten Pevpendikel durch einen Punkt
gehen miillen. Diefer Fluditpunkt #' liegt offenbar in der durd 7,
den Fludtpunkt von 77 ¥” und W7 X", gezogenen Lotrechten und ift
dahet der Schnittpunkt dieler Lotvechten mit PPV Selbltuerltindlich
konnen wir 7 audh in der gewdhnlicen Weile dadurd finden, daf
wir durch das Auge eine Tlovmale des Spiegels legen und mit der
Bildebene [dineiden.

Weiter kann man (i die Konltruktion des Spiegelbildes dadurd
etleiitern, daf man (tets beviik(ichtigt, dah eine Linie und ihr Spiegel-
bild (i in der Ebene des Spiegels (dneiden und daf die Spiegelbilder
paralleler Kanten im per(pektivifcen Bilde nach einem Fludtpunkte
gehen miillen.

$ 44. Die durch Strahlenbrecung an einer Walleroberfliche
erzeugten Bilder.

Die durh das Waller hervorgerufenen Taultungen find allgemein
bekannt. Blikt man von oben in das Waller hinein, [0 er(cheint
feine Tiefe Rleiner, als (ie in Wahrheit ift; ein (hrdg in das Waller
gefteckter Stab er(dheint in (einem Sdnittpunkte mit der Wallerober-
flihe geknickt. Mit dem Zultandekommen diefer durdh Strahlenbrecung
erzeugten Bilder und threr konftruktiven Evmittelung wollen wir uns
jet ganz kurz befallen.

Eine eingehende Behandlung der Strahlenbrediung an dev Ebene
gehort vollig in das Gebiet der Optik; Leler, die [idh mit dem Gegen-
[tande griindliher befallen wollen, feien auf des Uerfallers ,,Geomet-
vifhe Optik* (Halle a. S. 1886), ,,Lehrbud der Optik* [Weimar 1889)
und , Elemente der geometrilchen Optik* [Hannover 1908) verwielen.
Hievr kann von der Sacie nur (oviel gebracht wevden, wie unumganglich
notig ilt, um die Entlftehung diefer Bilder grundf@glih zu verftehen.

Die Bilder, von denen hier die Rede ift, werden oft als optilche
Caulchungen bezeidimet. Um Tduldiungen im eigentlicien Sinne des
Wortes handelt es [ih hier nicht; wenn beilpielsweile ein Stab im
Waller geknidkt evfcheint, o liegt [ein wirkliches, konltruierbares Bild
da, wo wir es [ehen. Um eine wirklide optifche Tauldung handelt
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es [ich aber beilpielsweile, wenn uns eine ungeteilte gevade Strecke
linger etfcheint, als eine in derfelben Lage gegen das Ruge befindliche,
mehrfac geteile Stredie von gleicher Lange.

Die durch Strahlenbreung im Waller erzeugten Bilder pflegen
in der Malevei kaum beachtet zu werden. Stellt dev Kiinftler bei-
[pielsweile eine Diana im Bade dar, [0 zeidnet ev den ganzen Umrif
der Gottin ohne Ritdlfiht auf die (ehr welentliche Uerdnderung,
die die Umrille der unter Waller befindliien Teile duvdr die Strahlen-
breciung erleiden, und unter(cheidet bei der malerifchen Behandlung
diefe Teile von den auferhalb des Wallers befindliien nur daduvdy,
daf er den blaulichgriitnen Farbton des Wallevs iiber (ie legt. Eine
(olhe Behandlung — und mag [ie noc [o allgemein und von noch
(o grofen Kinftlern geiibt werden — entlpricht nicit der Wahr-
heit. Zuzugeben ilt, daf der duvch die Strahlenbreciung erzeugte
Umri nicht eben [thon ausficht; wenn aber das der Fall ift, (ollte
man lieber auf die Darftellung teilweile im Waller befindlicher Kovper
verzichten, als [ie unvichtig darfltellen.

Geht von einem unter Waller befind- ! :
lihen Punkte 4 [(Rbb. 214) ein Lict(trahl . .
aus, der die Walleroberfliche in 5 trifft, (o | e /
witd er beim Uebergang in die Luft von Mesd B
(einer urfpriinglidien Riditung abgelenkt. : 4!
Bildet der Strahl A48 im Waller mit dem
im Punkte # erviditeten Einfallslote den
Einfallswinkel «, (0 bildet er nad [einem A
Rustritte aus dem Waller mit demfelben Abb. 214
Lote einen groferen Winkel 2, den fogenann-
ten Brechungswinkel. Der Winkel 2 ift durdr den Winkel « beltimmt;
beide hingen durd das [ogenannte Snellius’[de Bredungs-
gelet zulfammen, das ausfagt, daf das Uerhdltnis des Sinus des
Bredwungswinkels zum Sinus des Einfallswinkels fiir alle Strahlen
daffelbe ift. Der Ffiir den Uebergang der Strahlen aus einem beltimm-
ten Stoffe in einen andeven beltimmten Stoff unverdnderlie Wert
diefes UVerhdltnilfes wivd ,,Brediungsquotient ™ genannt und ge-
wohnlih mit 2 bezeidnet. Es it daher

st f3
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Mit Hiilfe diefer einfachen Gleiung konnen wir aus dem Einfalls-
winkel eines Strahls (einen Bredwungswinkel bevedinen. Der Sinus
eines Winkels kann bekanntlih den Wert 1 nidit iiber[chreiten; allo
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| kann hodiftens sz 8 — 1 fein. Daraus folgt dann fiir dielen Maxi-
malwert von sz g, dem devr Wert 2 90" entlpridht, ein Einfalls-

winkel «', der durch die Gleidung

r
|

Ly 7/
72

beftimmt ilt. Dieler Wert «' ift der hodulte Wert des Winkels «, bei
dem nodi eine Brecung maglich ift; ihm entfpricht ein mit der Walfer-
obevfladie zufammenfallender gebvodener Strahl. Ueber(chreitet der
Winkel « diefen Grenzwert, (o kann der Stvahl nidt mehr in die
Cuft austrefen; er wird an der Walleroberfladie vollltandig zuriick-
gewotfen, es tritt ,fotale Reflexion* ein.

. ’ = : m £ -
Fiiv den Uebergang aus Waller in Luft ift etwa » — 7 allo
7
sim o' — 2, Daraus evqgiebt fidh Ffiir den Winkel a’, den ,,Grenz-
2 q

winkel der totalen Reflexion* der Wert
o 489 357

Die totale Reflexion an einer Walleroberflache 146t (ich trefflich
beobachten, wenn man durch die gliferne Wand eines Aquatiums
(divdg hinauf blikt auf die Oberflice. Man (icht dann nidits von
den oberhalb devfelben befindliien Gegenftinden, nimmt hingegen die
verkehrt liegenden Spiegelbilder der im Waller befindlichen Gegen-
(tande wahr; die Fifhe [hwimmen auf dem Riten und die Pflanzen
wadifen abwarts.

EoeCe Der zu irgend einem -einfallenden

7 8e=-=3%0 _ Strahle gehérige gebrociene Strahl laht

: , At -rm’/ fich ﬂllle[-L‘hl' einfach h_o nltruieven. Um

fpn ?*"."?‘;// v % den Einfallspunkt 2B (Rbb. 215) des in
L= ﬁ::f‘{ 1 | der Zeichenfliche liegenden Strahls A5
| : g /| befldhreiben wir zwei Kreile, deren Radien
it g, skt 1 : 7 verhalten, verlingern den
NooFo--w 7/ einfallenden Strahl, bis er den groferen
s by ' Kreis in 2 [dhneidet und ziehen von 2
Ao ots aus eine Parvallele zum Einfallslote, die

den kleineren Kreis in C (dineidet: BC

tlt der gebrodiene Strahl. Ziehen wir nimlihh 4NV und C2 fenkredit
zum Einfallslot, (o ift

. AN : G : S22 4 G2l n N R B

R T e s B alfo S -“ S BC B AN BC
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S : e : P Do B
Nun it aber A8 — BC, allo o= [errey —— - £ —
G B AN AN AR
72 _ g2
7. allo—= = 7.
i SIN o

RAus der Konftruktion ergiebt (i aud der Grenzwinkel der totalen
Reflexion; diefe fritt ein, wenn €2 den kleineren Kreis berithrt.

Dann ilt offenbar 2 = 90% st p = 1, stn @ = ;;
Wir wollen nun ([ Abb. 216) alle Strahlen verfolgen, die von
dem Punkte 4 ausgehen; A' (ei die Projektion von 4 auf die
Walleroberflache. Da der Strahlenverlauf in allen durch das Lot A4
gehenden Sdinitten derlelbe ilt, geniigt es vollltindig, wenn wir in
der Ebene des Papiers einen (oldien Schnitt darftellen. Wenn wir
eine grofere RAnzahl
vonStrahlenauswah-
len und nach der an-
gegebenen Konftruk-
tion die zugehorigen ‘
gebrodienen Strahlen
evmifteln, (o finden
wir, daf diele =P
gebrodienen Strahlen
nidit mehr duvch einen
Punhkt gehen; [(ie be-
vithren eine HKurve,
die [(ih wvollftandig
ergeben wiirde, wenn
wir alle Strahlen ver-
folgen konnten. Sie
it die einhiillende Kurve oder Enveloppe dev gebrodienen Strahlen und
wird hier, wo [ie durd Strahlenbreciung entfteht, als Diakaultik
bezeidnet, Sie ift, wie fitr den mathematilch geldhulten Leler hinzu-
gefiigt werden mag, die Halfte dev Evolute einer Elliple, deren Mittel-
punkt A ift. Bezeihnen wir die Tiefe des Punktes A4 unter der
Oberfliche mit £ (o ilt die in dev Rihtung A.A' fallende halbe grofe
Axe der Elliple @ =— 7+ 7, die in die Walleroberfliche fallende halbe
kleine Rxe & = V72 — s+ ¢ und daher die Exzentrizitit e —= £ Darvaus
folgt, daf der Punkt A einer der Brennpunkte der Elliple ilt. Die
Diakaultik beligt eine im Lote 4.4’ liegende Spike .5, die von A’
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4
den Abltand # — ~ hat: fie berithrt die die Walleroberflidhe dar-

7
(tellende Horizontale in den Punkten Z, und Z,, in denen die totale
Reflexion beginnt und deven Rbltand von A4

£
[

Ly sim o 7 7
telga , z
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Die Kenntnis dev Diakaultik ift die unevlafliie Uorbedingung
fiir das Uer(tandnis und die Konfltruktion der durdh Bredung erzeugten
Bilder. Denken wir uns ndmlih im Punkte O ein Ruge, fo wird in
daffelbe nur ein durdr die Grofe der Pupille bedingtes, (ehr enges
Strahlenbiindel eingelallen; die diefes Bindel bildenden Strahlen gehen
nahezu von einem Punkte aus, und diefer Punkt ift der Berithrungs-
punkt /> der von O an die Diakaultik gelegten Tangente. Dieler
Punkt 7 ilt alfo das Bild des Punktes A4 Ffiir ein in O
liegendes Ruge.

Wir erkennen davaus, da§ die Lage des Bildes durdiaus von der
Lage des Ruges abhangig ift. Befindet (ih zunddi(t das Ruge fenk-
redit fiber dem Punkte 4, (o berithvt die von ithm an die Kurve
gelegte Tangente diefe in .5 diefe Spife .S ift allo jeft das Bild von

A. Bel [enkreditem Hineinbliken er(dheint allo. da ¢ (t, die
7L

Wallertiefe im Verhaltnille L i I I ’f — 7 - 4 verkleinert.
Bewegt fih nun das Ruge nad der Seite, (o gleitet der Punkt /7
an der Kurve hinauf, das Bild nahert (ih allo fortgeleft der Waller-
oberfladie und dem Ruge. Je fladier wir allo in ein Gewiller bliden.
um [o geringer er(cheint [eine Tiefe.

Der geludite Berithrungspunkt 2 des Strahl mit der Diakaultik
it der Kriimmungsmittelpunkt der erwihnten Elliple in threm
Sdnittpunkte mit dem Strahle. Diefe Tatfache (et uns in den Stand,
die gewdhnlicie, aus dev Theorie der Kegelldhnitte bekannte Konltruk-
tion des Kriimmungsmittelpunkts hier anzuwenden und dadurd den
geluditen Bevithrungspunkt 7 das Bild des Punktes A Ffiir das Ruge
A, bedeutend [(chdvfer zu beltimmen. — Der die Diakauftik bevithrende
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Strahl [dineide die Elliple in V [Rbb, 217), ihre qrofe Rxe in A Fiir

den Scinittpunkt N ilt VO die Normale, der Punkt PKriimmungsmittel-

punkt. Um ihn genau zu finden, ziehen wir VA durd den berveits als

Brennpunkt dev Elliple erkannten Punkt A, evvichiten in A ein Perpen-

dikel auf VO, das NA in ——

7. [dmeidet und erriciten / i \

(dlieglich in 7 wieder ein | \

Perpendikel auf NZ, das il A

NK im geluchten Berith- [ : "‘\\

rungspunkte Z(ineidet. — |' . | HI 0

DieKonltruktion beruht da- ! '/

rauf, daf der Kriimmungs- ~— 1—_ A /T‘ RS

mittelpunkt /2 Fiiv einen I e T I,"D }l

beliebigen Punkt A eines " RN o |
Kegelldnittes erhalten \ YA ,-'I ;’

wird, wenn man den Rb- \‘}</ .'Y\\\ /

[dinitt VA der Flormalen iy --—-'-‘"a.-;;/
durd das Quadrat des Co- BLE

[inus des Winkels AN A nbb. 917

dividiert.

Liegt nun die Aufgabe vor, das Bild eines unter Waller befind-
liien Punhkts fiir eine gegebene Lage des Ruges zu konftruieren, [o
haben wir duvdh den Punkt und das Ruge eine vertikale Ebene zu
legen, in ihr die Diakaultik zu konftruieren und vom Ruge aus eine
Tangente an fie zu legen. Der Berithrungspunkt ift das geludite
Bild. — Das Bild einer Linie wird demnacd daduvch gefunden, daf
man mit jedem ihver Punkte — bei der praktilden Rusfithrung der
Konftruktion natiitlih mit einer belhrankten Zahl — ebenlo verfahrt
und die gefundenen Bildpunkte durd eine Kurve verbindet. Das Bild
einer Geraden ergiebt fih auf diefe Weile als eine krumme Linie, die
etft bei unendliher Entfernung des Ruges in eine Gevade iibergeht.
In diefem Falle find ndmlih die vom Ruge an die den einzelnen
Punkten der Geraden ent(predienden Diakauftiken gelegten Tangenten
patallel, und die Berithrungspunkte pavalleler Tangenten, die an ahn-
lihe und perfpektivilh liegende Kuvven gezogen werden, liegen auf
einer durch den Rehnlichkeitspunkt gehenden Gevaden.

Die Ausfithvung der angegebenen Konftruktion ift natiivlich recht
umftindlih, Sie vereinfacht [(ih aber dadurdi ganz welentlid, daf
die hier auftvetende Diakaultik nuv einer einzigen Geftalt fihig ilt,
daf allo die den ver(dhiedenlten Lagen des Punktes A4 ent-
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[predienden Diakaultiken geometrifch Ahnliche Kurven fein
mi[fen. Das ergiebt (i [ofort daraus, daf die Diakaultik nur von
einer Honftanten, namlih dem Rbltande # abhingt; es folgt Fferner
davaus, daf f[ie die Evolute einer Elliple ift, deren Hauptaxen, wie
die angegebenen Formeln zeigen, dem Rbftande # proportional find
und allo ein unvevanderlihes Uerhiltnis, namlidh : jf , Zu ein-
7 — g
ander belifen.

Die Tatfade der Rehnlichkeit der Diakauftiken ermoglicht uns
nun, die Konftruktion der Bildpunkte beliebig vieler Objektpunkte
mit Hilfe einer einzigen, fiiv einen beliebigen Objektpunkt gezeichneten

Diakauftik auszufithren. €s [eien
A0 (Abb. 218) 4 und 2 zwei Objekt-
punkte, O das in ihrer Uertikal-
/ % ebene liegende Ruge. Die dem
RO Punkte A4 ent(predende Diakaultik
bt SZ ilt konftruiert worden. Man
[oll das Bild des Punktes B fFiir
e ¢ das Auge O beltimmen.
il et i Es kommt nun darauf an, einen
: el Punkt O’ zu finden, der in Bezug
i e R auf die Diakaultik des Punktes 4
P 17 ebenfo liegt, wie der Punkt O in
A¥ Bezug auf die nict gezeidnete Dia-
Abb. 218 kaultik des Punktes 5. Zu diefem
Zwede ziehen wir die Gerade A B
und [dineiden fie mit der Wallevoberflidhe; der Schnittpunkt C ift dev
Rehnlidkeitspunkt der beiden Diakauftiken. Ziehen wir allo CO und
[dineiden diele Gerade mit einer von A aus parallel u BO gezoge-
nen Geraden, [0 haben wir den gefudten Punkt O’ Eine von O
an die Diakaultik des Punktes 4 gelegte Tangente ergiebt in ihvem
Bevithrungspunkte das Bild 7/ des Punktes A Ffiir ein in O liegen-
des Ruge; ziehen wiv [dilieBlih /C und von 5 aus eine Parallele
iu AZF oder auch von O aus eine Parvallele zu @7, (o haben
wiv [ofort das gefudite Bild 7 Die Dreieke A 20’ und BP0
(ind dhnlich.

Dadurch, daf man nur eine Diakauftik zu zeiinen braudit,
wird nidht nur die Konfltruktion (ehr vereinfact, londern audh die
Genauigheit ganz bedeutend evhéht. Diele eine Kurve muf natinlich
mit moglicilter Sorgfalt und Genauighkeit gezeicinet werden.
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Die Abb. 219, 220 und 221 zeigen : /,.;:0
die auf diefe Weile ermittelten Bilder vl o
einer vertikalen, einer in der durch das il /ff
Ruge und den leuditenden Punkt gehen- - 5’%‘{ S
den Uertikalebene liegenden wageredhten ,[’- ' if’/';r
und einer in derfelben Ebene liegenden R -,}"4,-’//,’
geneigten Geraden. Tm erlten Falle l’H’f /
Fallt € mit A" zulammen: im zweiten Sg‘,l'”r ,”{
Falle liegt C in unendlicher Ferne, die AY S
Gevaden A ¢ und 2'C werden allo ‘ 2
hovizontal. — Tn jeder Figur it 20 kfu"
die abzubildende Gevade, /2'(Q’ ihr a
durch Brediung evzeugtes Bild fiir das Rbb. 219
in O liegende Auge; Objekt und Bild AR N S
miillfen fih in der Walleroberfliche 5 F,;?/
(dineiden, es Ffallen alfo in Abb, 219 7 ey
und 221 2 und 2’ zulammen, o - /x/f

Soll das Bild einer e o
nicht 1n einer durch das . L 6 bl
Auge gehenden vertika- £—— /’jf—— — = —
len Ebene liegenden Linie | P ///
evmittelt werden, lo muf | S A x’f:—_,_,’, g
man auf ihr einzelne |~ e
Punkte annehmen, durch ¢ ,° e
jeden Punkt und das &~ o
Rugeeinevertikale€bene i ﬁ_\ o
legen, diefe um eine durdh das e el
Ruge gezogenevertikaleGerade _f”‘i?
in eine zur Zeienfliche pa- ,z’f Y
tallele Lage drehen, dann die vl \
oben gefchilderte Bildkon(truk- il o
tion vornehmen und (chliehlich ,*::fx ,/,,f'h\
die Ebene wieder in ihve ur- AR S ST
[priingliche Lage zuriickdrehen, - o = “,f‘ = a5
— Die Abb. 222 zeigt die An- | /g7 oL
wendung diefer Konltruktion | ’f;;fr, =g =i
auleineganzbeliebigimRaume 17 7 o

liegende Gerade 2Q; die Gerade ff ot
felblt und ihr Bild PO’ findim ¥~
Grund- und Rufrille dargeltellt.

Meilel, Cehrbud der Perlpehtive.

Rbb. 221
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Mit Hiilfe der belthriebenen Konftruktionen kann man nun das
durdr Strahlenbrecung evzeugte Bild jedes beliebigen Kovpers finden.
It der Kérper ein Dielflachner, (o exmittelt man die Bilder [Amtlicher
Kanten: belift er eine krumme Oberflide, o muf man auf thr geelg-
nete Kurven annehmen und deven Bilder punktweile auffucen. Die
einhitllende Kurve aller Kurvenbilder it der Umrif des Bildes.
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Rbb. 222 Rbb. 223

1t das Bild des Korpers gefunden, (o hat man [dlieflich dieles
Bild, indem man es genau (o wie einen wirklien Kdvper behandelt,
nac den bekannten Gefeten in die Per(pektive zu iibertragen, alfo
das perlpektivifhe Bild des durch Bredung evzeugten Bildes zu
ermitteln. So zeigt die Abb. 223 das pevfpektivilhe Bild des durdh
Bredumng evzeugten Bildes eines unter Waller befindlihen Wiirfels.
Diefes petlpektivilthe Bild ift nachgezogen, wahrend das perlpektivildie
Bild des Winfels (elbft, wie es (ih ohne das Waller zeigen wirde,
(tricipunktiert itt. Die Abb. 224 zeigt die der Konftruktion zu Grunde
liegende Annahme der gegenfeitigen Lage der Wallerflache, des Wiirfels
und des Ruges im Grund- und Rufriffe. Das Ruge wurde in einet
Symmetrie-Ebene des Wiirfels angenommen. Die Abb. 223 zeigt, dah
der Wiirfel nicht nur gehoben, (ondern daf audh (eine Hohe auf etwa
die Halfte vermindert erfcheint. Die wagerechten Kanten erldheinen
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(hwad gekviimmt, wahvend die Bilder dev vertikalen Kanten gevade
bleiben und gegen die Bilder der divekt, ohne bededkendes Waller,
gelehenen Kanten keine Uer(hiebung erleiden. Das hat (einen Grund
einfach darin, daf das, wie wir willen, tatlddlih gekriimmte Bild
einer Uertikalen in der durd [ie und das Ruge gelegten Uertikalebene
licat, [0 daf die Kritmmung im perlpektivifchen Bilde nit in die
Erldheinung treten kann.
Je flacher wir in das Waller hineinbliken, um (o mehr ev(dieint

dev Korper gehoben 0
und dem Ruge — audh
in wageveditem Sinne !
— genahert, um (o ge- i S T frtareit i
ringer et(cheint gletdh-
zeitig [eine Hohe.

Uon dem durch die [
Brediung an einer |

Ebene erzeugten :
Aftigmatismusder ;
raumlichen€lementar- ,
biindel, der auf das —————
wirklidh wahrgenom-
mene Bild keinen
merkbaren Einfluf
hat, ilt bei dieler Be-
tracitung abgelehen ————
worden. Rbb. 224

Anhang zum [. Rbldinitte.
$ 45. Die Konltruktion der [tercolRopilthen Bilder.

Dag wiv die uns umgebenden korperlichen Gebilde nicit flachen-
haft, (ondern kovpevhaft (ehen, dag wir allo die Dike der Gegen-
(tinde und thve Entfernungen vom Ruge — innerhalb gewiller Grenzen
wenigltens — (higen konnen, beruht auf der Zweiheit unfeves Seh-
otgans. So lange die Entfernung des betraciteten Korpers nidnt
fehr grof ift im Uergleiie mit der Entfernung der beiden Pupillen
von einander, entftehen in beiden Rugen merkbar ver(chiedene Bilder
des Korpers. Wir konnen das [ehr deutlih wahrnehmen, wenn wir

13*
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