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10 Erklarungen.

Hansen vor 25

Jahren glanbte, bei Trianguliernngen branche man nun fast keine
schiefe Dreiecke und spitze Winkel zu nehn
niigend viele Kontrollen hat, deren Gesamtaus

Riicksicht ar

1en, Wenn Inan nur ge-

n heilen sollte.
ss die Fehler-

ente schon vor Beginn der Messungen selbst erwogen

sichung alle Sch

Andererseits ist es eine Frucht des dritten, reif

wirkung der Messungs-El:

Stadinms, d

und die Gesamt-Anlage und Auswahl der Messungen darmach getroffen wird.
fur richtigen Auswahl g
mannigfalti

aber namentlich die schon oben erwihnten

ren Fehle

BETEE.

Die Theorie der Beobachtu

gt der einzig deductive Teil un

sonst wesentli nur empirisch-inductiven Feld- und Landmessung, welche in vielen

Beziehungen erst durch Einffihrung jener T

zu dem Range einer Wissenschafi

erhoben worden ist.

Versuchen wir zum Schlusse die Entwickelung und
M. 4. k. Q. in der Feld- und Landme

zui charakterisieren, so kénnen wir sa

hent

lung der

sung durch wenige zusammi
en:  Die Methode bat unserem Fache die
3 anf unmittelbarem, teils auf mittelbarem Wege geleistet,
unmittelbar in der Klarstellung und Sicherung der Fehlerausgleichungen und der

wsende Worte

=1

wichtigsten Dienste t

(Fenanigkeitsbestimmungen, mittelbar als wicht

Faches und Gleichstells

ster Hebel zur Hebung unseres

ne desselben mit den il

gen technischen Wissenschaften.

Kapitel L

Allgemeine Theorie der kleinsten Fehlerquadratsumme,

rden wir die allgemein eorie

leren Fehlers

der Methode der
p der i
endungen u

adratsumme in einem

1 als zur E

itlichen Anwer

hiolgenden Eapiteln besonders behandelt werde

§ 2. Erklirungen.

Wer sich mit Messungen irgend welcher Art beschiftigt,

fahrung, dass diese Messun

macht ds

gen Fehlern aunsgesetzt sind.

Man hat hauptsfchlich zwei Mittel, die Richtig
entweder wiederholt man eine Messung unmittelba
gebnis der ersten Messung wieder erhilt, oder

keit von Messungen zu priifen,

und sieht zu, ob man das Er-
man misst verschiedene Grossen,
welche unter sich in einer bekannten Beziehung stehen, je einmal, und untersucht,
ob die Messungsergebnisse die erwithnte Beziehung zeigen;: B. man misst die drei
Winkel eines ebenen Dreiecks und vergleicht deren Summe mit 180°. Wenn man bei
jeder Messung sich eine derartige Probe verschafft, und dieselbe in aller Strenge




Fehler. 11

Der durchschnittliche

Schluss gefiihrt, dass keine Messung vollkommen

verfolgt, so wird man zu d
fehlerfrei ist.

] i
Grenzen nicht iibers L:1 118

e Fehler* aunf

sres nicht der Fall, so freten ,¢

imessungen n. A.). Solche

.-:I’_'j'!lu_i-'_x'u‘:-ﬂ S011.

den Betrachtungen ausg

Gewisse Messungsfehler wirken immer in demselben Sinn, z. B. das Ausweick

en fithrt immer auf ein zu grosses Messungs-

der Messlatten : der zu messenden Ges

ich mit solchen ,regel-

B
slCN @

shnis, { }]I;f‘li‘il {

die Theorie der Beobachtungsfehl

hlern zu befassen hat, werden

Massigen™

sinseitig wirkenden® Beobac

wir doch im il bemerkt die Annahme machen,

folgenden, sofern nicht das G

neidlic

wirkende Fehler befiirchten sind, sonds nur 1un

dass eir

ichwahrsehe

nn ro

in

hat man sich ein weniger hohes Ziel zn

dass die wahren Werte der beobachteten Griss

aller Strenge zu best unmbglich

mlich nur die Erreichung der unter gegebenen Umstinden wahrschein-

stecken,

lichsten Werte der Unbekannten, welche sich der Gesamtheit aller Messungen am

r Beobachtung und der Anzahl der angewend

Werten der Unbekannten mehr oder wenig

besten anpassen. Je nach der Art de
Probeme
nahe kom

S5UNngen wi n den wahren

n; man kann deswegen vpach Ermittlung der wahrscheinlichsten Werte

noch die Frage aufwerfen, welche Genauigkeit erzielt worden ist.
aus Beobachtungen,
ehler auf Wider-

Messungen am

Kg ist hiernach die Aufgabe der Ausgleichungsrechnu
welche infolge

he

der unvermeidlichen ihnen an enden Beobac
iehen , welche sicl

er diejenizen Be-

bnisse von der Wahr-

it noch abwe

Oder mit Wort

sich mit der Ax

Die :'\-i'_'|ji"'|ll_- |.l- T I{.I'. :_llﬁll-' C_"I]||L|'(:'I|,' .i||'-~.|": i

bachtungsfehlern und mit der Bestimmunz von mittleren zno

§ 3. Der durchsehnittliche Fehler,

chlerbetrachtungen iren immer auf eine Durchschnittsberechnung,

welche

der heutiger ie eine mnur untergecrdnete Rol

F'ehlerthec

ndnis der Sache hier zuerst miteeteilt

welche tinfithrung
werden muss.
Wenn die Fehler meh

man aus diesen Fe

wchtungen bekannt sind, so kann

rleichartiger Be

ommen, d. h. ohne Riicksicht auf die Vorzeichen)
it.  Allerding

emeinen ebensowenig als die wahren

lern (abs

]

1en Durchschnittswert bilden, 1 durchschnittlicher Fehler® he
kennt man die

Werte der beobachteter

e i

den strengen Begriff des
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12 Der durchschnittliche Fe

durchschnittlichen Fehlers zu bilden, d. h. wenn & & &3 ... & eine An
Beobachtung

fehler von gleicher Art sind, so ist der durchschnittliche Feh

£

wobei das Zeichen [-+ &] die absolute Summe der ¢ im Gegensatz zu der algebraischen

=

4+

Summe andeuten soll, indem die eckige Klammer als Summenzeichen dient.

Als Beispiel fiir die Berechnung des Durchschnittswertes wahrer Fehler nehmen

wir folg

Bei der ,Gradmessung in Ostpreussen® wurden in 22 Drei

Winkelsummen

1. Dabel e

alle Winkel
stischen Summen 180° 5
le 22 Wi

' + sphiir, Kxcess) = ¢

&%, D

messen und den theore

i}

Excess verglic

lerspriiche :

Num. Fehler & Num. Fehler

L

1. 10,36 S n B

9 40485 10. 0.00

3. 0,61 11. — ¥ 19. <+ 1,67
4, 46 12, =0
0,95 13, — 1,36 21. —1.8¢

9
6. 1,40 14. + 1,86 99, 0.08
1,76 15, — 049

8. 0,92 16. 1,68

6,47

Dure == 1.083
n 22 ==

trachtet man nun die Winkelsumme @ - '}' - eines Drei

iecks als Messungs-

bestimmt = 4+ 1,08"
und dieser Wert als dnrchschnittlicher Dreiecksfehler hat immer ein gewisses Interesse
(dagegen wurde der durchschnittliche Fehler eines einzelnen Dreie
nicht gefunden).

grisse, 8o hat man den durchschnittlichen Fehler elben hiemit

kswinkels hiebei

Ebenso wie diese Dreiecksschlussfehler haben auch die Differenzen

1-'-'l'!."]l" EiE:

bei Messungswiet

wlungen findet, den

harakter wahrer BI':’I]HL.'IH';':IIL'-‘.II"]]:,-"-_

Im Gegensatz zu diesen wahren Beobachtunp

hlern stehen die scheinbaren

Fehler, welche man z. B. findet, wenn man das arithmetische Mittel mehre Be-

obachtungen mit den einzelnen Beoba
bt fol

Beobachtungen: b o

chiungen vergleicht.

de Formeln:

Arithmeti

s Mittel: p—dtltlst... o
N

oder i Annahme der eckigen Klammer als Zeichen fiir alcebr:

Summierung

Man bildet die scheinbaren Fehler, d. h. die Differenzen:
= |'l1 be — & — lq Vg = @ |'-_-l e =t 2 Jl

dabel bemerkt man, dass die algebraische Summe dieser

Differenzen = 0 ist, nidmlich




Fehler. 13

e
1.

[42] TR [¢
[v] = 0

Nese G hung (4) kann als Rechenpr
| scheinbaren Fehler ¥ behandelt man

hnet n

.
8N WOrden :

Beispiel. Ein Winkel ist 5mal unabh
Ronl 7

| Probe

{2 e
LNTeren

summen: 94" 14.8"
e - 14 8
Mittel 26’ 18.8" t  — 296",

einer einzelnen

fiir die mutmassliche Gens
weiter von Wichtickel

einer einzelnen Beobachtune zur Ge

Z1 Wwissen,

arithmetisch

= 2
‘hliess laszen

llein diese und andere hier sich

durchsehnittlichen Fehlers und der v ndeén einfachen Betrachtungen micht ltsen.

n und

Grunde las: jetzt den durchschnittlichen Fehler

ittleren Fehler iiber.

m anderen Genauigkeitsmass, dem m

m = }l g ;,— o S ! ,-..- (1)

pmittleren Fehler* oder ,mittleren zu fiirch-

Fehler®, (error

Der mittlere Fehler biete

3 bei der Summierunge

wurzel

sserlichen Un

weil in den Guadraten di

Der mittlere Fehler ist im




14 Der mittlere F

v

und nur, w

1 - o . L 1 - I T, Hey | EElaat
in alle Einzelfehler & gleich sind, so der durchschnittliche

und der mittl

Fehler einander h: dieses 1

15t fiir zwei Elemente

leicht einsehen: hat man nimlich zs so ist:

Fehler

der durchschnittli

S €
812 —+ &~

€1 —9—«":5

(5] 2
g g 3 % 5 o
o (']2 I &y Ea o B 8qe & 8= i
1& — = e e

4 i 2 4
Um zn untersuchen, welches von beiden der 'grossere Wert ist, behandeln wir
lie Differenz be

Als Quad
renommen den
Dieser 1

ansdehnen.,

positiv, es ist also st

me

und ¢ zleich werden).

— &, in welchem m

leicht auch » viela nte & & ...

Yur weiteren Vergleichung zwischen dem durchschnittliche
mittleren Fehler betr

Fehler und dem

chten wir folgende zwei Fehler-Reihen:

sumimne
3 4] & i 3] g 10 5] 3 9 5%a1

a4 pisBiin0nd Ot 6l B ain 2 gl 58

nimlich

266

nittlere Fehler di echeinen als die zw
That ist
als das zweimali

is zur Grenze 10 glinstiger

berschreiten dieser G 14 und sogar 20, bei II, was

=

dnrch das zweimaliece Vorkommen von 0 nicht au 1

ifzewogen wir
Obgleich man auf diese oder #hnliche Art di

Fehlers® wol

Einfihrung des ,mittleren
ellen kann, gelingt es doch micht, diese Wahl
notwendig nachzuweisen. Die heste Rechtfe

aber darin, dass

als zwe

eines !,CL-]];rJ.igkai—ll‘i«'m:'t
 mittle
Ind nuon

gung des

auf ihn eine allseitig befriedigende

gzu 100 Jahren anerkannte Fehlertheorie g

=11 i]l =

den liisst.

em wir hie 'h die Definition des mittlere

nach der Gleichung (1)

festhalten, we Beispiel § 8. 8. 13 an,

en wir diese Gleichung

st mit der Annahme, als ob die scheinbaren Fehler v

gunicl

fehl

vie wahre Beobachtn

er & behandelt werden di

an 1 l_, :_-:...
A5, i )
p &

=) |"|.:C3'

Summe 94 vl = 0,0 v)

Mittel 55°26' 18,8"
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rfortpflanzun

S G280

)

Dieser Berechnung (3) en wir ein Fraseze

lich ist, ob die zunichst achte Annahme der v als wahrer Fehler
Die Antwort hiera

Wil uns eir

Inzwi

itern § 7. pegeben werden,

18T

iff der

Fehler nach ¢ enen Definition iat der Grund

naben hat der durchschnittliche Fehler, der

ien hat, e

ihnen wollen,

mnd der G

2g¢ heiden Fehler werden |

iracheiniiche Fe

qdoch erat in e

§ b. Das Fehlerfortpflanzungsgesetz.

iandelt
ooo v X eRonan - = e - 3 =] | A - r
messener Grossen auf die hieraus durch Rechnung abgeleitef

Fra e

sich

nm die Frage, in welcher Weise

His

Diese wichti muss erledigt sein, ehe weitere An

rechnung geldst werden konnen.

Frage,

11C

1. Multiplikation. Eine

multipliziert, man hat

18 (Grisse soll

slehes der mittlere

Hier ist a als gegebene Zahl
mit einem mittleren Fehler m beh:
Fehler M des Produktes & wird ?

Durch die Mulfiplikation ¢ werden auch die der Griisse ! anhaftenden Fehler
betroffen, man kann also rasch fiberblicken, dass das Ergebnis sein wird:

M=am (2)

Messen einer Geraden

{ als gem
W

Wenn eine Messlatte [

um den Betr

dem Normalm

sie ung relichen  ist

Messung selbst ganz fehlerfrei h. wenn von den Messungsfehlern se

gar nicht die Rede sein soll), sc

ten Latte

bel amaligem Anlegen der fehle

offenbar ein Fehler M = am er und zwar + M, + m im Vorzeichen

unbestimmt ist,

IT, Addition. { and 1' unabhir

gsen und dann addiert, man hat also eine Summe:

=1 4] ';.

{und I' s

nun, was der mittlere Fehler M der S

mit mittleren Fe

hlern +m und 4+ m' behaftet und es

mme & 1st?

Auf den ersten Blick ktnnte es scheinen, als ob einfach zn setzen wire:
M=m-+t+m' (?) (3a)
allein sobald man die Sache niher betra es nur dem
dussersten Fall der Hdufung der Fehler m und ' entspricht, withrend bei unregel-

htet, s0 bemerkt man,

missigen Vorzeichen + m und =+ m' anch der

| der gegenseitigen Tilgung m — m'




Fehlerfortpflanzungsoesets, & B,
I S
; Zudem 1omss
it wde m und m’ selbst sir
telwerte der den I und @' anhaf

fachen L

1an beachten, dass der Fehler von ! und
sondern dass diese m und m' nur die
fellen, dass

1den

O You einer so

sung wie (Sa) nicht die Rede

Um zur r ren Lissung der vorl

miissen wir den Grundbegrift des mittleren Fehlers anwenden, und dazu d

Addition ! - I' = 2 nicht l,

it |etwa m I
welche bei allen
mit dem Fehler g,
der Fehler von & im ersten Falle ic]

sondern wiederh

und wir ziehen alle B
en. Im ersten
und ¥ behaftet mit &, dann ist

auftr

&+ &, was mit o wendet

Um zu

U= = ;= ey
O F £ B P e g
;
0g2 = LS O T
02 = En= &y = 20 &
Quadratsumme [62] 2] -9

Quadrat-Mittel e R A

Hier ist

i e s L e
and es fract sich noch, was = 9 ist?

Dieses ist der Durcl

alle & gleicl

und da

rscheinlicl

n Grund

vorhanden ist, warnm in & &' !

wtiven Betri
ich Ni

wachsender Anzahl n

(Il zn setzen. (Grenauer ge

enes (Glied konver

Null.)

Damit und wegen

i

= V'm2 4 m'2 |
Dieses ist der

nd mit dem

der gangen Ausgleichungs-Rechnung, er ist

gleichla

dlschen Satz der Geometrd

wichtige pythagoriische Lel sichunes-Rechnune

wird

eine Summe, deren mittlerer




& 8, Das Fehlerfortpflanzun;

Fehler + M die Quadratwurzel aus der Quadratsumme von m und ' ist, oder es jst
der Summenfehler M die Hypotenuse zu den Teilfehlern m und m' als Katheten.
Derselbe Satz gil
den Messungen I+ m und ' -+’ die Differenz D = (I +m)— (' + m') gebildet
ird,

der Summe [ +1". M:

wie fiir Summen, so auch fiir Differenzen. d. h. wenn ans

t an dieser Differenz derselbe mittlere Fehler M — 1/'m® +— m'2 wie an

fiberzengt sich hievon leicht, wenn man die vorstehende
Entwicklung nochmals durchgeht, denn es wird sich mit I — I statt I + ' nichts

dndern als dass in (4) das letste Glied negativ wird, da aber dieses letzte Glied in (4)
gleich Null wird, bleibt alles bestehen.

Der SBatz (6) lisst sich auch auf mehr als zwei Messungen leicht ausdehnen.
Hat man
=00+ m+ (' +m')+ 1"+ m")

so kann man zuerst die zwei ersten KElemente nach dem Satze i'r'-;| zusammentassen

und dann das dritte hinzunehmen, d. b, man hat fir drei Elemente:

M2 — (m - m'2) + "2

kann man beliebig fortfahren, wodurch man erhalt:

0 PG

M2 = m2 + m'2 +— ;"2 (7)
Sind hiebei alle Einzelfehler m m' m"

Fall vorkommen kann, so wird bei n Fehlern :

inder gleich, was als besonderer

M2 =m2 +-m? - m2 ... = nme
M=m}mn (R)

Zur Veranschaulichung mag wieder das Beispiel der Lattenmessung dienen:
Jedoch soll nun im Gegensatz zu dem friitheren Falle bei (2) angenommen werden,
dass die Latten an sich fehlerfrei seien, dass aber bei jeder Lattenanlage 7 ein aus
der Handhabung entspringender Fehler begangen werde, dessen Mittelwert gleich =4 m
sei, wobei das Uberwiegen positiver oder negativer Fehler ausgeschlossen sein soll.
(Letzteres ist bekanntlich nicht wirklich der Fall. doch sei davon jetzt nicht die Rede.)

Unter diesen Voranssetzungen haben wir die Gleichung (8) giltig fiir » maliges
s mittlerem
mittlere Lattenmessungsfehler proportional der Quadratwurzel aus der Anzahl » d

Lattenanlegen mit 4+ m Fehler einer Anlage, und hiernach ist der

er
Lattenanlagen, d. h. auch proportional der Quadratwurzel aus der cemessenen Linge I,
k K LY = B

(weil L proportional n).

III. Lineare Funktion. Durch Verbindung der beiden Satze I fiir Multipli-
kation und IT fir Addition bzw, Subtraktion, erhalten wir den allgemeinen Satz fiir
Bestimmung des mittleren Fehlers einer linearen Funktion gemessener (rossen :

[

en und m, m', m' ... deren bekannte
mittlere Fehler sind, so handelt es sich um die lineare Funktion

Wenn I, I, I'" ... gemessene Grog

g=al+ o'l a ... ()
deren mittlerer Fehler M sich nach dem Vorhergehenden leicht ergieht:
M=Vame+ (@m) + (@ m"2+... (10)

Wenn dabei m' = m"' m" ... =m ist, s0 wird
M =m)[aa] (11}

IT ist das

IV. Allgemeine Funktion. Mit den vorstehenden Satzen I, IIL

|
Jordan, Handb, d. Vermessung 4. Aufl, 1. Bq. 2
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18 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz.

wichtige Fehlerfortpflanzungsgesetz an sich erledigt; mehr als eine lineare Funktion (9)

lisst sich in diesem Sinne nicht allgemein behandeln; man kann aber jede beliebige

nihernnesweise auf eine lineare Funktion guriickfiihren

andere Funktion wenigstens
durch Differentiieren nach dem "|';]_|,'l(_1'|' schen Satze, mit der Annahme, dass die Fehler

verhiltnismassig Zleine Grossen seien. Obgleich die darauf gegriindete Verallge-
g der Theorie

psptzes zu unserem nichsten G

meinerung des Fehlerfortpflanzungs

in & 6,—& 11. nicht gebraucht wird (also aunch gzuniichst iil

JEre

angen werden kann),

wollen wir dieselbe doch hier einschalten und durch ein kleines geoditisches B
spiel erlintemn.
Man habe irgend eine Funkfion gemessener Grissen:
X BT ) (12)
Bezeichnet man jetat mit Iy lgfg. .. die wahren Werte der gemessenen Grissen, mit
my Mg mg ... deren mittlere Fehler, und mit & & &g, .. bestimmbe denselben an-

haftende Fehler, so kann man unter der Voraussetzung, dass diese Fehler so klein

gind, dass ihre htheren Potenzen vernachlissi werden konnen, mit Hilfe des

Taylor schen Satzes den entsprechenden Fehler ¢ von bestimmen, nimlich:

g=f(ly+& ,lp +8 ,lg+2..0—f, In: Bioed

df d{ df
&= 5 I 8+ 5q 8y + +—— 8z
o @ dxs ° dag ©

Durch dhnliche Schliisse wie die bei I. und IL angewendeten kommt man zu dem
Ergebnis:

/ Af i d X of : =
M= !x‘ = / My )8 = (=) —+ ( Mig)e oo (1)
J doy - aixe ‘dis :

wobel die Differentialquotienten mif Hilfe von Niherungswerten der I 7y Iy

hnet werden.

ber

L Fin einfaches Beispiel zur Anwendung dieses

Mittlerer Feh ist folgendes (Fig. 1.):
Seite a. Ein Punkt P wird gegen eine feste Basis A4 B = ¢ fest-
> 1 . . e 7y s
F celeot durch Messung der zwei Winkel e und y, wodurch die
L (=] L)

\ :
/\\ Seite

W @ .
/ \& a = st ¢ (14)

% sth Y

B P = a bestimmt wird:

dabei sind & und y mit mittleren Fehlern da und d; behaftet;

gich. was der mittlere Fehler M der a ist. Die

¢ wird dabei als fehlerfrei betrachtet.

Man bildet das totale Differential von (14):

: da 7 da .,
a3 === @ P
oo i e
. e : cos ¥y
il y fos 6 — ¢ Sun i — -
sy StH= )
i i
Wegen (14) kann man dieses auch so schreib
da=acotgoade—acotgydy

ren Fehler + & « und

. Differentiale d ¢ und d » die mittl

7zt man an Stelle ¢

damit den m ven Fehler M zunichst in unbestimmter Form:

+ M = acotg « 3 o == @ cotg ¥ Oy;




M=a 'I.f"r:u."{}'z o (Oee)2 + cotge y

(15)
d:

Wenn beide Winkel ¢ und y gleich genan gemessen sind, so sei de — dy = &, damit wi

M = ad}eotg? e 4 cotg?;

iden; wenn 8" der Winkelfehler in Sekunden

Hiebei ist d in analytischem Masse verst
ist, so wird:

0 gl

= — Veotg? & | eotg? 7

=]

Wir nehmen beispiel ¥y = 60° and & = 107, das g

= (0.0000 306

oder es ist der Fehler M etwa = 0,004 9%/, von a.
Nehmen wir dabei a = 1000™, so ist also M = 0.04=,
Wenn etwa in dem Dreieck (Fig. 1.) der dritte Winkel bei B
ist, dann lisst sich die Berechnung des mittleren Fehlers der Seite

ch gemessen

a nicht mehr in
er ]:I'..‘.l L]L"I' ']'||!,-:._

rig

so einfacher Weise machen; wie dann zu verfahren ist, wird erst 5]
der bedingten Beobachtungen

gezeigt werden.

§ 6. Zusammenvwirkung unregelmiissiger und regelmiissiger Fehler

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass keine konstanten
en gilt der Hauptsatz II
pflanzung auch dann noch, wenn es sich um Kombination eines unregel-

oder einseitiz wirken-

den Fehler vorhanden sind, indes:
Fehlerfort
massigen mit einem regelmissigen oder mit einem konstanten Fehler handelt, denn

auf welchen es bei dem Falle IL. 8, 16 hauptsic

§ 5. ither

[ &
der Mittelwert *
n

ilich ankommit,

konvergiert auch dann noch Null, wenn nur & oder & chwahrscheinlich

sitiv und negativ ist.
Als Beispiel 1

messung mit Messla

Fehlern,

nehmen wir wieder wie im S. 15 die Liangen-

Eine solche M gEEUNEZ

nur mit unreecel-
:‘:II]I']l"

aus der Geraden nach links oder rechts,

anch mit regelmissigen Fehlern bel

B. das Aunswei
Diese At

lern sie geben lanter positive Fe

miissigre

heben sich duorchauns ni

FROATIS

itig

1. h. Fehler, welche die Ling:

erscheinen lassen.

kenden Fehlerteile = 4 n

und die unregelmis:

1z wirkenden Teile B/ n anne

mittlere Gesamtfehler:
M = \* (An)E 4+ (BYni2 = ‘L

Der Begriff des mittle

kinnen, dann ist der

252 4 }f: ",

Fehlers ist also micht an die Bedingune

AT}

gleicher

Wahrscheinlichkeit f

ir positive and négative Einzelfehler gebunden: man kann den

1
I
i

filr solche M el welchen

1 sind; doch darf natiirlich ein mittlerer

enso welter behandealt

mittleren Fehler auch als [_-}u-::;[u;'::_r]{._-:q

1LEen,

ren |

i"i.'!'l"il':-”_i_r wirkende .FI'E]]I']'I|I1I".-.[I‘II vorhar

ier konstante Teile entl im alleemei

werden, wie ein mittlerer

F-'ill-']'. welc

Fehler, welcher solche Teile nic enthilt,




;
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[V =

regen die Anwendung der Methode der klein-
citige Fehler ent-

Es ist ein oft gehdrter Einwurf

ass diese Messungen ein

sten Quadrate auf gewisse Messungen, d

halten, und dass deswegen die Methode der kleinsten (Juadrate in solchen Fillen

fiberhaupt nicht anzuwenden sel
Dem ist entgegenzuhalten, dass gerade die Methode der kleinsten Quadrate die
feinsten Mittel darbietet, um einseitig wirkende oder unbekannte Fehler aufzufinden,

and dann die _-\uhj;"'l_(_-ii_‘h‘.lﬂ_'_'_' mit Riicksicht auf solche }"\_'hll_'i'l!jh"]l-'l] zu behandeln.

§ 7. Das einfache arithmetische Mittel.

Wenn eine Messung mehrfach gleichartig und unabhingig wiederholt worden
mit den Ergebnissen I, Iy I3...l, so nimmt man als bestanschliessenden Wert

]

ische Mittel:

das arithn
b — lp PR e ] |k!

Die Abweichungen der Einzelmessungen von dem Mittel @, d. h. die scheinbaren
B L
Fehler - i -

(28] € - l
;
Pg = & L
tg=aL—Ig (2)
P =& — 1

deren Summe wegen (1) gleich Null ist, d. h.:

[v] = Q. (3)

Durct en Fehler v findet man den mittleren Fehler einer

Beobachtung zuniichst niherungsweise durch die Formel:

= }Y 't”J (?) (4)
Es handelt siech nun um Bestimmung des mittleren Fehlers M des arithmetischen
Mittels selbst, wozu die Anleitung des Satzes fiber Fehlerfortpflanzung (10) und (11)
§ 5. B. 17 dient, M vermi :
Grossen 1, denen simtlich der mittlere Fehler m zukommt, wie sich noch deutlicher

1 (uadrierung der schein

e (1) ist = eine lineare Funktion der beobachte

wenn man die (Hleichung (1) auseinanderzieht und so schreibt:

| 1 1 1

#=—b+ =+ —lg+... —b ()
" ] n Tt
Dieses entspricht der Gleichung (9) § 5. 8. 17, néamlich
a+al+al +a'l' (b a
und dazn gehort die Anwendung (10) § 5. 8. 17, ndimlich
M=V (amP + (e m )2+ (e m'"2+... (5b)

treten also die &4 Iy I3 ... von (5) an Stelle der fritheren [I' /7 ... in (5 a) und
) samtlich

]

dort mit @ a' a bezeichneten Coefficienten sind in unserem Falle (5

_ —. die mittleren Fehler m m’ m" ... sind in unserem Fall alle einander gleich,
= g

nimlich alle = m, also giebt die Anwendung von (5 b) nun:

M=1amZ+(am?s—+ (" mt+...=mVal+a?+a"2+




&in

dabei ist g+ a2 4 g0 .. = (=)0 [ e :
\hn) 0 \ " L n

/1 i
also M = mj" oder M= (6)

. ¥ n

d. h. der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels 2 wit erhalten aus dem
mittleren Fehler m einer Einzelbeobachtung durch Division mit der Quadratwurzel V' »

1ten

aus der Anzahl n der Beobachtungen. Wir werden diesen wichtizen und interes

Satz nachher mit Fig. S. 28 noch etwas naher betrachten, zuvor aber miissen wir uns

i

nochmals der Gleichung (4) zuwende die daselbst noch offen gelassene Frage

zu behandeln, inwiefern die scheinbaren Fehler ¢ zur Vertretung der wahren Fehler &
zeeignet sind.
I”".‘:‘.:I.' “'i!.h'l‘r'_']_l Fehler & i)lf'i]h'!]'l 4"‘-'\f_{' ‘.L[II]l'l-\':L]ll]I__ :41t,.|3.-' dennoch kann man Lii‘-

ise beriicksichtigen

Abweichungen zwischen den v und den & niaherungswe in folgeni
-\ll'"'i\"il‘:
Im Gegensatz zu dem arithmetischen Mittel = bezeichnen wir mit X den

satz zu den scheinbaren Beobachtungsfehlern »; dann haben wir die (Gleichungen:

wahren Wert der Unbekannten, und mit & die wahren Beobachfungsfehler im Gegen-

e=X_1 ; v=qg—| . also e=9 + (X — ) (7}

Wenn man dieses auf » Fille anwendet und die &, & . . . &, quadriert, so erh

Summe [e2] = [¥2] + n (X — )2 + 2 (U + 2+ ) (X — )
Nun ist aber vy - |e] = 0 nach (3), also
+ 5 (X — x)2 ®)
Mittels % von dem

1es arithmet

Abweichung

Der Wert X—,

ist in aller Strenge niemals za bestimmen,

X — @ einen guten Nihernngswert fithren, indem man

er M des arithm

iischen Mittels selbst setzt, d. h, nach (8)

m : ; m2
-

V = ' =

Damit giebt (8):

Es ist nan in aller 8

— 2
T

denn die wahren Fehler & miissen den streng richt mittleren Fel bestimmen.

Damit wird (9):

nm? = [p2] =+ M2

Diese Gleichung kann nach m2 aufgeltdst werden und giebt:

[12] [p2

me = ’_ oder m - }’ s l{rlﬂl
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Das ist die oesuchte richtige Formel, welche an Stelle der aherten Formel (4)

tritt,

1

tzen, womit man hat:

[v%] (11)

nin—1)

Die nene Formel (10) erscheint auch ohne die mathematische Herleitung, nach
dem blossen Anblick besser als die friihere Formel (4); insbesondere in dem beson-

deren Fall mit n = 1.

geben [02] 0 also m = 0. Dagegen (10}

giebt zwar auch [¢2] = 0, aber auch im Nenner » — 1 = 0, also im ganzen m - ’l' o

muss beim Vorhandensein von nur einer Beobach-

und in der 1
tung die Genauigkeit unentschieden bleiben. (Als letzten extremen Fall kann

d. h. unbestimmt,

auch noch » = 0 setzen, d. h. nach der Genauigkeit einer Beobachtung fragen, welche

ir oiebt (10) die richtige Antwort, indem

gar nicht gemacht worden ist; auch hief!

wezen % —1=0—1= —1 der mittlere Fehler m imaginir wird.)

Zur Anwendung der in Vorstehendem entwickelten Theorie des einfachen arith-

metischen Mittels nehmen wir nochmals das kleine Zahlenbeispiel am Schlusse des
§ 8. 8. 13:

Beobachtungen | v v

1. 5296t 16T = 98 7.84

2 20 — 1.2

3 18 = {13

4. 25 — 6.2

5. 15 1~ 5.8

Summe 04 0.0

Mittel = 85° 26" 18,8".
Mittlerer Fehler einer einzelnen Beobachtung:

/62,80

y [L'zl 1
m = [/ N — -+ 396"
f n—1 f 4 = ;

er des arithmetischen Mittels:

Mittlerer Feh

M ), 2] 886 _ g

n(n—1) V5

Im ganzen schreibt man nun abgerundet:

59 26" 18,8" + 1,8"

> i
o — r,J:I

Zweites, grisseres Zahlenbeispiel.
In der ,Gradmessung in Ostpreussen® (8. 78) giebt Bessel 18 unabhingige
Messungen fiir den Winkel Mednicken-Fuchsberg auf der Station Trenk, wie folgende
chnung enthilt.

Zusammenstellung zeigt, welche zngleich die Feh
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NT, Beobachtung |
830 20
O
4,77 i
1.8
= 1,61
! e 0,65
10

e

‘ehler des arit

Haupt-Er

+ 0,397,
Graphische

21 cefundene
sact in Worten,
1111 \'_I"J'II'.1|1'.IIi.~' d

Darstellung der Gleichung (6).
Die oben S.

wichtig, s

Gleichung (6) ist in mehr als einer Hinsicht sehr
dass

er Quadratwurzel
1

dieses Gesetzes kann n

der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels sich
der Anzahl der Messungen verkleinert., Zur Ver
1an M als Ordin Zur

n auftragen,
Kurve dritten Grades erhiilt, ws

anschaulichung

e hyperbelarti

relche in der mach-
estellt ist. Die Zahlenwerte hiefiir sind:
a——a] 2 3 { 5 [ 10 ] 50 100
]_ d 5 ey
1.00 (.71 0O.58 050 045 i1 035 0,832 022 014 010 l',]—l
.L e
I
I

arstellung der Gleichung (6): M=

Vn

e 1 M=g 59
— 1502 M=g,22
Fis =
I
|
e T ] L = LM . — = - = i
n=g 414 2 2 4 5 Tt L i 15




= 3."

b

Das allgemeine arithmetische Mittel,

e
= 8

Die Kurve liuft asymptotisch aus, d. h. der mittlere Fehler M nihert sich
unbegrenzt der Null, ohne den Wert Null selbst je zu erreichen. Die ersten 5—10
Wiederholungen geben rasch eine Abnahme von M, d. h. eine Genaunigkeitssteigerung;
dann aber hat weiteres Wiederholen wenig Erfolg, und um den mittleren Fe
ersten Messung anf ein Zehntel seines Wertes herunter zu bringen, miisste man 100
Wiederholungen machen.

hler efner

Das thut man aber gewthnlich nicht; eine und dieselbe Messung pflegt man
hiichstens 5—10 mal zu wiederholen, und zwar nicht bloss deswegen, weil von da an

der Wert M nur noch langsam abnimmt, sondern aus einem noch viel wichtigeren

Grund: die Gleichung (6) und die darnach berechneten Zahlenwerte (12), nebst der
dazn gehdrigen Kurve, setzen nimlich voraus, dass die Messungen nur mit unregel-
miissigen, positiv oder negativ gleich wahrscheinlichen Fehlern behaftet seien, und
dieses ist in Wirklichkeit fast

nie der Fall. Tm Gegenteil, je feiner die Messungen
werden und je Sfter man sie wiederholt. desto mehr kommt man zu der Uberzeugung,
dass fast iiberall konstante Fehlerquellen einwirken. Man soll daher bei Wieder-

holungen auch die Nebenums

inde miglichst abiindern, z. B. bei Winkelmessungen

nach und nach verschiedene Striche der Kreisteilung benfitzen u. s w.

Einfilhrung des Gewichtes.

Zur spiteren Anwendung (z. B. im folgenden § 8.) betrachten wir nochmals

die wichtige Gleichung (6) in anderer Hinsicht:

N— oder  MZ= 1V (13)

¥ n i 2

Hs f
achtung betrachten kann, deren mittlerer Fehler M
n Be

die Werte M und m festeestellt.

t hieraus,

dass man das arithmetische Mittel als Ergebnis einer Beob-

ist also das Genauigkeits-

verhiltnis dieser fing

ichtung und einer urspriinglichen Beobachtung durch

Dieses fihrt zu dem Begriff' des Gewichies,

Das Verhiltnis von m2 zu M2 ist bestimmt durch die Zahl », welche angiebt,
wie viele Beobachtungen der einen Art in ein arithmetisches Mittel vereinigt werden
miissen, damit dieses die Genaunigkeit einer Beobachtung der andersn Art hat. = heisst

in diesem Falle das Gewicht der letzteren Beobachtung (wobei man das Gewicht einer

Beobachtung der orsteren Art = 1 setzt

§ 5. Das allgemeine arithmetische Mittel.

Wenn zur Bestimmung einer Unbekannten mehrere ungleichwertige Beobach
tungen vorliegen, d. h. solche, denen von vorn herein nicht gleiche Genauigkeit
zuzuschreiben ist, so ist das im vorigen § 7. behandelte einfache arithmetische Mittel
nicht der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten. Wie in diesem Falle zn ver-
fahren ist, wird eine Betrachtung zeigen, welche wir mit einem einfachen Falle
einleiten:

Man habe 5 gleichartige Beobachtungen 1)’ ' I3’ I L und deren einfaches
arithmetisches Gesamt-Mittel:
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Ausserdem betrachten wir zwei Partial-Mittel aus 2 und 3 Beobachtungen:

' ' s ' ;

' 4Ty R e
a I.—II

' o
(7] 23

h

zusehen, dass man ans den Partial-Mitteln !
1

dann ist leicht ein
G
tungen I'; es ergiebt sich nimlich aus (1) und (2):

2 +3%

9 9

samtmittel & herstellen kann, ohne Zuriickgreifen auf die urspriinglic

der an diesem einfachen Falle mit 2 + 8 — 5 Beobachtungen
lisst

aus py pg Pg ... urspriinglichen gleich genauen Beobachtungen annehmen, und

n Groppenmittel I; /

sich leicht auch allgemeiner durchfithren: wir w

nach Analogie von (3) das Gesamtmittel berechnen
M+ polo+pyls—+... [p 1]
r = = T .
Pl—Po v+ Pg.-- L»]

Die Zahlen p haben hier die Bedeutung von Gewichten nach der
i g

srklirung am

Schlusse des vorigen § 7., d. h. die p sind dasselbe was die dort mit » bezeichneten

Wiederholungszahlen, zu welchen die Partial-Mittel 1, I, I . . .

Wir gehen einen Schritt weiter, indem wir annehmen, [

dass diese |;I' ba ";-_. . w

nicht Partial-Mittel, sondern selbst unmitielbare Beobachtungen von verschiedener

Genanigkeit seien; dann miisste man ebenso verfahven wie im voricen Falle nach
-.r.(!]:

te, welche den

Gleichung (4), nachdem man zuvor diejenigen Zahlen p e
einzelnen Genauigkeiten entsprechen, und dieses wird erreicht, wenn man fiir P

Gewichte nach der am Ende des vorigen § 7. 8. 24 gegebenen Definition nimmt,

Da tibrigens der Wert von 2 in (4) nicht verindert wird, wenn man alle Ge-
wichte p mit einer beliebigen Zahl multipliziert, so folgt, dass es zur Losung der
Aufgabe geniigt, wenn solche Gewichte p beniitzt werden, welche den frither als
Gewichte definierten Zahlen proportional sind. und wir werden deswegen kiinftig

allgemein die Gewichte nur als Verh&ltniszahlen auffassen,

; die Gewichte p nmg

il nach (6) §

st sich weiter leicht =

der mittleren Fehler

sein miissen, we

irt proport de aus
der Gewichtszahl » ist. dieses deutlicher zu zeice

Gleichung (6) § 7. 8. 21, nimlich

m

in welcher n als Gewicht auftritt, auf 2 Fille mit »n — p und n = p’ anwenden:

Hi
GGewichte zweier Beobachtungen sind, so ist:
p M2 M V p' N

oder (8)

o "y

aus ergiebt sich der Satz: Wenn M M' die mittleren Fehler, und p p' die

d. h, die Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der mittleren Fehler,
oder die mittleren Fehler verhalten sich umgekehrt wie die Gewichtswurzeln,

Ein dem Begriff Gewicht verwandter Begriff ist der der Grenauighett; bei ab-
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nehmendem mittlerem Fehler wichst sowohl das Gewieht als die Genauigkeit, jedoch
in verschiedenem Mass. Wihrend das Gewicht nmgekehrt proportional dem Quadrat
des mittleren Fehlers ist, wverstehen wir unter Genauigkeit eine Griisse, welche nur
umgekehrt proportional dem mittleren Fehler selbst ist. Ubrigens ist kein Bediirfnis
igkei

In welcher Weise die Gewicht
angeben. Am einfachsten ist die Bestimmung der Gewichte, wer

szahlen in unsern Rechnungen einzufiiliren.

vorhanden, besondere Gena

in

e ermittelt werden, ldsst sich mnicht allge

es nicht mib

Anfang

unmittelbaren Beobachtungen, sondern, entsprechend der Untersuchung e
gruppen zu thun hat, was

|-Mitteln aus einzelnen Beobachtun;

dieses &, mit FPar

zguweilen vorkommt,

Nachdem die Bedeutung der Gewichte p erklirt ist, giebt sich alles Weitere,

en Mittel. Wir haben bis jetzt folgendes:

ihunlich wie beim einfachen arithmetisc
Gegeben die Beobachtungen: I; L lg . . . I
mit den Gewichten: Pr PoPge s+ Pa

Der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten ist das arithmetische Mittel:

Py b= P lo Do s 4+ ln I ¥
p=Bi - Pols ety 0a _II,H J (6)
P P2 TPy iaPn [#]

Man bildet wie frither die scheinbaren Fehler:

vy = & — I; mit dem Gewicht py

g=a—10b . . ) P
g = —la . e X Ps (T}
R e 3 4 Pa

Wenn man diese » bezw. mit ihren p multipliziert und sie dann addiert, so
erhilt man wegen (6):
yigH | 0 | )

Wir betrachfen nun denje mittleren Fehler m, welcher zu einem Ge-

wichte p = 1 gehdrt; ob unter der Reihe der py ps pg . . . wirklich ein Wert p = 1
vorkommt, ist dabei gleichgii

z, jedenfalls kann man sich einen solchen Wert p = 1
denken und den ihm entsprechenden mifttleren Fehler m betrachten, welchen n

1
auch kurz Gewichisetnheitsfehler nennt, Hieraus und aus den Gewichten PLPo P
tolgen auch nach den Verhiiltnissen (5) die mittleren Fehler der
lich bezw.

& 13... nim-

m i m m
V V po V ps V P
Um nun das Fehlerforty

auseinandergez

zungsgesefz anznwenden, schreiben wir znerst (8) in der

1en Form:

; r Ja . a5 by ” z

e 2 NI D - 1D R 1S (10)
[r] [p] = ° [p] [P g

ntspricht wieder der linearen Funktion (9) des allcemeinen Fehlerfort-

: i _";1].|_':'.'

(el A EL L A i W (10 a)

F1 Fa

(p] " [p]

) haben, giebt di

Dieses (10)
pflanzungs;

e & , @ ; ... &8nd in (10} vertret durch

und da wir auch die mitt-

i 1 1 - C .
leren Fehler der einzelnen Summanden in

Anwendung von (10a):




h

]
=]

&
oo
-

(11}

Wir gehen iiber zur Bestimmung des mittleren Fehlers m einer Beobachtung

chtseinheitsfehlers). Wenn die Gewichte p alle = 1 wiiren, so

vomm Gewicht 1, (Gewi
wittde man aus den scheinbaren Fehlern v in (7) hochst einfach einen Mittelwert

1

de beim einfachen arithmetischen Mittel in § 7. und obgleich dieses nicht

W T

v reduzieren

B ist, ktnnen wir doch die zu ungleichen Gewichten gehirig
auf gleiches Gewicht p = 1, niimlich nach den Proportionen (5) mmuss sein:
Gewicht Fehler Gewicht  Fehler

™ t 1 v; ¥ pp reduziert

L Vo 1 La -ll"..f .

3 Ug ] vy V ,F' "

sbel ist angenommen, dass die scheinbaren Fehler v den Gesetzen der wahren mitt-

B}
leren Fehler folgen, was zulissig ist. Man berechnet nun aus den anf das Gewicht
mittleren Gewichtseinheitsfehler nach der fritheren

Formel (10) & 7. 8. 21, nimlich:

o Vo) (o Vi + (0 Vi) +... _ [p03]
j n—1 n—1

F =
/p ¥?] .
m= J/ 12)
f n—1 Nl
Nun hat man in den beiden Gleichungen (11) und (12) die ganze Fehlertheorie des allze-
Nun hat man in den beiden Glei ] 4

1eti

schen Mittels; man kann anch ans (11) und (12) zusammen noch bilden :

i | & ."'—'. E
_'!I = i .Ll 4 :1:_|'|
J!/ [p](n—1) )

wollen wir mit der nachfolgenden Fig. 1. eine, |

Zu einem Zahlenbeispiel

berechnung nehmen, bei welcher die Gewichte nicht etwa durch ungleichartige Messungs-

wiederholur bestimmt sind, sondern aus der Natur der Aufeabe sich selbst el
Fig. 1.
| A 1043,64" m
g 74 - [
418,71 o Ll %i
O, g
F ket U ' A _Jg_,.-—- B
e

S Wi 888 —u

Eo=

m i
G_EEE'_ De

124701"

C _
©480,81"

1:200000
A 1 L) o ebte L

0 5 okl
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28 Das allge

e
o8

Es seien ndmlich 4 B C P E F Héhenpunkte der Landesaufnahme, deren
Héhen iiber N. N. unabiinderlich gegeben sind, z. B. A hat die Hohe 1043,64™ iiber
N. N. u. 5. w. Wir nehmen auch an, diese 6 Hohenangaben seien fehlerfrei, oder
¢3 sollen ihre Fehler nicht in Betracht kommen neben den Fehlern der 6 fachen
A,
B u. s. w. pemessen und mit den bekannten Entfernungen P A, PB u. s w. zZu

Hohenbestimmung von einem Punkte P aus, in welchem die Hohenwinkel na

Hohenberechnungen beniitzt worden sind. Auf diese Weise ist folgendes erhalten worden:

SR J bene Hihen
Zielweite :

ibexr N. N.
AP =2010m A 1043,64m
BiP = 500 B 619,02

¢ P HB20 ¢ 480,81 (14)
D P = 3002 D 124%.01
FEP=6197 E 92818

F P = 5800 F 41871

Das einfache arithmetische Mittel der 6 Héhenbestimmung

den Punkt
wire 728,77=: dieses einfache Mittel diirfen wir aber nicht als Resultat annehmen.
weil bhei der Ungleichheit der Entfernungen s die 6 Bestimmungen nicht gleich-

wertig sind. Aus der Theorie der trigonometrischen Héhenm

ing weiss man, dass
die Fehler der Hohenunterschiede & (nazhezu) proportional den Zielwe

g sind, und

folglich miissen die Gewichte p nmgekehrt proportional den Quadraten der Zielweiten
|

ot
8=

s sein, oder p =

und zwar

0,01 0.05 0.11 0,08 0,05 (15)

Wir haben absichtlich ziemlich stark abegerundet, weil

en prakti
I

Wert hat, in solchen Fillen, wo die Gewichtsben

8@ " gewissen, nicht

strengen Annahmen beruht, mit vielen Dezimalen zu rechnen.

Mit den Hohen won (14) und den Gewichten (15) erhalten wir nun fo

lerechnung, welche den Formeln (6), (11) und (12) folet:

{ r { i i'.-‘.‘:-:i ) p2 ] ,l_"_‘
728 + 0,91 [ 0,2275 — 0,08 0.0064 H,;_n'-;.‘.
0,22 0,01 0,0022 4 0,6 0,0037
0,03 0,0315 — (0,29 0.0015
.58 0.11 01,0658 4~ 0.25 0,0070
+ 1,062 0,08 0.0306 — (.10 0.0361 0.0011
(.84 0.03 00252 — 0.01 0,0001 0.0000

summen 0,46 00,3308 0,0149
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o

\ Q0
U Sy

[pt] 0,3808
'l.u] 0,46
/[p v 0,0149 o s
. = i = == ). 055m (16
0 }' n—1 )( 5 L (16)
it 0,055 e
M - A2 — s S 0,080
Vip) V0,46
Also Im ganzen: H = 728 4+ p =

dem mittleren Fehler:

T

statten I

Denkt

man

wichte pr; p. axe A mit

3 wirkend, so sind die statischen Momente A
r Gewichte he /

* Bnmme ?Jr

1 Hebelsarm &, ¥

] belastet, dasselbe st e Moment
I_'Y.I‘Illl'_lllll'r'll1l’,

|
kt man sich nun die Drehaxe von 4 um den L

s {(Fewic

1 B verachoben, dann haben ¢

nena Axe B

, in Bezug auf

. wobei
und es ist:

ader es ist B der Schwerpunkt eines den Gewichten p, p. p, entsprechenden Mas

Deuntung: es ist die
y Axe B, und die

rsrechnung 1

1wch die Summe [p o¥] hat eine mechani

: soeben erwiabhnten NM:

relche den Mittelwert g i

Al

ns in Bezug

ine der A

s goll B eine Axe kleinsten Tr

smomentes sein.

§ Y. Besonderer Fall zweier Beobachtungen,

Zur Ubun
Beobachtungen, welcher ansserdem in manchen Be

o der Theorie vom arithmetischen Mittel nehmen wir den Fall zweier

iehungen wichtig ist.

f genaue Beobachtungen vorliegen, welche um den Befrag d
von einander abweichen, so mag die erste Beobachtung [ sein und die zweite Beob-

achtung [ 4-d, also das Mittel

dann sind die scheinbaren Fehler:

{ 1 l
v =1+ f.) — 1=+ L und [ + :) — (I +d) = :

& & &

also der




3,
all

otr

nnd der mittlere Feh

Dieser Fall war sehr einfach und wird in § 11. uns nochmals in we

terem

Sinne beschiftigen.

Wir gehen auch zu dem Falle zweier ungleich genaner Messungen

derselben Grisse,

Wenn zwei ungl ge Beobachtungen mit den Gewichten p und g vorlieg

welche um den Betrag d von einander abweichen, indem etwa die erste den Wert [
und die zweite den Wert 1 <+ d ;'_'l']ir_‘fl.‘]" hat, so wird das Mittel:
pl 4+ gl +d) q :
o i = - =1+ =— (-
p-1q Pordq
Die Abweichungen vom Mittel, d. h. die scheinbaren Fehler wer

S d (4)

pP-i-q

hen) das Verhilinis:

h. der Widerspruch d wird auf di

¢ beiden Beobachtingen umgekeh

proporti

d.
den Gewichten ver Der mittlere Fehler einer Beoba wird

nach (12) § 8. 8. 27:

htung vom Gewi

0 '] £ rJ r]f i ’1' ..;:]“- r'!’! (8)

des Mittels selbst nach (13) § 8, 8.

und der mittlere Fehler

Die mittleren zu firchtenden Fehler my und m, der
der Ausgleichung sind:
n m ”
"y = N T (8)
! P ¥ q

Es besteht also das Verhiiltnis:

my l i‘.ln'! — - - :.“

Wir wollen hieran einige Betrachtunpen ankniipfen, welche zur Vern

gtandnissen nitzlic

Bel pinar ersten Betrachiung scheint die Gleichung (29) und die

welche man schlie

tenden

einbar,

and

den Messungen

von vornher
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§ 10. Winkelansgleichung in einem Dreieck, 31

Diege 1

ler 1

ittlere Feh

des Mittels selbst slich seiner Unsi

heit M,

und in der That giebt die Quadrierung mit Weglassung des mit 4+ behafteten Doppelpro

ren Veranschaulichung behandeln wir noch den

inte zweimal heol

chiet

Be

Differenz

Beobachtung 1. Beobachtung 2.

Mittlere Fehler vor der 11n =
2
o
Mittel, wahrscheinlichster Wert . . . . . . . . I 4 —
3
} 1
» Verbesserungen . . . . . . g =+ 'y — (v, — vy =)

Mittlerer Fehler einer Beobachiung vom Gewicht 1 m=d ’l

AMittlerer Fehler de

srithmetischen Mittels . . . M=——)2

Es bestehen die Verhiltnisse:

Mittlere Fahler vor der Ausgleichung . . . . . #iyg sy V2:1414: 1
1 1
- =1:1414
My Mg

W

a prior sich wie 1:

verhielten, so

§ 10. Winkelausgleichung in einem Dreieck.

e ainfac

1 belbildunge mit Gewichten
werden kann, ist die A

seh welche aber
8 Winkel ir

Wenn in einem ebenen Dreieck
]

der Messungsfehler ein Widerspruch der Sumn

usgleichung der

einem Dreie

drei Winkel mit gl

g0 wird we

i
(8]

keit gemessen werden, mit den Ergebnissen e,

Win

welchen man auf die drei gen I
bekannte Verfahren durch das 1)

180° auftre

gleichen Teilen verteilt. Um dieses
ithmetischen Mitt gz begriinden, be
nichst nur ¢+ drei Winkel als Ur

Fiir den ersten Winkel si

bnisse vorhanden:

wchten wir zu- o |

eRannte. -

Prinzip des

gwel unabhing Beobachtunes-

ers

I ¢ mit dem Gewicht =p; =1 (1)

zweitens @s = 180° — (9 + y) mit dem (x




o — B

W

.

i

I
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32 Winkelansgleichung in einem Dreieck. § 10.
Das zweite Gewicht ist = -, weil in @, die Fehler von § und von 7, d. h. der

mittleren Winkelfehlers, zusammenwirken, was nach den Pro-

25 das Gewicht = - liefert, oder ausfithrlicher :

rerr Fehler von ay ist my = +m

s Xn o, Mo=-+mEm=m}) 2

1 I Pa = i __J:-
P iPe :”]_.l Mo 2

Der Mittelwert ans (1) und (2) ist also mit Riicksicht auf diese (Gewichte:
1
w1800 (a
1 5¢ &0 4+ - >< [180° — (8 + 7)]
1
5
Wenn man hierin den Dreiecks- Widerspruch w einfiihrt:
a+f+-57y—180°=w (4)
alzo 180° — f‘f Y= —w

ing in (3):

so giebt die Eins

- B+ (e—w) W fE
E 5] - X o L)
e o

vilt auch fiir die beiden anderen Winkel des Dreiecks, welche mit y
d. h.:

Dasselbe

und # bezeichnet sein

i
o« ——
e
;A
Y =
v
W
= 3
Summe: e +y+2=a+F+y—w

d. h. der Widerspruch  wird auf die drei Winkel gleich verteilt.
Wenn wir auch noch die mittleren Fehler berechmen wollen, so missen wir

fosthalten, dass bei der gewithlten Behandlungsweise wir in (1) und (2) es mit zwei

Beobachtungen einer Unbekannten x zu thun haben,
Die Verbesserung v, der ersten Beobachtung x; nach (1) ist:
w

==ty (6)
3
und die Verbesserung vy der zweiten Beobachtung wp nach (2) ist:
Y w w 2w e
Vg = = 3 “T= 3 = g Vi)

der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 wird (nmach der Formel (12)

& B. 8. 27):
o5 /Py 0% 4 Py v g/ AR 1 el Rl e

i M 'I.;’ o

\ / {8 )
Da dem Winkel &« vor der Ausgleichung das Gewicht 1 zugeteilt war, (ebenso
Wert m zugleich der mittlere Fehler

wie auch den Winkeln § und 7), so ist dieser
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i

L1}, Winkelausgleichu in einem Dreieck.

L

mng erhiilt der verbesserte

Winkels vor der Ausgleich Nach der Aunsglei

seres Gewicht, nimlich die Suamme

inkelwert @ (ebenso wie auch y und ) ein gxi

PL+ P2 = 5, und ¢ mittlere zu firchtende Fehler des Winkels z (oder

Ausgleichung (nach der Formel (11) § 8 8. 27):

1

‘h u oder z) nach

M=+ =+ 2% 9)

Der mittlere F 1ach (8), m = + , ldsst sich sehr anschaulich unmittel-

ler Schlussfehler w ist némlich die nnregelmissige Zusammenwirkung

—+ m, also:
-mtmtm=-+w
WOTALS m2 4+ mi? 4+ m? =
was mit (8) iibereinstimmt.
Der mittlere Fehler m vor der Aunsgleichung
‘haulichen durch ihr Verhiltnis den durch die Ausglei

der Ausgleichung verans
- .
t:

(GFenanigke ewinn. Nach (B) und (9) is

M:m ;'l’ —:+1=0816:1 (10)

Der mittlere Fehler hat infolge der Ausgleichung im Verhiltnis

keit hat in dem Verhdltnis 1:0,8 Zugenonimen.

rund 0.8 :1

abgenommen, also

h sagen: durch die Aunsgleichung der drei Winkel in

Oder man kann

reieck ist eine Genauigkeitssteigerung von 20 9, fiir den einzelnen Winkel e

worden.
Das vorstehende Beispiel, welches zur Einfithrung in die

Theorie der Gewichte

auch noch so ausgedehnt werden, dass die «

signet, kann
nicht wie vorher gleichgewichtig, sondern selbst mit ungle

beobachtet sind.

Wir wollen noch durchfithren :

56 m der

1 ) Tt

1180 W™ = = | myE 4+ m 2 = me ( ¢ | (15)
Poc/ : ! Vo D)

pzei nan nun mit p; das Gewicht des gemessenen Winkels & und

ps das Gewicht der Summe der zwei anderen Winke

rtional den (Juadraten der mittleren F

P =+ ¥ so wird nach (15), da

shler sind:

P (16)




_.'_'_'3

Winkelausgleichung in einem Dreieck.

=
it

Zur Abkirzung setzen wir die Summe

1 1 1 1 N
i + -_[ -l und damit
Yo P8 Py P

ST T M

Po AP Py

Nach diesen Vorbereitungen in Bezug auf die Gewichte haben wir nun dhnlich wie bei (3):
pre+p[180°— (B +7)] _pratple—w)

PR P1 = Po ' Py -

Py
PP
Setzt man hier (16) und (17) ein,

T

Do
T =0— w
so wird:
1
Pee

Da fiir die beiden anderen Winkel ihnliche Gleichungen gelten, hat man den
Satz, dass der Widerspruch w auf die drei Winkel « # y nmgekehrt proportional den
Gewichten oder proportional den Quadraten der mittleren Fehler verteilt wird

Man kann nun auch Ahnliche Formeln wie (B) und (9), welche bei gleicher
Gewichten gelten, fiir ungleiche Gewichte entw

teln. Indem wir diese Entwicklune
als l'.']n]]]_g'.«:’tﬂri.ipfﬂl anheimi geben, schreiben wir davon nur die Ergebnisse

Mittlerer Gewichtseinheitsfehler m =

Mittlerer Fehler des Winkels & vor d

der Ausgleichung:
1
i ; o
Mg = — = 28 e
e g e
Vre

(]

Mittlerer Fehler des Winkels & hezw.

]

Auch ein Zahlenbeispiel fir

ein Dreieck mit drei ungleichgewichtigen Winkeln
mige hier eine Stelle finden, welches wir in den ,Astr. Nachr.,

. Band 1870% 8. 293
aus Badischen und Hessischen Winkeln verschiedenster Herkunft zusammengebracht
haben, mit der Bemerkung, dass sole p

rewichtsunterscheidungen

praktisch immer
ein formelles Re

misslich sind, wihrend fir

eignet.

{

iel sich das vorgefiithrte wohl




§ 11. Beobachtungs-Differenzen. 35

Oggersheim—Mannheim—Speyer, welches in Fig. 2. darge-

In dem Dre

stellt ist, hat man

Gemessene Winkel Gewichte
= 72° 16" 44.86" pe =27 Jll'"'r' 5
i L A
g= 90 pg =42 o ;;"f
= ; e (e AT
{ .'.EJ'." = U9 |
Summe: ¢+ 8+ 3 = [
soll [
- 5 |
Widerspruch : W = |
e RS 1 i L : ! i '
(zewichts-Reciproken: — DS — = 0,024 — 0.015 o
Py rs Py J
1 A
= 0,076 S
J‘J
Winkel ‘ 0087 0.4
Winkelverbesserunoen: v, = s R = L (TR v = <+ 0,497 v — == 0.3()*
Vor |.I‘f.|‘H_"r ] :{ 1 EJ__ L,
(Gemessen Yerbesserungen Ausgeglichen
72° 16" 44 86" -+ 0,75" 722 16" 45,61"
a0 1 56,46 + 0,49 90 1 56,95
17 41 1743 -+ 0.30 17 41 17.73
179° 59" 58,75" +— 1,54" 1802 0" 0,297
Nach (19) bestimmt man den mittleren Fehler fiir die Gewichtseinheit:
m = 00"

und nach (21) berechnet man die mittleren Fehler der ansgeglichenen Winkel, und
hat damit das Schlussergebnis:

0.77"

o =
B — 90° 1 0,72"
y 7° 41 0,61"

y. .5 3
sFleicnunge

In dhnlicher Wi
, ktnnen
mit mehreren U
Unbekannten durch das arithmetische Mittel zuriickgefthrt werden,

fiir unmittelbar

anche andere Aufeaben, welche beim ersten Anblick

&Il
1

kannten zu verlangen scheinen, auf die Be-

eine A
stimmung eéiner

jedenfalls kann eine Ausgleichung mit einer Summenpr

f.{]'.‘i"

1ch

lem vorhergehenden Muster eine: nprobe fiir

gemessene (irossen ganz
drei Elemente behandelt werden.
» kann auch jede Ausgleichung mit einer streng zu erfiilllenden

den Fall des arithmetischen Mittels guriickgefithrt werden.

In dhnlicher We
Bedingung

eichung, auf

§ 11. Beobachtungs-Differenzen,

:h macht, z. B. eine Gerade hin und her misst.

Wenn man eine N
oder eine Nivellierung hin und her macht u. s. w., so kann man auf je zwei solcher
Messungen die Sitze vom arithmetischen Mittel anwenden, wie wir schon in §9.8.29
Beobachtungs-Differenzen die Rede

SUng zwel

gethan haben; und man kann immer, wenn v

ist, die beiden in Betracht kommenden Messungen selbstindig vorfiihren: indessen




=N

36 Beobachtungs-Differenzen. § 11.

gestatten die Beobachtungs-Differenzen auch eine sehr niitzliche allgemeinere Be-
trachtung, zn deren Einleitung jedoch nochmals an das arithmetische Mittel ange-
bunden werden soll:

Sind I; und 1
man das arithmetische Mittel:

beide Messungsergebnisse mit der Differenz I, — Iy = d, so hat

und die scheinbaren Fehler:

By iR d
=2 —h= 5 und p=a—1l =+

Es ist also der mittlere Fehler einer Messung nach (10) § 7. 8. 21 mit » 2.

/2] /2 ;
m=F — Vot V2 (1)

und der mittlere Fehler des arithmefischen Mittels nach (11) § 7.

re

1
o )
o2
(L)

I d

M = (2}

")

'I.f" # &

Wir merken uns hievon insbesondere die (ileichung (1), nimlich d = m ' 2,

d. h, die zu erwartende Differenz zweier Messungen ist gleich dem 1/ 2 fachen des
mittleren Fehlers einer Messung.
Nach Klarstellung dieser sehr einfach

'n Verhiltr

rholungsmessungen zusammen nehmen. Man

ehen wir einen Schritt

indem wir mehrere solcher Wied

weiter

3

rerschiedene Nive

habe z. B, verschiedene Yinien, jede hin und her, oder PN ES-

fiir sich hin und her, g

strecken, jed »ssen und in jedem dieser Fille eine Differenz

Iten. Wir wollen aber dabei zundchst annehmen, die wverschied

n Ling

oder Nivellementsstrecken u. s. w. seien nahezu gleich lang, oder al
Differe
As

Formel :

meiner, die

von lauter

gleichen Gewichten, dann kann man

v Anzahl r solcher Differenzen eine mittlere Differens berechnen nach der

D - a2+ do? - dg? + ... d2

. - -/ Td2]
oder D2 = 3 = }’, Lal (8)

!

¢ und nicht etwa darch + — 1 zu ersetzen,

Der Nenner r ist hier streng richtig

wie bei (10) § 7., denn die Differenzen 4 haben den Charakter wahrer Fehler und

inbarer Fehler.

ll:u_"jjt. bloss sel

Aus (1), (2) und (3) zusammen folgt nun auch, indem man die mittlere Diff

D an Stelle der einzelnen Differenz d von (1) und (2) setzt:
Mittlerer Fehler einer Messung 0 }' o (4)

i e : 1 A2
Mittlerer Fehler einer Doppel-Messung M = Jf ' (5)
2 T
Wenn nun aber Differenzen d; d;...ds vorliegen, welche zu ungleichgewich-
tigen Messungen gehdren, z. B. wenn d; zu einem Hin- und Her-Nivellement der

Strecke s;, dagegen dy zu S, 0. 5. W. irt, allgemein wenn o) zu einer Doppel-

messung vom Gewichte py, dagegen dy zn einer Doppelmessung vom Gewichte ps




oo
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§ 11. Beobachtungs-Differenz

u. 5. w. gehort, so darf man auch die mittlere Differenz I» nicht mehr nach (3) be-
rechnen, s srn man hat dann die mittlere Differenz I fiir das Gewicht 1 naech
von (12) § 8. 8. 27 zu berechnen, jedoch mit dem Nenner r wie in (8):

P %+ pydg® + ... pady?

Analogie

D2
1

; » 2] /p a2 o
IJ.!;"‘J - . J'..’z,f.' I“l . (6)

P r
Also ist auch der mittlere Fehler m einer einzelnen Messung vom Gewichte 1:

D

==

V2 :
tlere Fi s Mittels ans zwei Messu
Fehler einer Doppelmess

ngen vom (Gewichte 1, oder

vom Gewichte 1:

1 5/ [pd @
M=) (8)

itigsten Anwendungen dieser letzteren Formeln wollen wir

ttlere

Als eine der wit
Wiederholungsmessungen von Lingen, oder Hin- und Her-Nivellierungen nehmen. Alle
diese Messungen haben mittlere Feo welche mit den Quadratwurzeln der Ent-

{ ' 1P Y [+ T 2 i £ 13, a1 3 w1t - o . - - . 1 C.!
fernungen s wachsen, folglich sind die Gewichte umgekehrt proportional den [}/ s )%,
d. h. umg

skehrt proportional den s zu setzen, und damit werden (6), (7) und (8):

e 1 (di? | dg? daty 1 I'.rfﬂ]
X ‘Q] : 8 RS Sn / =: r L

A1 rd2
" = }f (9
drlg. Y

| EEe A B :
H=<¥ w5 (%

Als Beispiel hiezu nehmen wir einen Teil eines Eisenb

in unserm Band II. 1893, 8. 442 ni

ahn-Nivellements (das

er beschrieben ist).

rung Entfernung
11 a2

7

= &
L 0.6mm 0,36 (0,5 2em
- 0,4 0,16 0,42
0,6 0.36 0,47
1,2 1,44 0,48
— 2.4 5,76 0,01
r S 2,60
o

- 0.4

t man den mittleren Fehler sines Doppelnivellements von 1 Kilometer:

= + 1,797 (11)

m Nivellements von 1 Kilometer:
m=M}V 2=+ 253" (12)

und den mittleren Fehler eines einfac
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Beobachtungs-Differenzen. g 1L

Eine solche Genauigkeitsbestimmung ist mehr oder weniger guverlissig, je
ichsstrecken zur Verfigung hat, dagegen auf

nachdem man mehr oder weniger Verg

die Lineen der Strecken kommt es dabei nicht an, sondern nur auf deren Anzahl.
herlei Griinden

(Allerdings ganz kleine Strecken, z. B. unter 100, werden aus mar
nicht vollberechtigt mitzihlen.)
Wir wollen die Formeln (9) und (10) auch n

h anf eine L

ITENMEessulg an-

wenden und zwar auf das klassische Beispiel der Bessel schen Gradmessung in Ost-

preussen, welches an sich schon inferessant ist, uns auch noch Veranlassung giner
Bomerkung fiber die Entstehung der Differenzenrechnung geben wird.
Bessel hat bei seiner Gradmessung in Ostpreussen cine Basis in zwel Teilen
je zweifach gemessen, niimli
2 l‘:_ﬂ'-’ Gesamtmittel |
Messung 1381,1571 : (13)

18

344 Tm

2. Messung 1381,1632=

II!.'. ,'I‘ | i

Differenzen d; = + 1,
ngen in I':i].l}—

Indem man nun die Differenzen d in Millimetern, die En
metern zihlt, also s; = 0,441 und s, = 1,381, wobei » = 2 ist, hat man nach (9)

das mittlere Fehlerquadrat einer Messung d

sr Liingeneinheit

me = (14)
m2 = = 7.70 m =+ 2,787 fiir 1 Kilom. (14 a)

Dieses ist der mittlere Fehler einer Messung der Lingeneinheit von 1 Kilometer.
Der mittlere Fe ' gen (Hin- und Her)-

Messungen einer Linge von 1

ZUEL }".'.I.-‘ii:.lll]i“'“‘_{"-']‘.lll

h, der mittlere Fehler einer lJ‘U':.']H.’]-
messung von 1** wird nach (10):

278

i1 F P § 3 Y

M — : — -+ 1,96m= (fiir 1 Kilom.) (15)
Ve 12

Endlich kann man aber auch den mittleren Fehler des Gesamtmittels s; -+ 5o =

2,3447™ rechnen; es ist namlich dessen Quadrat:

. 1 (di2 1o% ;
M'2 = M2(s; 4+ 83) = 4 r_] e 28 | (87 + 84) l

S BN E L Ay :
; : 5)
1 /8 4+ 8 §1 == &o
oder M' = = )!I l =2+ L &2
2V 2 3 | Sg =
wihrend in der Gradmessung in Ostpreussen 8. 55 statt dessen angegeben ist:
= )' Bd2+ 2 = dy? (158)
2 #1 i §5 = i

druckten Anmerkungen im Nachfolgenden 8. 40.)

(Vergleiche hiezn die kleing
5} giebt:

Die Ausrechnung nach (15

M' = MVs + 83 = 1,96 V1,8

Man wird also nun aus (13) und (15b) das 8

— _-+'. E.I:; M

3

I

15 b)

ilussergebnis bilden:
Basislinge = 1822,8447= + 0,0027 (16)
Endlich bietet die Differenzentheorie noch die Muglichkeit eines zweiten sehr
anschaulichen Beweises des S

dass man bei der (Genauigkeitsberechnung aus
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11. achtungs-Differenzen.

nicht durch », sondern durch n—1

1 arithmetischen Mittel .
lividieren mmuss, d. h. des Satzes (10) & 7. 8. 21.

kannte n mal beobachtet ist, so kann man zur Gewinnung
wchtung die einzelnen Ergel-

Quadratsumme

Wenn eine [
eines Urteils iiber die Genauigkeit der einzelnen Beob:

; r . : 2 n—1
nisse unter sich vergleichen, und zwar kann man die # Beobachtungen zu = 5

verschiedenen Differenzen kombinieren. Bedeuten I, und I, die zwei ersten Beobach-
weinbaren Fehler

tungen, so ist deren Differenz d = Iy —1;, oder wenn man die sc

=@ — Iy und vy = & — Iy vorfihrt, so ist auch d = (2 —1vg) — (8 —1) = ¥ — o
et a o n—1_.. : ¥
Die simtlichen so zu bildenden n—;— Differenzen sind folgende:
| s
[} II-) J_l -
1 v 3 L g — U4
- a Va — Uy g e Uy

Diese Differenzen sind nun allerdings nicht unabhingig, und man hat deswegen
nicht das Recht, sie wie unabhiingige Beobachtungsfehler zu behandeln, allein sie
sind wenigstens gleichartiz und gestatten deswegen die Bildung eines Mittelwertes.
lratsumme wird, da jedes einzelne v2% sich (n — 1) mal findet:

[d2] = (m — 1) [v2] — 2 [w:ivs] (17)

rong der Differenzen auftretenden Pro-

Thre Qua

wenn [v; 9] die Summe aller bei der Quad
dukte bedeutet.

Um diese unbekannte Summe [v;v:] wieder zn eliminieren, beniitzt man die
hung:

identische Gleic

Py —+ Vo =+ Vg 4 o — (18)
(17) und (18) geben zusammen:
[d2] = (n — 1) [vE]
Die scheinbaren Fehler v n aber di t] =0
also [d2] = n [v2] (19)
e : ; 3 n—1 ; e T
Die Anzahl der Differenzen d ist = e also die e Differenz D (je

zweler Messungen

/o 2[d2
D = }f’ [ ] v
n{n—1)

er einer Messun;

(2 )]

ler mittlere Feh

(21)

['her die Entstehung der Hechnung mit Beobachtungs-Differenzen schreibt Ceuber in ,Theorie
der Beobachtun
eginer Beobachtun
Mittel, fhre Abwe
*obachtunge-Dif

Leipzig 1891*, S. 174: .Der Gedanke, zur Beurteilung der Genanigkeit

& statt der Abweichungen der einzelnen Beobachtungen vom arithmetischen
ander, mit anderen Worten, s der scheinbaren Fehler die
i und von dwndrae und
- 1881 die Anwendung

sion einer Beobachtungereihe vorgeschlagen,

nMngen unter

¢ Z1 verwenden, Ist vo

Helmert welter ausgebildet worden. Wohl unabl

gig
der Beoback

htunge-Differenzen zur Bestimmung der Pri




40 Beobachtungs-Differenzen. § 11

1881, 5. 1119—1121, sur 385 81

Gr1 leichung (4) (8. ob

1Ch E8Xperir

Zu diesem Berichte von Czuber wollen wir noch einige E uternnoen ang

ungen geben: Die I and als Vorbereitung der langeren Erorterungen, welche

swesen, 18TE2—I873" gefihrt woa

it demn zwei ersten Binden der Vermegrung

I

handelte sich um Berechnur ssungsfehler aus Reihen von Dopp

ars einer Mesgsung der Lingenginhe

ist namlich die Bestimmung des mit

frither grossentei
I, 1B58Y,
~Zeitachr. f. Verm.

ans den Differenzen einer Anzahl von Doj

rd und es

auf den allgemein hier
8. 19).
Anf eine Unri

bei der Berechnung des mittleren F

htigkeit, welche sogar Besgel in der ,Grad sung in Ostprenssen®, 5. H4—>55

ilers aeiner Basismessung dadurch beging, dass er die Q1

summe zweler Differenzen nicht mit 2, sondern mit

1=1 dividierte, war ich 1569 aufms

der Beoback

orden nund legte mir die Sache am besten zurecht durch E

in einer Abhar
n* in  Astr. N

der Gra

71 als selbstindiger Fehler-Elemente, was dann we

rholter Beobacl

tingen

Fehler, &

298 ¢ dm

1 und richtig Bessel rechnet 1 h nicht 80 wia wi
L . A o e
{14) — (16) B. B8 richtig angaben, sondern er rechnet m?— = } . 85 W,
g L%y Rq
wodureh = und # mal 8o als der richtige

Weart, wie und (15a) 5. 38 bem

Gleich auf kam Andrae anf 5. 283—284 LAstr. Nach

gnung anf meine Formeln von 8.

4. Band mit einer

1 geachriebenen Er daranf beziglich,

Teranzen und der Quadrat-

fache DBeziehung zwischen der Quadratsumme

der scheinbaran Fehlear, na ch en war, d, h. die Andrae s«
(1T)—(21) 8. a9

und 3

ateilt hab

nische Entwicklung giebt das, was wir im

i folgte i iezer Sache _Astr. Nachr., 79,

=

in den Astr. Nac

Vorhergehendes

entli

Jordan, dason 81,

Band 15876, 5.

Controversen klichen Gang

L

% 80 angeben: Meine er

e Abhandlung von

1869 hatt

bald An

den Mangel, d die eir funden war, was als-

verbessernd nachholte. Dann

8 anudere Streitfrage

herein, indem er (,Astr. Nachr., 80. Band¥, 8. nach der ¢ den Di i

bei Langenmessungen verschied Gewichte der TFehlerl jo na m di

Differenzen zu langen oder kurzen Strecken s gehdren, d. h. Eir
&

Zu re rén sondern er giebt einen elbst wieder nachher das Gow

Annahme a wend, dass eine Differensz Strecken mehr zur

als ein o ai

kurzen Btrecken: ¢ D fferar

1zgiadrat

Diese Ansche z hat

Nachr., 31,

Helmeort in A

scharf bew

bezieht sich

ht

die Bemerkung, welche wir oben he

Wenn also

181 rellierstre ben.)

nun beute jeder Landmesser oder Wasser-Nivelleur seine

{10) 8. 37, 1

er dieselbe wohl als s Formel den

polemischen Weg von 1869—1873 durehilan

wir in den vorsteher

schildert h
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§ 12. Allgemeines Ausgleichungsprinzip.

Das arithmetische Mitiel genligt nur zur Ausgleichung von Beobachtungen
einer Unbekannten. Wenn zur Bestimmung miehrerer Unbekannter Beobachtungen in
tiberschiissiger Zahl vorbanden sind, so muss ein allgemeineres Ausgleichungsprinzip
gesucht werden. Alle Ausgleichungsaufgaben werden sich anf eine Grundaufgabe
guriickfithren lassen, nimlich:

Hs liegen folgende n Gleichungen vor:

= t L& —+ EJ] YT 81 «un I]

O=apz +by+e8+ ...+
Anzahl = nd 0 =agae + by + e32 + I3 (1)
O=antt +buty +Cu2 4+ ...+

e e
Anzahl = u

Die Grossen I; Iy I3 . . . I, sind durch Beobachtungen erhalten worden, zy =, ..
sind Unbekannte, welche mit den Beobachtungen [ in Bezichungen stehen. Die Coeffi-
cienten a b ¢ ... der diese Beziechungen ausdriickenden Gleichungen (1) sind fehlerfrei
gegeben,

Die Anzahl n der Beobachtungen und der Gleichungen (1) soll immer grosser
sein als die Anzahl u der darin vorkommenden Unbekannten, d. h.:

N U (2)

Es wird daher im allgemeinen nicht moglich sein, ein System von Unbekannten
i In diesen Gleichungen

a y # zu finden, welches allen Gleichungen (1) Geniige le
len Widerspriiche auftrefen, welche wir mit #; vs ¥5 ..., bezeichnen; und damit
Gleichungen (1) tber in die folgenden neuen Gleichungen, denen wir den

Namen Fehlergleichungen gehben:
Fehlergleichungen

vi=apx+by+e 2+ [
Vo=t +bay+z+... +1

Anzahl = ne vg=ago+byy+ege4+... 4y ; (3)
g =@ +byytes+... +1

W e BT S
Anzahl = u

Man kann nur verlangen, dass von den n Widerspriichen @ eine Anzahl u ver
schwindef, man muss also notgedrungen auf die Bedingung, dass alle » gleich Null
werden, verzichten, und sich mit einem System x % z ... begnilgen, fiir welches die
v im allgemeinen micht gleich Null werden.

Die Anfgabe, ein solches System zu finden, ist ohne weitere Bedingung eine
unbestimmte; eine solche weitere Bedingung ist insofern vorhanden, als die Wider-
sp
(1) méglichst wenig Zwang angethan wird.

Die allseitig befriedigende mathematische Formulierune dieser Bedingung des

he v in ihrer Gesamtheit muglichst klein sein sollen, so dass den (leichungen

miiglichst Anpassens, oder des kleinsten Zwangs lautet:




42 Allgemeines Ausgleichungsprinzip. § 12

i 1 33
Es soll die

Quadrat-Summe der Widerspriiche » moglichst klein sein, oder
in einer Formel:
vi = Minimum (4)

88 |]1|.' 1““'-.

obachtungen I, zu welchen die Verbe v gehdren, a priori gleich genau zu

EIM&Fer

achten sind. Ist dieses nicht der Fall, und kommen den Beobachtungen I; Iy lg... 1

a priori die mittleren zu firchtenden Fehler my my mg ... m, zu, so gilt statt (4)

die geéinderte Bedingung:
'UZE' I_' ,-'I &
| nitg_ \miy

Oder indem man unter Gewichten py pg ps...p. solche Zahlen verstehf, welche

\g ) f_;:.l__ B >

Tila \ W

o

imum (o)

den Quadraten m: mims...mi t proportional sind, kann man statt (5) auch

schreiben :

.+« Pa ¥ = Minimum (5a)

= ™ -" -+ Po Pa 2
Dieses Prinzip der kleinsten Quadratsumme [v2] bezw. [p ©2] ist ebenso will

kiirlich wie der Begriff des mittleren Fehlers selbst, wie wir schon beim mittleren
Fehler & 4. 8. 14 bemerkt haben. Die Niitzlichkeit des Quadrat

erweist sich aber am hesten ans seinen Folgerungen, indem auf dies

ummenprinzips

die

s Prinziy

ranze heutice Methode der kleinsten Quadrate gegriindet werden konnte.
B =] 8 E =

Ehe wir weiteren Gebrauch von dem l"]"i]]'.-':i]l der Gleichung (4), bzw. (5) oder

machen, iiberzens

n wir uns, dass dieses Prinzip im Einklang mit dem schon

frither behandelten arithmetischen Mittel

Man habe eine Grisse x wiederholt beobachtet

gebnissen Hhtlz...h
und mit den Gewichten D1 Po Py P
Der Hyp

scheinlichsten Verbesserungen v der Beobachtunge:

es sel o der wahrscheinlichste Wert, entsprechen die wahr-

o =x—1 g =2 — I3 g =o—lg... x—1,

Nach (5a) soll sein:

prle— )2+ ps (@ —1)2 + pa(z—13)2 + ... = Minimum

woraus duarch Differentiieren nach der Verfnderlichen a erhalten

2prle—I)4+2ps(x—0b)+2pg (@ — Iy

also mit Auflisung nach =:
prh+pmls+psls+...  [pl]
pr+pe+peta.. |

in Ubereinstimmung mit (4) § 8. 8. 25

Man kann auch noch in anderer Weise das arithmetische Mittel als besonderen

Fall unserer allremeineren Ausgleichungsanfgabe nachweisen:
Zur Bestimmung der unbekannten Grisse @ sollen die Beobachtungen I 1sly. . .
gemacht werden, wobel die Beziehnungen bestehen:

- i - .l iy
fty & —+ lg=10 | \hj
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Es ist also x niemals unmittelbar beobach man kann in den Beob-

achtungen ! mehrfach ausdriicken, némlich:

7 7
1 . £ L l L5

(23] I 25

v
B3
|

A (7)

Es sollen nun die Gewichte der urspriinglichen Beobachtungen I I 0y ... alle
I B 1 %2 *8

h, nimlich = 1 sein, und m sei der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Ge-

sind die mitt chler der verschiedenen (7) enthaltenen Be-

on = bzw.:

m 1] m .

a g e

¢ umgekehrt proportional den Quadraten hievon, d. h.:

folglich die

Gewichte: a at ot (2)

achdem die Gewich ittelt sind, erhiilt man den wahrscheinlichsten

von & aus (7

| und (9), nach dem Prinzip der Gleichung (4) § 8. 8.

1% + as® -+ ass
Xr= — '.rc ” ;.Ul”
[aa]

wng wird im folgenden § 13. bestitigt werden, indem die erste Gleich-

Diese (zlei

ung (3) 8. 45 daselbst mit y = 0 geben wird:

[aaglx+ [al] =0

Nachdem hiernach das allgemeine Ausgleichungsprinzip [¢2] = Minimum in

stimmung mit dem arithmetischen Mittel befindlig

durch um so mehr
hier
rfolgen, dass die Ermittlung der Unbekannten x, v, 2 ... klargestellt wird,

y, z mit mehr als drei Fehler-

Uberei 1, und

IIF,I{']I B0 ‘.'.'i‘:.1

Vertranen verdienend erkannt worden ist, wollen wir die Sa

ATIFENOMINen 11 abe nur drei Elemente
Angenommen man he nur drei Element
alle

dieser Fehler-

eine einzel

jchungen , eleichen (Gewichten, so heisse

grleichungen :
p=ax by -+cz+1 (11)
Also ist das zugehérige Quadrat:
2 =a2ax2+2abay+2acxz+2alx

i he iﬁ

Die entsprechende Quadratsumme wird, wenn wie fiblich, a2 + a:% + ag? + ... = [aa],

und a; b; + agbs + ... =[ab] u s. w. bezeichnet wird:

2] = [an]x2 +2[ablzy 2 lal]: |
= 2 [ 1] 2
_.| ,,“’ (13)
- 2[c 1] 2




Nach dem Quadratsummen-Minimums-Prinzip muss werden:

9k 0 o _

(-] £ ; f‘:l Yy

Dieses ausgefithrt giebt:
2[aale+2[ably +2[aclz+2[al] =10
9 [a {J] 72 0h ?Ji iy 2 ||l'I ,u: z |}J ..’_' -
AL X

f_1|{;. ell =N

e B

'——f-lfl t'|.’l" -2 fec]z

Da der Faktor 2 iiberall weggelassen werden kann, erhalten wir darans 3 Gleichu

welche Normaly

183€en.

Normalgleichungen.

[aal x4+ [ably + [ac]z+ [al] |
[ablz+[bbly+[belz+[B1] =0 (14)

4+ [e |'i =1 [

[acla—+[be]ly-t+[cc]z

Die urspriinglich gegebenen Fehlergleichungen (3) und die Normalgleic

(14) stellen das ganze Ausgleichungsverfahren vor. Man hat offenbar ebensovi
Normalgleichungen als Unbekannte. Im besonderen Falle (14) hat man 2 Unbe-
kannte x, ¥, 2z und 3 Norm
ist, wird man anch u Norma

leichungen: bei # Unbekannten wie in (3) anredeutet

rleichungen bekommen, die linear sind, also durch Auf-

l6sung, nach irgend welchem Verfahren., zur Auffindung der » Unbekannten fiil
milssen.

Die im Vo enden (11)—(14) behandelte Aufeabe fiithrt (nach Gerling) den
Namen dusgleichung vermitielnder Beobachtungen, indem die Beo
stellt sind Vermittlung, um zu den Unbekan:

achtungen | anee-

ang

Anmerkungen.

Die Quadratsumme [#?] wird hiaufiz [e#] geschri 1 dann aud

2
|

dea Anschlusses an [

rethen, &8¢ |, wahrend das

eginzeln stehende [p?

Dia Benennung F
ruhrt von Helme i
r (11} S; 43, d. h.
genannt werden,

der Art
chnung® her. Die

<! kann, n

ir eine Gleichung von

4l oder (11) B. 43
Beite unserer Fehler

hte

gleich

Auch zur By

Bemerkungen mache
benden (sch

ichungen mit » zu bezeichnen, ist seit Gauss, Gerling und Encke

allgemein schen Inatitute

s und im Geodi
beibehalten, BStatt » i

e Werkes

man I in den b

lasen die

W.. . Tasche wandten,

liesgen zu Gunsten des am melsten ge

irm schon incArt, 20 der ]

u, bezeichnet also das Ab-

mehr als Zelchen fiir eine Anzahl
*hungen).

Charakter einer Beobachtung, welche a

{3) bedeutet = di

ied | einer ichung hat ¢

hier negativ

eraghen ist, und spiter bei Betrachtung von Niher

werten (in §

wird., Schreiben wir eine Fehlergleichung in die Fu

emeines Ausgleichungsprinzip. SR
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ewesen zu sein, das Absolntglied selbst negativ zu schreiben. So hai Hel-

nach der Methode der kleinsten Quadrate, Le I

ig 1872%

f far das Absolut

algo wie erwihnt — 1 statt 41 ., statt v. Anch die Bezeichnung

lergleichung kommt

lann zu der Benennung Feh fed, Man kinnte d:

n Fehler v nennen, nach seiner innersten Bedeutung
ler mit

In' nnserem System 1

auf eine Funktion von

en Elementen, and die line: hungen schreiben wir stets
s &

ideten, jetzt am weitesten verbrefteten Form :

fx By oz

S8 13. Vermittelnde Beobachtungen mit zwei Unbekannten,

nnten und

Wir beginnen mit dem besonderen Falle von nur zwei Unbe
ehen zwei Griinde; Frstens gestalten sich bei nur

es langsame Vo

haben fiir d

gwel Unbekannten alle Entwicklungen viel einfacher und tibersichtlicher als wenn
" beson
hungen

1

man gleich mit beliebig vielen Unbekannte

n beginnt und zweitens kommt de

dere Fall zweier Unbekannter x und % so oft vor, namentlich bei Ansgl

lie Fall besonders zu behandeln.

es sich wohl lohnt, ¢

mit Coordinaten w, y, dass
Die Anzahl der Beo

n Fehlergleichungen :

shtungen f; I3 I3... [. sei = » und man habe folgende

Vo= CGn B+ by ¥
Ein einzelnes v giebt quadriert:

=+ 2abxy+ 2alzx

e

inzelnen v so quadriert und addiert, so erhilt man:

[ w2} [aa] 22 4+ 2 [a bl x4

|
b |"i :.',."-: - 2 ”J |"_,
[t

Inser Quadrat-Minimums-Prinzip

e [vw

=t

oL

Deses rieht:

a2 [.-{_ ”.| 5 - 2 -l'” ?".; Y —+ ) :-'t- "Ii —{}
2(ab] &+ 260y +2[bi] =0

der mit Weglassung des gemeinsamen Faktors 2 hat man die zwei

Normalgleichungen
[aalx+[ably +[all =0 |
[ablz+[bbly+[61] =0 |
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Diese Normalgleichungen lést man nach x und % auf, was bei nur

ekannten keinerlei Schwieriekeiten bereiten kann. Man findet:

[bb][al] —[aB][D 1] __[eapd—[ad][al]
[aa] [bb]— [ad][ab] [@a] [bb] — [ab] [ab]

(4

Die Gleichungen (3) oder (4) enthalten die vollstindige A
fiir die vo ol

rleichungsvorschrift
ien Fehlergleichungen (1). In Worten hat man hiernach folger

Anwelsung :
Wenn die Coetficienten a, b und die Absolutglieder [ der Fehlergleichungen (1)
gegeben sind, so bildet man daraus alle Quadrate und Produokte und deren Summen:

a’ - at - al oo t+at = [aal
i1y {J| as bo =+ s -’.1.1- ety iD= |.,‘_ h
% - b2 L he e L

Aus di

:sen Summen-Coefficienten bildet wan die Normalgleichungen (3) oder
sofort deren Auflisungen (4).

Man kann die Normalgleichungen (3) auch in dieser abgekiirzten Form schreib

bv] =0 | L2

denn es ist nach (1):

[at] = ay vy + @3 Vs + f1g Vg +
was in weiterer Ausfiihrung giebt:
[av] = [aa] @+ [ab]ly + [al]

Diese Formen (3 a) entsprechen der Gleichung [v] = 0 beim arithmetischen Mittel. 8. 20.

Wir nehmen hiezu sofort ein Zahlenb
In den ,Wirttembergischen Naturwis:
XXIV. (1868) 8. 260 sind von Profe:

Barometermittel B von 9 steorologisch

!..\'jlil'tl .

sor Schoder die ]

h

1. Bruchsal . . . 1202

2. Cannatatt . . . . 2251

3. Stuttgart .

4, Calw I

o, Friedrichshafen ., . 406,7 726,99 (9)
6. Heidenheim . . . 4924 718,16

7. Isny A e e O

8. Frendenstadt . . . 733,5

o, :"I(.'ll’-J]Jj.]lll'}l e o SiHE0 695,23

‘l-‘r.i'n' wollen :111;1-'-]111191':. die 'LI|IE‘411'lI' Iln_’:l' b.{]l'l_l'll|L"t,'|,'i_:-:i'|||":'_ ]]:’ii.u';]];;[._-,»:;.;ﬂ]]g sel nns
ganz unbekannt, wir bemerken aber, dass bei wachsenden

Héhen % die Barometer-
gtinde B ziemlich

ig abnehmen; und um das Gesetz dieser Abnahme zu
untersuchen, beginnen wir damit, die Barometerstinde B als Funktion der Hohen k
graphisch darzustellen, wi

tzmi

e Fig, 1. zeigt (8. 47).
Fiir viele Zwecke wird es nun geniigen, durch die erhaltenen Punkte eine Ge-
rade oder ei

e stetige Kurve mdglichst anschliessend durchzulegen, und die Ordinaten
der Ausgleichungs-Kurve als ausgepglichene Werte anzunehmen.
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Auch wenn man eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate
vornehmen will, ist ein solches Auftragen vor Beginn der Rechnung immer ritlich,
ganz besonders, wenn die Beziehung der Veriinderlichen theoretisch unklar ist; die

m — T
168,98 | . 606,23 Fig. 1,
133,56 . _bﬁg?.ﬁ'4 Graphigche Darstellung der Barometerstinde
1081 e --—)‘;ﬂﬂﬁ,dﬂ B als Funktion 1

5 sind vertikal,

Die Hdahen &
stinde B

5 horizontal dargest
\\
4924k %88
l by
el - 128,99
TR b ...\LQTSTJZT

)= 5,

2706+ —-——~- - 29188, 50
| ™

e e T B e ‘?{2‘3?

N
120 2} —-———--===~-= e ..__._\‘Q_TSIJ']E
- &

e
| S

00 : \(789)
min i T

890" 700 710 720 130 740 750  760™™

|

graphische Darstellung hat den Zweck, die Art der Abhiingigkeit zu wveranschaulichen,

unter Umstinden die Form der Ausgleichungs-Funktion festzustellen, grobe Beobach-

tungsfehler aufzufinden und Niherungswerte der Unbekannten

zu ermitteln.
Der Anblick unserer Figur ldsst eine lineare Funktion zwischen h und B an-
nehmbar erscheinen, d. h. wir setzen:
B=az—+hy (6)
Irgend 2 von den 9 Beobachtungen (5) wiirden hinreichen, die 2 Unbekannten
z und y der Funktion (6) zu bestimmen. Um aber allen 9 Beobachtungen miglichst
cerecht zu werden, missen wir nach den oben entwickelten Gleichungen (1)—(4)
verfahren, und haben zuerst die

1

hlergleichungen zu bilden. Hiebei sollen die
unter (5) gegebenen Héhen Rk als fehlerfrei anzunehmen sein, dagegen die Barometer-
stinde B als fehlerhaft beobachtet, so dass alle auftretenden Widerspriiche den

Fehlern der B zur Last zu legen sind,

Jede der 9 Beobachtungen giebt eine Gleichung von der Form (6); die ent-
sprechenden % Gleichungen werden aber im allgemeinen mnicht stimmen, weshalb
jedem B eine Verbesserung v zugefeilt werden muss, also statt (6) wird werden

B+v=w+hy
oder v=a+hy—B (7)
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es

o5 (7) ist bereits die Form der Fellergleichungen in unserem besonderen

Fall, und zur Vergleichung haben wir die allgemeine Fehlergleichungsform (1):
v=ax+by-+1 (8)
Die Vergleichung zwischen (7) und (8) giebt
a=:1 b T l=—2=8 -!_':"J
d. h. in unserem Falle sind alle Coefficienten @ =1, die Coefficienten b sind die
gegebenen Hohen und die Absolutglieder I sind die negativen Beobachtungen B.

Damit erhalten wir folgende Berechnung:

Num. @ b I b2 bl
1. 1,0 120,2 751,18 14 448 00 291,336
2. 1,0 225,1 742,37 167 107,487
3. 1,0 270,6 — 738,50 199 838.100
4. 1,0 347,6 731,27 254 189,452
5. 1,0 4086,7 - 726,99 666,833
8. 1,0 492,4 — 353 621,984
7. 1,0 708, - 496 009,888
8 10 511 718,940
9. 1.0 T68,9 = 562.847
9,0 4073,1 — 6b01,82 2997 666 _ 2003 006,867
Da alle @ = 1 sind, sind anch alle 42 = 1, also [a o= und auch [a b] und

rechnet zu werden, denn wegen a = 1 ist [a b]

[b] = 4078,1 und [al] = [I] = — 6501,82, und 1m Ganz

[ ] brauchen nicht besonders au

y wir die Coefficienten

[ea]l=+90 [ab]=+ 40731 [al]

[bb] = + 2297 666 bi] = 29085 006

| (10)

Setzt man diese Coefficienten in (4), so giebt die Ausrechnung:
[aa][bb] = -+ 20678 994,00

lad] [ab] = -+ 16590 143,61

l[aal[bb]—|a bllab] = + 4088 850,58
[bb][al] = 14 939 010 752,12 [aal[0l] = — 26 127 061,803
[ab] b 11 824 237 811,70 [ab][al] = 26 482 563,042
|‘.|Jb||'[”—'|‘l FJI-:FJ“ 2114 ’;'Tzll‘lqli Iwa”n'”'; J i(“’.' Itllr-l e 330 L\”l,_}‘:lll
Die Unbekannten selbst werden:
— 3114 772040 o
¥ e — 161,77
4 88 850
355 501 bk
" e : e 0.08695
- 4 085 Bal
Die Ausgleichungsfunktion (6) heisst also:
B — 761,77 — 0,08695 h (11)

oder nach h anfoelost:

, 1 = o \
= 11,00 (7oL, )
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§ 14. Einfiihrung von Niherungswerten bei zwei Unbekannten,

Wir haben die _-5LI.1.s'l'(?x‘JIII‘L'.nt{\r des Z'-:Ii]ll"Tl.lJt!i.‘_-']_llll.']ri in vorstehendem § 13.. welche
sich zuerst dargeboten hat, nicht zur Nachahmung, sondern sozusagen als abschrecken-
des Beispiel hierhergesetzt; man kann némlich die Rechnung wesentlich vereinfachen

durch Einfithrung von Ndaherungswerten der Unbekannten z und y. B
man bei dem arithmetischen Mittel § 7. 8. 22 die Grade und Minuten

nicht mit in die Summierung hineinzog, kann man auch in unserem Falle erste
Niherungen absondern.

Wir wollen hier auf die allgemeinere Behandlung der Einfithrung von Niher-
ungswerten nicht eingehen, sondern nur an unserem vorliegenden besonderen Falle
die Sache zeigen:

Betrachtet man die Barometer-Kurve (Fig. 1. 8. 47), indem man sie bis Zur
Hohe h = 0 nach unten rechts verlingert, so findet man beildufig den Wert 762mm,
und da es ja bekannt ist, dass in der Hohe Null iiber dem Meer allerdings der Baro-
meterstand etwa = 760™ ist, so behalten wir den graphisch gefundenen Nilerungs-
wert 762. Diese

s 18t ein Niherungswert fiir oz, den wir mit (x) bezeichnen wollen. also

(z) = 762,00 .; ])
Um auch einen Niherungswert fiir y zu erhalten, nimmt man am besten die erste
und die letzte Beobachtung aus der Gruppe (5) 8. 46, nimlich

ke h = 1202 3= {5118
9. 768,9 695,23

-

Differenzen: 4% — 64 AB=—5

(y) =

Niherung B = 762,00 — 0,08625 h (3)

Gelegentlich ist hiezu zu bemerken: Auf welchem Wege man die e

rungen herbekommt, ist gleichgiiltie, sehr off t man sie von anderwi von fritheren
2 g : f

vorliufizen Berechnungen u. s. w. Unter allen Umstinden kann man sich dadurch

brauchbare Niherungen verschaffen, dass man, bei 2 Unbekannten. 2 maglichst ver-

schiedene Beo ungen auswihlt nud die ihnen entsprechenden Fehlercleichuneen

jat.
Die Niherungen () und (%) miissen nun noch verbessert werden, wa

mit v = 0 auf

durch
Zufiigen von Verbesserungen geschehen soll, welche bzw. 8z und & y' heissen sollen,
wir sehreiben dabei nicht &y sondern § 'y weil 8y fiir eine andere Sache (machher
bei (7) 8. 50) noch vorbehalten hleibt, Also

o= (x)+ 0z Y= (y)+dy (4)

Dem entspricht in Zahlen:

Es soll sein: B = (762 + 8 &) — (0,08625 +— 8 /') h (5)
allremeinen nicht
erfiillt, weil die B beobachtete Werte vorstellen. Es muss jedem B eine Verbesserung
rensatz zu (2) hat man:

Wegen der Beobachtungsfehler sind die Gleichungen (8) im

v zugeteilt werden, d. h. im G

Es ist: B+ v = (762 4 d o) — (0,08625 + & Y h

Das giebt die Fehlergleichung: » =8z —hé '+ (762 — 0,086¢ (63

Jordan, Handb. d, Vermessungskunde, 4. Anfl, 1. Bd. 4
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50 Einfiithrang von Niherungswerten beil zwel Unbekannten. & 14,

Indessen kommt noch eine Kleinigkeit in Betracht: Bei der Anr

ungleich. Die Coefficienten

'-'n"ﬂil'il_'."il_']'| von 4 s ) l11||'l i) ."-'l’ :5|'|'|]'
lich alle = 1 und die Ci

grisser

nim

lenten von o ' sind = &,
;1.1_= eli:; I"m‘_‘iﬂq_']n_-slfuf‘.‘: von r,'\ € J'|||

5 1.2
20

solehe Ungleichheit ist aber formell
sttirend, wie jeder Rechenversuch sofort 1 |
|1

7

h B

Immer
niml

efficienten nahezu gleich

statt (6):

machen

h
— T — -::l:gll il }'-f’. ! ._":'i‘." — D.0BB25 1Y B

]|'|.]

oder zur Abkiirzuang 1008y =8y -

o [ A0 :
oiebt: p=00—-——=0y - (T62— Q08¢
s 100 -

Das ist eine nun geni

d zugerichtete Fehlerg

ler allzgemeinen Form
t=agdax-+~bdy =1

= ; ; I 4
obe 0= ) — oy
wobDel L 100 (9)

{ = (762 — 0,08625
Zur Ve

(B) einfiihren, nimlich:

1schaulichung der Bedeutung von

l=(B)— B (B} = 762

(B) ist ndml

ch derjenige Wert der
nehmen wiirde, wenn die Niherungswerte 762
t auf das Vor:

B

eichen merken wir ein-
[ = (B)— B = Nil

formeln (11), (10)

Nach d
i (B)

751,63

el

[({ u-l = - 000

in =
41).74

[bb] = + 220,87 (b1

Die Summe [I7] 1

nen 'l-'-'il' ]IE"I' ,‘_’l,'l'_'j_{'l'.'r1]|i: h '|||5_t_'t}L'r:;a_'f[gg.-f"

itwicklang noch nicht notig erse
Nun rechnet man wied

et [B8] [w 1] [ab] [b1 1121.7 — 1029.1 92,6

ar — T T = Brmes e == — — ().298
[aa][bb] —[abd] [ab] 2068,8 — 1659,7 409,1 £
[aa] [b1]— [ab][a ] — 9975

1] [Bb]—[ab][ab] =~ 20688

Yo
f

28,53

4001 —

+ 0,08974




14. ihrung von Niherungswerten bei zwei U

o

kannten. ol

Das so gefundene &y ist nur

eigentliche Verbesserung
@ von Oy, d, h.

eing Hilfs-Unbekannte,
¢4 ist nach (7) gleich dem hundertsten Tei

e oy Lot
gy = —= = = D.000697
Y =100
Nun hat man nach (1) und (2) die Niherungen, und soeben berechnet die
Verbesserungen, also z

ATMEN :
Niherungen (x) = 762,00 (7] 0,086 ¢
Verbesserungen da = — 0,23 0y = -+ 0,000 597
Auflssungen x = 761,77 Yy = (13)
Damit ist die ausgeglichene Funktion:
B=x—yh="T6177 — 0,086 947 h (14)

Dieses stimmt hinreichend f{iberein mit dem friheren (11)

§ 13, B. 48. Wir

en Wege das Ergebnis des vorigen § 13 wieder

baben also auf einem zweiten bequemer
erhalten, und wenn eine kleine Abweichung in y zu Tage tritt, indem der neue
Coefficient y = 0,086947 giebt gegen (,08695 der fritheren Rechnung, so werden
wir, ohme im einzelnen weiter nachzuforschen, dem neuen Ergebnis 0,086947 den
Vorzug geben weil es, trotz geringerer Ziffermenge in der Rechnung, schiirfer erhalten
werden muss.

Wenn man nach (14) fiir die gegebenen Hohen h die einzelnen B ausrechnet,
und sie mit den beobachteten B vergleicht, so érhilt man folgendes:

h B B nach (14) o Bl
beobachtet ausgeglichen

{1 ~+ 0,14mm 0,0196
2. — 0,17 0,0289
8 0,26 0.0676
4, -~ (),25 0,0784
o 0,68

B, —4 ().%0)

i

. —+

0

Diese Summe [v2] wird zur Berechnung des mittleren Fehlers gebraucht,

Wenn die v wahre Fehler wiiren, so wiirde man einfach rechnen:

Tt Sy 0
/[v2] /14685

I T/ 1 ¢ - = (L AQAmm (D [
M = J'g 5 f g1 e—b ),404 (?) (16)

Dieses ist aber ans demselben Grunde nicht richtie, aus welechem aunch die

ergte Berachnung (8) 8. 15 nicht richtig war, ndmlich weil die v nicht wahre Fehler,

i

sondern nur scheinbare Fehler sind. Die schiirfere Berechnung des mittleren Fehlers m

wird in dem spiteren § 18. gelehrt werden.
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9 (Fauss sche Elimination und Fehlerquadratsumme fir zwei Unbekannte. § 15

§ 15. Gausssche Elimination und Fehlerquadratsumme
fiir zwei Unbekannte,

tatt der unmittelbaren Auflisung der Normaleleichungen, welche in (4) § 18.

8. 46 angegeben ist, empfiehlt sich in den meisten Fillen die von (Gauss angegebene
allmiahliche E
Wir n

ichen iibersichtlichen Bezeichnm

liminierung mit einer eigentil

ehmen die Normalg

ichungen (3) § 13. 8. 45 nochmals vor:
[aa]lx + [ab]y + |a 7] 0 (1)
[able+[bbly+[b1 =0 (2)
ltiplizieren die erste Normalgleichung (1) mit — laa] und addieren sie

(#leichung fibrig bleibt :
= [ad = ) (3)
mungen einzufithren, ndmlich:

il I’|'I.l A
o —B e =) pN— a0 =pi.a] )

laal [@al

[b2.1]
~ [bb. 1]

. [ab] . .
aa) | = [ab [za.1]

nmern [bb.1], [b1.1] 0 s w.
licher Art, wie anch z. B. die Determinanten

len Baun unserer Klammer-C

che Wert = Null wird,

Um sich

zunichst, dass jeder s

L

isch anffasst, z. B.

nuang @
3
; : [ab - ) ab | . h
bb.1] =[bb] —= |_-“_n = hb-— ab="0bb ab=bb—0b=0 (8)
: E la it : % 1 1

Quadratsumme der iibrig bleibenden Fehler.

Auch die Quad: i
kann man duorch einen dhnlichen gebaufen Aunsdruc
Nach (2) 3

tsumme [ww] der iibrig bleibenden (scheinbaren) Fehler v

k- darstellen wie [bd.1] u. s. Ww.

gleichung (1)

Beziehung bringen, es

10 B

[ably + [al]f = [aa]® == 2laallabley +2[aa
[ B2 o2

[al]x l
+ 2[ab] [al]y
- e

(10)




§ 15. Gausssche Elimination und Fehlerquadratsumme fiir zwei Unbekannte. 53
und wenn man allerseits mit [a a] dividiert:
\laa]lx + [ad]ly + [al])2 s ; -
\(ao] 40 Y -+ lad] =[aa]la?+2[abley +2[alla )
[z a) :
[ab]lab] . ab]lal
Y s |-a;2—-2| --|. ly (11)
[aa] * [a a]
fal]l. .
+ 2]
aal
Wenn man dieses von (9) abzieht, so erhillt man:
. \[aale—+[ably+[alll2 [, ., [ab] el [a b] .
frrl—l | | _"f [ ] = ([b ] | Iif}‘.i'.l]:.ljlc-s ——f'ifi.i" - 'rr_g.l'| y
[a a] IR P | s [aa]
f a bl
4 Hfa‘] G w'l{”].
In der neunen Schreibweise mit [bb.1] u. s. w, giebt dieses:
[aalz—+[ab]ly+[al]2 .
y oyl — =[bb.1]y2-2[b1.11 % -
|, J ["{“I |‘ y | I I 12}

[Z:1.1] I
Eine Umformung von gleicher Art kann man nochmals machen, niimlich wegen (5)
o 1]y+ Bl 1]2=[0b.1122 +2[bb.1][b1. 1]y
+ [bi.1]3
=[bb.1]92 +2[b1.1]y ‘
bi.1], (
B2 1) |
[Bb.1]"
Dieses (13) wieder gliederweise von (12) abgezogen giebt:
;v Mealz—+[ably-+[al]2 ([Bb.1]y+[bI.1])32 [B1.1] 5111 (14)
I — e s L Lhsaa . i . -!-'-f
: [a a] [bD.1] [bE.1] :
Schreibt man vollends [I1. 2] fur die letzten Teile von (14), so ist nun das
urspriingliche [vv] von (3) auf folgende Form gebracht:

([bb. 1]y +[b1.1]2
[bb.1]

(04 —[11.1]

([eale+[ably + [al]?  \Bb. 1]y +[bl.1]2
= [a o] [bb.1
Nach (1) und (5) sind aber die beiden quadratischen Glieder = Null, es bleibt also iibrig -
vel=[l1.2] (16)

[v2]

S I N 1

Die neu eingefihrten Glieder [£7. 1] und [1/. 2], welche zur Elimination selbst
nicht notig waren, berechnet man im Anschluss an die Elimination,

Wir wollen den geschlossenen Aunsdrnck [I7.2] anch nochmals auseinander
ziehen, nidmlich:
51.1
!, -!:.H_n
L 5.1 ] 3
; [al], ..

und [El. 1]l =TH1 al
- [aa]

[(1.2]=[11.1]1—

Dann wird (16):
|qu|3 ”Jf ]*

AT B e B

s
{1q)

Die abgekiirzten Bezeichnungen [bb.1] , [be.1], [[1.1] u. & w. mit der eatsprechenden

h die Abhandlung ,Dis-

iination, sind zuerst von Gauss eingefihré worden im Jahre 1810 dure




Bezeichnul fe weh, df aeklicherweise

andere zu ersetzen, ware dlich und a ie Dauer nicht haltbar zt

¢ 16. Mittlerer Gewichts-Einheits-Fehler bei zwei Unbekannten.

uns SoeDen

adratsumme [v v},

Aus der Fehlerqg

1

htung berechnen (bzw

rster Niheru

haben, kann man aunch den mittle

mittleren Fehler einer Beobachtung vom Gewichten 1). In

i sehreiben

1
Ik

eend, weil die v nicht wahre Fehler,

—

; 3 .
formel deswegen Il

Indessen ist diese F

sondern nur scheinbare Fehler sind, wie schon am Schluss von § 14. 8. 51 betrachtet

worden- ist.

iindern, wie

Wir miissen die Formel (1) in fhnlicher Weise

arithi shen Mittel bei (10) & 7. 5. 21 geschehen ist, wo der Nenner » n— 1
(fiir eine Unbekannte z) umge a1t wurde.

Wir werden wieder zu unterscheiden haben:

Aunsgleichungs-Ergebnisse « ¥ ; Wahre te: X

scheinbare Fehler Uy Vg ¥g . - . Wahre Fehle: £) Ep Eg . .
Dann bestehen die Gleichungen:

a L by +1 | (9
f—d Kb l

X)+bly— Y)

oder B o= dle X)+bly— Y)+ & ()

Also Differenz:

=
|

selbe Form wie die frii n Fehlergleichungen v = nae +by + 1,

und wegen [av] =0 und [bv] =0

Dieses hat wieder di

man darans anch ocime Art von h-l'l'.‘}il'.'.l.-
gleichungen bilden, namlich :

[av] = [aa](x X))+ [ab](y Y) 4 [as g

o] =[ab](z—X)+[Bbl(y — X)+[be] =0 |
Auch die Summe [0 ] kann man in dhnlicher Form wie friiher bilden, namlich:
[ve] =[nallie— X2 +2[ablle—X)(y— YY)+ 2[aé] (x — X)

!,i',. -';l -.'_:l,r Y2 LS !.".l ARE ¥

+ [8¢€]

and damit lisst sich auch dieselbe Umformung machen wie bei dem fritheren [v ]

in (17) § 15. 8. 53, nimlich:
aegl? [he.l]2
[aal (bb.1]

(D)

Man sieht hieraus, dass [¢ »] kleiner als [g €] ist, und es handelt sich darum,

die renz zwischen [vv] und [ee], d. h. die zwei Schlussglieder von (5), so genan

zu bestimmen, als es bei der Unbekannth der wahren Fehler & moglich ist, d. h




o
cre

1theits-Fehler bei zwei Unbekannten.

& 16. Mittlerer Gey

wir gehen daranf aus, die Mittelwerte der zwei letzten Glieder in (5) zu bestimmen,

haben wir:

[ae2=(ay & +a; &

2y ag & £y +— ... ()
amen Mittelwert m2,

(3= Eg”

. setzen wir de ir

henwechsels -+ &

. w. miissen wegen des unregelméssigen Ze

giebt (f):

| ;—,I: fﬁr!'-i (;_:'\:

[a ]2 a a] m2 und

=
0
=
o
o
™~
(o]

-

[ab]
- |{£_,||{{].,I |

der Mittelwert mit Riicksicht auf die verse

£ Eg+ .. gE-

dabei man wieder dieselben {Tberl

=t

ungen, wie bei (6),

er verschiedenen Quadrate &2 , 82, .. allgemein = m?
und dass der Mittelwert der Produkie & & vers

schwankenden Vorzeichen -+ der einzelnen & Man findet also aus

chwindet wegen der

et A a bl2
= (B2 B ) = (1 E fo? =+, . .} —§ = (@ by =+ e by
; E [@a)? ' Pl :

[« B>

[ }I-l
) [ B
raalz 001 — [ b]

T [ea]”
be.1)2 : a b : ?
(AT — | A1 3 1 fay
me L [f«“"im | =1bb.1] (8)

ilt man:

Setzt man dieses (8) nebst (7) in (5), so erl
[¢¢] [6 8] — m® — m?

[vv] = [g¢e] — 2m?

ramoi LA ; s A

Nun ist = ] = m? die wahre Bestimmung von m2, was mit dem vorhergehenden
"

rusammengenommen giebt:

2 I - ‘. o
also: T L m= [/ = ] {4
i 2
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ab Mittlerer Fehler der ausgeglichenen x und . § 17.

Dieses ist die richtige Formel statt der zweifelhaften Formel (1). Die For-

mel (9) erinnert in ihrem Ban an die friihere Formel (10) § 7. 8. 21 fiir das arith-

metische DMittel. Ebenso wie fiir eine Unbekannte beim arithmetischen Mittel der

Nenner n in n— 1 fiberging, muss nun bei zwei Unbekannten # und y der Nenner
n— 2 werden.

Man kann wohl vermuten, dass das nun so weiter gehen wird, dass bei 3 Un-
bekannten x, y, # der Nenner # — 8 und allgemein bei 1 Unbekannten der Nenner
n —n entstehen wird; aber ehe wir dieses bewiesen haben werden, ist es noch nicht

eiiltiz.

Die Untersch

dung wahre
ist eine der feir

r Fehler & und scheinbarer Fehler ¢ bei der Herechnung des
ten Betrachtungen der M, 4. k1. Q. eir

wh Anderer als Gaunss sich wohl dabei ber

mittleren Fehl 2 Bliite des Ganusa-

8

schen ITngenlums, wihrend ms

igt hatte, dass die ¢
immerhin Niherungswerte der g sind. Der allgemeine Batz, dessen besonderen Fall fir zwei Un-
¥

ekannte wir soeben behandelt haben, wurde zuerst von Gauss in art. 38 der .theoria combina-

tionis" (vom J entwickelt, In

nem Lehrbuche diese Sache anschaulich vorzutragen und

zn beweisen st n ¢ht. Sehon Gerling begniigte sich in seimer ,Ausgleichungs-Rechnung der

praktischen Geomet: y Hamburg 1843, §, 132 mit einer allgemeinen Plausibelmachung.

Neuere Verfasser von Lehrbiichern haben hiinfig den Satz wenigstens fir n — 1 bewiesen, und haben

dann nach Analogie summarisch weiter geschlossen, dass fir zwei Unbekanute a, fir deei Un-

bekannta n 4 1L 85 w. zu setzen sef, — Ganz ung
i

schehen, den Batz m?= I E nicht streng zu bewelgender Grundsafz® an die Spitzen de
ki i

sslg aber st es, wie in neuester Zeit ga-

Ba-

trachtungen zu stellen. Mit demselbe chte konnte man den

Pythagoriischen Fehlerfortpflanzungs-

viegenen Gron

atg an die Spitze stellen, und durch solches Verfahren der

satz (G) 8. 16 als u
L Q. den mathematischen Boden entziehen.

M, d.

§ 17. Mittlerer Fehler der ausgeglichenen a und 4.

Mit dem, was wir in § 18.—16. gelehrt haben, kann man bereits kleine Aus-
gleichungen machen, und in vielen Fillen geschieht nichts weiteres, (und im Sinne
allmihlicher Erlernung der ganzen Theorie michte es sich auch empfehlen, unn sofort
das Zahlenbeispiel von § 14. nochmals vorzunehmen, und entsprechend § 15, und § 16.
weiter zu fiihren),

Indessen ebenso wie beim arithmetischen Mittel der mittlere Fehler des Mittels
selbst, d. h. des ansgeglichenen x bestimmt werden musste, verlangt nun auch die
Weiterfiihiung unserer Ausgleichung mit zwei Unbekannten noch die Berechnung der
mittleren Fehler der ausgeglichenen z und v.

Um dazu zu gelangen, nehmen wir wieder unser allgemeines Fehlerfortpflanzungs-
gesetz (10) § 5. 8, 17 vor, und nehmen an, es hingen & und y mit gemessenen
Grossen ! durch folgende lineare Gleichungen zusammen :

r=a l +uglo+0glg+... +al, (1)
Yy=pPh +Pely !

Wenn dabei m der mittlere Fehler eines einzelnen [ ist, so sind nach dem

citierten Fehlerfortpflanzun;

g L, (2)

spesefze die mittleren Fehlerquadrate von & und %:

M =oZmd - aptm 4. = (e . ) mE =[] m? (3)
m? = F12m? 4= Botm® L. = (812 + 5+ .. mE = [B 8] m? (4)
oder in Gewichtsform, wenn zu dem mittleren Fehler m das Gewicht 1 cehbrt:
1 1 =
P — ||’E JCE Py = :‘ ‘;'I 1)




|

L)

)

i
—
=1

Mittlerer Fehler der ausgeglichenen = und . 3

Dieses gilt zunichst fiir beliebize Werte « und f; wir wollen nun ab

unter % die Unbekannte verstehen, welche aus der Auflosung unserer Normalglei
ungen hervorgeht, nimlich nach (5) § 15. 8, 52:

[bi.1]
~ - [bb.1]

Um diese Gleichung (6) mit (2) in Ubereinstimmung zu bringen, miissen wir
den Zihler von (6) so auflosen, bis alle darin vorkommenden I ly... einzeln da-
stehen; wir entwickeln daher:

(6)

Y

1 ]

[a1]
1 @) -

i1.1] =i — |[f

= +bala...) — (@ ly +~aala 4+ ...}

— ay | Iy + [ ba T | la =

\ [aa]l ) I SEel] s e

Dieses in (6) beriicksichtigt giebt:
a bl b

h — ['I ] a h - |” JEL.
4 [z a] g [aa] *

u b, v B i 7

Y bb.1] bb.1]

Die Vergleichung mit (2) zeigt, dass die p folgende Bedeutungen haben:

ilz—__.

{ b 1 D]
EJ| _||' ]ﬂ] by — |f = Oa -
p [a a] e ®_ [aia] L
i [ R b5 .1]
, et [a able .\
also: 2 == = (B2 — 21 JIri-, 1 —-r-—l Ji a2
[Bh.1]2 Y [a a] [aa]
: ; 1k 1 b] [abl®
ebenso auch: B2 == (b2 —2 _[.r S e e
= [BB.1]2 1 - [a a] [a a]?
; 1 [a b] [ab]2_ ..
Summe H2] = —IhE = o I i ] — [aZ
umims [52] b 172 _[ ] [da ab] (aaP a<]
oder mit [B2] =[bb] . [e®] = [za] n. s w.:
| ! E;”:' .".l::

41 < [ ,Ill
M= b1 l’ !

’ 1
als =
ilso [881= 3 1

ges gilt fir die Unbekannte y und entsprechend hat man fir x,

. I
i bl = bbh.1
i a2 = e s

oder p, = [bb.1] (3)

Di
man nur iiberall b und a vertauscht:
1
[aa.1]

Die Quadratsummen [¢ ] und [3 f] nennt man Gewichts-Coefficien Damit
hat man auch die mittleren Fehler von y und von x, fiir den Gewichtseinheitsfehler m:

n i :
Mty = = (109

e — |@a. 1] (9
F

[ w] = |

i m i
i — = (L1)

¥ pe o [aa.1]




Mittlerer Fehler der ausgeglichenen x und y. &L

m selbst wird hi

nach (9) § 16. 8. 75 und (16) § 15. 8. 53 bestimmi, nimlich:

i ; ik = Pl e (12)
f n—2 !'l "— 2 '
Coefficienten-Determinante. Wenn man

Determinante der Normalgle
ungs-Coefficie

nlich:
(bb] —[ab] [ab] = D (13

z0 kann man, wie sich durch Aufls

en [aa] [ab] u. s. w. einfihrt, 1

[z a

sofort zeigt, auch fol
J

bb.1] D [aa.l] = D

| ). z s | . s

| (E ||’_] |_|'r 7

lles zur Fehlerbestimmung von z und % selbst n

nde Formen hers

Damit ist

Wir werden aber

er finden, dass h noch eine Aufeabe giebt, welche im
bisherigen nicht inl i

1

Es ist nicht 1

ist, nAmlich 1

ljestimmung  des mittl Fehlers einer

Fuanktion

ichenen x und y.

atlich, sich da

it zn beschéfticen, ehe die m
und i selbst nach -||:J‘. vorstehenden Formeln
auch duorch Zahlenbeispiele eingeiibt sind,

wir doch noch die Formeln fiir [a A]

leren Fehler von
(9) und (10) vallig verstanden und
jedoch

les Zusammenhangs wegen wollen
s, w. angeben. Man braucht nimlich spi

{in § 24.) nicht nur die Quadratsummen [e «] und [8 8], sondern auch die Prodr
summe [e ]

BT

cienten « und von (1) und (2).
Ein einzeln it sich nach (7), mit Anwendung von f? nach (14):

' bo)(, _ [ab],
i i T
xy D

_n".' .‘l;:.'.'l K }Ii b
1
pe

dann die Summe

|-r rrJ: i.f.' .".-l'.'

al [ab] b b [ab] [bb]a;ay+[ab] [ab]a; by

aller solcher Produkte:
[ 8] 152 [aa] [bb] [ab [aa] [ab] [bb] — [ab] [bb] [&a] + [ab][ab] [ab]

Die ‘2 ersten Glieder heben sich auf, und wenn man wiader

lie Bedeuntung von
I beriicksichtic

so erhilt man:

- [a@ b —[a®b]
3 g (1o}
D aa][hb] —[ab][ab]

ler Analogie mit [0 .1] wollen wir n

und wegen 1och einfithren :

- ml [ex e -
L s |l_iJ|'-

wodarch wird:

Zusammenfassung
1 bb] 1 1

Ay
- . (& f] - s
[!I &k D i R :._r;. b. 1| D I

. 1
18 8] = [a a] = 1 '

[z ]

; me " [aa
e @] = e L =5 .




Proben, 59

§ 18 Coefficienten- Berechnung und Sumn
1) = i_-J t'.'_' ”J hl— |a Fu'i ig{ .l’1| lfl’]‘;
Dieser Coefficienten-Determinante D entspricht auch eine Gewichts-Coefficienten-
Dete ante: d= [ rc] : | 21
md es besteht zwischen beiden die Beziehung
1” _'l' =] —J—J'|
Wir wiederholen hiezn aber die Bemerkur dass man all das letzte, von (13)
bis (22) fiir die ndchsten Aunfraben nicht braucht,

Coefficienten-Berechnung und Summen-Proben.

§ 18

b durch die vorhergehenden § 18.—17. die Ausgleichung mit zwei

ist. wollen wir doch vor Beginn eines

Unbekannten o und ¢ vollstindig klargelegt
ykongen machen iiber die Ausrechnung und Ver-

Zahlenbei I"'l‘ noch einige Ben
' der Quadratsummen und Produktsummen [aa] , [ab] w. s. W.

4 1-' Quadrate @@ und der Produkie eb w s. W. kann, je
eben sind, verschieden

.-\.m'i' hm

oder mit vielen Stellen

achdem die Zahlen ei r
r»Lt'chvn Es sind hiezu die mechanischen Rechenhilfsmittel zu erwithnen, welche
Aufl,, 8. 118—134 beschrieben haben: Rechenschieber,

unserem II. Bande, 4.
Rechenscheibe, Rechenmaschinen u. s. w.

Die Quadrate bildet man j '-1*['—-1‘.« mit einer Quadrattafel, wie eine solche
z. B. auf 8. [2]—[6] unseres Anhangs shen ist. Filr
ssere Genanigkeit (welche aber bei guter \-nLPru itung der Rechenform selten notig
» Logarithmentafeln

S

ligem Argument

ist) hat man ausfithrlicher
und anderer Tabellenwerke.
Die Produkte ab u.

kJ'.'.iI':I.'iL'ii

. w. kann man direkt ausmultiplizieren, wie in den Bei-
[bl] gesc hehen ist. Bei mehrstelligen Zahlen kann

spielen 8. 48 und 8. 50
man sich einer Produktentafel bedienen, deren zur Zeit zwei vorhanden sind, nfimlich:
P R reln. welche alles Multiplizieren und Dividieren mit
Zahlen Tan 2ar en. mit einem Vorworte von Bremiker. 5. Ansgabe,

Berlin 1880,
Lechentafel rte, entworfen und he-

arbeitet von Dr. H.

jebt alle Produkte von 3- und

Produkte ans 8- und 2 stelligen Faktor

Es giebt aber auch ein sehr gutes Verfahren, die Produkte mit der Quadrat-

hestimmen. Es ist nimlich:

el zu 1
+ iy o [ Y
(@ == I’fl_f'—I —a2 L2 2a b t')l.lnl' ab= @t by? z L L.-'I
worans man findet: Y
y e P 1
(ab] __||rr—|'r.~ 'L').Hlfl + [bB]) (1)

man [a a] sowie [b8] ohnehin braucht, so ist nur noch [{a + b)2] d. h. die

mmme der Quadrate (a - b)® auszurechnen.
Statt (@ — b2 kann man auch (@ — b)® beniitzen in dieser Weise:
[(a —b)*] + [aa] 4 [B 5] (2)

la B]




60 Coefficienten-Berechnung und Summen-Proben. § 18,

Wir wollen di
& 19, gehtirt:
b l bl

es Verfahren an einem Beispiele zeigen, welches zu § 14. und

2 (b-1) (b-1)2

1,20 0,45 + .54 0,20 1.G5 2972
5 0,29 0.50 0,05 2,47 6,10
271 0,16 0,43 7,34 0,08 2,87
3,48 0,75 2.61 12,11 0,56 4,23 17,89
4,07 — 0,07 0,28 16,56 0,00 1,00 16,00
4,92 1,37 24,21 1,88 6,29 39,56
7,08 0,45 50.13 0,20 753 56.70
7,34 1,10 53,38 121 | 844 71,23
7,69 0,45 59,14 0,20 8,14 66,26
40,74 488 | +25,5 220,87 4,3 15,62 284,70
45,62 [b 0] = [L1] — 234,20
[b1] [(bb]+[11]=28420  2[bl]= + 50,50
[B1] :
Wir haben also [b !] unmittelbar + 25,26 und auf dem Wege iiber (b 4 1)2

und [bb] und [I!] mittelbar [b/] = - 25,25 gefunden, was hinreichend zusammen
stimmt. Damit ist nicht nur [b1] selbst, sondern es sind auch [b b] und [{ 1] versichert

Man kann solche Proben in den wverschiedensten Verbindungen machen; man
kann z. B. [aa] und [»B] nebst [a b] durch [(a + b)2] kontrollieren und dann nech
die Produktsumme der (@ + b)! bilden, woduarech auch noch [@l] und [b1] ver-
sichert sind.

Man kann
chung

auch noch in anderer Weise ein Produkt durch Quadrate bestimmen, nach der

Glei

1 1

alk — o, IA-EE B i B2
TR £

Hiernach ist berechnet: Tafel der Viertel-Quadrate aller ganzen Zahlen von 1 bis

u. 8. w, von Jogeph Plafer, Wien 1887, b

gprochen von Hammer in der Zeitschr. f. Verm. 18
r Za

8. 486—48G. Far Multiplikation vielst
gich In der Anordnung mit den 3 letefs

len kann diese Tafel von Nutzen sein (nachdem man

klginer Faktoren, wie sie in der M. d. kl, Q. meist vorkommen, lohnt sich die Tafel der Viertel-

quadrate kaum,

Swummenproben. Man kann die Berechnung der Coefficienten [a a] , [a b] u. 5. w.
auch durch Summen kontrollieren, welche immer tiber die ganze Reihe a , b , I
sich erstrecken.

Bei nur zwei Elementen x , v, bzw. a , b tritt der grosse Vorteil solcher
Summenproben noch nicht so deutlich hervor, wie bei vielen Unbekanuten, wo die
Probesummen durch die ganze Rechnung, namentlich auch in der Elimination von
Linie zu Linie wirksam, ausgezeichnete Dienste leisten. Indessen miissen wir, um
das Verfahren allmiihlich eipzuiiben, auch schon bei zwei Unbekannten den ganzen
Probesummenapparat kennen lernen. Dabei ist es bequem, nicht die Summen selbst
sondern die negativen Summen in Rechnmung zu nehmen, so dass immer alles auf
Null ausgehen muss, d. h. wir setzen:

I"'f1 T Ll Jr-l - .\'] — i
Ao 4+by+1la+8%=0u s w




§ 18 Coefficienten-Berechnung und Summen-Proben. 61

dann ist auch:
[aal +[ab] +[al] +[as] =10
[ab] + [bb] + [b] = [bs] =0
[l +[B+[1+[s]=0
[o 5]+ b 5] + (18] + [s 5] = 0
Dieses wollen wir durch Linien in folgender Weise andenten:
[a a) J [ab] | [al] | [as]
[ [bo] [ [B1] ] [bs]
| [2 7] [¢ s]
| [s4]
Man bekommt also ein Coefficienten-System, wie wenn statt 2 Unbekannten
deren 3 vorhanden wiren. Dem cllt-_\'p'l't‘t"'!'.n'lul rechnet man auch weiter nicht nor
[bt.1] , [b1.1], sondern auch [bs.1], [[s.1] w. s. w, d. h.:

r ? ¥ [u.h-_: . : 5 ] i I 5 4 1 _'ri f:
-_hf1.1|_|h}l|—E{“rlllui‘l| [bl.1] .|fff|—dl!] [al] } [bs.1] = [bs] |[”][{
; e ) : ciian . oot o]
'[.E.I]—[f’a]—[_[:[ul"] [Pe.1]=1[is] el [t
. e [a 5]
Ggoiiletr |<m]| 4

Hiemit hat man wieder Proben, nimlich:
(pb.1 | [b1. ||ih.:|
L1 1| | [ts.1]
i §.1]

Die Richtigkeit der hierdurch angedeuteten Probegleichungen lisst sich leicht

einsehen, z. B.:

(6B 1]+ 1.1l = —[bs]— (—[as])=—[bs.1]

[bD. 1]+ [bi.1]

und ebenso: [BI.1]+[{i1.1]-+[fs.1] =1
. = . 1]+ [ls.1]+[s8.1]=0
So geht es auch noch weiter:
I s e S :
T3 b 1 B L}'h_ g1 l [15.2] =[ls.1] Il’--“- { bs.1]

[bs. |
ga MN=1Iz=. - 3 JI 8. |

Die hiebei giltigen Proben sind angedentet dureh:
2] [1s.2]

[ 55- 2]




62 Eliminations-Beispiel mit 2 Unbeka

e
u, .,

Glieder miissen einander gleich werden,

Weize. wie oben bei den Coefficienten [...1], leicht 1

Nun kommt noch die wichtige Probe, dass [11.2] = [v ¢] werden muss, indem

:n der einzelnen auszurechnenden v bestimmt wird.

[vo] durch Quac

ol e

zahlreichen Proben si

Die mitgeteilten sel

9 Unbekannte vorhanden sind, teilweise iiberfliissig, und man kann siech hier, so well

| _'| dessen

alten

he

die Elimination in Frage kommt, wohl mit der P

kommt, hiebei

Bestimmung bei y und bei & vo nmend

feder [¢s], [s5.1], [¢.2] weglassen

Oft wird man die quadratischen Schluo

nmefrie der Formeln wegen

r mehr der 8

konnen; wir haben diese letzten Probeg

als wegen des praktischen Bediirfniss feenomm

_«'LlLlln_']'(:]'_-:—_'ﬂ.\: 1n wohl

sich mit der einen Probe b

|H_-'I - [a al '_’!ﬁhi----flrf."l der [aa] 4+ [ab] +{al]
[Bb]+2[b 1 - [ab] hb] +[b 1]

i
!..l .'\: 1 a l I 'Ii il

!
mit einer an absolute Sicher

Wenn alle diese Proben stim so kann

hkeit die Fehlerlosigkeit der Rechnung behauy

heit grenzenden Wahrscheinli

chkeit,

vor und erleichtert die Aus-

Unsere Zahlenbeispiele von § 13. und § 14. hatt

alle Coefficienten a = 1 sind. - Fall kommt hiufig

sehr, denn es ist dann, bei n Beobachtungen,

nung der Summen: Coel

laal = n la bl bl [ad]l =

berechnet werden, wozn dann

und [77] mi

Summeng zi nehmen sind, w tion wohl mit Summeng

icht werden kann.

go

§ 19. Eliminations-Beispiel mit 2 Unbekannten.

sl von § 14., welches wir dort nach gew

Wir nehmen dasz DBel

-\.'Ili‘

chen Methoden behandelt haben, nochmals vor.

Das Coe

algebra

iten-System von 8. 50 nebst Summen

f h ] 8
i - 9.0l 40.74

b - 990 8

schieden lassen, ob man die

i B ;
Indem wir vorerst uner

mit dem Re

- ithmen oder sonst
le Anordnung, wobei man vorerst an-
klein gedruckten Zahlem ig inem Nehenblatt

n. 5. w. unmittelbar od

wie ausrechnen will, erhalten wir die folger

nehmen mag, dass d

berechnet w




&:19. Eliminations-Beispiel mit 2 Unbekannten. 63
T’J-nb.u
[[f ﬂ].... L 900 Tabh] |q ,.;] . 26,86 (.00
||i_.l [‘J = =t l.’J -| — =5k ﬁ;rh": i'!-1|_ll_l
_la e g _[at Al T
o ]
[2 _..-"i = 4+ 16.05 L O
sl 5 = — 14,56
SHETE
[bh.1]= [Bs.l]l=— 4229 | —0,01

De.1]l=~+ 149 0,00

i, 1= — 205
[T
[15.2]- 1,46 0,00
= ; __:hi: _ 4 0,08975 l :
~= 4545 (2)
Py = iH.45 !LJI r — 1.46 l

Fir die umgekehrte Rechnung, nimlich Elimination von y und Bestimmung
von & nebst p., schreiben wir nur noch die Zahlen, und zwar mit einer Btelle weniger
als vorher:

b a § Probe
2904 — 40,7 — e — 164,9 0.0
~ 9,0 -+ 26,8 0.0
7.2 20,0 |
| L]
o |
Tl | 0,0
1)
+ 14 0,0
-+ 4 :
xr = — = — 0,22 (genauver = — 0,226) |
-+ 1,8 : ' ()
p.= 1,8 [vv] =14

Wenn es sich um eine Rechnung mit so wenigen Stellen wie hier handelt, so
macht man die Rechnung am besten mit dem RKechenschicber. Man stellt fiir die

S : 40,7 . e ; .
erste Linie den Quotienten 5999 St und multipliziert damit der Reihe nach:
£0,7 25,3 163,9, d. h. man liest mit einer Kinstellung die drei Produkte ab:
40,7 [28 40,7 _. 40,7
0.7 =12 958 — 45 163,9 = 29,
s e 599.9 7 = 9200 :
S ; i [ b] b
Um die Vorgeichen — oder + der Grissen = '| [ab] u. 5. w. richtig anzu-
& a)

setzen, kann man in jedem einzelnen Falle die verschiedenen einwirkenden -+ und —
abziihlen; man gelangt aber bald zu einer fibe
wir an der Hand des vorstehenden Beispiels bilden wollen:

sichtlichen mechanischen Regel, die

a) 4 — - -

7.1) f




A4 Eliminations-Beispiel mit 2 Unbekannten. & 19.

1} Die Vorzeichen einer Linie #.1) oder i .1) haben jedenfalls dieselbe Folge
wie die darfiberstehenden Vorzeichen der ersten Linie a).
2) Die Vorzeichen einer Linie #.1) oder 7.1) beginnen immer mit —, darans

2% Wenn iiber &.1) in der Linie @) das Zeichen sht, so gehen die Vor-

zeicl

en von a) unmittelbar nach 5.1) tiber; wenn dagegen fiber ».1) in der Linie a)

das Zeichen -~ steht, so gehen die Vorzeichen von a) simtlich umgekehrt nach
1) dibexr,

Wir wollen d einem Beispiel mit 5 Elementen weiter veran-

Regel

schan

les zusammenzustellen, was die Elimination 8. 63 fiir den Endzweck

Um nun

hat, nehmen wir aus (2) und (3):

y = + 0,0697H 0,226

P

oo — 0,22 und p. = 1,8 sind mit dem

-'"""|'II']I;k‘]'l:;k'_"]_ll_']'

md bei Beschrinkung auf die allermindeste Stellenzahl erhalten; rechnet man ein

r=—0>0,226 und p 1,78, womit wir weiter

g0 erhilt mi

i-'\ | (2]

in wenig sc
rechnén wollen.

Die
ler v und der ¢2 nach (15) § 14.
der Fall i

seinheitsfehler :

telbaren Ausrechnung

14695 pgeni

und nachdem hat man den mittleren

\ ':::\'.'il' ‘

Dann :

i 0,46
| — =

Ve VE

also  y = -+ 006975 -+ 0,06797

— - 000697 <= 0.00

Y
100

(15) § 14. 8. 51 und wir haben daher nun wie dort:

and 2 haben die 1l dieselbe Bedeutung, wie frither §, und 4, in

Niherung () = 0,086 250

-4 (.000 697 =+ 0.000 630

ie 0,086 047 == 0.000 680 (7)
Ebenso auch
Nihernng () = T62,0(

Verb

Ausgeglichen THL T (8)

erung — 023




§ 20, Eliminations-Rechnung mit L 65

Die ausgegclichene Funktion ist also nun:
B = %al,iim® 0,086 947 k
- ||I3_|1:.|:: =+ (3,000 |;.-\|'| l

mit m = —+ 0,4Gmm

Man hat also wieder dieselbe Ausgleichungsfunktion wie frither (14) § 14. 8. 51,
jedoch hat die neue Rechnung den Vorzug, dass sie die Unsicherheit der erlangten
batt 1

i fir h =0 der fiir jene Gegend

Formel zu schitzen gestatt Z. B. ist 761,
2 mittlere Jahresharometerstand auf den Meeresspiegel reduziert,

o1t

(Wiirttemberg) .
| wurde mit einem mittleren Fehler von =4 0,34== erhalten. Ahnlich

und ger Wel

wir nun von dem Coefficienten 0

7

086 947, dass er anf etwa 1:128 oder rund

1 0fy seines Wertes annihernd bestimmt wurde.
§ 20. Eliminations-Rechnung mit Logarithmen,

Bei nur zwei Unbekannten 2 und y reicht die Elimination mit dem Rechen-
schieber fast immer aus, indessen, wenn die Coefficienten mehrstellie sind, itberhaupt
wenn man genauer zu rechnen veranlasst ist, wird man zur logarithmischen Rechnung

Logarithmische Auflosung der Normalgleichungen mit Schiebe-Zeltel.

@] | b] - {] | | Proben.
[a + 9,00 — 40,74 4,88 - 26,26 0,00
log [a 0.95424 1,61002 0,65842 142011
log [ 296530 1,34420 2,08489
042280 1.16320
[ + 229,87 — 25,26 | — 168,87 | 0,00
s — 184,42 4 22,00 - 121,58

- 4,33 - 18.05 0.00

a — &,656
t -r:I
h.l] L]
S ¢ rh= AT
Y= ) : Ih -1.-'_}._-151 |,I fl — 0,01
: 45 b
0,06975
2 i;],:]-:r
16 (0,00

Zettel a.

Zettel b.

Jordan, I




66 Eliminations-Rechnung mit Logarithmen, § 20.

dlich ist, indem

: o i g o . [ab],
man eben den Formeln von § 15. 8. 52 schlechthin folgt, z. B. [bb.1] = [bb] — = [

welche bel nur zwei Unbekannten auch wohl selbstver

iiber

[aa]
., [ab] s :
wozu man log & zuerst bestimmt, das man mehrfach braucht, u. s. w.
" [a q]
Indessen wenn man einmal gich entschliesst, logarithmisch zu rechnen, so em-

as liniertes Scher anzule und dabei kann man die fort-

pfiehlt es sich, ein fes

cosetzten Additionen der Logarithmen mit Schiebe-Zetteln machen und dadurch
I hen ist.
Die Rechnung nach diesem Schema 8. 65 nimmt folgenden Verlauf:

Schreibereien ersparen, wie aus vorstehender Tabelle zu er

Die vorher berechneten C

icienten [ @] [a ] u. 8. w. werden an durch

die Zeilen- und Spaltenbezeichnung bestimmten Stellen geschrieben, z. B. die Zeile [b
ammentreffen die Stelle fiir [b 1] = — 25,26.

sem werden die 4 Logarithmen in eine Linie gesetzt:

und die Spalte I] bestimmen durch ihr Zus
Nach di

log [a a] = 0.95

24 log [a b] = 1.61002 log [a 1] = D.e8842 log[as

= 1.42011

Die weitere logarithmische Rechnung geschieht mit Hilfe von Zetteln (Papier-

streifen), welche unten anf 8. 65 angegeben sind. Man kann das, was die zwel
Zettel . und b. enthalten, 1

schreiben, in der Beschreibung reden wir j

iirlich praktisch wohl auch aunf einen Papierstreifen
strennten Zetteln.

Ziettel a. wird so erhalfen: Man legt einen Papierstreifen fiber die Linie log [a

edoch von zwer

und schreibt iiber 005424 die dekadische Erginzung 9.04576. Dieses ist log . und
a
L
|

@]
[ b] . [a'l] > :
9.4 und von mr;! 2 gebraucht. Hiezu schiebt man
[a a] “laa] -

den Zettel um eine Spalte nach rechts, so dass

beider 065578 schreibt man auf den Zettel recht

wird zur Berechnung von log

iber 161002 kommt, die Summe

Der Zettel wird abermals um eine

Spalte nach rechts geschoben und giebt 9.04576 fiber 0,8s842, zusammen 9.73418,
o7 © s e S = [ad]
Damit ist der Zettel a. an sich fertig, und kann zur Berechnung von s [ab]
[ab],
[aa]”

die Normallage und liefert durch allm#hliches Schieben nach rechts, indem 0.65578 nach
abwirts addiert wird, folgendes:

al] u. s. w. gebraucht werden. Zu diesem Zweck kommt der Zettel w

(Zettel) 0.6

161002

2.26530 1,34420 9.08450
in dhnlicher Weise wird auch wollends erhalten:

(Zettel)

Zu den so erha

tenen 5 Logarithimen schligt man

ie Nummeri auf, und setat

dieselben in die vorbereiteten Stellen darunter:

154 42 -+ 2200

Die Vorzeichen — oder - bestimmt

bereits

angegebenen Regel.




(7]
oD

21, Ungleiche Gewichte. 67

Addiert man diese Betriige algebraisch zu den dariiberstehenden Coefficienten

[bB] = + 229,87 u. s w., It man:
0D .1] = + 4545 [b1.1] = —38,17 [bs.1] =—42,20
1.1 =+ 188 [l 8.1] = + 1,49
Zu diesem erstmals reduzierten System gehort nun der zweite Zettel 7.

Verfihrt man mit diesem ebenso wie vorher mit dem Zettel a., so ist die
Elimination vollendet, und auf dem Zettel . selbst hat man:

Bl , - - .
log l[J ; ]]| — log v (abgesehen vom Vorzeichen).

Um auch & zu erhalten, kann man zwar in gewthnlicher Weise das erhaltene
m eing der Normalgleichungen

+ 3,00m— 40,74y + 4,88=10

— 40,74 2 <+ 229,87 y — 25,26 = 0
einsetzen, und erhdlt damit x = — 0,226, Wenn man aber auch das Gewicht von
haben will, so stellt man die ganze Elimination um, so dass ¢ die erste und x die
zweite Unbekannte wird, wie schon auf 8. 63 angegeben ist. Auf diese Weise erhilt man:
r=— 0226 [171.2] =146 y = + 0,06975 (&Y
[6a.1] = + 1,78 bb.1] = +4545 | 2
{1l.2] = 1,46 stimmt gentigend mit dem schon friher (am Schluss von § 14. (18) 8. 51)

berechneten [v o] = 1,4695, man hat also jetzt den mittleren Gewichtseinheitsfehler
/ 147 . :
m = } e (6)
und damift auch die mittleren Fehler von x und #:
i e m el
m, = = -+ (,34mm G — = =+ 0,06797
Y1,78 V45,45
g = — ,28mm 4 () J4mm g = -+ 0,06975 == 0,06797

Dieses ist also daz Ergebnis der reinen Elimination; die Weiterverwertung der
s

gewonnenen y und « ist dann ebenso wie schon am Schluss des vorigen § 19, 8. 64 —65
gezeigt worden ist.

§ 21. Ungleiche Gewichte.

Bisher wurde angenommen, dass alle Beobachtungen I von vornherein gleich
genau seien. Wenn dieses nicht der Fall ist, haben die einzelnen I verschiedene Ge-
wichte. Wir wollen anmehmen :

Beobachtungen { & Iyt ™y 1
; G Rsy ot (1)
mit Gewichten P1 Po R |
Die Fehlergleichungen seien dieselben wie friiher:
=0 e+hy+l Gewicht = p,
Vg = Ao & + by + g = g
vg = ag & + bg ¥ + I =y | (2)
e = a4+ bap by = Pu

Dann hat man nicht mehr [vv] zu einem Minimum zu machen, sondern:
[p v ] = Minimum (3)
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68 Ungleiche Gewichte. § 21

die Normaleleichungen :
[paalz—+ [pab]ly-+[pal]l =10 |
3 |4}
|}- a J.J T | P h H 9+ [p h .-'_. i) I

Diese (Hleichungen unterscheiden sich von (3) § 19

gesefzt ist: eine weitere Anderung

tritt z. B. ”,I-F'.: bh.1l] an die Stelle von [D bh.1] uw s Ww.

or Klammer p
hei der Kl

Der mittlere Gewichtseinheitsfehler wird :

||‘:1|.If5

ein. Auch

tlichen Becbachtung, sondern

Dieser Fehler me gehort im allge
erten Be

Wenn die Gewichtswurzeln )/ p bequeme Z

vhtung, welche das Gew

g einer fir p =1 hat.

sind, so ist es oft nitzlich,
statt geradezn [paa] , [pab] w s. w. auszurechnen, so zu verfahren:
1oy

Man multipliziert alle Coefficienten « , b und die Absolutg i der Fehler-

leichungen mit ) p, und denkt gich die Fehlergleichungen (2) nun so

nVpr = V1 + i Ve + 4L Vm |

vy V po

iy} 'l_i‘-_'l ".'F’-: l.ﬁ 1':‘.."-.-:_ l

1t a2
selbst die

(8) und die Normal

dann giebt die Quadriert
gleichungen (4).
Man kann diese Sa

auch so

| nach (4)
ch () entstanden sein; man kann immer dem Zeichen [a a] die Bedeutung

odaer

unterlégen:

P B == - |.' @ | n. B W.

11t

und damif
Die Coefficienten o , g in § 17. @

bisherigen Formeln auch fiir ungleiche Gewichte,

inderte Bedeutungen,

nimlich entsprechend (1) 8. 56 haben wir

. *] 7 / \
z=——I(H¥m)

Vi

1 pidra
P S5y

Die Weite

oy=[pbb.1] (10

so dass man also fdiberall sich nicht weiter um die Gewi zu kiimmern hat, sobald

die Summen-Coefficienten entweder nach (4) unmittelbar oder nach (6) berechnet

42118
Damit ist bereits alles zur Ausglei

alt, wir wollen aber noch einige Bemerkungen zv

chung mit ungleichen Gewichten Erforder

m (welche zuniichst

iren werden kinnen).

Mittlere Fehler a priori angenommen.
Wenn die

geradezn durch mittlere Fehler (nach

keitsverh: dehuneen

sind, so .‘-i“] '-{;l,' Gewichte P den (BT
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portional zu nehmen, und die Rechnung ist nach den Formeln (1) bis (5), oder (8)
bis (10) zu fiihven; indessen kann man die Formeln auch so schreiben, dass micht
von Gewichten p, sondern nur von mittleren Fehlern m die Rede ist, und diese mehr
anschauliche Form empfiehlt sich in vielen Fillen. Wir haben so:

Mittlere Fehler der I

Fehlergleichuneen : =
: vor der Ausgleichung:

vy =arx + by + 1 -+
e (o + bay =+ s -+ ma | 1)
2 % % 2 (11)
Pa = 0@ + U0 ¥+ s ==y I
Aunsgleichungsprinzip
- - ! Y O i o S AN ]
(PR { o8 [ wa)\2 V)2 e 9
- Sl g s e | = Minimum (12)
m Vi \ma) Loy

Normalgleichungen :

[“cw' al” al’
Jesfealis [0
W 1 m o " mom P
= e . ; J (13
[rel=+anlo+[aml =0 |
& o =+ =0
T T FI e

Mittlerer Gewichtseinheitsfehler nach der Ansg

eichung:
1

A e / 1]
=/ v 1 / b b -
m = };’ 5 [ oder = }' 5 . '_}J “_;]
m— & LLmm n— 3z Lmim

Die mittleren Fehler der Werte von ! nach der Ausgleichung sind bzw.:
m 1 eI o
M’ = my 4 Mg = I Mo oo Wy = My (158)

1 1

Wenn die m; mg ... ma schon vor der Ausgleichung richtig bemessen waren,

so wird m=1 und =" =m; ms' = ms 0. 8 W

Um zu einer weiteren Betrachtung in Bezug auf Gewichte zu gelangen, gehen
wir von dem einfachen Fall aus, dass eine Fehlergleichung das Gewicht 2 und alle

anderen das Gewicht 1 haben, also etwa:

vyw=a%+biy+14 =1 l
Vo=t + Doy + Iy p=1 (16)
Uy = Gg 2+ Dy + lg B = 9 l

dann ist die erste Normalgleichung :
(a} +ai + 2a}) @ + (@ by +ap by +2agbg) y + (@1 by +agls + 2a315) = 0

Dasselbe wiirde man auch erhalten, wenn man die dritte Fehlergleichung doppelt
einsetzte, und dann mit folgendem System weiter rechnete:

¥ = a4 &+ ?"| 4 ‘I'_. p= 1 l
g = dg & = bg ¥ —+ I p=1 o
‘ ; + i i
Jra=agz+byy+15 p=1 I (17)
| yy=age+bsy+ 1 g=1

Aus beiden Systemen (16) und (17) erhidlt man dieselben Unbekannten a y
mit denselben Gewichten und derselben Summe [I1. 2] = [v #].
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-7 ]
I

r die mittleren Fehler b

Wenn man al

Gleichungen in Rechnung bringen, sondern nur 3, d. h. es ist:

'] L L 1 ¥ »
mE= = und nlehi =
c

Wenn umgekehrt die

mn  entsprechen, so

darf man zwar zur Ausgleichung selbst rm (16)

anwenden, bei der Fehlerberechnung

hungen, d. h. der Beobachtungen,
Wenn 2 Fehl: i

oleichen Absolutg

i (18)

len Coefficienten

(1 +palg) (19)

Beitrag zu dem Fehlerquadrat-Gliede: (py & +pglE) (20)

Wir wollen nun statt der zwe: Gleichungen

Quadratsumme [p?1] sind in (20) und in (20') nicht identisch, nnd nur
ist, geht (20') in (20) tiber,

Dieses Resultat heisst in Worten: Man kann zwei Fehle

cleichen Ab

eine Glei gs sich nur um die Unbekar

nnd om deren Gewichte handelt, dage

Form (18), d. h. mit gleichen Coef

enten aber u

chung (18") ersetzen, sowe
1 fiir Jerechnung
die Gleichung (18') keinen richtigen FErsatz der zwel ursy

nglichen Gleichung

sondern nur eine etwa niherungsweise zuliissige Genauigkeitsbestimmni

Nenner des mittleren Fehlerquadrats muss aber jedenfalls die Gleichung (18') als

zwet Gleichungen zihlen,

§ 22. Nicht lineare Funktionen.

3

und den Unbekannten
die Aus-

Wenn die

nicht durch lineare Gleichungen darg

hungen zwis

den Beobachtm

sind, so nn man dennoch
gleichung aunf lineare Fehlergleichungen zurdekfiihren in folgender Weise:

Man habe die Beob:

welche mit den Unbekannten X und ¥ in

stehen :

B
e

Es soll sein:
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[x=]
(5]

="

Wegen der Beobachtungsfehler sind diese Gleichungen nicht erfiillt, und es
gelten statt derselben die Fehlergleichungen:
4 =X, ¥ —1
vy = Fy(X, ¥)—In
fo— TN, V) T 2

v = I (X, ¥)— L,

Schreibt man diese Gleichungen in die Form:
F(X,Y)—(L+v)=10 ()
so ergiebt die Vergleichung mit (1), dass » eine Verbesserung der Beobachtung L
ist, welche den Widerspruch in der betreffenden Gleichung zum Verschwinden bringt.
(Vel, die kleingedruckte Anmerkung am Schlusse von § 12. 8. 44—45.) Wenn X und ¥
die wahrscheinlichsten Werfe der Unbekannten sind, so sind die Werte v die wahy-
scheinlichsten Verbesserungen der Beobachtungen I, oder, um alle Fragen der Wahr-

scheinlichkeit zu vermeiden, nennt man 2 die rigbleibenden Fehler® der Aus-

gleichung, oder die ,scheinbagren® Fehler.
Versteht man unter (X) und (¥) Naherungswerte von X und ¥, und unter
# und y deren Verbesserungen, also

X=(X)+uw Y=(¥)+y (4)
chrinkung auf die ersten

so kann man mit Hilfe des Taylorschen Satzes unter Bes

Potenzen von x und % die Funkfion F' so entwickeln:
X Y)=F((X)+z(Y)+y

it = e {“’I"-. d F
F (X, ¥)=F((X), (X)) ax%ta v Y

ind damit gehen die Gleichungen (2) liber in:
vy = @y &= by y -+
P — !f_-_. oo F,.'z 3; fida
Vg = g 1 G o F':; II'F' = -":Ig
U = B &+ bayy +— L )
wobei die Coefficienten «, b und die Absolutglieder ! folgende Bedeutung haben:
JdF d F "
= b= — (6)
d X d ¥
(=X} XL \_-.IEI" I = Hr.'.:' _— .lr.p (7)

rienize Wert, welchen eine Beobachtung L annehmen

==
i=F[(X)

(L) ist ganz allgemein (

wiirde, wenn die Nihernngen (X)), (¥) giltig wiren.

Schreibt man (7) in die Form:

.".f'..'-;' XL, (X)) —(L+1)=0 oder (L)—(L+1) =0 (8)
und vergleicht man dieses mit (1), so ergiebt sich, dass die I in Bezng auf das Vor-
zeichen, mit den v gleichartig sind. Sachlich betrachtet hat aber das Absolutelied
! den Charakter einer Beobachtung, ebenso wie L, denn (L) in (8) ist eine fehler-
re Verhesserung, welche

freie Rechnungsgrisse. Formell betrachtet ist auch I dieje
an einer Beobachtungz I ;u]g-:lu‘;[rln‘ werden miisste, wenn die Niherungswerte ['Xfl,
(¥) statt X, ¥ angenommen wiirden.

Die Gleichungen (5) treten an die Stelle der nrspriinglichen Fehlergleichungen (2);
diese Gleichungen (5) sind selbst Fehlergleichungen in Bezug auf die nenen Unbekannten
2z, yw und in Bezne auf die Werte I, welche an Stelle der Beobachtungen I treten.
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72 Ausgleichung von Baromeferstdnden.

§ 23. Ausgleichung von Barometerstinden,

Zu einem Zahlenbeispiel der Ausgleichung mit nicht linearen Funktionen
iehmen wir die Barometermessungen von § 13. 8. 46 nochmals vor, niimlich:

I} b

1. Bruchsal

2. Cannstatt

rart

4. Calw
5. Friedrichst

6. Heidenheim .

1. Isny
8. Freudenstadt

8. Schopil
I

697,64

595.23

ch

Wir stellen uns die Aufoabe: Es soll zwischen den Hohen h und den Baro-
meterstinden B eine Beziehung hergestellt werden von der Form:
X
’ L 5
h= Ylog I (2)
then h als

iandelt werden.

wobel die triconometrisch bestimmten Meere die Barometer-

stinde B als gleich genaue Beobachtungen by
Es handelt sich znerst um Bestimmung von Niherungswerten (X) und (X).

Hiezu schreiben wir (2) in die Form:
log X — log B -
: : X

und wenden diese Gleichung auf die erste und auf die letzte Beobachtung an, dieses giebt:

1202
Y)
log (X)) — log 695,23 = 'lhb_"]
(X)
Diese zwei Gleichungen kann man nach (X) und (¥) auflosen, und man findet:
(X) = 762,08 (¥) = 19208 (8)
Um zn der allgemeinen Form der Gleichungen (1) 8. 70 zu gela:
die Gleichung (2) nach (B) anfzuldsen. Dieses giebt:
I?, — log A X \ = 1) . . -H 10 r . B—X10 ro=
¥ = B X
d. h. die in den allgemeinen Formeln S. 70 mit #' (X , Y) bezeichnete Funktion

log (X) log 751,18 =

ist in unserem Falle: F{X, ¥)=X10 I1..

\

und damit berechnet man nach Anleitung von (6) und (7) 8. 71:

d\X 10 1 ; ¥

X

L1

alx10— = ¥ h 1 (4}
3 Y e M
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Ausgleichung von Barometerstinden.

-]

Bei der Ausrechnung von a und b ist {iberall (X) und (¥) an Stelle von X und ¥
zii setzen. Die Ausrechnung der Formeln (4) macht man am besten in logarith-
mischer Form, d. h.:
(! 1 i
loga = — — oder [t =g
4 ) ey D)
h (X) R

(X)h

logb=— _— +1lo ——— = loga—+ log = (2)
4 @ T T I
: S h 5
log (I + B) = log (X) —; ) = log (X)) -+ log o
Setzt man hier die Zahlenwerte nach (1) und (3) ein, so erhdlt man:
N, a b !
1 - (.986 - (),00056 0,00
) - 0.973 = 0.00103 — )53
3 + 0,968 -+ 0,00123 — 0,68
| = (.959 + 0,00157 — (0,20
o = 0,953 —+ 0,00182 — 1.06
6 -+ (0,943 + 0,00219
7 ~ 0,919 -+ 000307
3 + 0,916 -+ 0,09317
9 + 0,912 = 0,00351
Der Umstand, dass der erste und der letzte Wert I Null werden, ist nicht

zufillig; es kommt dieses daher, dass die erste und die letzte Beobachtung B zur
Bestimmung der Nahernngswerte beniitzt wurden. Wenn die Niherungswerte gar
keiner der Beobachtungen streng geniigen, so wird auch kein Wert I = 0 werden.
Die Fehlergleichungen witrden also jetzt sein:
vy = 0,986 & <+ 0,00056 ¢' + 0,00 l

ve = 0,973 x + 0,00108 ' — 0,53 I

Die zweite Unbekannte wurde hier ¢ genannt, weil wir dieselbe nochmals

¢y
(&)

indern wollen. Die Coefficienten sind ndmlich noch zu ungleich, was bei der nume-
rischen Rechnung unbequem ist. Wir wollen daher statt der Fehlergleichungen (6}

lieber folgende schreiben:

T Al 7 !
v, = 0,986 2 + 0,056 | = | 4 0,00
1 \ 100/
A B M VA bel¥ (7)
e = 0,978 & + 0,108 | == — 0,53
!._.’ g Jr e .'[I'_WIJ 3
d. h. wir fiihren statt % die neue Unbekannte ein:
i — g (also y' = 100 ) (8)
100~ ¥ ] !

wobel ¢ die Korrektion des Nihernngswertes (¥) und y die ans den Normalgleich-
ungen zu bestimmende Unbekannte ist. Damit erhdlt man folgende Tafel der Coeffi-
cienten, nebst Summen s wobel:

at+tb+1l4+s5=0 (9)
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femn. § 29,

ometerstin

1 (0,000 = 1042

2 1) ,_,.*ni

3 2 0,41

{ —(.916

5 0,182

e] 0,219 —_—

i 0,919 (),307

8 0,916 163

9 = ).09192 b 000 = J:948
1.560 — 8.004

Sammen-Coefficienten wollen wir

[wal ,

bbbl n. s w.

O, o,

nach d

mit der Quadr n Verfahren

Bei nur nbekannten hat man da gichterung

a—+8 b-+3s5 | -+5 nicht besonders zu berechmen sind, denn weg

3] (1 5} - (@ -+ b)

0,056 0.000
0,103
0,

(- 0,157

93

0,016

- 0.200

1,060 0,075 <

(-4 0,182

- (1,219

0.380

{ &)
1 (§ 1
), 200

— 0,550

+ 0.912!-

500

0,000 —

1,760 — 8,564

0,0031
0106
0,0151
0,0246
00,0831
0,0475
0,004

(1005

00,1006

4 (2}
0.43883

0,0000
02509

A i) A
46424

00400

0, 0400
0,2809

Q 9mao

Ly &

1,5450

11,8862

2.0909

0,8317

= (a -+ 5)%
0,0051
0,1823

0.8102

0,0018

0,7709

0,3588

0,0114

0,7174

0,1096

24655
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ol
i

[a a] 38,0884 [aa] = 5,0884 [aa] = 8,08584
bb] = 0,4383 [Lt]= 2,8722 [ss]= 10,4812

—— B.h267 10,4606 — 18,5696
- 11,8862 —  7.0287 4+ 2,4605
38,3595 == b n ] — 16,1041

[q, .l‘i - 1,7160 o 8] = — =2.0520

[bb] = 0,4383
;.\' .\'i — l"'."'l"'_‘lg

- 10,0195
J287
—  3,8008

[bs] = 1,945:

Diese Rechnungen sind ausfihr-

licher, nnd auch genaner t

Beziehungen

werden.

Diese Coefficienten stellt man in iiblicher Weise zusammen:
[ b 1 5 Probe

a 18,0884 41,6798 —1,7160 — 80520 | + 2

b - 0,4383 10,1725 1,0454 |
7 L 9 800 - (),4836 <=
10,4812

b = B3

Ausfithrlich geschrieben heisst z. B. die dritte Probe:
—1,7160 — 0,1725 - 2,8722 — 0,4836 = -+ .0,0001
Die bei den Proben bleibenden Reste -2 +2 41 -2 rithren ledig-
lich von Abrundungen her, und bleiben auf sich bermhen.
) b = - 1 LA L J 3 Vg . v
Loést man nun die Normalgleichungen nach dem DMuster von 3 2U. ©. Do

f:.
L

¥
i

logarithmisch auf, so bekommt man:

a b I 8 Probe

Logarithmische - 8,088 + 1,680 0,000

Auflisung der 0.80784 022551

Normal-

gleichungen nach

0.54878

0,000

dem Muster

0,000

0,000

0,000

0,000




if Ausgleichung von Barometerstinden. § 23
Nun stellt m C cienten so um:
b £ / .-
0,435 0,172
1,716
(7] ::'I-:'
Die Weiterrechnung giebt dann:
1,056
@ 5 ~ 0,642 <+ 1.644 — 0,588
-+ 1,644
— 1,248
— 1.828 - 1,626
Man hat also jetzt im ganzen:
L = l'.!': {8 v ;'.| [e' b ‘_J, i - 2. -u
Pz = ] = 1,627 Py 0,089
/1,627
m = ’f v - (), 48 s
g2 -
mn i =
T 4 92K My = = 1,ba
.L_EI'J' 153 l o
also T = 0.64 4+ 0.38 o = 207 =+ 1.62
e 162
Niherungen () =
tesultate X Y (2 11}
Also die _£','l'<':i-::]] e Fo
, R e i 1
h log B = log 762,67 (12

Um die Fehlerverteilung zon untersuchen und am
Rechenprobe zu erhalten,

der

wir nach
tiinde B, und vergleichen

srechnen
Meereshthen h die Baromete

Meereshihe

h

B

beobachte

Barometerstand

Nr. L
ausgeglichen

Die hieraus erhaltene

der Elimination erha

1,6386 stir

1,628 oder 1,

0.0081

(.55 0,G6829
0.52 (). 2800
a4 N AERA

— {324 |1’||,_;‘|3
0.46 }

0,0121

—_—

1,63

nmt geniigend mit dem aus
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Man kann nun diese nach dem logarithmischen Gesetz gemachte Ausgleichung

mit der fritheren, nach linearem Gesetz gemachten Ausgleichung vergleichen. Nach
(15) § 14. 8. 51 gab die f
scheinbaren Fehler [v v] = 1,4695, also etwas Fkleiner als die neue Ausgleichung
mit 1,6386.

Die iibrig bleibende Summe [v #] betrachtet man in solechen Fillen als Kriteriun

1iere Ausgleichung die Quadratsumme der iibrie bleibenden

ler Giite der angewendeten Funktion, und in diesem Falle erscheint also die lineare

Funktion besser als die theoretische logarithmische Funktion, was jedenfalls nicht der

Fall ist, und nur dorch Zufall erklirt werden kann.

r: Der auf den Meaer 2l rednzierte mittlere

sachliches Resultat heben wir hervo

and in Wiarttemberg ist:

Barometers
B, = T63 Tmm 4 0, 4%,

r Art wurds von uns in der Zeltschrift

nng di

ehende Interpolations-Ausgleicl

der rr. Gesellschaft fiir Mateo 0, 8. 162—187 veriffentlicht.
26 ba he nnd wiorttembergise tionen zwischen 111m und 1009= Hobe gaben die Formel:
- iy A D200 pon o
h=18517 log {14 0,003865 £)
I =5

wo § die mittlere Jabhrestemperatur ist. Hiebei ist:

24. Gewicht einer Funktion der ausgeglichenen x und .

&

Schon am Schlusse von § 17. 5. 58, als von den Gewichten und mittleren
Fehlern der ausgeglichenen x und y die Rede war, mit den Gewichts-Coefficienten

10 &

und [§ 8], haben wir die Bemerkung gemacht, dass es auch noch einen &hn-
lichen Coefficienten [ f] giebt, weleher dann gebraucht wird, wenn es sich um eine
Funktion der aunsgeglichenen x und y handelt,
Indem wir dem Leser anheimgeben, mit dieser nicht dringlichen Sache sofort
bekannt zun machen, miissen wir doch der Vollstindigkeit wegen das Funktions-
Gewicht fiir 2 Elemente auch noch hier erledigen, ehe wir zu beliebig vielen Unbe-

kannten iibergehen.
iel-Entwicklung vor eir
ren Fehler m. und m,,

finn der

Joedenfalls wollen wir schon vor Be
[rrtum warnen, der leicht vorkommen kann, nfimlich die mit

e

welche nach § 17. berechnet wurden, als unabhingtg weiter zn behandeln, was nicht
zuliissig i

it der Unbekannt

en @ und y selbst

z0 kennen, als die Genanig einer Funktion derselben; wir nehmen die lineare
Fanktion -

F=fie+ iy (1)

Es ktnnte auf den ersten Blick erscheinen, als ob man den mittleren Fehler

von F' kurzwee aus den mittleren Fehlern von @ und ‘y berechnen kinnte nach der

Formel (10) § 8. 17:

M2 = (f] mz)2 —+ (fo my)
Allein dieses ist nicht richtiz, weil die # und y durchaus wnicht unabhingige Beob-

() (2)

achtungen mit den ebenfalls unabhingigen mittleren Fehlern m. und m, sind, viel-
igen « und y von denmselben Messungen [y ls . .. I ab. Wenn z B. zufdllig

er aller ¢ positiv wiren, so wiirden nach (1) und (2

mehr 1

die ) § 17. 8. 56 auch die

Fehler von & und von y heide positiv.
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78 Gewicht einer Funktion der ausgeglichenen & und y. 8 24,
Setzen wir zundchst bestimmte Fehler A0 Al . . . der ! voraus, so

daraus die bestimmten Fehler 4. und A, nach (1) und (2) § 17. 8. 56:
P | =0y -! |"! I ¥ F :': - (¥q .‘ "lb' o (3
Ay=p3, 4l + B A1y

und dar

us folgt ferner der bestimmte Fehler von I nach (1):

AP = dx

Wenn man di

ses quadriert und die Mittelwerte der Quadrate bildet, so wird,
wenn 7 malige Wiederholung angenommen wird:

(AFAF) _ ,[4242] 1y dy) , o, [dzdy]

L T k[ T "

und hier ist der Mittelwert — 2 nicht gleich Null, denn es ist (3) und (4):

Hier werden die Mittelwerte der in der zweiten Linie stehenden Produkte aller-

dings = Null, weil die werschiedenen (mit ungleichen Nummern ; und 4 u.s. W. be
geichneten) 4 I unter sich nnabhingie sind. Es bleibt also nur die erste Linie von {7)
weiter zu betrachten, und diese giebt den Mittelwert:

]z I_.',.l|_

— [& §] m2 (8)

Die iibrigen in (6)

, quadratischen Mittelwerte haben bereits be-
kannte Bedeutungen, niml

[deda] [y Ay]

= mi = [ o] m2 und = m} = [B B] me
Ll T
Qetzt man dieses nebst (8) in (6) ein, so wird:
[dF dF]
r 8 e 12 Tor ] 43 £ o e 1 | 1}
- M2 =m2ifi[ea]l +fi[BBl+ 2111 [ Bl (9)
oder auch: M2 = (fy m)2 + (fomy)® + 2 f1 f5[e f] m@ (10

Wiirde man also die unrichtige Formel (2) a

gewendet haben, so wiirde das
Glied 2 £ fo [e #] m® in (10), welches die Zusammenwirkung der beiden Fehler -
and m, ausdriickt, verloren gegangen sein.

Statt (9) kann man auch schreiben (wegen (18) § 17. 8. 58)

f fi I ) .
M2 = me Eos e Sl et (11)
[aa.l] [ab.1] bo.1]l ;
Die Gleichung (9) kann man ausserdem noch in eine andere Gestalt bringen
mit Bentitzung der Beziehungen, welche am Schluss von § 17. 8, 58 zusammengestellt
gind, néimlich :
— [ab]

[b 5] A [aa]
Lol i 8 < 12
D

D D
w11
me- P D\

[aB] =

damit wird (9):

||-"?' [Bb] ti [aa] —2f1 /s [a 'FJ” |;'I_'2'.




§ 25, GGewicht einer Funktion der ansgeglichenen « und . 79

und dieses kann auch noch sp umgeformt werden:
o e 172

I - ' ____'F:'J.I_ {7

P |'r.r.[r'| [i'; b.1]

wobei a1l = fo — [ahl (14)

[aa]

EBeispiel eines Funktions-Gewichtes.

Um auch eine Anwendung der vorstehenden Formeln zu haben, miissen wir

' -~ T ; ¢ 1 ' " =
vor allem den Coefficienten [ab. :] = -f] berechnen, wozun die Formel (16) § 17.
|3
S. 58 dient:
W [ 3] [bb]-. -
tb.1l=Tlal SR il N p 75, oder = [a b] — =—= [aa]
|" o | L€ J_] [(EFJJ[ "] A L J] [g.i';i! i

Wir haben dieses zweifach geschrieben, weil diese beiden Formen sich den
Eliminationen von a und von y anschliessen.

Um dieses deutlich zu zeigen, setzen wir die Anfinge jener Eliminationen von
§ 19. 8. 62 und S. 63 nochmals her, und fiigen die Berechnung von [ab.1] beide-
male bei:

a] bl {] b] al f]
[a + 9,0 — 40,7 - 4.9 [l 2299 — 40,7 — 953
[b — 40,7 -+ 229,9 — 25,3 [a - 40,7 + 90 + 49
-+ b08 — 1844 -+ 221 + 503 = T — 45
+10.1 4+ 455 =2 + 10,1 + 18 + 0,4
=[ab.1] [Bb.1] = [ba.l1] [aa.1]

Es soll nun fiir die Héhe b = 1000™ der mittlers Barometerstand B und dessen
mittlerer Fehler, bzw. Gewicht, berachnet werden. Es handelt sich also um die Funktion:

: i B[ o
B = 761,77 — 0,08695 h oder = 761,77 — 8,695 \ 700
mit i = 1000 :
B = 761,77 —10>< 8,695 = X — 10 ¥ = 674,82 (15)

Dieses entspricht der Funktion (1):
F=fiz+fry 4 h fi=1 fr=—10

Zur Berechnung des mittleren Fehlers M der Funktion (1) haben wir oben
die Formel (11) gefunden, welche mit Hinsetzung aller Zahlenwerte giebt:

e 313 I ! 20 s .F.Ijlltll — (1L.4B2 0.797
M2 = 0,46 \I.8 ~ 10,1 5 AB2 >< 0,77
§m . e 13 1
M = + 040m=
also Biogy = 674,82m» + 0,40m=

Das heisst also: In der Hihe 1'.'ufn'|m iiber dem Meere wird, nach der Beobach-
tungsweise (1) & 28. 8, 72, ein Jahres-Mittel-Barometerstand = 674,82 zu erwarten
sein, und zwar kann man das aus den vorhandenen Beobachtungen schliessen mit
einem mittleren zu fiirchtenden Fehler von -+ 0,40™=




ba{d) | n beliehig vielen | nbekannten. 13 r

§ 25. Ubergang zu beliebig vielen Unbekannten.

ichung vermittelnder Beoback
sichtlich

darstellen liess, und weil es fiir das erste Erlernen der M. d. kL. Q. niitzlich

tungen

Wir haben in & 13. bis § 24. die Ausg
b

mit swei Unbekannten besonders behandelt, weil dieser Fall sich sehr fiber

-ameinen Formeln fir beliebir viele Unbekannte

nicht sofort in d

weitschweifigen al

einzueehen. Zudem kommt der Fall zwe

sr Beobachtungen so

trironometrischen Punktbestimmungen, mit Ci ordinaten ¢ und %, dass es sich wohl

lohnt, diesen: Fall besonders zm erl

von den Formeln fiir zwei Unbekannte einige Analo

auf die Formeln fiir mehr Unbekannte sich erlauben; z. B. nachdem nachgewiesen

Man kann so

dass bei zwei Unbekannten 3 Gewicht p [bb.1] ist, kann man

und y d

wohl vermuten, dass bei drei Unbekannten = y z gelten wird p. = [ce. 2]
Auch bei der Fehlerformel mit dem Nenner n— 2 (§ 16. 5. 56) haben wir
schon den Analogieschluss beigefiigt, dass bei w Unbekannten der Nenner n— u zu
srwarten sein werde, doch war das noch kein Beweis fiir beliebige Anzahl w.
Wir gel
11
uns sofort, dass
fiber den al

(8 15.), Coet

en nun von dem besonderen Falle gweier Unbekannter @ und y zu

dem allgemeins

1

Fall beliebiz vieler Unbekannter a2 % 2z . . . fiber, und iiberzengen

1

Alles, was frither iiber die Einfihrung von Néherungswerte

lzemeinen Gang der (auss schen Elimination mit [bb.1]

ficienten-Berec

hnung und Summenproben (§ 18.), fiber ung

und nicht lineare Funktiomen (§ warde, nicht bloss fiir zwei,

sondern fir 1 viele Unbekannte gilt.

Z. B. bei vier

z y 2 t hat man folgenden Rechnungsgang:
Fehlergleichungen:

(1)

Normalgleichungen ausfithrlich geschrieben:

i."J H.-l [ e | !.'l'l bl Y |cr. el e |H .-J'J b=t [rr .-'| =)
[abla +— [bb]y [belzs-[bd]t+[b1] () l
!.r'l QJ r - [h el Y It- .u-! 7 -t ;',: .rf! £ |r! ,i'l ] | v

adlx 4+ [bd]y = [cd] s+ [dd]t = [d!

Da hier alle nicht guar

1=

Iratischen Coefficienten [ad] [ac] . . . doppelt vorl
ippelt schrei
anzuwenden, wobei ¢ in der Di:
streichit und dann die Wiederl

Norm

ssen, die folgende Abkiirzung

nale stehenden qu:

n, pflegt man, um diese nicht di

o

tischen Glieder unter-

lungen der [ab] [ee] . . . einfach weglisst.

[21];

chungen abgekiirzt zeschriehen,

l[aala [ i i [ac] 2 [ d]

I.JJ il Y |"J c'-l - |-r.- rf| i L)
;.' -_'l & - <!| b~ i|' tl =L |::,’I:'
:,- .' =} |.f|'. i ]
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Ubergang zu beliebig vielen Unbekannten. &1

ialgleichungen abgekiirat geschrieben:

1. Reduktion: [bb.1]ly = [be. 1]z [bd. 1)t -=[b1.1] 0
N B fee.1]lz+[ed. 1] t+[el.1] =0 |
= ldd iti+idi. =4 l i
LT e
Reduktion: [ee.Z2]z+[ed. 2]t +[el. 2] =0 l
[dd.2]t +[d1.2] =0 (5)
g AT A0 | '

3. Reduktion: [dd.8]¢-+[d1.3]=0 |
1. 3]

4. Reduktion: [I1. 4] (7)

lisst sich leicht dem Gedidchtnis ein-

Eliminations-Coefficienten
ausser den unmittelbar in die Augen fallenden noch folgende

1) Jeder Klammer-Coefficient wird = (), wenn man die symbolischen Zeichen
algebraisch auffasst, z. B.:
ab abal :
[B1.1]= [0 1] [ ];.-r_;' =bi— “=bl—bi=0
[aa]is s aa
2) Wenn 1, 2, 3 .. . in der Elammer stehf, so steht im Nenner des Subtra-

henden bzw. [aa], [bh.1], [cc.2] ...

Um ein Zahlenbeispiel zu haben, wollen wir folgendes Gleichungssystem auflésen :
+ 4592 —30By — 889 7 + 2441 — 507 = ()
+ 464 4y - 4082 — 2691+ 695 =10 I

6762 — 3831 t—0655 =0 X\ (2)
— 4694 —288=10
1129

Die Aunfltsune mit dem Rechenschieber zeigt nachfolgende Tabelle S. 82, welche
A ufltisung mit dem Recl hiel ot hfolgend

he Anordnung hat wie die Tabelle fir 2 Unbekannte & 4 § 19. 5. 63. In den

2 letzten Spalten sind die Summenglieder und die Proben angegeben.

1, zusammengenommen, nennt man voll-

o

Die Anfangsgleichungen aller Grupj

-'||-;,i_'||=.illl'_f|'|l G_II‘[I"‘I' J‘I.'I'ILE;:'I'..'Il"]Il_lll_'_"'_‘.-'iZ

A =Jaalz+[ably +[aclz +[adlt +[al] =0
B' = [Bb.1]y+ [be.1]z+ [bd. 1]t + [b1.1] =0 I
S — [cc.2]z~+ [ed.2]t+ [¢l.2] =0 > (9)
D" = [dd.3]t+[d1.8] =0 I
[11.4] = [v 7]
Dieses sind wirkliche Gleichungen, deren jede immer eine Unbekannte weniger
hrend (3) oder (8) mit den Unterstreichungen nur
annten enthélt.

enthilt als die vorhergehende, wi
Abkiirzungen der Gleichungen (2) sind, deren jede noch alle Un

Das Zahlenbeispiel auf 8. 82 giebt folgende Endgleichunge

459 & — 308 y — 389 5+ 244 ¢t — 507 = 0 \
256y + 146 2 — 105 ¢t + 354 = 0 |
SN el e (10)
281t + 137 =10 I
LEs I.l' v




Rechenschieher g

Eeihe nach a

ese Hrgehnisse




& 928, Reduzierte Fehle

o

nngen.

it verwandten Berechnungen sind, wi an kleineren

Zahl i + gemacht, rird

gachlich nic einzuwen gein stande, wenn man ¢ 1 Be-
rechnungen durch den Dro

Z. B. heisst oben der erx 1 — 208, wihrend der genauers Wert 207 ist, denn

die genans Ausrechnung ist Der Fehler 208 statt 207 bleibt in dem Schlunas:

resultgt nnschadlieh.

Da g8 1t

sem Buche die Anwendung des Rechenschieber,

, mussten wir he

mmgen dieger Art vorfithrenm , und nicht etwa =0

r logparithmizsch war potwendig, unverfilschte Originalrechnungen mit-
spriiche zu dulden,

7 & o 1
sig wiren, deshglb

zuteilen, und dabe welehe bel logarithmischen Rech-

inem Druckwe

haben wir such den Fehler 208 statt

fritheren Auflag

r-mitehen gelassen.

§ 26. Reduzierte Fehlergleichungen.

Im Anschluss an die reduzierten Normalgleichungen ktnnen wir auch reduzierte

Fehlereleichungen bilden, welche zu manchen Zwecken sehr niitzlich sind.

Mit Beschrinkung auf 3 Unbekannte x y 2 haben wir die allgemeine Form
einer Fehlergleichung:

v=ax+ by +cz—+1 (1)
und hiezu die erste Normalgleichung:
[aalz +[ably + [aclz+ [al] =0 {2)
[ " I
a b ac [al =
Woraus =l e | ] 7— ] (3)
|.:; al” [cr al |G
Dieses 2 setzen wir in (1) und haben:
P T, [ T 7
[ab ) | C v : {3 | i
p = [t 'lrr.'.r.r [ e— - ‘_a.'z-i—j.'—!' ~a (4)
| [@a] "/~ | [aa] \ [aa
oder o by ¢ 7+ [ (5)
. al ac L [a 1] .
wobei V=¥ | " 2 ¢ =¢— el a 1 [——=a (6)
[aa] [aa] t ]

(4) oder (5) nennen wir eine ,reduzierte Fehlergleichung®, und ¥’ ¢ I' nach (6)

wOnnen wir 1'|_'.I11]'.{]|.,':'1_'|j- L‘-_H}['-'-;_']i,‘-il]’l?]i nennen.

n, dass folgendes ri

Man kann sich leicht diberzeug

[B 8] [bb.1] [e]l=[be.1] [ =[bi.1] I
[ ¢] =[ce.1]

denn es ist z. B.-

[ab]  IAF - [ab] [ab]?
by s ;n:|”1' U=l e Oy [aa] [aa]® 1
[af fabl2
[0 8] =[bb]—2 ab] Le J-l :_” Jl., [a a]
1 3 o [aal aalt
b =
[B' B] = [b b] — !” JJ.IH bl = [bb. 1] w. 5 W

| (F (X




e .
I

v v] und mittlerer F

(un  kann man

Fehlerg

die erste reduzierte Normal
[_Il I.". I.. iy — be. 'l: =

chung zar

Z [bi.1] oder [b | o h ¢ i 0
" _ | . B
und bestimmt daraus: = —%= i T
1 estim b b 77
setzt man dieses in (5), s0 Wirt
] [
L I o3
i b ] \
" K J
1 |
e ) g
e . 1 [ e'] W1
wiobDel & =

Quadratsumr

werden kimnen.

[irklichkeit

ishesondere sin

§ 27. Fehlerquadratsumme [z v

und mittlerer Fehler .,
Die Ent
bekannte gema

ung von [wwv], welche in § 18
Wil

& 15. (9) bis (15} 5. p2—0o5,
Fiir & Elemente x

de, lisst sich allgemein 1 it fithren :
y # haben wir:

21 aalaZ+2abley +2[ac
1 ! I L ey

[h .".-I Y2 2 1h ¢l

Mit dieser Fehler

der Endgleichungen (9)




§.27. Fehlerquadratsumme [v o] und mittlerer Fehler a2 25

Dieser Ausdruck lisst sich Glied fiir Glied von der Summe [ o] in (1) sub-
es giebt:

; A4 |

fwa 1 oran *N
tranieren; e

[ w] : [bh.1] 42 e 1lyge—+—2[01. 1]y
. [a ] & ¥ *

(3)

[ee.1]22 +2[el.1] 2 |
[£1.1]

Genau in derselben Weise kann man mit der zweiten Endgleichung fortfahren:
B =[bb.1]y + [be.1]z + [bl.1] (4)
B'B'

] 1 - i 4 I a L
o 1]

wodureh man erhilt:

A A B'B'
(b, 1]

[ce.2]s2+2[el.2)z |

[aa (5)

Die Fortsetzune dieses Verfahrens giebt:

C"=lecec.2]e + [cl.2] (6)

Wenn man auch dieses noch, Glied fiir Glied, von (5) abzieht, so erhilt man:

) A A B B’ { e Al : :
[ov] — - = [11.3]

’lrr(.r‘j_f.-'“h_ 21

(7)
50 fese)

ol

Nun sind aber die A4 B' €' nach (2), (4) und (), d. h. die linken Seiten der

Endgleichungen (9) & 25. 8. 82 samtlich Null, und (7) wird sehr einfach:

[uw] = [11.3] (7a)
Wenn man dieses Restglied [17.8] wieder in seine Teile zerlegt, so hat man:
fel.9]
"r,."._l [el.2]
[ee. 2]
b1.1]
[Il-.l |'I.l ~ | I
He 3 Feddics
Ry [l — [ d

[aa

[al]2 [bI.1]2 [el.2]®
[H -_‘r] bh.1] |.4". e. 2]

(0.8 = [11.2]

[1i.2] ={ii. 1] [0f.1]

(8)

5y . - { o - 11 S
vo] = [i1.3] [21
Am Schluss von § 26, wurde gezeigt, dass alle Nenner [aa] [6D.1] [c ¢, 2]

0. 5. W. positiv sind: man sieht also aus (8) deutlich, wie die Summe [17] allmihlich

abnimmt,

Aus [# ¢] berechnet man auch den mittleren Fehler m einer einzelnen Beob-




<6 Fehlerquadratsumme [v o]

achtung (vom Gewicht 1), Wenn » die wahren

man bei n Fehler

n bekommt man aus den wahren Beobachtungsfehlern & richiig:
[¢ ¢]

Bezeichnet man die wahren Unbekannten mit X ¥ Z so hat man:

-"-l'l'-.\'l['}'IZ'l'l
=1} l_:,r' X ; 5--:1_.' - Ty ez Z) 4+ & (11

wieder die Form einer E

Dif

Diese Gleichung md wiirde in der

Form [aw] =0 [b#]=0 auch Normalgleichungen von ren Form geben;

nit der

| .
aucil &

man kann daher aof die Gl

T « 117
ung (1L

nommenen Umformuongen anwenden, ins 181
a0 o
o e12 2 " E
-l |"'r | (12
1 - T 1 1 o
:ffrf| 00 . I! CE.a

und mit den reduzierten Coefficienten d' ¢’ von § 26:
|,:r El2 ||'.' .l [e' .-."l
[aa]  [00] [ ¢

wobei die & &

ende Bedentungen haben

Aus

1edenfalls

nnt man, wi . dass

[y ®] 1st. [e €] — [vv] ist selbst eine Funktion

der & also in aller Strenge

ien; man kann aber wenigstens die

Mittelwerte bestimmen, o die Glieder von (13) konvergieren. Wir be-

trachten zuerst:

a2

+ 2 6ty p &) 8 + 2 a4y 1y &) &g
&) By | fig €} Eg

Der Mittelwert hwindet wegen
wahrscheinlichen Zeichen + und — und der Mittelwert der Quadrate &2 &?

der Produkte £ &, &£ & u. 5. w.

ist m2 zu setzen. Ks ist also als Mittelwert der Funktion (15) zu nehmen:

(a2 + ag® + as?

me = [aal

1 &l2 -
und & me
[a al

(rehen wir zu dem zwei

(xliede von (13) fiber, so _
der Mittelwert von [ &] auch gleich dem Mittelwert von [¥ ¢] ist, denn nach der
ersten Gleichung von (14) ist:

B &1 = [ o) — o [0 0]

Hier ist aber tiber das Vorzeichen von [a&] gar nichts bekannt, es ist also

im Mittel [#" &'] = [b' £], folglich nach denselben Schlissen wie bei (15) und (16):
b ’]—'- [.‘J' glé A

L3 'i"l-i =Wy i




ienten [ ] [eep] .

Gewichts-Coeftic

3 }__;'C}J: belie

ur 3 Symbole x

wir haben daher aus (13):

)
=

(18)

&

[vv] —[e€] .mZ —m2—m2 oder [eg]l=[vv]+3
Der strenge Wert des mittleren Fehlerquadrats ist nach (10):
= [8€]
= -
n
1 dieses eiebt in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung (17):
(¢ v]
Me = =
P o—
Dieses gilt fiir da wir der Kiirze wegen ni .
veschrieben haben: die Betrachtung gilt aber allgemein, und giebt daher fir » Fehler-

u Unbekannten:

hungen mit

o Ive]
P

H—1u

Diese (rleicin tritt an Stelle von (9).

ing

<

g 27.

Anhang zu

die vorstehende

Ahnliche Entwicklun
der M. d. Q.

llgemeinen Satz, indem

1.1
K,

8. 85 alle I =

Wenn man hiebei die

in (1) and (7
tzt werden.

md (7) einander gleich

B!

nach (4),

([aa] x -+ [abd]ly

5]

2lbclys

[a a]
(bb.1]y +[be. 1]
’ = Thh.

\ [aa] e+ 2[ab]ey

o
| b =

Dieses ist” eine welehe mt

Minimum in gar keiner Beziehung besteht.

R [ O

summe [v v]

resetzt, dass die Coefficienten

| & &

Elimination cebildet sind.

() gesetzt werden,

(19)

Entwicklung von [v ] kommen

{ : = 1 L R ICEE, e,
mehrfach vor; wir bilden deshalb auns dieser Entwicklung einen

und dann (1)
Bedeutungen von A

nach (6) beriicksichtizt, so geben (1) und (7):

(o] 212

1]
(o
[ce.t
g Quadrat-
" nar
(zesetz

voraus-

||U1'

§ 28. Gewichts-Coefficienten [« «| [« pg]

Nach dem Bisherigen haben wir, mif Beschriinkung anf n
['--'f':i.t".";."l!-i{-i|'.;n;_r.3:1_-.
o2+l l

ho oy —+ L !9_
| Uz ba y Iy '

gy = @&+ Dy Y+ 65+ 1y
= 5 e
Anzahl =3

Co &

Anzahln = 4 Fee
Cg &

[al]

!Lt u'_..'E' i ||;|' ('.lilr,r 1 |
T |I’J .'ll i

[b h':. Y - [belz

|"J -'|_!_f [e Lf:‘-? ¥ ;r.'-"]

[ae] 2
[ab]
[ac]x

folerendes:

4, 1




e e < —

23 Gey

sichungen in abgekiirzter Sc

[aa] x4+ [«

Reduzierte Nor

Die Bedeutune der |
irrﬁ:.l' g _'I.Jl;_

E'lill-, 1 I.‘l.l:?'.: — = [ bl 1 '.Jt‘l +
: Tk [aa] aa

sich als lir oide

2 als lineare

kiinnen wir aunch £, Y,

I
1 %y Iy a o
'] 1 3
1 1 fia
.'I.

Hievon betrachten wir zuer

wenden darauf das allgemeine Fehlerfort

ch indem der

oder

Gewichtsform:

ehung
LCETTATLE

r da

o
.
|

rar]

"
m

it die dritte Gleichung, nimlich

 die Voo
Fonktionen der I d

anf

angsgesetz von (9) und

Vod 5la

] m2

der mittlere

AR

2




§ 28. Gewichts-Coefficienten [e e] [@f] . . . 89

Nun muss man andererseits anch z aus den Normalgleichungen (2) bestimmen,

Elimination von & und %, was wir mach dem Verfahren der unbestimmten

Coefficienten thun wollen, d. h. wir multiplizieren die Gleichungen (2) mit den zu-

niichst noch unbestimmt gelassenen Coefficienten § , ¢)g . ()3, wodureh wir erhalten:

@1 I_-u I'| e Qi [re bly+Ghlaclz+ @ lal] 0 l
Qs [a b] x Qa[bb]ly -+ Qa[bele+ Qalbl] ) (3
Qslacl v+ Qsbely+QYalecle+Qalel] =0 I

Wenn man diese 8 Gleichungen addiert, so sollen 2 und y versechwinden und
¢ soll den (loefficienten = 1 erhalten, d. h. es wird iiber die Coefficienten @7 @y Qs

30 verfiigt, dass wird:

Oy [aa) + Qolab Gglacl=\ l
Q[ab] + Qubb] - Quloel =0 (19)
(LJl I’-J- .": : f‘.!'.;.’ _|'_r tl 1 "".J_i |f_' (& |

Damit piebt die Addition der 3 Gleichungen (9):
20 al] + Qa[bl] +-Qalcl]=10 (11)

s wird it der urspriinglichen Annahme, d. h. mif der dritten Gleichung von (6)

verglichen, und dazu ist notig, dass wir die Klammern [al] , [b1] , [el] in (11) auf-
losen und alles nach I, &y I3 1; ordnen, d. h.:

il Iy +asly + aglsg + ay ly)
Qo(by by + 0ol +balg+by 1y
Qsle; §y el +oglyg+cgly) =0

g+ (Q ap + &

(& as

[

s By (t'.’%"i ) ’!1 + (€ ao + @ f'a: L €5 ca) .": |
by + Qg cs)ly + (@ ay + Qoby+ Qae)ly =0 I

Zur Vergleichung setzen wir die dritte Gleichung von (6) her, ndmlich:

(12)

o

)

Dieses mit (12) ver

(13)

74 = @104+ Qo by

T\[lliifllﬁ‘,qju;:'{ man diese Gleichungen der Reihe nach mit @) tlg (g Oy und beriick-
gt (10), so erhidlt man:

[a] = [aa] @ + [ab] @+ [ac] G = 0 (14a)

[ €] &g
Macht man dasselbe auch mift b und mit e, so bekommt man anch:
[by] =[ab] @ + [0 €+ [bel Q3 =0 (14b)
[e 7] = [ac] @+ [bc) Q2+ [cc] Qs = 1 (14¢)
Diese 3 Gleichungen [ay] =0, [byl=0, [ey] = 1 sind erhalten worden bei
der Elimination von « und g, d. h. bei der I

Elimination umstellen (wobei auch wieder andere Coefficie

ostimmung von g; wirde man die

ten ¢ auftriiten), so wiirde

man analoge Gleichuneen erhalten und die Gesamtheit aller soleher Formeln ist:

[a ¢ I [bel=10 [ca] =10
T :';J- 1] { =1 ;r‘ :': 0 l (15}




W . ; % SeTch
an (Gewichts-Coe leee] [@p] « < g &o.

Wir s einen Schritt weite und multiplizieren die

Reihe nach mit a; @y tg oy, das

[ e .| = rl.j'. if! r.{| rJ:! b '(.i T r':\'l:-'- L iz
d. h. wegen (12): [a 7] = 64 (16a)
Auf @hnlichem W n (18) mit g Bs B3 By
und dann auch noch mit 7, ¥ 73 74 multipliziert und addiert, erhdlt man auch:
[8y] =€k (¥ 7 Clg (16 b u. 16¢)

niimlich, wenn man die Gleich

Setzt man diese (16) in (11). so erhilt mar

man diese (16) auch in (10), so

-8 7]

and (18) ist die dritte Unbekannte gz bevorzugt;

Vertanschune erhiilt man aus (17) und (18) das vollstindige System:

[nbestimmte Auflisung der Normalgleichungen

= ewe]llal] + [ep][bl 3 | i
y = [wBl[al] + B8] [b1] + (7] [c] (19)

[ex ¥] [ad] + [B 7] [D1

Gewichisgleichungen

[ea] [xa] +[ab] [ef] +[ace][ey] =1 [aa] [ef]+ [alb] [P [ac] [07 0
| bl [ 4| [b |If| (4 .'f| bl [ 7 u |:! Bl lee 51 -+ .J'J -'-! L :.’,. g_'| |_.-.', ]_{
[a ¢] [ee] + [b c] [&f] [eelleey] =0 [ac] [ep] + [be]llff ee][B7] = I:'L'_--'J.'u

Durch Auflosang der 20} kann man a
o

cienten [ ] [ 8] . 5. w. bestimmen, und zwar die nichtquadratischen, z. B. [ ] [O7]

n. 5. w. je doppelt, was als Rechenprobe dient

Setzt man die so erhaltenen Coefficienten [ore] [ef] u. 5. w. in (19), so hal

man die sogenannte ,unbes der Normalgleichungen®, d. h. die Ent-

wicklung der x ¢ z als lineare Funktionen der Absolutglieder [al] [b{] [el].

Die Gewichts:

sichungen (20) haben selben Cr ienten [aa| [ab] uv. s W

{2): die Auflésung der Gewichtsgleichungen

schliesst sich daher

Hiebei sind an Stelle der fritheren [a[]. [b1], [¢!] nun entweder — 1 oder 0
getreten, und man wird bald finden, dass auch a 2

folgenden [b1.1

H!'II]I||-" von (20)

nar — 1 oder 0 we

n kinnen, z. B. die drit

auf die Absolutglieder dadurch aus (2*) hervor, dass man setzf
[al] =0 B =0 [e]] 1
damit wird nach (3**) S. 88:

Bi1.1]=[b1]

= [a .l'] — 00— 0




91

& do. (rewlchts-C

Auf diesem Were bekommt man fir die (20) folgendes

(3*) und (4*) 3. 88 entspricht:
aalley] + [ab][p7y]

(21 a)

(21 b)

(2l c)
Wir nehmen diese Schlussgleichung von (21¢) zusammen mit (8) und haben:

Vi l ‘.-l‘.j '|

Satzes, den wir in der Form p, = [0 0. 1]

Dieses ist die Verallgemeinerung
2 Unbekannte bereits in (8) § 17. 5. 57 gehabt haben.

Da unsere Betracht

redanken nach nicht an drei g

iwrt, aber dem

gwar mit drei Elementen x y z gefil

bunden ist, heisst dieser Satz nach ) allgemein:
Wenn man die Normalgleichungen nach der (aussschen Methode allmiihlich
d: h. [b5.1] 5 [ce. 2

r Unbekannten fibrig bleibt, so ist

(]

u. 5. w. bildet, bis nur noch eine Gleichung mit

letzten Gleichung der Coefficient

nten zugleich das Gewicht der Unbekannten.

Diese Gewichtsbestimmungsmethode ist sehr gebriuchlich.
Um zur unabhin « der Gewichte aller Unbekannten nach dieser
Methode 3

s einmal vollstindig nm-

i gelangen, muss man die Elimination wenigst

Ovdnung « 4 2 die Unbekannte z und p. hestimmen,

o etwa zuerst mit
mit der Ordnung z y @ die Bestimmung von x und p. vornehmen, woranf ¥

ungen, welche nach

st p, sich findet durch Umstellung, entweder der 2 Gleicl

oder der 2 Gleichungen. welche nach Elimination

van a2 geblichen sir

= (28)

Man beweist dleses gerade so, wie bewiesen wurde, d. h. man betrachtet [g Y] als den-

an Wert von 2. welcher in (19) entsteht, wenn [al]l=0,[0{=—1

2t wird,

stellen der Eliminationsordnung alle

Man kénnte in dieser Weise

trewichts-Coeffic

» 2 gder 3 Unbekannten machi sich unter

nach nnd uach

BT E]

1en das: ganz
fa]l B 20, 5. 6D gezeigt ist.

wie in dem Bei

7] [ -

1 [¥F] nebst [3 Tl

falls poch einmal umstellen, nm y nnd




02 Gewicht einer Funktion der @ w 2

Wir betrachten die lineare

F ,:'ﬁi s fa Y —+ I-"; 1
Das G von J' man aus den Einzelgewichten der gen iR
o chenen KElemente o y 2 unmittell bestimmen, weil die Gewichte der & v
n inglg sind, man muss vielmehr, wie im Fall von § 17., auf d l
ungen selbst zuriickereifen, und & als Funktion derse darstellen.
Wir beniitzen wieder die Gleichungen (6) § 28. 8. 83:
f.:! _'I. - £ Loy " f'_:. 'I... . r'Jl |'-: i
+ 7 0 Jiiey TR I a
if Py b+ Do dp - By by i |
. ; , |
- { alg ¥a

]I-\_:\ die [ ‘II-'_'i (rewi

erhiilt man das Gewicht P nach dem

l-‘lll-tlri'.'_\ wie bel (T I_I!'l:. =3‘1'I .‘-_.-,— ‘.t'u]']!:-}'-._['

1 g '| . .
dai rdnn 1; o fe tar
L W i LOeTIos
VD a Jt
1
1
f |




a3

wo qy ¢o qq folgende Bedeutungen haben:

iy = [ et fi+

o= [aeflfi+=[BR]fe

g = [er]1fi + [P 711z
Nun wird sich zeigen. dass die Gleichung besteht:

; . : 3
[aa) gy + [ad] 4o -+ [ac) g3 = /i (7

lenn die Ausfihrung dieser Funktion nach (6) giebt:

o) gy I.«] .’Jlrr-:! | :,p J-|.-l|l;_-l == |:|.r|’ r£!|r3,’ {-fi '.f.! "J]i_l-f .'-;.! t ll'._’jl [t'{' ._-:'IFI| |
([a a] [« f] [a®] [8 £] [ae] [8

([aa] [«y] + [ab][8 ¥

[ae] [»

Die hier anftretenden Coefficienten ([a a| [ ] <+ ...
teils = 0, wie im voricen § 28. (20) 8. 90 gezeigt wurde. Die Entwicklnng (8)
in der That die sehr einfache Beziehung |

1sdehnen, haben wir entsprechend (7) das ganze System:

gher tetls = 1,

7), und indem wir dieselbe Be-

uch auf fp und f3 at
] rn'.:' g —+ |& J‘J] s =+ | e -' g = _F-; !
[ab)ay + b bl o + (b gs =

'EIE-! r 5 |'fr ] go |L: L/ J ia II'-:; j

ichungen von derselben Form, wie die ursprimglichen Normal-
man kann sie daher auch ebenso wie jene weiter behandeln:

|_|-’.' r:| 1T i.'g h r]r_,, T [r'J. |'_': fa

bblas

l (10 a)

b 174 :
i (10 b)

Die Schlusselieder haben folgende Be

[f5-1] = f; [a B] Al [a ¢] P \

|-E ”-.-_

;n";h. ]

(2%y bis (8)

ler wewihnlichen Elimination

Denkt man sich aus den Gleichungen (9) und (10) die g; ga g3 numerisch
1

P
noch einfacheres Verfahren an: Man setze die

hten Wert

testimmt, und in (5) eingesetszt, so hat man den ge

(5), und erhalt damit:




1 o o
a4 (G einer Fi ¥ 3 9
1) g 97
LIITRW & Gl
S,
|
d.
Dieses ist thi fiir gewich
Ob man in h h (10a) ) 0
und (13) rechnen w i 810 5) anwend

will, wird von den

§ 30. Gewicht einer Funktion von Funktionen.

de und daher zuniichst zu ibergehende

ne weiter abschweifen

bezieht si von Funktionen

&, Y £ SP

g Kant
Man

habe zweil Funkti

X

Wi 210,
I 113 s . 2]
&5 Lt e o
Nun stell
deren Gewicht ebenfalls bestimmt werden soll.
Hi hat F
und y ausdri :
rfi | }
Das Gewicht dieser Funktion von x, ¥
|7 .'fl; i |le| )2 3 |'l_ 8 i}

H, :
sich darbietenden Wege

(P [ a] (BB

Ausser die unmittell

wichtes (P) der Fun ) giebt es aber nock

hat.

lung der Gewichte P. und P, welche man nach (2)

\\"i.' ‘ill'i":':[-, I i::' ];L'Hi;: 1 1) 2)ar -, | Mal 1 ¥ ]
& 29, 8. 98
fi f !
r
1 e e )
[fz-1] W : [aa
i 1| o i . { |I
[fs.2 ] fa - 2 fo —r—=1 fo. 1]
] e i3 [aa]'! i
£
|
r f
2 ) /




&'8l. Partielle Elimination. 95

Man hat also die sehr einfachen Bezichungen:
5 e =rfi+7f l
[rfe+7# ). 1] =rla.1] +7[f".1] I (6)

(0 fs 7 f).2] = r[fs. 21+ 7 [fs - 2]
Setzt man dieses in (5) ein und quadriert, so findet man:
S
® "\aa B0 (
) UG A T (7)
' [aa] " [08.1] S
SRl N i o (A (O -2 l\
| [ d] [bo.1] J
L 1 1 .3l
yder - . 42 2 L9y (8)
o R TSR SR :
: 1 iy 2 A ! ]
Dabei haben — und - die bereits in (2) angegebenen Bedeutungen, und p.

5
lasst sich aus (7) leicht ableiten:
& i oy . QIT#Y €
VT Sy [fo-110fs" . 1] | [fs.210f5 . 2] @)
Py [aa] [B0.1] [ec. 2]

In Worten kann man dieses so ausdriicken:

Wenn fiir zwei Funktionen X und ¥ nach (1) die Gewichte in den Formeln (2)
bestimmt sind. und wenn es sich dann abermals um eine Funktion (F) ven den
Funktionen X und ¥ handelt, so braucht man das Gewicht (P) von () nicht von Neuem
21 berechnen, sondern man kann es nach (9) und (8) aus den schon berechneten Ge-
wichten P. und P, ableiten.

Wir werden bei der Fehlerellipse von diesem Satze Gebrauch machen, und
zwar mit der Vereinfachung:

(Fy= X+ %, d. 'h;r r 1. (10)

Hiefiir kann man das vorstehende in folgende Regel fassen:

Wenn gegeben ist:

[e ] -

P, |
| B, By BB BT

f : S = 2 ) (11)
P, L6 p] l@ a] [bb.1] [ec : 2] \

dann berechnet man: [ec 5]

und damit ist: [ea]l—[f B] + 2 [ef).

(P)

& 31. Partielle Elimination.

Anch die Theorie der partiellen Elimination isi nieht ein wesentlicher Bestand-
beil unseres Entwicklungsganges, die partielle Elimination mag aber spiter von

Nutzen sein.




X ""' :
{
I
@
§ 81

i1l
[ RELE

wiederholen

Zuniichst wolle

zusammeniassen :

Anzahl

Anza

Nornial 'J-'ll'-'.l".'ln' ungen .

Erstmals reduzgierte Normalgleichungen :

bb.1ly [be.1]2 [bi.1] =0 oder [b" ']y -+ b ¢ |z [b1]=10
r 141 - s i
Anzahl l [c e 0 T [ ] 0 l 3)
i—1| 5 el

@ b (LLEs ’
g o) L) 7 Lot :

[aa
Auf das System (8) kann man auch dadurch kommen, dass

rte) Fl'.ll]-"T'-_, e1ennunes

man # reduzierte

Alles dies in Worte _'-_"-'].i‘\ﬁ-‘-'. oieht den
Wenn man statt der
(5) anschreibt, und aus der

Weise Normalgleichu

en Unbekannten y

so erhillt man daraus diesel

n Fehler gerade so wie aus den urspriing-

und z, und anch alle Ge mittlere
lichen Fehlergleichungen (1 Berechnung des mittleren

e’ _-|"-§f'-|'5. bei der

Fehlerquads

rte & mitz

das znerst

im Nenner n i in

3 (it L} (5] nehmen.

oder man darf in
Man kann

1oy fr hlaitors
oalz ablelyen:

noch folgenden,

leichungen, mit Hilfe der

Wenn man ei

meen (5} aufstellt, so

en (4 J

Beziel




&8, Partielle Elimination. a7

raus dasselbe Norma

bekommt man d: rleichungssystem (3), welches man auf dem

rohnlichen Weg durch Elimination von x aus den Normalgleichungen erhalten
haben wiirde.
Wir betrachten noch folgenden Fall:
Fehlergletchungen : Normalgleichungen :
h=eé...+~ap@+bhyv+§ [ce] 2 -+ [." a: o+ [eb]y <+ [e _."| {)
Vo Caf... G+ oy i [aalz~+ [ab) y [all =0 ‘ o
it S lir— -l"J .-"I _ 0 ‘ (7)

Uy = w2y oo+ G+ Da't) [ [21]

Eine zweite Gruppe von Beobachtungen gebe:

. 1 b= Gt 8= ?J:_: 1Y+ .'r_ i -'\.:.:' [f, i '_-'-'I &) &~ (d }J:I = I.r'tl J'I.:I e ]
Diig 4+ oy (aa)x—+(ab) y+lal)=10 '

(bbjy-+(hil)=10 |

1
(-0

Die Unbekannten @ und % kommen in beiden Grappen vor, dagegen z nur in

der ersten, ¢ nur in der gzweiten Gruppe.
Nun soll z aus den No

ungen von (2) eliminiert werden, Dieses giebt:

algleichungen ven (7), und ¢ aus den Normalgleich-

ans (7): [@a.l]z+[ab.ljy +[al.1]=10 (M
ans (8): aa. )z +(ab.l)y+{al.1)=10 (10)

Diese beiden Gleichungen nehmen wir so zusammen:

([ea.1l]l+(aa. )}a+ ([ab.1]+(ab. 1Ny + (al.1] 4+ (@l.1) =10 (11)

Dieses ist genan dieselbe erste Normalgleichung, welche man bekommen haben

wirde, wenn man
Normalel

us allen Fehlergleichungen von (7) und (8) zusammen genommen
und daraus 7 und ¢ eliminiert hitte.

ichungen gehildet

Um dieses zu beweisen, bilden wir das Gesamtnormalgleichungssystem fiir die

1-'u:hh;—-r;rla?infhun_:l'r.-t-. (7) und (8) unmittelbar:
lee] s ; [ca]x - [ebly + [e1] 0

{dd)t + (da)x (db)y + (d 1) 0
||¢.5 .!'J_'] = (@) o -+ | ;_u, .llJ| = (1 hb- i I[u‘-’ -"; -+ (@ 1)) =0

erstmals reduziert:

- [ 7 0 \
E{fr-'_r_l L) I A = Iril ) |{_:[:.i. i o

| v \ !_r’,' I-l )i

lca

o e | — | &l | Fo e = :
[aa (1t et 50 [ca] |a—+...
nochmals reduziert:
: : [ea] (da),
[[a a] + (a a) —— [ca] St AP ) N Wy 1 S 12)
| [ee] {dd)

Der Coefficient von @ in (11) enthilt in der That dieselben Bestandteile wie

Coefficient von & in (12), und da es mit allen anderen Coefficienten sich #hnlich

erhilt, so ist damit der bei (11) ausgesprochene Satz bewiesen.
Nun kann man anch noch einen Schritt weiter gehen, und mittelst des bei (5)
bewiesenen Satzes fiber reduzierte Fehlergleichungen zu dem Schluss kommen:

4, Aufl I. Bd.

Jordan, Handb. d. Vermess
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08 Bildung der Endgleichungen ohne Ziwi

Wenn einzelne Unbekan nar in einem Led
der Fehle

ol

und ¢ wie

vorkommen, so darf man rruppen von Fehler-

ichungen

Ay

en und dann mit de:

Fehlergleichu

ichungen redne

'\'.'i_-,' WEenn es U'

Gesamtheit aller reduzierten Fehlergl

fehlergleichung

glich eliminierten

Bei der Berechnung des mittleren Fe

Unbekannten (z und t) in der Zahl » aller U nten mitzuzihler

¢ 82. Bildung der Endgleichungen ohmne Zwischenglieder,

Die allmihliche Elimination

9. 81 und durch das Zahlenbeis 1 ans, 1].]|"'. da

man da Sehritt fiir Schritt Summenproben

gung einer gewissen Ubung im Ausrechnen T B PR

sen,

kann man auch limination mehr anf einmal machen,
Wir haben in § 25. B

Normalgleichungen durch Vermittlung der allméhlich reduzierten Gleichungen (4) (5) (6

81 angenommen, dass die von der

von der Form

8. 81 erlangt werden. Obgleich alle hiebei vorkommenden Betri

LA G e 1]
[aa] -

kann man doch wen

0. B. Wi _I]I"Ill'_".l'.l.'lli..‘\ aAusger

durch eine Gesamisummierung er:

LZen, s0

8. 81 immer nur die exste jeder Gruppe

andteile

in (8)

In gleich

thun, so zeigt

!Lf"t_ X I"r
|.-r-r|- | Ehn'. ;

-‘_"ull-j]l]:'l {iir 4 [ I

nte gebild

und nach die

r : : = y T
A L) I'.'.|'.| ¢ C| :rr a Lt

i 1 .
: oo 1 il n
B [bb.1] . [bd.1] bi.l
s [ed] el
g
y 1 71
) - 1 P
1 b .
¢ [ce.2] [ed.2 a2

v -
g i
3 i . [ 1 B
b 1
2 3 | !
o

X = !
i1 &




32. Bildung der Endgleichung ohne Zwischengl a9

7]

I_\-ﬂl':: fi
4 (leichungen, nebst Summenproben und Fehlersummenglieds

sm Schema ist im Folgenden das Zahlenbeispiel von § 25. 8. 82 von

rn [{1] u, s. w. nochmals

1 . y 4 J e a b NTy g
behandelt, und zwar sind alle Betrige :— ']‘|rr b] u.s. w. mit dem Rechenschieber be-
i a :

rechnet, so dass keine Zahl mehr zu schreiben war, als hier hergesetzt ist.

5 Probe

501

+ 464 — 939 4 _ a9
o208 164 - t 1 4 337

. 469

30

= — 2 = — (,436 7 — 281 - 137 - 4

- 281

S =R Y 0

1en Horizontallinien stehenden Zahlen geben das Endgleichungssystem
(10) § 25. 8. 81.
Ob duorch die

Die zwisch

Eliminations-Anordnung ein rechnerischer Gewinn

im Vergleich wird, kommt namentlich auf die Zahl der Un-

L

bokannten an. Bei w

an Unbekannten ist es nicht der Fall, dagegen bei zahl-
rdnane niitzlich, wenn die Additionen mit wechseln-

reichen Unbek

nnten ist diese
den Zeichen bequem eingerichfet werden.
h

Diese Anordnung ist bei der trigonometrischen Abteilung der Landesauninzhme

im Gebrauch (mit Lozarithmen), jadoch durchaus mit Subtraktion in Form von deka-

dischen B

rinznngen, so dass der Schluss obiger Tabelle so geschrieben wird:

e 1'.‘}!1

Fa )

Das k

Beispial: x 8313 — 8313 — 10

dabei Zeichen AT

W0 = — 1687.

» gehiefe Kreuz x ist Zung, zum

(Anmear

lichen Reche




& 33, Gemeinsame Bestimmung aller Unbekannten &« ¥y 2 . ..
und aller Gewichts-Coefficienten [« | [ g] W 8, W.

oreehende haben wir noch ein, fiir gewdhnliche

welchem alle Un

wnf einmal erhalten werden.

W | neen (9) § 25. 8. 81 noch VOI

Wir nehmen die

d 3| & ;-:-' Loy f al 0 \

B .1 be.l [bd. 1]t 0

( ce.2 ad. 2]t 1
f,r" = I.I;JI: W 11l :I u

. rilckwir

nt ¢, und sefzt man di

so fort aus der 2ten und 1ten Gleichung aunch y und .

hat man auch
rowendet wird.

es numerisch hiufig ang

Nun kann man aber die frag
worauf sich ein iibersi

:ch aust

erinden lassen wird.

| |£!:|.|!:'|||-:-:_'I‘. [bh.1]u 8 W

Wenn man ausser den bereits bei

] Co

1och einige andere éihnlich gebaute welche wir im i

lureh runde Klammer unterscheiden wol

eit man sich am

einsetzt, nnd

LS lll-,,l' ; ',J,'I

Dabei haben lurch runde Klammern unte

Coefficienten ¢

e ) ol
d | ¥ e
(ad.2) l —57 I 1 (bl . 2) L',. . | I.
e Lc ¢ -
i
: (4)
o . Fal
S ; e 4 |
al : {ae. 1) hi.2 b 11 :
| & e




(Gemeinsame Bestimmung aller Unbekannfen 2 y 2 . . . 0. 5 W 101

oir
)
o

Wir fahren nun noch weiter fort, und setzen:

[d1.3] | (d 1.3
[t J-'gurlf.l:"l_. (1.3} =(bL.2 . r- n]
] 4 [dd.3

und damit kann man z y 2z ¢ kurz so ausdriicken:

P s T oy
bd.2), (el.3)=

(cil.5 )= (al.2)

l“:ll".-.'

(s l.3)
€r= — L Yy = -
a a) :

Es wiirde wenig

i)
(D)

:tr_',"" irlflr'.il.z;:

stellen, wenn es nicht

welchem dieselben mechanisch ansgerechnet werden

na Fibe, n

aber der I

ein einfaches & !

wie folgendes z

kénnen. Dieses 1ist

[@aly [ab]y, [a clg [ad]y [a ]y
B e Bd B
A ce]l [ed] [edl
[@d (a1

[bb.1]5 [be.1]y [Bd . 1]y [BE. 1]
[ce.1] led.1] [el.1] [a ey :

[dd.1] [dal.1] (o dly

il | e

[ce. 2]y [ed. 2] [cl.
& [dd.2] [dl.

Il
6L,

=

B

!._, {r‘![; k) ||i}-'_f C ‘Lj]

] (ad.1) [bd.1]; ¢

| (al. 1) [B1.1];

[dd.3]s [dl.3]s | (ad.2) (Bd.2
[£1.8] (al.2) (B1.2

o

D v

=~
o
it
B

L[4 [d1.8]; Zhler

[dd.8]s Nenmer

9
]

© —y : — ¢ Quotient

Folgendes ist der Gang der Rechnung:

1. Die Abteilung 4 wird mit den gegebenen Coefficienten ausgefiillt.

2. Die ganze Abteilung B wird in fiblicher Weise berechnet nach der Regel:

b . ik ."Ji
[bb.1] = [bb] :}&i
3. Man fiillt die Abteilung B’ aus durch Heruntersetzen der mit ; bezeichneten

|u h! 0.5, W.

Grissen von .A.
4. Man berechnet © und die erste Columne von €' wieder ganz nach der alten

sen nach den frither angegebenen

negel, welcher sich anch die drei neunen Gt
Formeln (3) anschliessen.
5. Man erginzt die Abteilung (' durch Heruntersetzen der mit ; bezeichneten
Klammern von B.
6. Man bildet D nebst den zwei ersten Cq
Regel, welche fir [11.3] sowie (@l.2) u. s. w. gemeinsam ist [vgl. (4)].
7. Man setzt wieder die [...]; von € mach D’ hinunter
8. L und die Zahler in I/ werden wieder nach der alten Regel [s. o. (5)] gebildet.
9. Die Nenner [---]g werden von A B € D nach I hinunterge
10, Die Quotientenbildung in I ergiebt die Unbekannten nach den Formeln (6).

olumnen von IY wieder nach der alten




N i mE |
7 el B 8 0
L. ‘4. 56] |
|
i 8,71

k, 5
(9}
.
.08 b, 10 11,64 =]
i -
- 8,49 14,75
) q
= 7 Al
Forre) L0
v — lo,U8%| —
0,67 - 1A% = Uy

o

i et ; + L a 3 3 : T o
Die Subtrahenden von der Form Nanl [a B] u. s. w. sind hier zur Unterscheidung
0 (N

mit kleineren Zahlen g
berechnet.

-\ '.-':J.'_-I:.}?|'-'I! '\';:“i.l |]|'.|'i_'}|.;;|;_‘4 ;J‘.'[‘: |i-',']!| |:|_-L"|||,::1_~;|_'-!|il"I:}L'!'

Alle von lin
zeichnet.

hinfiber gesetzten

Zahlen sind rechts mit * be-

Wenn es sich nun weiter darnm handelt, auch alle Gewichts-Coefficienten [e &]
[& B8] u. 5. w. zu bestimmen, so hat man nach

I § 28 8. 90 an Stelle der Ab-
itglieder [ i] [b 'I: [I.'Irli die Werte — 1 w., und die Elimination
in den hierauf bez Teil

chen

eilen zu wiederl

bekommen folgendes:

-




Unbekannten x. ¢ 2 . - .
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—

—
=
R
© hp
= A
A=

nnd

er Absolutglieder
schrei

Sy
=
o s

v
AT
B
o s
T
Y

el

Anmerkung

kann man

schnung nitzlich.

15,09

d
!

.....

co

1,00 l
I-I.‘I I

.37

0,87
0,37
.59

1.00
0,00

0.59

0,59

1,00

lir haben das Schema konsequent bis zu

— 8.50*
— I_i‘.'_}l_."

- 3,84

1,00%

— 10,34
1.16

— 1,64

l'i__.‘:-l'.l.i.

S RIEE

[ ]

801
1,00%

1,41

15,09

= 0,003

%]

it
il

1.00*

— 12,83

40,078

il

yy] fortgesetat,

Y #
— 8,01

0,37*

0,41

=y

15,00*

+ 0,062

= [ef

~ 0,046

4 -
- 18 7]
B

0,59%

— 12,88

- 0,046

= [yl

(10)

(12)

f:l.:;__"ll:iu;': ll"li" };r_'-L'i-

il )
i

H
s
ket & 1




104 Gemeinsame Bestimmung aller T

ich 12,83, in der F

]'n‘.;_-_iu: von ' ] né

) enthalten

]

Damit

welche Aus

haben wir Alles erhalten, was aus den Normalgleichungen (8)

1

ammenstellung:

ichungszwecke iiberhaupt abzuleiten ist, nimlich in Zus

- (.65 Yy T B s : + 0,32 [vwp] = B4.84 18}
[z e (.004 @ ] o 0,046

[8 7] = - 0,046 l (14)

0.078 I

fi.r'i.«__;wr}'-' mit 6 Unbekannten.
I

vir 6 Normalgleich

Um das im Vorstehenden beschriebene Verfahren a

noch an einem grisseren

ispiele zu erpr

aus unserer

sichung auf Kandel mit

2. Auflage, 1877

7 Strahlen und 16

herstammen (Sta

hrlich geschrie

Tabelle anf 2. nach den 6 Un-

dazu noch das Quadratsummen-Glied

[ie von 5. 105 ist mit

chen Rechenschieber gemacht

(nur ausnahmswe mn bei den Gliedern

anftraten, ist mit
ne Zahl oder Ziffer meln
und die Subtraktionen z. B.

ht im Kopfe gemacht werden.

[ grossere 7a

anderen Mitteln ein wenig nacheeholfen). Es ist nicht e

erforderlich gewesen,
29,0 — 94 = 19.6 konnten

Es ist auch
Stimmen in der

1056 chrieben

3

¢ einzelne Linie durch eine ;‘_'-';1]'.:1}]'_..-]]]r.'.:}-.. versichert, deren

=

. lerdings muss das Gl
rechts selbst durch eine kleine Nebenrechnung einge

inssersten Spalte rechts ausgesetzt
mit & am Schlusse jeder Li

setzt \'\'l_']'lll"]':‘ \'.'lr}-{'i- il:'dll"_‘-:'!

das mit * bezeichnete von links oben herunter atzte

negativ zuzanehmen ist, z. B. — 19,0 ist

Glied zum
entstanden

nden Suommer

ns
{ 24.4) 13.0 - 6,0 13.0 = — 19,0
150) — 80*= 17,9— 80 9,9

und dann erst kommt die gewshnliche (Quersummenprobe
6,2+-284 4+ 184 98 928 _ 781 1 B 499 — 0.1.

Dieses 0,1

nes '.},I'J ge1n

e, ist in der letzten Spalte rechts hinaus;

4
it
]

um Zu

301 A
en, wie die Linie gestimmt hat. Diese Probestimmungsglieder wachsen
schl i

nach unten immer mehr an,

L85

th bis 0,5, was aus dem allmihlichen Hinfen
der unvermeidlichen Abrundungsunsicherheiten zn erklire

ist, Ubrigens kann man
Lbei der Rechnung selbst immer auch einen Blick auf diese

eder wer

und einen Teil davon dem Gliede s zulegen, was in unserem Falle geschehen isf,

Immungsg




=

Gemeinsaine Bestimmung aller Unbekannten o ¢ 2 . . . u. 5. w. 10

it b e (7! f f — 58 Probe

+ 18,0 | +18.0 |+ 80 80 |+ 8,0 5.0 91,8 + 338 | 0,0

29.0 e LA =110 | = 70 5.0 95,4 -~ 18,4 0.0

1]
% i
22,0 E'50 | —1394 9.4 | 00

- 21,4 16,8 8.4 24 — 0
- 260 | 148 | 4+ 2.4 119.9 —0:]
182 | — B8 | = 19 | Hdd
186 |+ 31 |— 104,8 2 —02
3.2 g 0.9 - iU 1,5
i, 47,91 + 4,1
= b 79 — (LR
13 0]
- 12.8 20 0 058 — (1.2
16,3 22 | — 778
) 0,3 | + 11,2
6.2 10,2 0,7 U
0.0 ..,' 0, 0,0
s [_!|L:|‘|| [ {-.'.‘l Ut
+ 7,7 D

- a o i Lr 9
— 21,0 a,0 LA + 1,7 L} s
\ 8.2 0.8 0.0 V4
T84 .6 -H23 | — 7.6 17,5 — U
1185 5.8 0.5 #,8
5,9 3.3 0,7 2,1 | — 08 0,4
— 46,5 3 10,7 | — 89,9 =\

+ 499.0

i g

=2 =2 44,
- '."'U__ 1

4-19.6* 2],4*
1.6 | 4 0,2 |- 1,0
Ty — = g =y = {5 = Ty




hungen., § 84,

Normalgle

di

solches Schema wie 3. 10
1

lurch

e Gesamt-Stimmung

in der Hand verfolgen und
t, wenn er ang mech ingeiibt hat, ein meues eigenes Beis

vornehmen.

¢ 34, Moglichkeit oder Unmoglichkeit der Auflosung der
Normalgleichungen,

Haupttheorie der Ausgleic

Zu den Neben

vermittelnder Beobachtunzen noch anschliessen

etrachtongen, welchi

crahiirt (1€

ch :1]‘|' 'i'.!';lt_-':-,

der

Normalgleichungen fiberhaupt immer eine Auflisung gehen w

. Fallen wird man schon aus der Natur der Aufgal

gelbst

In prakt
| wen Sinn moéglich ist oder nicht, z. B. wenn

im gewdhnli

wissen, ob eine ng
mehrerer Geraden, welche

30 B4gl schon der

ein Punkt in der Ebene bestimmt wird durch de

in einem einzelnen Falle zufillig a nahezn
i.\‘m].\ ||_|:-‘_' ,Fi:’_"l[l', Il:i.wc ]\_'r'nH' fFute haw. :"l|"_'l'::;:'llz.'1- i{":_lll‘ ]_-:-r-ll'.'_-.-.' Vo1 l':_1ll!!' .'"L'il-"
gleichung zu erwarten sein wird.

ichem Si

wechten zuerst de

||5|.-_']| ] :||=l" i-f'L-"'l'-u":'.t' |
all, dass die Anzahl der Fe

(9]

In diesem und #hnl
Wir betr

gleich der Anzahl der Unt

nnd nehmen nur Elemente an:

kannten

ergleichungen : Normalgleichungen :
=ma+by-tl |2 -+~ [ab]y all=0 |
! o= [hbly & 1] u |
reduzierte Normalgleichung: bb.1lly+bi.1]=0 (2)
(/) |'|: .‘l,l l . -l—l &

[a a] [bh.1]

,i'll_"_"||r-]';|

1 I I
AlrALEnImme : e LR

gem einfachen Falle ist aber:

[a al at a? [ab] iy by + o by [al]l = a; b g In

[6 0] = b - b [B1]=b & ba Ip
|." -"| = 2 ]2

Setzt man diezes in {2) ein, so erhilt man nach kurzer Um-Ord

[Bh.1

fhi. 1]
[&1.1] (g In
[65.1] (; Do — o
Das 1zt derselbe W

=0 und ws =10 f_'l']lc.ll]';'ll wi

y, den man aunch nnmittell

Die Normal

it

einen |-!:'|\‘-r":_:, den man aber unter Umstinden -1{".-‘-'-'|'-;;'-'1| betritt, weil dabei das

welches die leichuneen an und

Gewicht von  , p, = [bb.1] erhalten wi

wilrden,

Gehen wir nun weiter zu der Fehlerquad mme [#v] nach (3), so zeigh sich

bald, dass diese gleich Null wird, denn die Aunsrechnung giebt:

a lo — e I12 o




34  Miglichkeit oder Unmdglichkeit der Auflisung der Normalgleichungen, 107

o

Wollte man ferner einen nheitsfehler berechnen, so wiirde

(7)

ischaunlichung, unter den 2 Fehlergleichungen etwa

timmungen eines Punktes mit den Coordinaten z und y, so erhalten

die Resnltate (4) bis (7) fc

Bei 2 Strahlen ist eine Ausgleichung zur Punktbestimmung nicht nitig, wenn
man aber trotzdem die Ausgleichungsformeln anwendet, so geben sie denselben Schnitt-
punkt 2 y, den man auch ohme Ausgleichung erhalten hitte, mit bestimmten Gre-

ttleren Ge-

wichten p, = [bb.1] und p. = [ea. 1], aber ohne einen bestimmien m

htseink fehler m.

H

so kann man auch mittlere Coordinatenfe

at man aber die Kenntnis eines solchen Ges I von El‘.'_';'l‘ll'.l anderwirts,

er ber

m .
ey Wiy

bb.l] ] Viea.1]

also a T —=1la i‘i,L =0 (&)
i (o i3 #

d. h. wenn die betreffenden Strahlen parallel werden.

elich, wenn zZu zweien

ren wird die Bestimmung von x und y wieder mi

e mit anderem Verhiltnis
3]

F"i—‘-""l'F-f!L"i"ullil_f_;tn mit kenstantem Ver tnis b : @ eine dri
enn bei beliehig vielen Fehle

vichungen sind, deren Coefficientenverhiltnisse b : a

leichungen, mit

bs : s hinzutritt, oder allgemein,

Unbekannten, wenigstens 2 Fehlerg
nicht gleich sind. Denn wenn alle Verhiltnisse b : @ einander gleich wiren, so wiirde

. lab b
aucn - !-— , also:
[aa] e’
y = [ex b ; _ b £oven . ; - -
[0b.1]=[bB] —: "Ta b [H &) [ab] = [bb] (B8] 0,
[aal SRR il

Bei nur 2 Unbekannten z und y lassen sich alle diese
it P | fea Ll ® 1 TioAL 5 T ry St PRy ) :
iberblicken: fiir ireend welche Zahl von Unbekannten hat schon Glauss in der . The

1

Verhiltnisse lel

combinationis® art, 23. Betrachtungen fber die Mogclichkeit oder Unmdglichkeit der

g cestellt,
In neunerer Zeit ist diese Frage durch die Determinantentheorie theoretisch

arer gemacht worden in folgender Weise:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Normalgleichungen
¢ine und nur eine Auflosung zulassen, besteht darin, dass die aus den Coefficienten
der in diesen Gleichungen vorkommenden Unbekannten zusammengesetzte Determinante
von Null verschieden sei,

Diese Determinante entsteht aus dem System der Coefficienten der Unbekannten
in den PFehlergleichungen durch Komposition mit sich selbst. Sie ist daher gleich

. 1 % Lt i - Y Yoo b
(nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten) der Summe der Quadrate
d
gleichungen aunf alle méglichen verschiedenen Weisen jedesmal so viel Gleichungen
timmen sind, und die Coefficienten der Unbekannten

i #1414 5 11 vy - T ar.
iigen Determinanten, welche man erhalt, indem man aus dem System der Fehler

herausgreift,

als Unbekannte zu




aln fiir 8 Elemente. & 35,

10= Letermi

1t. Ist von
die Deter-

falls von

er jedesmal dann eine und nur eine

chungen auch nur eine einzige Gruppe von
G annte

ichnngen absondern 1i:

den sind, und die

§ 35. Determinantonformeln fiir 3 Elemente,

(Ohne Zusamme

nhang mit unserem allgemeinen

Man kann bei 3 E

ficienten [ec

die Auflysungsformeln fiir x4 2

und die Gewlchis-( [p] n. s. w. in einigermassen geschlossener

Form angeben, dhnlich wie bei 2 Unbekannten, namentlich wenn man Determinanten

anwendet, welche selbst ja auch bei 3 Elementen noch iibersichtliche Ausrechnung
restatten.

Praktische Bedeutung haben die 1
rische Ausy
auf dem Wege der all

NEL A o

hfolgenden Formeln kaum, denn die nume-

der Unbekannten und ihrer Gewichte geschiecht immer am besten

hlichen Elimination.

leichungen vorliegen :

ren Normalg

[a a] =

[a f.l': €+

Durch allmiihliche Elimination findet man hieraus:
e 1]y—+[cec.1]z+[el.1]=0 |
i-r:_‘_-'i:- |r|"”| U (4)

bb. 1y +[be.1]e+[bl.1]=0

Andererseits kann man die Determinantentheorie anwenden

aallb Li le Bl== :l .\| ||'- b |.-.l .'-|
c] —[aa] [be] [

I” b [H 0] [r;: ( I

| |'u .".n': |J, ¢l i )¢l

[@a] [abd] [al] |
D.— [ab][p0][b7] (6

[4! |, :Il- | !_." i

Dann werden 2 y und 2 so
I, B : D
] 43 I




§ 35, Determinantenformeln fiir 3 Elemente. {09

(4) und (5) und (6) bestehen einfache Beziehungen, es ist nimlich:

R D " D

€. fel o2 (8)
L] R s e i e o [el.2] (8
| & @ /] jai] |ad)

| |[{_..': ||'f hl |& IJ.'I |_.|’ IF)J
wo der N

nner [aal [bb]

Determinante zweiter Ordnune ist

lie schon frither in § 17. benfitzte Coefficienten-

[ce. 2] ist zugleich

ie Reciproke des Gewichfs-Coefficienten [y y]. Alle Ge-
wichts-Co

efficienfen lassen sich #hnlich darstellen:

(e =01 fecl—[elibe] . [ab]fec]— [aclfbe) |, [ac][bb]—[ab][be]
| D | &3] = ) [er]=— =

e [ea][ce] —[ac] [ae] -, i [be][an] —[ab][ac]

|20 LY o ;

2}

D SR D
-'-I'"If“‘fii"ffi\
frd 0 |
Auch die Quadratsumme der fibrizgbleibenden Fehler, [11. 2], kann 1

durch Determinanten darstellen:

i dretfach

[10] [£ 6] [Le] [aa] [al] [ac [aa] [ab] [al]
[13] [b3] [be] [a 2] [t 0] [T ¢ lab] (B3] [b1]

o [e] [Be] [ee] [ae] [l e] [ee] [a ] [B1][I1] 10
| -

[L:B] [Be] [aa] [ac] ada] [ab]

[0 ¢] [e ] [ ¢] [e ¢] [ab] [bB

rt eins

rkeit aller vorstehenden Formeln kann man s 161, Wenn
man Determinanten zweiten und dritten Grades in bekannter Weise entwickelt.

Uber die Giiltigkeit analoger Forn

Vogler, Lehrbuch der p

1 fiir mehr als 3 Elemente verweisen wir auf
1 (reometrie, 1. - Teil S,

ctisch

u. ff., und entnehmen
ienten-Determinante D ansser der urspriinglichen
ht zn begriindende Formen

von dort auch noch, dass die Coef

Form (5) noch folgende andere leic

{1
[ @] [ab] [ac] adal [ab) | ]
D 0 [bb.1] [be.1 0 [b.1][Be¢.1] |=[ao].[bb.1].[ce.2]
¥ :.-'-.' iy ]l Ir.' & | ! 1} U |' A ‘.3'

Auch fiir die Gewichts-

oL 1 T I % -
neienten bestenen noch manche .'|I!]!Z"' ]'il'!'IIII'IIZ

[mal [ab] O lza] [ab] 0
[ab] [BH] O 0. [bb.l] D [aa] | [BE.1] O
.r"-' ¢l [b .J'I 0 { If. . | | [.".' £ |I 1

] D i

Die erste dieser 3 Formen giebt

;u:,l'-_fu-lﬁ.:.‘l‘. daszelbe wie (9).

Man kann solche Formeln vielleicht gelegentlich als Rechenproben benfitzen.
Die Determinanten sind s
ee.d] v s, w.,

mbolische Bezeichnungen, dhnlich wie unsere [bh. 1]
und so lange diese besonders der Methode der kleinsten Quadrate
angepasste Bymbolik ausreicht, ist kein Grund vorhanden, eine andere, fiir numerische
H"]"-'*"l”'-'-”l;f weniger geeignete Symbolik anzuwenden.

Die Beniitzung allzemeiner Determinantens

Art wie am Schluss von & 34. ist dagegen sehr niitzlich.

zu Betrachtung

von solcher




i < : - *

ichung einer pe

=

§ 36. Interpolationsausgleichung einer periodischen Erscheinung.

vermittelnder

der Ausgl

Nachdem wir nun die allgemeine The

g

obachtungen erledigt

1: i L ) Pt
lieser Theorie

o3 am Platze sein, zum Abscnlus

in Anwendungs-Beispiel vorz welches nicht wie fast

BINZUSC

unsere spiateren sonsti

Wir betrachten eine Ausgl

periodischen  Verlanf

tungen am Meeresufer u. s. w.

he Fu

nehmen wir die

iy 8 (g + @) + v 8in (e -+ 2 @) - 19 sin (og —+- 3q)+... (1)

wobei @ unabhidngige Veriinderliche, efwa eit entspre

ist. Die Konstanten

o 11 75 )

g ¥g « . 1y O
gich gegebenen Beobachtu

lonswerte
h. dass die Quadrat-
chtungen ein Mini-

;-|'-_4i'i|||]}]‘; Tn.'r",'..i':_-; . OAsSs die .l'.'”I.\I

s B s
anschliessen,

summe der Abweichun

4""1 YOl -Il-:".:

mum werde,

Zum Zweck der
gu ermittelnden [
Auflsung :

n die Funktion (1) in Bezug anf die

kannten linear

und zwar geschieht dieses einfach durel
sin [0y 4+ ) = sin ¢y cos g COS 0y i
sin (o +— 2 1 = 81 o O3 2 (p - co8 s SN 2 q

Wir setzen:

und damit nimmt die Funktion (1) Form an:

F = (F) + 4 cos g

7] q Ys CO8 9 | i | =

s SO Q4+ ... |

@ s &g

Man fiithrt also statt der Unb

nten r und ¢ die nenen Unbekann

ein, und wenn diese ermittelt sind, kann man jederzeit wieder

S
(2) mach den Ur

kehren, indem man die
Wir setzen

A
£

mten ¢ und o a

VOTraus :

1

]:|_i'.".l|||- 0 i ] 9

Beobachtung I y Iy

Dabei ist i das In

I der Amplitude @, und zwar

sich gle [ iode verteilen, d. h,
M1 .'.i._;i =
Man bildet nun (3 den = Beobachtungen F

anem, deran --5;|._- 1-.1.!'1_;! .;Lin..;.-

B (L") + 5y cos ¢ + @y sin P+ yoeos 2@ +mwesn2p ..., F (6)

Die % Fehle gleichungen gehen hi

die Werte 0 , ¢ 24 ... und
Wir bilden di

AlLE ]II"_"- (B}

fiir F' ent 4‘|'!"'='}'|l"flli
der Fehlerg

schreiben wir zu (6) noch die

der Coefficient:

et O O ) [ T S R




dischen Erscheinung,

onsausgleichung einer per

cienten a b ¢ und der Abs

1 cos () an ) eos b sin ) I

] o8 1 gin i cos21 | sin2i F,
| cos 21 | sin2t | cosdt  sindd (B 1) Fy
1 c0s3i | sinB41 | cosbi  smbi (9 1) F

sinBi s =ik

ymen-Coet’

Wenn man nun die Su

liader |

icienten [aa] [ab] . . . bildet, so

bemerkt

man hbald, dass dieselben wegen der symmetrischen Anordnung der Beobachtungen

hiichst einfach werden. Die Coefficienten sind nimlich:
[a a] = [ b 0 [ac] =0 [ad] =0 [a €] 0

7 =il o 1 =3l
|."J }J] = 5 |f'i ¢l = 0 !.'J ”I.: =4} !}J el =4

cdd=2 [ed=0 [ce=0

Die Begriindune dieser Formeln kann

durch eine

: : Geometrische Dars nng
ometrische Betrachtung nach neben- abl=10 ond- e
reschehen: Die Gleichung (5), | ¥
ni=360°, entspricht der Konstruktion eines | ' |

o

stehender F

regelmissigen Vielecks von # Seiten, dessen Pro-

ih
o
|

m anf 2 Achsen s=ind: |
Projektion auf =: NG &
F cogt - 8cos 21 seosdv— ... ._-" / c

Projektion anf 4: i

Ot ssindsen2i+samdi—+... =

A B T d = e
Ihe 1|'=|"|x.-_u!!_|-|| gines geschlossenen

auf 2 Achsen sind aber aleebraisch = Null, es 3
Jktionen die beider | \\ '/'

X
m der Gruppe (9) bewiesen :

sind daher durch diese Proj

Gleickung

[ab] =0 und [aec] = 0.

Ganz ebenso verhilt es sich mit den iibrigen Produktsummen [ad]

M |

W 8. w., denn hier handelt es sich nur um mehre

mit Centmiwinkeln 2¢ . 8¢ u. 8. w., und dhnli

.

Form sin

findet man 1mmer

ches Durchlaufen von

o
COSE |. ua).

T &=
Pl

Polveo
of T

(2)

180
ilt es sich auch mit [be] , [bd]
Glied gn (...) cos (...) immer ein (xlied

L 180°) eos (...). Bei den Quadratsummen

D T ——

i ¥
— e

—

e




enthilt also nur eine Unbekannte, und Elimination ist

Indem wi

[b1] . . . nach (8)

Wir Ellll'-_f- nie

(") F

[d1) = (Fy+ Fycos2i+ Focosd i+ Facos6i+..)

(F") das ar Mittel

nd, alle Beobachtungen wvon

Die Klammer : aber [ab 0, folglich:

cos 28+ focosdit... (13}

Y1 = = (fo+ fi cos 5+ f;

und dhnlich verhalt

Zl"i 3"‘2 '."i :

umme [# 2] und den mittleren Fehler m ei

Da nach (9) alle Produktsummen
d. 2

lie el

kann nech die & Beobachtung

[ab] , [ac] .. . gleich Null sind, so

Null, und damit reduziert sich die

auch alle [be. 1], [e

& " - M, 2 ;
[d1 a (F2 5 [} — = (43 4+ o) (14}
& I




Af.

Aus (11) folgt: 9

i

|_ e

]

1= [ff] +n (@
oder weil mach (12) ist:

(7] = [ff]
e
|."rf 7 9

Der mittlere Fehler einer Beobachtune wird:

[# v]

™ ];"-
T -

der

!." J']

Dieses in (15) gesetat [v %]

- U

wobei # die Anzahl der Konstanten in

b 1= B,
Wir stellen

#t = 12, also nach

20y O
A e

b=

b g cos 90°
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Zu einem Zahlenbeispiel fir die
metermittel von -1873 in Kairo
Wiiste 8. 144). Mittel {

als Beobachtungen F ein, wie

i —is fs+ 1o — 1)
L}

Formeln (19)

1865-
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