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Das allgemeine arithmetische Mittel,

e
= 8

Die Kurve liuft asymptotisch aus, d. h. der mittlere Fehler M nihert sich
unbegrenzt der Null, ohne den Wert Null selbst je zu erreichen. Die ersten 5—10
Wiederholungen geben rasch eine Abnahme von M, d. h. eine Genaunigkeitssteigerung;
dann aber hat weiteres Wiederholen wenig Erfolg, und um den mittleren Fe
ersten Messung anf ein Zehntel seines Wertes herunter zu bringen, miisste man 100
Wiederholungen machen.

hler efner

Das thut man aber gewthnlich nicht; eine und dieselbe Messung pflegt man
hiichstens 5—10 mal zu wiederholen, und zwar nicht bloss deswegen, weil von da an

der Wert M nur noch langsam abnimmt, sondern aus einem noch viel wichtigeren

Grund: die Gleichung (6) und die darnach berechneten Zahlenwerte (12), nebst der
dazn gehdrigen Kurve, setzen nimlich voraus, dass die Messungen nur mit unregel-
miissigen, positiv oder negativ gleich wahrscheinlichen Fehlern behaftet seien, und
dieses ist in Wirklichkeit fast

nie der Fall. Tm Gegenteil, je feiner die Messungen
werden und je Sfter man sie wiederholt. desto mehr kommt man zu der Uberzeugung,
dass fast iiberall konstante Fehlerquellen einwirken. Man soll daher bei Wieder-

holungen auch die Nebenums

inde miglichst abiindern, z. B. bei Winkelmessungen

nach und nach verschiedene Striche der Kreisteilung benfitzen u. s w.

Einfilhrung des Gewichtes.

Zur spiteren Anwendung (z. B. im folgenden § 8.) betrachten wir nochmals

die wichtige Gleichung (6) in anderer Hinsicht:

N— oder  MZ= 1V (13)

¥ n i 2

Hs f
achtung betrachten kann, deren mittlerer Fehler M
n Be

die Werte M und m festeestellt.

t hieraus,

dass man das arithmetische Mittel als Ergebnis einer Beob-

ist also das Genauigkeits-

verhiltnis dieser fing

ichtung und einer urspriinglichen Beobachtung durch

Dieses fihrt zu dem Begriff' des Gewichies,

Das Verhiltnis von m2 zu M2 ist bestimmt durch die Zahl », welche angiebt,
wie viele Beobachtungen der einen Art in ein arithmetisches Mittel vereinigt werden
miissen, damit dieses die Genaunigkeit einer Beobachtung der andersn Art hat. = heisst

in diesem Falle das Gewicht der letzteren Beobachtung (wobei man das Gewicht einer

Beobachtung der orsteren Art = 1 setzt

§ 5. Das allgemeine arithmetische Mittel.

Wenn zur Bestimmung einer Unbekannten mehrere ungleichwertige Beobach
tungen vorliegen, d. h. solche, denen von vorn herein nicht gleiche Genauigkeit
zuzuschreiben ist, so ist das im vorigen § 7. behandelte einfache arithmetische Mittel
nicht der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten. Wie in diesem Falle zn ver-
fahren ist, wird eine Betrachtung zeigen, welche wir mit einem einfachen Falle
einleiten:

Man habe 5 gleichartige Beobachtungen 1)’ ' I3’ I L und deren einfaches
arithmetisches Gesamt-Mittel:
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Ausserdem betrachten wir zwei Partial-Mittel aus 2 und 3 Beobachtungen:

' ' s ' ;

' 4Ty R e
a I.—II

' o
(7] 23

h

zusehen, dass man ans den Partial-Mitteln !
1

dann ist leicht ein
G
tungen I'; es ergiebt sich nimlich aus (1) und (2):

2 +3%

9 9

samtmittel & herstellen kann, ohne Zuriickgreifen auf die urspriinglic

der an diesem einfachen Falle mit 2 + 8 — 5 Beobachtungen
lisst

aus py pg Pg ... urspriinglichen gleich genauen Beobachtungen annehmen, und

n Groppenmittel I; /

sich leicht auch allgemeiner durchfithren: wir w

nach Analogie von (3) das Gesamtmittel berechnen
M+ polo+pyls—+... [p 1]
r = = T .
Pl—Po v+ Pg.-- L»]

Die Zahlen p haben hier die Bedeutung von Gewichten nach der
i g

srklirung am

Schlusse des vorigen § 7., d. h. die p sind dasselbe was die dort mit » bezeichneten

Wiederholungszahlen, zu welchen die Partial-Mittel 1, I, I . . .

Wir gehen einen Schritt weiter, indem wir annehmen, [

dass diese |;I' ba ";-_. . w

nicht Partial-Mittel, sondern selbst unmitielbare Beobachtungen von verschiedener

Genanigkeit seien; dann miisste man ebenso verfahven wie im voricen Falle nach
-.r.(!]:

te, welche den

Gleichung (4), nachdem man zuvor diejenigen Zahlen p e
einzelnen Genauigkeiten entsprechen, und dieses wird erreicht, wenn man fiir P

Gewichte nach der am Ende des vorigen § 7. 8. 24 gegebenen Definition nimmt,

Da tibrigens der Wert von 2 in (4) nicht verindert wird, wenn man alle Ge-
wichte p mit einer beliebigen Zahl multipliziert, so folgt, dass es zur Losung der
Aufgabe geniigt, wenn solche Gewichte p beniitzt werden, welche den frither als
Gewichte definierten Zahlen proportional sind. und wir werden deswegen kiinftig

allgemein die Gewichte nur als Verh&ltniszahlen auffassen,

; die Gewichte p nmg

il nach (6) §

st sich weiter leicht =

der mittleren Fehler

sein miissen, we

irt proport de aus
der Gewichtszahl » ist. dieses deutlicher zu zeice

Gleichung (6) § 7. 8. 21, nimlich

m

in welcher n als Gewicht auftritt, auf 2 Fille mit »n — p und n = p’ anwenden:

Hi
GGewichte zweier Beobachtungen sind, so ist:
p M2 M V p' N

oder (8)

o "y

aus ergiebt sich der Satz: Wenn M M' die mittleren Fehler, und p p' die

d. h, die Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der mittleren Fehler,
oder die mittleren Fehler verhalten sich umgekehrt wie die Gewichtswurzeln,

Ein dem Begriff Gewicht verwandter Begriff ist der der Grenauighett; bei ab-
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nehmendem mittlerem Fehler wichst sowohl das Gewieht als die Genauigkeit, jedoch
in verschiedenem Mass. Wihrend das Gewicht nmgekehrt proportional dem Quadrat
des mittleren Fehlers ist, wverstehen wir unter Genauigkeit eine Griisse, welche nur
umgekehrt proportional dem mittleren Fehler selbst ist. Ubrigens ist kein Bediirfnis
igkei

In welcher Weise die Gewicht
angeben. Am einfachsten ist die Bestimmung der Gewichte, wer

szahlen in unsern Rechnungen einzufiiliren.

vorhanden, besondere Gena

in

e ermittelt werden, ldsst sich mnicht allge

es nicht mib

Anfang

unmittelbaren Beobachtungen, sondern, entsprechend der Untersuchung e
gruppen zu thun hat, was

|-Mitteln aus einzelnen Beobachtun;

dieses &, mit FPar

zguweilen vorkommt,

Nachdem die Bedeutung der Gewichte p erklirt ist, giebt sich alles Weitere,

en Mittel. Wir haben bis jetzt folgendes:

ihunlich wie beim einfachen arithmetisc
Gegeben die Beobachtungen: I; L lg . . . I
mit den Gewichten: Pr PoPge s+ Pa

Der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten ist das arithmetische Mittel:

Py b= P lo Do s 4+ ln I ¥
p=Bi - Pols ety 0a _II,H J (6)
P P2 TPy iaPn [#]

Man bildet wie frither die scheinbaren Fehler:

vy = & — I; mit dem Gewicht py

g=a—10b . . ) P
g = —la . e X Ps (T}
R e 3 4 Pa

Wenn man diese » bezw. mit ihren p multipliziert und sie dann addiert, so
erhilt man wegen (6):
yigH | 0 | )

Wir betrachfen nun denje mittleren Fehler m, welcher zu einem Ge-

wichte p = 1 gehdrt; ob unter der Reihe der py ps pg . . . wirklich ein Wert p = 1
vorkommt, ist dabei gleichgii

z, jedenfalls kann man sich einen solchen Wert p = 1
denken und den ihm entsprechenden mifttleren Fehler m betrachten, welchen n

1
auch kurz Gewichisetnheitsfehler nennt, Hieraus und aus den Gewichten PLPo P
tolgen auch nach den Verhiiltnissen (5) die mittleren Fehler der
lich bezw.

& 13... nim-

m i m m
V V po V ps V P
Um nun das Fehlerforty

auseinandergez

zungsgesefz anznwenden, schreiben wir znerst (8) in der

1en Form:

; r Ja . a5 by ” z

e 2 NI D - 1D R 1S (10)
[r] [p] = ° [p] [P g

ntspricht wieder der linearen Funktion (9) des allcemeinen Fehlerfort-

: i _";1].|_':'.'

(el A EL L A i W (10 a)

F1 Fa

(p] " [p]

) haben, giebt di

Dieses (10)
pflanzungs;

e & , @ ; ... &8nd in (10} vertret durch

und da wir auch die mitt-

i 1 1 - C .
leren Fehler der einzelnen Summanden in

Anwendung von (10a):
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oo
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(11}

Wir gehen iiber zur Bestimmung des mittleren Fehlers m einer Beobachtung

chtseinheitsfehlers). Wenn die Gewichte p alle = 1 wiiren, so

vomm Gewicht 1, (Gewi
wittde man aus den scheinbaren Fehlern v in (7) hochst einfach einen Mittelwert

1

de beim einfachen arithmetischen Mittel in § 7. und obgleich dieses nicht

W T

v reduzieren

B ist, ktnnen wir doch die zu ungleichen Gewichten gehirig
auf gleiches Gewicht p = 1, niimlich nach den Proportionen (5) mmuss sein:
Gewicht Fehler Gewicht  Fehler

™ t 1 v; ¥ pp reduziert

L Vo 1 La -ll"..f .

3 Ug ] vy V ,F' "

sbel ist angenommen, dass die scheinbaren Fehler v den Gesetzen der wahren mitt-

B}
leren Fehler folgen, was zulissig ist. Man berechnet nun aus den anf das Gewicht
mittleren Gewichtseinheitsfehler nach der fritheren

Formel (10) & 7. 8. 21, nimlich:

o Vo) (o Vi + (0 Vi) +... _ [p03]
j n—1 n—1

F =
/p ¥?] .
m= J/ 12)
f n—1 Nl
Nun hat man in den beiden Gleichungen (11) und (12) die ganze Fehlertheorie des allze-
Nun hat man in den beiden Glei ] 4

1eti

schen Mittels; man kann anch ans (11) und (12) zusammen noch bilden :

i | & ."'—'. E
_'!I = i .Ll 4 :1:_|'|
J!/ [p](n—1) )

wollen wir mit der nachfolgenden Fig. 1. eine, |

Zu einem Zahlenbeispiel

berechnung nehmen, bei welcher die Gewichte nicht etwa durch ungleichartige Messungs-

wiederholur bestimmt sind, sondern aus der Natur der Aufeabe sich selbst el
Fig. 1.
| A 1043,64" m
g 74 - [
418,71 o Ll %i
O, g
F ket U ' A _Jg_,.-—- B
e

S Wi 888 —u

Eo=
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C _
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eine arithmetische Mittel.
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e
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Es seien ndmlich 4 B C P E F Héhenpunkte der Landesaufnahme, deren
Héhen iiber N. N. unabiinderlich gegeben sind, z. B. A hat die Hohe 1043,64™ iiber
N. N. u. 5. w. Wir nehmen auch an, diese 6 Hohenangaben seien fehlerfrei, oder
¢3 sollen ihre Fehler nicht in Betracht kommen neben den Fehlern der 6 fachen
A,
B u. s. w. pemessen und mit den bekannten Entfernungen P A, PB u. s w. zZu

Hohenbestimmung von einem Punkte P aus, in welchem die Hohenwinkel na

Hohenberechnungen beniitzt worden sind. Auf diese Weise ist folgendes erhalten worden:

SR J bene Hihen
Zielweite :

ibexr N. N.
AP =2010m A 1043,64m
BiP = 500 B 619,02

¢ P HB20 ¢ 480,81 (14)
D P = 3002 D 124%.01
FEP=6197 E 92818

F P = 5800 F 41871

Das einfache arithmetische Mittel der 6 Héhenbestimmung

den Punkt
wire 728,77=: dieses einfache Mittel diirfen wir aber nicht als Resultat annehmen.
weil bhei der Ungleichheit der Entfernungen s die 6 Bestimmungen nicht gleich-

wertig sind. Aus der Theorie der trigonometrischen Héhenm

ing weiss man, dass
die Fehler der Hohenunterschiede & (nazhezu) proportional den Zielwe

g sind, und

folglich miissen die Gewichte p nmgekehrt proportional den Quadraten der Zielweiten
|

ot
8=

s sein, oder p =

und zwar

0,01 0.05 0.11 0,08 0,05 (15)

Wir haben absichtlich ziemlich stark abegerundet, weil

en prakti
I

Wert hat, in solchen Fillen, wo die Gewichtsben

8@ " gewissen, nicht

strengen Annahmen beruht, mit vielen Dezimalen zu rechnen.

Mit den Hohen won (14) und den Gewichten (15) erhalten wir nun fo

lerechnung, welche den Formeln (6), (11) und (12) folet:

{ r { i i'.-‘.‘:-:i ) p2 ] ,l_"_‘
728 + 0,91 [ 0,2275 — 0,08 0.0064 H,;_n'-;.‘.
0,22 0,01 0,0022 4 0,6 0,0037
0,03 0,0315 — (0,29 0.0015
.58 0.11 01,0658 4~ 0.25 0,0070
+ 1,062 0,08 0.0306 — (.10 0.0361 0.0011
(.84 0.03 00252 — 0.01 0,0001 0.0000

summen 0,46 00,3308 0,0149
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o

\ Q0
U Sy

[pt] 0,3808
'l.u] 0,46
/[p v 0,0149 o s
. = i = == ). 055m (16
0 }' n—1 )( 5 L (16)
it 0,055 e
M - A2 — s S 0,080
Vip) V0,46
Also Im ganzen: H = 728 4+ p =

dem mittleren Fehler:

T

statten I

Denkt

man

wichte pr; p. axe A mit

3 wirkend, so sind die statischen Momente A
r Gewichte he /

* Bnmme ?Jr

1 Hebelsarm &, ¥

] belastet, dasselbe st e Moment
I_'Y.I‘Illl'_lllll'r'll1l’,

|
kt man sich nun die Drehaxe von 4 um den L

s {(Fewic

1 B verachoben, dann haben ¢

nena Axe B

, in Bezug auf

. wobei
und es ist:

ader es ist B der Schwerpunkt eines den Gewichten p, p. p, entsprechenden Mas

Deuntung: es ist die
y Axe B, und die

rsrechnung 1

1wch die Summe [p o¥] hat eine mechani

: soeben erwiabhnten NM:

relche den Mittelwert g i

Al

ns in Bezug

ine der A

s goll B eine Axe kleinsten Tr

smomentes sein.

§ Y. Besonderer Fall zweier Beobachtungen,

Zur Ubun
Beobachtungen, welcher ansserdem in manchen Be

o der Theorie vom arithmetischen Mittel nehmen wir den Fall zweier

iehungen wichtig ist.

f genaue Beobachtungen vorliegen, welche um den Befrag d
von einander abweichen, so mag die erste Beobachtung [ sein und die zweite Beob-

achtung [ 4-d, also das Mittel

dann sind die scheinbaren Fehler:

{ 1 l
v =1+ f.) — 1=+ L und [ + :) — (I +d) = :

& & &

also der
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