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§ 11. Beobachtungs-Differenzen. 35

Oggersheim—Mannheim—Speyer, welches in Fig. 2. darge-

In dem Dre

stellt ist, hat man

Gemessene Winkel Gewichte
= 72° 16" 44.86" pe =27 Jll'"'r' 5
i L A
g= 90 pg =42 o ;;"f
= ; e (e AT
{ .'.EJ'." = U9 |
Summe: ¢+ 8+ 3 = [
soll [
- 5 |
Widerspruch : W = |
e RS 1 i L : ! i '
(zewichts-Reciproken: — DS — = 0,024 — 0.015 o
Py rs Py J
1 A
= 0,076 S
J‘J
Winkel ‘ 0087 0.4
Winkelverbesserunoen: v, = s R = L (TR v = <+ 0,497 v — == 0.3()*
Vor |.I‘f.|‘H_"r ] :{ 1 EJ__ L,
(Gemessen Yerbesserungen Ausgeglichen
72° 16" 44 86" -+ 0,75" 722 16" 45,61"
a0 1 56,46 + 0,49 90 1 56,95
17 41 1743 -+ 0.30 17 41 17.73
179° 59" 58,75" +— 1,54" 1802 0" 0,297
Nach (19) bestimmt man den mittleren Fehler fiir die Gewichtseinheit:
m = 00"

und nach (21) berechnet man die mittleren Fehler der ansgeglichenen Winkel, und
hat damit das Schlussergebnis:

0.77"

o =
B — 90° 1 0,72"
y 7° 41 0,61"

y. .5 3
sFleicnunge

In dhnlicher Wi
, ktnnen
mit mehreren U
Unbekannten durch das arithmetische Mittel zuriickgefthrt werden,

fiir unmittelbar

anche andere Aufeaben, welche beim ersten Anblick

&Il
1

kannten zu verlangen scheinen, auf die Be-

eine A
stimmung eéiner

jedenfalls kann eine Ausgleichung mit einer Summenpr

f.{]'.‘i"

1ch

lem vorhergehenden Muster eine: nprobe fiir

gemessene (irossen ganz
drei Elemente behandelt werden.
» kann auch jede Ausgleichung mit einer streng zu erfiilllenden

den Fall des arithmetischen Mittels guriickgefithrt werden.

In dhnlicher We
Bedingung

eichung, auf
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:h macht, z. B. eine Gerade hin und her misst.

Wenn man eine N
oder eine Nivellierung hin und her macht u. s. w., so kann man auf je zwei solcher
Messungen die Sitze vom arithmetischen Mittel anwenden, wie wir schon in §9.8.29
Beobachtungs-Differenzen die Rede

SUng zwel

gethan haben; und man kann immer, wenn v

ist, die beiden in Betracht kommenden Messungen selbstindig vorfiihren: indessen




=N

36 Beobachtungs-Differenzen. § 11.

gestatten die Beobachtungs-Differenzen auch eine sehr niitzliche allgemeinere Be-
trachtung, zn deren Einleitung jedoch nochmals an das arithmetische Mittel ange-
bunden werden soll:

Sind I; und 1
man das arithmetische Mittel:

beide Messungsergebnisse mit der Differenz I, — Iy = d, so hat

und die scheinbaren Fehler:

By iR d
=2 —h= 5 und p=a—1l =+

Es ist also der mittlere Fehler einer Messung nach (10) § 7. 8. 21 mit » 2.

/2] /2 ;
m=F — Vot V2 (1)

und der mittlere Fehler des arithmefischen Mittels nach (11) § 7.

re

1
o )
o2
(L)

I d

M = (2}

")

'I.f" # &

Wir merken uns hievon insbesondere die (ileichung (1), nimlich d = m ' 2,

d. h, die zu erwartende Differenz zweier Messungen ist gleich dem 1/ 2 fachen des
mittleren Fehlers einer Messung.
Nach Klarstellung dieser sehr einfach

'n Verhiltr

rholungsmessungen zusammen nehmen. Man

ehen wir einen Schritt

indem wir mehrere solcher Wied

weiter

3

rerschiedene Nive

habe z. B, verschiedene Yinien, jede hin und her, oder PN ES-

fiir sich hin und her, g

strecken, jed »ssen und in jedem dieser Fille eine Differenz

Iten. Wir wollen aber dabei zundchst annehmen, die wverschied

n Ling

oder Nivellementsstrecken u. s. w. seien nahezu gleich lang, oder al
Differe
As

Formel :

meiner, die

von lauter

gleichen Gewichten, dann kann man

v Anzahl r solcher Differenzen eine mittlere Differens berechnen nach der

D - a2+ do? - dg? + ... d2

. - -/ Td2]
oder D2 = 3 = }’, Lal (8)

!

¢ und nicht etwa darch + — 1 zu ersetzen,

Der Nenner r ist hier streng richtig

wie bei (10) § 7., denn die Differenzen 4 haben den Charakter wahrer Fehler und

inbarer Fehler.

ll:u_"jjt. bloss sel

Aus (1), (2) und (3) zusammen folgt nun auch, indem man die mittlere Diff

D an Stelle der einzelnen Differenz d von (1) und (2) setzt:
Mittlerer Fehler einer Messung 0 }' o (4)

i e : 1 A2
Mittlerer Fehler einer Doppel-Messung M = Jf ' (5)
2 T
Wenn nun aber Differenzen d; d;...ds vorliegen, welche zu ungleichgewich-
tigen Messungen gehdren, z. B. wenn d; zu einem Hin- und Her-Nivellement der

Strecke s;, dagegen dy zu S, 0. 5. W. irt, allgemein wenn o) zu einer Doppel-

messung vom Gewichte py, dagegen dy zn einer Doppelmessung vom Gewichte ps
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u. 5. w. gehort, so darf man auch die mittlere Differenz I» nicht mehr nach (3) be-
rechnen, s srn man hat dann die mittlere Differenz I fiir das Gewicht 1 naech
von (12) § 8. 8. 27 zu berechnen, jedoch mit dem Nenner r wie in (8):

P %+ pydg® + ... pady?

Analogie

D2
1

; » 2] /p a2 o
IJ.!;"‘J - . J'..’z,f.' I“l . (6)

P r
Also ist auch der mittlere Fehler m einer einzelnen Messung vom Gewichte 1:

D

==

V2 :
tlere Fi s Mittels ans zwei Messu
Fehler einer Doppelmess

ngen vom (Gewichte 1, oder

vom Gewichte 1:

1 5/ [pd @
M=) (8)

itigsten Anwendungen dieser letzteren Formeln wollen wir

ttlere

Als eine der wit
Wiederholungsmessungen von Lingen, oder Hin- und Her-Nivellierungen nehmen. Alle
diese Messungen haben mittlere Feo welche mit den Quadratwurzeln der Ent-

{ ' 1P Y [+ T 2 i £ 13, a1 3 w1t - o . - - . 1 C.!
fernungen s wachsen, folglich sind die Gewichte umgekehrt proportional den [}/ s )%,
d. h. umg

skehrt proportional den s zu setzen, und damit werden (6), (7) und (8):

e 1 (di? | dg? daty 1 I'.rfﬂ]
X ‘Q] : 8 RS Sn / =: r L

A1 rd2
" = }f (9
drlg. Y

| EEe A B :
H=<¥ w5 (%

Als Beispiel hiezu nehmen wir einen Teil eines Eisenb

in unserm Band II. 1893, 8. 442 ni

ahn-Nivellements (das

er beschrieben ist).

rung Entfernung
11 a2

7

= &
L 0.6mm 0,36 (0,5 2em
- 0,4 0,16 0,42
0,6 0.36 0,47
1,2 1,44 0,48
— 2.4 5,76 0,01
r S 2,60
o

- 0.4

t man den mittleren Fehler sines Doppelnivellements von 1 Kilometer:

= + 1,797 (11)

m Nivellements von 1 Kilometer:
m=M}V 2=+ 253" (12)

und den mittleren Fehler eines einfac
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Eine solche Genauigkeitsbestimmung ist mehr oder weniger guverlissig, je
ichsstrecken zur Verfigung hat, dagegen auf

nachdem man mehr oder weniger Verg

die Lineen der Strecken kommt es dabei nicht an, sondern nur auf deren Anzahl.
herlei Griinden

(Allerdings ganz kleine Strecken, z. B. unter 100, werden aus mar
nicht vollberechtigt mitzihlen.)
Wir wollen die Formeln (9) und (10) auch n

h anf eine L

ITENMEessulg an-

wenden und zwar auf das klassische Beispiel der Bessel schen Gradmessung in Ost-

preussen, welches an sich schon inferessant ist, uns auch noch Veranlassung giner
Bomerkung fiber die Entstehung der Differenzenrechnung geben wird.
Bessel hat bei seiner Gradmessung in Ostpreussen cine Basis in zwel Teilen
je zweifach gemessen, niimli
2 l‘:_ﬂ'-’ Gesamtmittel |
Messung 1381,1571 : (13)

18

344 Tm

2. Messung 1381,1632=

II!.'. ,'I‘ | i

Differenzen d; = + 1,
ngen in I':i].l}—

Indem man nun die Differenzen d in Millimetern, die En
metern zihlt, also s; = 0,441 und s, = 1,381, wobei » = 2 ist, hat man nach (9)

das mittlere Fehlerquadrat einer Messung d

sr Liingeneinheit

me = (14)
m2 = = 7.70 m =+ 2,787 fiir 1 Kilom. (14 a)

Dieses ist der mittlere Fehler einer Messung der Lingeneinheit von 1 Kilometer.
Der mittlere Fe ' gen (Hin- und Her)-

Messungen einer Linge von 1

ZUEL }".'.I.-‘ii:.lll]i“'“‘_{"-']‘.lll

h, der mittlere Fehler einer lJ‘U':.']H.’]-
messung von 1** wird nach (10):

278

i1 F P § 3 Y

M — : — -+ 1,96m= (fiir 1 Kilom.) (15)
Ve 12

Endlich kann man aber auch den mittleren Fehler des Gesamtmittels s; -+ 5o =

2,3447™ rechnen; es ist namlich dessen Quadrat:

. 1 (di2 1o% ;
M'2 = M2(s; 4+ 83) = 4 r_] e 28 | (87 + 84) l

S BN E L Ay :
; : 5)
1 /8 4+ 8 §1 == &o
oder M' = = )!I l =2+ L &2
2V 2 3 | Sg =
wihrend in der Gradmessung in Ostpreussen 8. 55 statt dessen angegeben ist:
= )' Bd2+ 2 = dy? (158)
2 #1 i §5 = i

druckten Anmerkungen im Nachfolgenden 8. 40.)

(Vergleiche hiezn die kleing
5} giebt:

Die Ausrechnung nach (15

M' = MVs + 83 = 1,96 V1,8

Man wird also nun aus (13) und (15b) das 8

— _-+'. E.I:; M

3

I

15 b)

ilussergebnis bilden:
Basislinge = 1822,8447= + 0,0027 (16)
Endlich bietet die Differenzentheorie noch die Muglichkeit eines zweiten sehr
anschaulichen Beweises des S

dass man bei der (Genauigkeitsberechnung aus
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nicht durch », sondern durch n—1

1 arithmetischen Mittel .
lividieren mmuss, d. h. des Satzes (10) & 7. 8. 21.

kannte n mal beobachtet ist, so kann man zur Gewinnung
wchtung die einzelnen Ergel-

Quadratsumme

Wenn eine [
eines Urteils iiber die Genauigkeit der einzelnen Beob:

; r . : 2 n—1
nisse unter sich vergleichen, und zwar kann man die # Beobachtungen zu = 5

verschiedenen Differenzen kombinieren. Bedeuten I, und I, die zwei ersten Beobach-
weinbaren Fehler

tungen, so ist deren Differenz d = Iy —1;, oder wenn man die sc

=@ — Iy und vy = & — Iy vorfihrt, so ist auch d = (2 —1vg) — (8 —1) = ¥ — o
et a o n—1_.. : ¥
Die simtlichen so zu bildenden n—;— Differenzen sind folgende:
| s
[} II-) J_l -
1 v 3 L g — U4
- a Va — Uy g e Uy

Diese Differenzen sind nun allerdings nicht unabhingig, und man hat deswegen
nicht das Recht, sie wie unabhiingige Beobachtungsfehler zu behandeln, allein sie
sind wenigstens gleichartiz und gestatten deswegen die Bildung eines Mittelwertes.
lratsumme wird, da jedes einzelne v2% sich (n — 1) mal findet:

[d2] = (m — 1) [v2] — 2 [w:ivs] (17)

rong der Differenzen auftretenden Pro-

Thre Qua

wenn [v; 9] die Summe aller bei der Quad
dukte bedeutet.

Um diese unbekannte Summe [v;v:] wieder zn eliminieren, beniitzt man die
hung:

identische Gleic

Py —+ Vo =+ Vg 4 o — (18)
(17) und (18) geben zusammen:
[d2] = (n — 1) [vE]
Die scheinbaren Fehler v n aber di t] =0
also [d2] = n [v2] (19)
e : ; 3 n—1 ; e T
Die Anzahl der Differenzen d ist = e also die e Differenz D (je

zweler Messungen

/o 2[d2
D = }f’ [ ] v
n{n—1)

er einer Messun;

(2 )]

ler mittlere Feh

(21)

['her die Entstehung der Hechnung mit Beobachtungs-Differenzen schreibt Ceuber in ,Theorie
der Beobachtun
eginer Beobachtun
Mittel, fhre Abwe
*obachtunge-Dif

Leipzig 1891*, S. 174: .Der Gedanke, zur Beurteilung der Genanigkeit

& statt der Abweichungen der einzelnen Beobachtungen vom arithmetischen
ander, mit anderen Worten, s der scheinbaren Fehler die
i und von dwndrae und
- 1881 die Anwendung

sion einer Beobachtungereihe vorgeschlagen,

nMngen unter

¢ Z1 verwenden, Ist vo

Helmert welter ausgebildet worden. Wohl unabl

gig
der Beoback

htunge-Differenzen zur Bestimmung der Pri
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1881, 5. 1119—1121, sur 385 81

Gr1 leichung (4) (8. ob

1Ch E8Xperir

Zu diesem Berichte von Czuber wollen wir noch einige E uternnoen ang

ungen geben: Die I and als Vorbereitung der langeren Erorterungen, welche

swesen, 18TE2—I873" gefihrt woa

it demn zwei ersten Binden der Vermegrung

I

handelte sich um Berechnur ssungsfehler aus Reihen von Dopp

ars einer Mesgsung der Lingenginhe

ist namlich die Bestimmung des mit

frither grossentei
I, 1B58Y,
~Zeitachr. f. Verm.

ans den Differenzen einer Anzahl von Doj

rd und es

auf den allgemein hier
8. 19).
Anf eine Unri

bei der Berechnung des mittleren F

htigkeit, welche sogar Besgel in der ,Grad sung in Ostprenssen®, 5. H4—>55

ilers aeiner Basismessung dadurch beging, dass er die Q1

summe zweler Differenzen nicht mit 2, sondern mit

1=1 dividierte, war ich 1569 aufms

der Beoback

orden nund legte mir die Sache am besten zurecht durch E

in einer Abhar
n* in  Astr. N

der Gra

71 als selbstindiger Fehler-Elemente, was dann we

rholter Beobacl

tingen

Fehler, &

298 ¢ dm

1 und richtig Bessel rechnet 1 h nicht 80 wia wi
L . A o e
{14) — (16) B. B8 richtig angaben, sondern er rechnet m?— = } . 85 W,
g L%y Rq
wodureh = und # mal 8o als der richtige

Weart, wie und (15a) 5. 38 bem

Gleich auf kam Andrae anf 5. 283—284 LAstr. Nach

gnung anf meine Formeln von 8.

4. Band mit einer

1 geachriebenen Er daranf beziglich,

Teranzen und der Quadrat-

fache DBeziehung zwischen der Quadratsumme

der scheinbaran Fehlear, na ch en war, d, h. die Andrae s«
(1T)—(21) 8. a9

und 3

ateilt hab

nische Entwicklung giebt das, was wir im

i folgte i iezer Sache _Astr. Nachr., 79,

=

in den Astr. Nac

Vorhergehendes

entli

Jordan, dason 81,

Band 15876, 5.

Controversen klichen Gang

L

% 80 angeben: Meine er

e Abhandlung von

1869 hatt

bald An

den Mangel, d die eir funden war, was als-

verbessernd nachholte. Dann

8 anudere Streitfrage

herein, indem er (,Astr. Nachr., 80. Band¥, 8. nach der ¢ den Di i

bei Langenmessungen verschied Gewichte der TFehlerl jo na m di

Differenzen zu langen oder kurzen Strecken s gehdren, d. h. Eir
&

Zu re rén sondern er giebt einen elbst wieder nachher das Gow

Annahme a wend, dass eine Differensz Strecken mehr zur

als ein o ai

kurzen Btrecken: ¢ D fferar

1zgiadrat

Diese Ansche z hat

Nachr., 31,

Helmeort in A

scharf bew

bezieht sich

ht

die Bemerkung, welche wir oben he

Wenn also

181 rellierstre ben.)

nun beute jeder Landmesser oder Wasser-Nivelleur seine

{10) 8. 37, 1

er dieselbe wohl als s Formel den

polemischen Weg von 1869—1873 durehilan

wir in den vorsteher

schildert h
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