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§ 12, Allgemeines Ausgleichungsprinzip. 41

§ 12. Allgemeines Ausgleichungsprinzip.

Das arithmetische Mitiel genligt nur zur Ausgleichung von Beobachtungen
einer Unbekannten. Wenn zur Bestimmung miehrerer Unbekannter Beobachtungen in
tiberschiissiger Zahl vorbanden sind, so muss ein allgemeineres Ausgleichungsprinzip
gesucht werden. Alle Ausgleichungsaufgaben werden sich anf eine Grundaufgabe
guriickfithren lassen, nimlich:

Hs liegen folgende n Gleichungen vor:

= t L& —+ EJ] YT 81 «un I]

O=apz +by+e8+ ...+
Anzahl = nd 0 =agae + by + e32 + I3 (1)
O=antt +buty +Cu2 4+ ...+

e e
Anzahl = u

Die Grossen I; Iy I3 . . . I, sind durch Beobachtungen erhalten worden, zy =, ..
sind Unbekannte, welche mit den Beobachtungen [ in Bezichungen stehen. Die Coeffi-
cienten a b ¢ ... der diese Beziechungen ausdriickenden Gleichungen (1) sind fehlerfrei
gegeben,

Die Anzahl n der Beobachtungen und der Gleichungen (1) soll immer grosser
sein als die Anzahl u der darin vorkommenden Unbekannten, d. h.:

N U (2)

Es wird daher im allgemeinen nicht moglich sein, ein System von Unbekannten
i In diesen Gleichungen

a y # zu finden, welches allen Gleichungen (1) Geniige le
len Widerspriiche auftrefen, welche wir mit #; vs ¥5 ..., bezeichnen; und damit
Gleichungen (1) tber in die folgenden neuen Gleichungen, denen wir den

Namen Fehlergleichungen gehben:
Fehlergleichungen

vi=apx+by+e 2+ [
Vo=t +bay+z+... +1

Anzahl = ne vg=ago+byy+ege4+... 4y ; (3)
g =@ +byytes+... +1

W e BT S
Anzahl = u

Man kann nur verlangen, dass von den n Widerspriichen @ eine Anzahl u ver
schwindef, man muss also notgedrungen auf die Bedingung, dass alle » gleich Null
werden, verzichten, und sich mit einem System x % z ... begnilgen, fiir welches die
v im allgemeinen micht gleich Null werden.

Die Anfgabe, ein solches System zu finden, ist ohne weitere Bedingung eine
unbestimmte; eine solche weitere Bedingung ist insofern vorhanden, als die Wider-
sp
(1) méglichst wenig Zwang angethan wird.

Die allseitig befriedigende mathematische Formulierune dieser Bedingung des

he v in ihrer Gesamtheit muglichst klein sein sollen, so dass den (leichungen

miiglichst Anpassens, oder des kleinsten Zwangs lautet:




42 Allgemeines Ausgleichungsprinzip. § 12

i 1 33
Es soll die

Quadrat-Summe der Widerspriiche » moglichst klein sein, oder
in einer Formel:
vi = Minimum (4)

88 |]1|.' 1““'-.

obachtungen I, zu welchen die Verbe v gehdren, a priori gleich genau zu

EIM&Fer

achten sind. Ist dieses nicht der Fall, und kommen den Beobachtungen I; Iy lg... 1

a priori die mittleren zu firchtenden Fehler my my mg ... m, zu, so gilt statt (4)

die geéinderte Bedingung:
'UZE' I_' ,-'I &
| nitg_ \miy

Oder indem man unter Gewichten py pg ps...p. solche Zahlen verstehf, welche

\g ) f_;:.l__ B >

Tila \ W

o

imum (o)

den Quadraten m: mims...mi t proportional sind, kann man statt (5) auch

schreiben :

.+« Pa ¥ = Minimum (5a)

= ™ -" -+ Po Pa 2
Dieses Prinzip der kleinsten Quadratsumme [v2] bezw. [p ©2] ist ebenso will

kiirlich wie der Begriff des mittleren Fehlers selbst, wie wir schon beim mittleren
Fehler & 4. 8. 14 bemerkt haben. Die Niitzlichkeit des Quadrat

erweist sich aber am hesten ans seinen Folgerungen, indem auf dies

ummenprinzips

die

s Prinziy

ranze heutice Methode der kleinsten Quadrate gegriindet werden konnte.
B =] 8 E =

Ehe wir weiteren Gebrauch von dem l"]"i]]'.-':i]l der Gleichung (4), bzw. (5) oder

machen, iiberzens

n wir uns, dass dieses Prinzip im Einklang mit dem schon

frither behandelten arithmetischen Mittel

Man habe eine Grisse x wiederholt beobachtet

gebnissen Hhtlz...h
und mit den Gewichten D1 Po Py P
Der Hyp

scheinlichsten Verbesserungen v der Beobachtunge:

es sel o der wahrscheinlichste Wert, entsprechen die wahr-

o =x—1 g =2 — I3 g =o—lg... x—1,

Nach (5a) soll sein:

prle— )2+ ps (@ —1)2 + pa(z—13)2 + ... = Minimum

woraus duarch Differentiieren nach der Verfnderlichen a erhalten

2prle—I)4+2ps(x—0b)+2pg (@ — Iy

also mit Auflisung nach =:
prh+pmls+psls+...  [pl]
pr+pe+peta.. |

in Ubereinstimmung mit (4) § 8. 8. 25

Man kann auch noch in anderer Weise das arithmetische Mittel als besonderen

Fall unserer allremeineren Ausgleichungsanfgabe nachweisen:
Zur Bestimmung der unbekannten Grisse @ sollen die Beobachtungen I 1sly. . .
gemacht werden, wobel die Beziehnungen bestehen:

- i - .l iy
fty & —+ lg=10 | \hj
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Es ist also x niemals unmittelbar beobach man kann in den Beob-

achtungen ! mehrfach ausdriicken, némlich:

7 7
1 . £ L l L5

(23] I 25

v
B3
|

A (7)

Es sollen nun die Gewichte der urspriinglichen Beobachtungen I I 0y ... alle
I B 1 %2 *8

h, nimlich = 1 sein, und m sei der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Ge-

sind die mitt chler der verschiedenen (7) enthaltenen Be-

on = bzw.:

m 1] m .

a g e

¢ umgekehrt proportional den Quadraten hievon, d. h.:

folglich die

Gewichte: a at ot (2)

achdem die Gewich ittelt sind, erhiilt man den wahrscheinlichsten

von & aus (7

| und (9), nach dem Prinzip der Gleichung (4) § 8. 8.

1% + as® -+ ass
Xr= — '.rc ” ;.Ul”
[aa]

wng wird im folgenden § 13. bestitigt werden, indem die erste Gleich-

Diese (zlei

ung (3) 8. 45 daselbst mit y = 0 geben wird:

[aaglx+ [al] =0

Nachdem hiernach das allgemeine Ausgleichungsprinzip [¢2] = Minimum in

stimmung mit dem arithmetischen Mittel befindlig

durch um so mehr
hier
rfolgen, dass die Ermittlung der Unbekannten x, v, 2 ... klargestellt wird,

y, z mit mehr als drei Fehler-

Uberei 1, und

IIF,I{']I B0 ‘.'.'i‘:.1

Vertranen verdienend erkannt worden ist, wollen wir die Sa

ATIFENOMINen 11 abe nur drei Elemente
Angenommen man he nur drei Element
alle

dieser Fehler-

eine einzel

jchungen , eleichen (Gewichten, so heisse

grleichungen :
p=ax by -+cz+1 (11)
Also ist das zugehérige Quadrat:
2 =a2ax2+2abay+2acxz+2alx

i he iﬁ

Die entsprechende Quadratsumme wird, wenn wie fiblich, a2 + a:% + ag? + ... = [aa],

und a; b; + agbs + ... =[ab] u s. w. bezeichnet wird:

2] = [an]x2 +2[ablzy 2 lal]: |
= 2 [ 1] 2
_.| ,,“’ (13)
- 2[c 1] 2




Nach dem Quadratsummen-Minimums-Prinzip muss werden:

9k 0 o _

(-] £ ; f‘:l Yy

Dieses ausgefithrt giebt:
2[aale+2[ably +2[aclz+2[al] =10
9 [a {J] 72 0h ?Ji iy 2 ||l'I ,u: z |}J ..’_' -
AL X

f_1|{;. ell =N

e B

'——f-lfl t'|.’l" -2 fec]z

Da der Faktor 2 iiberall weggelassen werden kann, erhalten wir darans 3 Gleichu

welche Normaly

183€en.

Normalgleichungen.

[aal x4+ [ably + [ac]z+ [al] |
[ablz+[bbly+[belz+[B1] =0 (14)

4+ [e |'i =1 [

[acla—+[be]ly-t+[cc]z

Die urspriinglich gegebenen Fehlergleichungen (3) und die Normalgleic

(14) stellen das ganze Ausgleichungsverfahren vor. Man hat offenbar ebensovi
Normalgleichungen als Unbekannte. Im besonderen Falle (14) hat man 2 Unbe-
kannte x, ¥, 2z und 3 Norm
ist, wird man anch u Norma

leichungen: bei # Unbekannten wie in (3) anredeutet

rleichungen bekommen, die linear sind, also durch Auf-

l6sung, nach irgend welchem Verfahren., zur Auffindung der » Unbekannten fiil
milssen.

Die im Vo enden (11)—(14) behandelte Aufeabe fiithrt (nach Gerling) den
Namen dusgleichung vermitielnder Beobachtungen, indem die Beo
stellt sind Vermittlung, um zu den Unbekan:

achtungen | anee-

ang

Anmerkungen.

Die Quadratsumme [#?] wird hiaufiz [e#] geschri 1 dann aud

2
|

dea Anschlusses an [

rethen, &8¢ |, wahrend das

eginzeln stehende [p?

Dia Benennung F
ruhrt von Helme i
r (11} S; 43, d. h.
genannt werden,

der Art
chnung® her. Die

<! kann, n

ir eine Gleichung von

4l oder (11) B. 43
Beite unserer Fehler

hte

gleich

Auch zur By

Bemerkungen mache
benden (sch

ichungen mit » zu bezeichnen, ist seit Gauss, Gerling und Encke

allgemein schen Inatitute

s und im Geodi
beibehalten, BStatt » i

e Werkes

man I in den b

lasen die

W.. . Tasche wandten,

liesgen zu Gunsten des am melsten ge

irm schon incArt, 20 der ]

u, bezeichnet also das Ab-

mehr als Zelchen fiir eine Anzahl
*hungen).

Charakter einer Beobachtung, welche a

{3) bedeutet = di

ied | einer ichung hat ¢

hier negativ

eraghen ist, und spiter bei Betrachtung von Niher

werten (in §

wird., Schreiben wir eine Fehlergleichung in die Fu

emeines Ausgleichungsprinzip. SR
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ewesen zu sein, das Absolntglied selbst negativ zu schreiben. So hai Hel-

nach der Methode der kleinsten Quadrate, Le I

ig 1872%

f far das Absolut

algo wie erwihnt — 1 statt 41 ., statt v. Anch die Bezeichnung

lergleichung kommt

lann zu der Benennung Feh fed, Man kinnte d:

n Fehler v nennen, nach seiner innersten Bedeutung
ler mit

In' nnserem System 1

auf eine Funktion von

en Elementen, and die line: hungen schreiben wir stets
s &

ideten, jetzt am weitesten verbrefteten Form :

fx By oz

S8 13. Vermittelnde Beobachtungen mit zwei Unbekannten,

nnten und

Wir beginnen mit dem besonderen Falle von nur zwei Unbe
ehen zwei Griinde; Frstens gestalten sich bei nur

es langsame Vo

haben fiir d

gwel Unbekannten alle Entwicklungen viel einfacher und tibersichtlicher als wenn
" beson
hungen

1

man gleich mit beliebig vielen Unbekannte

n beginnt und zweitens kommt de

dere Fall zweier Unbekannter x und % so oft vor, namentlich bei Ansgl

lie Fall besonders zu behandeln.

es sich wohl lohnt, ¢

mit Coordinaten w, y, dass
Die Anzahl der Beo

n Fehlergleichungen :

shtungen f; I3 I3... [. sei = » und man habe folgende

Vo= CGn B+ by ¥
Ein einzelnes v giebt quadriert:

=+ 2abxy+ 2alzx

e

inzelnen v so quadriert und addiert, so erhilt man:

[ w2} [aa] 22 4+ 2 [a bl x4

|
b |"i :.',."-: - 2 ”J |"_,
[t

Inser Quadrat-Minimums-Prinzip

e [vw

=t

oL

Deses rieht:

a2 [.-{_ ”.| 5 - 2 -l'” ?".; Y —+ ) :-'t- "Ii —{}
2(ab] &+ 260y +2[bi] =0

der mit Weglassung des gemeinsamen Faktors 2 hat man die zwei

Normalgleichungen
[aalx+[ably +[all =0 |
[ablz+[bbly+[61] =0 |
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