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ab Mittlerer Fehler der ausgeglichenen x und . § 17.

Dieses ist die richtige Formel statt der zweifelhaften Formel (1). Die For-

mel (9) erinnert in ihrem Ban an die friihere Formel (10) § 7. 8. 21 fiir das arith-

metische DMittel. Ebenso wie fiir eine Unbekannte beim arithmetischen Mittel der

Nenner n in n— 1 fiberging, muss nun bei zwei Unbekannten # und y der Nenner
n— 2 werden.

Man kann wohl vermuten, dass das nun so weiter gehen wird, dass bei 3 Un-
bekannten x, y, # der Nenner # — 8 und allgemein bei 1 Unbekannten der Nenner
n —n entstehen wird; aber ehe wir dieses bewiesen haben werden, ist es noch nicht

eiiltiz.

Die Untersch

dung wahre
ist eine der feir

r Fehler & und scheinbarer Fehler ¢ bei der Herechnung des
ten Betrachtungen der M, 4. k1. Q. eir

wh Anderer als Gaunss sich wohl dabei ber

mittleren Fehl 2 Bliite des Ganusa-

8

schen ITngenlums, wihrend ms

igt hatte, dass die ¢
immerhin Niherungswerte der g sind. Der allgemeine Batz, dessen besonderen Fall fir zwei Un-
¥

ekannte wir soeben behandelt haben, wurde zuerst von Gauss in art. 38 der .theoria combina-

tionis" (vom J entwickelt, In

nem Lehrbuche diese Sache anschaulich vorzutragen und

zn beweisen st n ¢ht. Sehon Gerling begniigte sich in seimer ,Ausgleichungs-Rechnung der

praktischen Geomet: y Hamburg 1843, §, 132 mit einer allgemeinen Plausibelmachung.

Neuere Verfasser von Lehrbiichern haben hiinfig den Satz wenigstens fir n — 1 bewiesen, und haben

dann nach Analogie summarisch weiter geschlossen, dass fir zwei Unbekanute a, fir deei Un-

bekannta n 4 1L 85 w. zu setzen sef, — Ganz ung
i

schehen, den Batz m?= I E nicht streng zu bewelgender Grundsafz® an die Spitzen de
ki i

sslg aber st es, wie in neuester Zeit ga-

Ba-

trachtungen zu stellen. Mit demselbe chte konnte man den

Pythagoriischen Fehlerfortpflanzungs-

viegenen Gron

atg an die Spitze stellen, und durch solches Verfahren der

satz (G) 8. 16 als u
L Q. den mathematischen Boden entziehen.

M, d.

§ 17. Mittlerer Fehler der ausgeglichenen a und 4.

Mit dem, was wir in § 18.—16. gelehrt haben, kann man bereits kleine Aus-
gleichungen machen, und in vielen Fillen geschieht nichts weiteres, (und im Sinne
allmihlicher Erlernung der ganzen Theorie michte es sich auch empfehlen, unn sofort
das Zahlenbeispiel von § 14. nochmals vorzunehmen, und entsprechend § 15, und § 16.
weiter zu fiihren),

Indessen ebenso wie beim arithmetischen Mittel der mittlere Fehler des Mittels
selbst, d. h. des ansgeglichenen x bestimmt werden musste, verlangt nun auch die
Weiterfiihiung unserer Ausgleichung mit zwei Unbekannten noch die Berechnung der
mittleren Fehler der ausgeglichenen z und v.

Um dazu zu gelangen, nehmen wir wieder unser allgemeines Fehlerfortpflanzungs-
gesetz (10) § 5. 8, 17 vor, und nehmen an, es hingen & und y mit gemessenen
Grossen ! durch folgende lineare Gleichungen zusammen :

r=a l +uglo+0glg+... +al, (1)
Yy=pPh +Pely !

Wenn dabei m der mittlere Fehler eines einzelnen [ ist, so sind nach dem

citierten Fehlerfortpflanzun;

g L, (2)

spesefze die mittleren Fehlerquadrate von & und %:

M =oZmd - aptm 4. = (e . ) mE =[] m? (3)
m? = F12m? 4= Botm® L. = (812 + 5+ .. mE = [B 8] m? (4)
oder in Gewichtsform, wenn zu dem mittleren Fehler m das Gewicht 1 cehbrt:
1 1 =
P — ||’E JCE Py = :‘ ‘;'I 1)




|

L)

)

i
—
=1

Mittlerer Fehler der ausgeglichenen = und . 3

Dieses gilt zunichst fiir beliebize Werte « und f; wir wollen nun ab

unter % die Unbekannte verstehen, welche aus der Auflosung unserer Normalglei
ungen hervorgeht, nimlich nach (5) § 15. 8, 52:

[bi.1]
~ - [bb.1]

Um diese Gleichung (6) mit (2) in Ubereinstimmung zu bringen, miissen wir
den Zihler von (6) so auflosen, bis alle darin vorkommenden I ly... einzeln da-
stehen; wir entwickeln daher:

(6)

Y

1 ]

[a1]
1 @) -

i1.1] =i — |[f

= +bala...) — (@ ly +~aala 4+ ...}

— ay | Iy + [ ba T | la =

\ [aa]l ) I SEel] s e

Dieses in (6) beriicksichtigt giebt:
a bl b

h — ['I ] a h - |” JEL.
4 [z a] g [aa] *

u b, v B i 7

Y bb.1] bb.1]

Die Vergleichung mit (2) zeigt, dass die p folgende Bedeutungen haben:

ilz—__.

{ b 1 D]
EJ| _||' ]ﬂ] by — |f = Oa -
p [a a] e ®_ [aia] L
i [ R b5 .1]
, et [a able .\
also: 2 == = (B2 — 21 JIri-, 1 —-r-—l Ji a2
[Bh.1]2 Y [a a] [aa]
: ; 1k 1 b] [abl®
ebenso auch: B2 == (b2 —2 _[.r S e e
= [BB.1]2 1 - [a a] [a a]?
; 1 [a b] [ab]2_ ..
Summe H2] = —IhE = o I i ] — [aZ
umims [52] b 172 _[ ] [da ab] (aaP a<]
oder mit [B2] =[bb] . [e®] = [za] n. s w.:
| ! E;”:' .".l::

41 < [ ,Ill
M= b1 l’ !

’ 1
als =
ilso [881= 3 1

ges gilt fir die Unbekannte y und entsprechend hat man fir x,

. I
i bl = bbh.1
i a2 = e s

oder p, = [bb.1] (3)

Di
man nur iiberall b und a vertauscht:
1
[aa.1]

Die Quadratsummen [¢ ] und [3 f] nennt man Gewichts-Coefficien Damit
hat man auch die mittleren Fehler von y und von x, fiir den Gewichtseinheitsfehler m:

n i :
Mty = = (109

e — |@a. 1] (9
F

[ w] = |

i m i
i — = (L1)

¥ pe o [aa.1]




Mittlerer Fehler der ausgeglichenen x und y. &L

m selbst wird hi

nach (9) § 16. 8. 75 und (16) § 15. 8. 53 bestimmi, nimlich:

i ; ik = Pl e (12)
f n—2 !'l "— 2 '
Coefficienten-Determinante. Wenn man

Determinante der Normalgle
ungs-Coefficie

nlich:
(bb] —[ab] [ab] = D (13

z0 kann man, wie sich durch Aufls

en [aa] [ab] u. s. w. einfihrt, 1

[z a

sofort zeigt, auch fol
J

bb.1] D [aa.l] = D

| ). z s | . s

| (E ||’_] |_|'r 7

lles zur Fehlerbestimmung von z und % selbst n

nde Formen hers

Damit ist

Wir werden aber

er finden, dass h noch eine Aufeabe giebt, welche im
bisherigen nicht inl i

1

Es ist nicht 1

ist, nAmlich 1

ljestimmung  des mittl Fehlers einer

Fuanktion

ichenen x und y.

atlich, sich da

it zn beschéfticen, ehe die m
und i selbst nach -||:J‘. vorstehenden Formeln
auch duorch Zahlenbeispiele eingeiibt sind,

wir doch noch die Formeln fiir [a A]

leren Fehler von
(9) und (10) vallig verstanden und
jedoch

les Zusammenhangs wegen wollen
s, w. angeben. Man braucht nimlich spi

{in § 24.) nicht nur die Quadratsummen [e «] und [8 8], sondern auch die Prodr
summe [e ]

BT

cienten « und von (1) und (2).
Ein einzeln it sich nach (7), mit Anwendung von f? nach (14):

' bo)(, _ [ab],
i i T
xy D

_n".' .‘l;:.'.'l K }Ii b
1
pe

dann die Summe

|-r rrJ: i.f.' .".-l'.'

al [ab] b b [ab] [bb]a;ay+[ab] [ab]a; by

aller solcher Produkte:
[ 8] 152 [aa] [bb] [ab [aa] [ab] [bb] — [ab] [bb] [&a] + [ab][ab] [ab]

Die ‘2 ersten Glieder heben sich auf, und wenn man wiader

lie Bedeuntung von
I beriicksichtic

so erhilt man:

- [a@ b —[a®b]
3 g (1o}
D aa][hb] —[ab][ab]

ler Analogie mit [0 .1] wollen wir n

und wegen 1och einfithren :

- ml [ex e -
L s |l_iJ|'-

wodarch wird:

Zusammenfassung
1 bb] 1 1

Ay
- . (& f] - s
[!I &k D i R :._r;. b. 1| D I

. 1
18 8] = [a a] = 1 '

[z ]

; me " [aa
e @] = e L =5 .




Proben, 59

§ 18 Coefficienten- Berechnung und Sumn
1) = i_-J t'.'_' ”J hl— |a Fu'i ig{ .l’1| lfl’]‘;
Dieser Coefficienten-Determinante D entspricht auch eine Gewichts-Coefficienten-
Dete ante: d= [ rc] : | 21
md es besteht zwischen beiden die Beziehung
1” _'l' =] —J—J'|
Wir wiederholen hiezn aber die Bemerkur dass man all das letzte, von (13)
bis (22) fiir die ndchsten Aunfraben nicht braucht,

Coefficienten-Berechnung und Summen-Proben.

§ 18

b durch die vorhergehenden § 18.—17. die Ausgleichung mit zwei

ist. wollen wir doch vor Beginn eines

Unbekannten o und ¢ vollstindig klargelegt
ykongen machen iiber die Ausrechnung und Ver-

Zahlenbei I"'l‘ noch einige Ben
' der Quadratsummen und Produktsummen [aa] , [ab] w. s. W.

4 1-' Quadrate @@ und der Produkie eb w s. W. kann, je
eben sind, verschieden

.-\.m'i' hm

oder mit vielen Stellen

achdem die Zahlen ei r
r»Lt'chvn Es sind hiezu die mechanischen Rechenhilfsmittel zu erwithnen, welche
Aufl,, 8. 118—134 beschrieben haben: Rechenschieber,

unserem II. Bande, 4.
Rechenscheibe, Rechenmaschinen u. s. w.

Die Quadrate bildet man j '-1*['—-1‘.« mit einer Quadrattafel, wie eine solche
z. B. auf 8. [2]—[6] unseres Anhangs shen ist. Filr
ssere Genanigkeit (welche aber bei guter \-nLPru itung der Rechenform selten notig
» Logarithmentafeln

S

ligem Argument

ist) hat man ausfithrlicher
und anderer Tabellenwerke.
Die Produkte ab u.

kJ'.'.iI':I.'iL'ii

. w. kann man direkt ausmultiplizieren, wie in den Bei-
[bl] gesc hehen ist. Bei mehrstelligen Zahlen kann

spielen 8. 48 und 8. 50
man sich einer Produktentafel bedienen, deren zur Zeit zwei vorhanden sind, nfimlich:
P R reln. welche alles Multiplizieren und Dividieren mit
Zahlen Tan 2ar en. mit einem Vorworte von Bremiker. 5. Ansgabe,

Berlin 1880,
Lechentafel rte, entworfen und he-

arbeitet von Dr. H.

jebt alle Produkte von 3- und

Produkte ans 8- und 2 stelligen Faktor

Es giebt aber auch ein sehr gutes Verfahren, die Produkte mit der Quadrat-

hestimmen. Es ist nimlich:

el zu 1
+ iy o [ Y
(@ == I’fl_f'—I —a2 L2 2a b t')l.lnl' ab= @t by? z L L.-'I
worans man findet: Y
y e P 1
(ab] __||rr—|'r.~ 'L').Hlfl + [bB]) (1)

man [a a] sowie [b8] ohnehin braucht, so ist nur noch [{a + b)2] d. h. die

mmme der Quadrate (a - b)® auszurechnen.
Statt (@ — b2 kann man auch (@ — b)® beniitzen in dieser Weise:
[(a —b)*] + [aa] 4 [B 5] (2)

la B]
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