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21, Ungleiche Gewichte. 67

Addiert man diese Betriige algebraisch zu den dariiberstehenden Coefficienten

[bB] = + 229,87 u. s w., It man:
0D .1] = + 4545 [b1.1] = —38,17 [bs.1] =—42,20
1.1 =+ 188 [l 8.1] = + 1,49
Zu diesem erstmals reduzierten System gehort nun der zweite Zettel 7.

Verfihrt man mit diesem ebenso wie vorher mit dem Zettel a., so ist die
Elimination vollendet, und auf dem Zettel . selbst hat man:

Bl , - - .
log l[J ; ]]| — log v (abgesehen vom Vorzeichen).

Um auch & zu erhalten, kann man zwar in gewthnlicher Weise das erhaltene
m eing der Normalgleichungen

+ 3,00m— 40,74y + 4,88=10

— 40,74 2 <+ 229,87 y — 25,26 = 0
einsetzen, und erhdlt damit x = — 0,226, Wenn man aber auch das Gewicht von
haben will, so stellt man die ganze Elimination um, so dass ¢ die erste und x die
zweite Unbekannte wird, wie schon auf 8. 63 angegeben ist. Auf diese Weise erhilt man:
r=— 0226 [171.2] =146 y = + 0,06975 (&Y
[6a.1] = + 1,78 bb.1] = +4545 | 2
{1l.2] = 1,46 stimmt gentigend mit dem schon friher (am Schluss von § 14. (18) 8. 51)

berechneten [v o] = 1,4695, man hat also jetzt den mittleren Gewichtseinheitsfehler
/ 147 . :
m = } e (6)
und damift auch die mittleren Fehler von x und #:
i e m el
m, = = -+ (,34mm G — = =+ 0,06797
Y1,78 V45,45
g = — ,28mm 4 () J4mm g = -+ 0,06975 == 0,06797

Dieses ist also daz Ergebnis der reinen Elimination; die Weiterverwertung der
s

gewonnenen y und « ist dann ebenso wie schon am Schluss des vorigen § 19, 8. 64 —65
gezeigt worden ist.

§ 21. Ungleiche Gewichte.

Bisher wurde angenommen, dass alle Beobachtungen I von vornherein gleich
genau seien. Wenn dieses nicht der Fall ist, haben die einzelnen I verschiedene Ge-
wichte. Wir wollen anmehmen :

Beobachtungen { & Iyt ™y 1
; G Rsy ot (1)
mit Gewichten P1 Po R |
Die Fehlergleichungen seien dieselben wie friiher:
=0 e+hy+l Gewicht = p,
Vg = Ao & + by + g = g
vg = ag & + bg ¥ + I =y | (2)
e = a4+ bap by = Pu

Dann hat man nicht mehr [vv] zu einem Minimum zu machen, sondern:
[p v ] = Minimum (3)
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die Normaleleichungen :
[paalz—+ [pab]ly-+[pal]l =10 |
3 |4}
|}- a J.J T | P h H 9+ [p h .-'_. i) I

Diese (Hleichungen unterscheiden sich von (3) § 19

gesefzt ist: eine weitere Anderung

tritt z. B. ”,I-F'.: bh.1l] an die Stelle von [D bh.1] uw s Ww.

or Klammer p
hei der Kl

Der mittlere Gewichtseinheitsfehler wird :

||‘:1|.If5

ein. Auch

tlichen Becbachtung, sondern

Dieser Fehler me gehort im allge
erten Be

Wenn die Gewichtswurzeln )/ p bequeme Z

vhtung, welche das Gew

g einer fir p =1 hat.

sind, so ist es oft nitzlich,
statt geradezn [paa] , [pab] w s. w. auszurechnen, so zu verfahren:
1oy

Man multipliziert alle Coefficienten « , b und die Absolutg i der Fehler-

leichungen mit ) p, und denkt gich die Fehlergleichungen (2) nun so

nVpr = V1 + i Ve + 4L Vm |

vy V po

iy} 'l_i‘-_'l ".'F’-: l.ﬁ 1':‘.."-.-:_ l

1t a2
selbst die

(8) und die Normal

dann giebt die Quadriert
gleichungen (4).
Man kann diese Sa

auch so

| nach (4)
ch () entstanden sein; man kann immer dem Zeichen [a a] die Bedeutung

odaer

unterlégen:

P B == - |.' @ | n. B W.

11t

und damif
Die Coefficienten o , g in § 17. @

bisherigen Formeln auch fiir ungleiche Gewichte,

inderte Bedeutungen,

nimlich entsprechend (1) 8. 56 haben wir

. *] 7 / \
z=——I(H¥m)

Vi

1 pidra
P S5y

Die Weite

oy=[pbb.1] (10

so dass man also fdiberall sich nicht weiter um die Gewi zu kiimmern hat, sobald

die Summen-Coefficienten entweder nach (4) unmittelbar oder nach (6) berechnet

42118
Damit ist bereits alles zur Ausglei

alt, wir wollen aber noch einige Bemerkungen zv

chung mit ungleichen Gewichten Erforder

m (welche zuniichst

iren werden kinnen).

Mittlere Fehler a priori angenommen.
Wenn die

geradezn durch mittlere Fehler (nach

keitsverh: dehuneen

sind, so .‘-i“] '-{;l,' Gewichte P den (BT
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portional zu nehmen, und die Rechnung ist nach den Formeln (1) bis (5), oder (8)
bis (10) zu fiihven; indessen kann man die Formeln auch so schreiben, dass micht
von Gewichten p, sondern nur von mittleren Fehlern m die Rede ist, und diese mehr
anschauliche Form empfiehlt sich in vielen Fillen. Wir haben so:

Mittlere Fehler der I

Fehlergleichuneen : =
: vor der Ausgleichung:

vy =arx + by + 1 -+
e (o + bay =+ s -+ ma | 1)
2 % % 2 (11)
Pa = 0@ + U0 ¥+ s ==y I
Aunsgleichungsprinzip
- - ! Y O i o S AN ]
(PR { o8 [ wa)\2 V)2 e 9
- Sl g s e | = Minimum (12)
m Vi \ma) Loy

Normalgleichungen :

[“cw' al” al’
Jesfealis [0
W 1 m o " mom P
= e . ; J (13
[rel=+anlo+[aml =0 |
& o =+ =0
T T FI e

Mittlerer Gewichtseinheitsfehler nach der Ansg

eichung:
1

A e / 1]
=/ v 1 / b b -
m = };’ 5 [ oder = }' 5 . '_}J “_;]
m— & LLmm n— 3z Lmim

Die mittleren Fehler der Werte von ! nach der Ausgleichung sind bzw.:
m 1 eI o
M’ = my 4 Mg = I Mo oo Wy = My (158)

1 1

Wenn die m; mg ... ma schon vor der Ausgleichung richtig bemessen waren,

so wird m=1 und =" =m; ms' = ms 0. 8 W

Um zu einer weiteren Betrachtung in Bezug auf Gewichte zu gelangen, gehen
wir von dem einfachen Fall aus, dass eine Fehlergleichung das Gewicht 2 und alle

anderen das Gewicht 1 haben, also etwa:

vyw=a%+biy+14 =1 l
Vo=t + Doy + Iy p=1 (16)
Uy = Gg 2+ Dy + lg B = 9 l

dann ist die erste Normalgleichung :
(a} +ai + 2a}) @ + (@ by +ap by +2agbg) y + (@1 by +agls + 2a315) = 0

Dasselbe wiirde man auch erhalten, wenn man die dritte Fehlergleichung doppelt
einsetzte, und dann mit folgendem System weiter rechnete:

¥ = a4 &+ ?"| 4 ‘I'_. p= 1 l
g = dg & = bg ¥ —+ I p=1 o
‘ ; + i i
Jra=agz+byy+15 p=1 I (17)
| yy=age+bsy+ 1 g=1

Aus beiden Systemen (16) und (17) erhidlt man dieselben Unbekannten a y
mit denselben Gewichten und derselben Summe [I1. 2] = [v #].
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-7 ]
I

r die mittleren Fehler b

Wenn man al

Gleichungen in Rechnung bringen, sondern nur 3, d. h. es ist:

'] L L 1 ¥ »
mE= = und nlehi =
c

Wenn umgekehrt die

mn  entsprechen, so

darf man zwar zur Ausgleichung selbst rm (16)

anwenden, bei der Fehlerberechnung

hungen, d. h. der Beobachtungen,
Wenn 2 Fehl: i

oleichen Absolutg

i (18)

len Coefficienten

(1 +palg) (19)

Beitrag zu dem Fehlerquadrat-Gliede: (py & +pglE) (20)

Wir wollen nun statt der zwe: Gleichungen

Quadratsumme [p?1] sind in (20) und in (20') nicht identisch, nnd nur
ist, geht (20') in (20) tiber,

Dieses Resultat heisst in Worten: Man kann zwei Fehle

cleichen Ab

eine Glei gs sich nur um die Unbekar

nnd om deren Gewichte handelt, dage

Form (18), d. h. mit gleichen Coef

enten aber u

chung (18") ersetzen, sowe
1 fiir Jerechnung
die Gleichung (18') keinen richtigen FErsatz der zwel ursy

nglichen Gleichung

sondern nur eine etwa niherungsweise zuliissige Genauigkeitsbestimmni

Nenner des mittleren Fehlerquadrats muss aber jedenfalls die Gleichung (18') als

zwet Gleichungen zihlen,

§ 22. Nicht lineare Funktionen.

3

und den Unbekannten
die Aus-

Wenn die

nicht durch lineare Gleichungen darg

hungen zwis

den Beobachtm

sind, so nn man dennoch
gleichung aunf lineare Fehlergleichungen zurdekfiihren in folgender Weise:

Man habe die Beob:

welche mit den Unbekannten X und ¥ in

stehen :

B
e

Es soll sein:
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