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156 Formel-Zusammenstellung für vermittelnde Beobachtungen u . s . w . § 55.

Diese in 2 Systeme zerfallende Form (7) ist in der allgemeinen Form (4) in¬
begriffen , und der Umstand , dass ein Teil der Coefficienten in ( 7) gleich Null ist,
macht sich in der Weiterrechnung von selbst angenehm geltend.

Auch die Formel (5) zerfällt dann von selbst in einzelne getrennte Teile :

*
[v ’ i/ ] i = [t>0 Voll — [all

[a a]
[6 l ._

1]2

[6 6 71]

K D ] 2 = [«O *0l2
[cW
[cc]

Wegen des Ausfallens von [ac \ und [6 c] in (7) ist nämlich [cl . 2] = [cZ] und
[sc . 2 ] = [ec ] . Dann ist :

[« ' » 'ii + r» ' ®' i2 = [» ' » ']
[« ' v '

] x entspricht einer ersten Station , [v' v '
] 2 einer zweiten Station u. s . w.

Die Formel (6 ) kann man nun sowohl für jede einzelne Station , als auch für
den Inbegriff aller Stationen anschreiben.

§ 55 . Formel -Zusammenstellung für vermittelnde Beobachtungen
mit Bedingungsgleichungen .

Wir stellen alle Gebrauchsformelnfür die Ausgleichung vermittelnder Beobacht¬
ungen mit Bedingungsgleichungen im Folgenden zusammen , mit den bisher in diesem
Buche gebrauchten Bezeichnungen. Zur Vergleichung stellen wir rechts daneben die
entsprechenden Formeln der „Rechnungsvorschriften“ von S . 1 — 24 des Werkes : „Die
Königlich preussische Landes-Triangulation . Hauptdreiecke. Erster Teil , zweite
verbesserte Auflage , herausgegeben vom Burean der Landes-Triangulation , Berlin
1870 . “ und zwar beziehen sich die römischen Nummern XVI, XVII u. s . w. auf die
dort angewendete Numerierung I . bis XXIX.

Die Bezugnahme auf die Landesaufnahme ist hier deswegen sehr nützlich,
weil eine andere Anwendung der vorliegenden allgemeinen Aufgabe als auf jene
Triangulierungen der Landesaufnahme nach 1870 , kaum noch vorkommt, und das
Zurechtflnden in der Formelmenge ohne einen solchen Leitfaden nicht leicht ist.

Wir beginnen mit den reduzierten Stations-Normalgleichungen, wobei sich die
Bezeichnung „reduziert“ darauf bezieht, dass die Stations-Unbekannten , welche wir
in § 54 . mit (m) , (y) bezeichnet haben (x x , x„ x,, , der Rechnungsvorschriften S . 2),
in den Stations-Normalgleichungen bereits eliminiert seien .

Formeln unseres Buches § 50— 54 . Formeln der Rechnungsvorschriften der
Landesaufnahme S . 1 — 24.

Reduzierte Stations -Normalgleichungen:
[a a) —[a 6] y^ -f- [a. c] Zq H- [u Z] — 0

[5 6] yo + [6 c] Zq + [6 Z] = 0
[c c] ffp + je l] = 0

P *] = [eo «o]

[aa ) A — (ab ) B — (a e) G — (an ) = 0
+ (6 b ) B — (b c) G — (6 n ) = 0

H- (c c) C — (c n) = 0
( Do D0)

III . und VlIIc.
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Formeln unseres Buches § 50 — 54 .
Formeln der Bechnungsvorschriften der

Landesaufnahme S . 1 — 24 .

Diese Gleichungen werden nach x 0 y 0 g0, bzw . ABC , aufgelöst , man hat also nun :

die auf der Station ausgeglichenen Winkel :
*o 2/o «o I ABC

Am Schluss der Elimination bekommt man hiebei gelegentlich die Quadrat¬
summe der übrig bleibenden Fehler :

[»
'•r'

] 1= [u0 u0]1- ( |> Z] 2 [W . l ] 2
, [cZ. 2 ]2

Uaa ]
+

L6 &. l ]
~^

[cc . 2]

[v' o'
Jj gilt zunächst für eine Station ;

für alle Stationen zusammen hat man :
[»

' ®'
]i + [v' v '

] 2 + [«' ®'
]s + . . . = !> ' « ']

( FF ) = ( F 0 F 0) -
{

(an )2

(aa )
VIIIc .

[bn . lf (cn .2 )2m
• 2 ) 1

( F F ) gilt zunächst für eine Station ;
für alle Stationen zusammen hat man :

( FF )+ ( F ' F '
) + ( F " F "

)+ ( F " ' F '” )+ . . .

Jede einzelne Stationsausgleichung giebt nun einen mittleren Fehler :

' = / iWli : K p'3i
Mi / _ <Z

r m — A,
V V)

jTc -

Bezieht man die Berechnung auf alle Stationen zusammen , so wird :

mi ~ V [ra] — [u] —
”
[s]

Mit den auf den Stationen ausgeglichenen Winkeln y 0 z0 , bzw . ABC ,
bildet man die Netzbedingungsgleichungen , gerade so , rvie wenn diese x 0 y a q ,
bzw. ABC unmittelbar gemessene Winkel wären . Die Netzkorrektionen dieser
Winkel werden bei Triangulierungen mit ( 1) (2 ) (3 ) . . . durch das ganze Netz durch¬
laufend numeriert .

Ml
( F F ) + ( F ’ F ') + ( F " V ")

(m ) — (A,B,C ) — (*)

Netzbedingungsgleichungen :
8 x + A2 8 y _A3 ö z —f- . . . -{- — 0

B-[ ö x + B%ö y -f- B3 ö z -4- . . . -j- zo2 — 0
Cj S x + C2 ö y + Cs ö z 4- . . . -4- w3 = 0

ttl ( 1 ) + o2 (2) + b8 (3) + . . . — St = 0

Bl (l ) + b2 (2) + b3 (3) + . . . - SB= 0

q (1) -4- c2 (2 ) -4- c3 (3 ) + . . . ® = 0
VIII .

Nachdem so die Numerierung aller Winkel des Netzes festgestellt ist , und
die Netzbedingungsgleichungen tabellarisch geordnet sind , bildet man auch eine ent¬

sprechende Tabelle der Gewichts -Coefficienten . Bei Gelegenheit der einzelnen Stations -

Normalgleichungs -Auflösungen hat man (nach § 28 . oder § 33 . ) alle diese Coefficienten
bestimmt :

Gewichts-Coefficienten der einzelnen Stationen :
[« «] [aß ] [ay ] . . . | (a a ) (a ß) (ay )

[ßß ] [ßy ] . . . ! ißß ) (ßy ) • • •
[f y] \ (7 7)

Diese Coefficienten zerfallen in so viele Einzelsysteme . als man Stationen hat .
Zur tabellarischen Übersicht empfiehlt es sich , nun statt der Literierung aß . . .
eine den Netzkorrektionen ( 1 ) (2 ) (3) entsprechende Numerierung anzuwenden :
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Formeln unseres Buches § . 50—54. Formeln der Rechnungsvorschriften der
Landesaufnahme S . 1 —24.

Gmoichts-Goefficienten- Tabeile für alle Stationen :
(beispielshalber mit Gruppen von 3 2 3 Elementen)

1] 2] : 3]1
4] 5] 6] 7] 8]

[ 1 - [« a] [aß ] [« 7]
[2. [aß ] Ißß] ■ [ßy ]
[3 . [« 7] [ß y] : [/ 7]
[4- [a «] [« ffl
[5. [aß ] Ißß]
[6. [aa ] [aß ] [ay ]
P - [aß ] Ißß) [ßy ]
[8 . [« 7] [ßy ] [y 7]

Aus den Coefficienten der Netzbedingungsgleichungen und aus den Gewichts-
Coefficienten bildet man die

Übertragungs-
«tj = A1 [a a ] 4- A2 [a ß ] + A 3 [a 7]
Sla = -A-i l a ß ] 4- A 2 [ß ß ] + A 3 \ß 7]

S5i _ Bi [a «] + B2 [a ß] + B3 [<* 7]
= -® i La ß ] + -® 2 [ß ß ] + -® 3 [ß f \

■Coefficienten :
3t4 = a4 (« a ) 4 - a2 (a ß) 4- a3 (a 7)
3f2 = Ui (a ß) 4- a-2 {ß ß ) 4- a3 (ß 7)

334 = 61 (aa ) H- 63 (a ß ) 4- 63 (a 7)
S82 = bi (« ß ) + bjj (ß ß ) 4 - 63 (ß y)

XVI.
oder numeriert :

314 = Ai [1 . 1 ] 4- A2 [1 . 2 ] 4- A 3 [ 1 . 3]
312 — M4 [2 . 1] 4~ A 2 [2 . 2 ] 4- A3 [2 . 3]

= B 1 [ 1 . 1 ] 4 - B 2 [1 . 2 ] — B 3 [ 1 . 3 ]
S82 = Bi [2 . 1] 4- B2 [2 . 2] 4- B3 [2 . 3]

Durch Multiplikationen der Coefficien¬
ten A B . . . der Bedingungsgleichungen
mit den Übertrags-Coefficienten 31 SB . . .
bildet man :

[II ] = [M3l] [III ] = [A SS] [IIII ] = [ .4 6;]
= [31 B] = [31C]

[IIII ] = [M53] [IIIII ] = [ B6 ]
= [® C]

[IIIIII ] = [CG]
Dieses sind die Coefficienten der

Wenn man mit den Coefficienten ab . . .
von XIII . die Hilfsformeln bildet :

[ 1] = ttl I 4- bx II 4 - tj. III
[2] = a2 I + b2 II + c2 III
[3] = a3 1 4- b3 II 4- c3 III
[4] = a4 1 4- b4 II + C4III

Xa .

und wenn man diese Ausdrückein die unten
gegebenen GewichtsgleichungenXV . setzt,
so erlangt man die ebenfalls unten mitge¬
teilten KorrektionsformelnXVI. Diese end¬
lich setzt man in die Bedingungsgleichun¬
gen XIII . und erhält damit die
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Formeln unseres Buches § 50 — 54 .
Formeln der Eechnungsvorschriften der

Landesaufnahme S . 1 — 24 .

Normalgleichungen:

[II ] fr + [III ] fr + [IIII ] fr + w 1 = 0

[IIII ] fr + [IIIII ] -|- to z = 0

[IIIIII ] fr + ws = 0

(II ) I + (III ) II - (IIII ) III — Sl == 0

(IIII ) II - (IIIII ) III — SB = 0

(IIIIII ) III — g = 0

XVII .

Diese Normalgleichungen löst man auf , und erhält damit :

die Korrelaten :

fr fr ■ • • I I

Indem man den Bedingungsgleichungen XIII . nach Vertikallinien folgt , bildet
man die Formeln für die :

Hilfsgrössen [ 1] [2] [3] :

II III

[1] — Ai hi - j- h q - j- Gi ho -+-

[2] = A2 hi + B2 fr A- C2 h3 -{-
[3] = H 3 fr -j- _B3 fr + Cs fr -+
[4] = A i hi -t i k2 - - Ci ko -]~

[1] = ax I + Bx II + Cj III -+- . .
[2] = a2 I + B2 II + c2 HI -t- . -
[3] = as I -+- B3 II -+- c3 III -+- . .
[4] = a4 I + f>4 II + c4 III + . .

Nachdem die Korrelaten und die Hilfsgrössen ausgerechnet sind , hat man die :

Korrehtionsformeln:
ö x = Sfr fr + SBXfr + @i hs

1
(1) = Wj I + SBx II + (fr III

- SB2 II + fr 111

- SBs II + So III
XVI .

8y = Sfr fr + SB2 fc2 -i- fr fr (2) = Sfr I -
8 z = Sfr hi + S8s fr -+- fr hs (3) = Sfr I -

oder zur Kontrole :
Geiviclitsgleichungen :

8 x = [ 1] [« «] + [2] [« ß] + [3] [a y] ( 1 ) = (« «) [ 1] + (« ß ) [2] 4- (« y) [3]
ö V = M [« ß ] + [2] [ß ß ] + [3] [ß y] (2 ) = (a ß ) [ 1 ] + (ß ß ) [2] + (ß y) [3]

= [1 ] [« y] + [2] [ß y] + [3 ] [y y] \ (3) = (« y) [ 1] + (ß y) [2] + (y y) [3]
XV .

Damit ist die Netzausgleichung vollendet . Für die Quadratsumme der bei der
Netzausgleichung übrig bleibenden Fehler hat man verschiedene Formeln :
[*" «"

] = (1 ) [ 1 ] + (2 ) [2] + (3) [3]
[» ' «"

] = — io1 fr — w 2 fr — !c3 fr = — [«>!;]

[v" V"
] = JüL JVfr- ! ]2

, [«’S • 2]2

[SBSB] = (1 ) [ 1 ] + (2) [2] + (3) [3] (XVIII )

[® sb] = sä I + Sb II + e Hl

j [SBSB] = ;
r-B • Ir . . ( 6 . 2 ) 2

(XIX ;
[II ]

^
[IIII A ]

_r
[IIIIIIT2 ] j

L~ ~ J ~
(II ) (IIII . 1 )

'
(IIIIII . 2 )

'

Hieraus berechnet sich der mittlere Gewichtseinheitsfehler für die Netzaus¬
gleichung allein :

Wa = r r ! - V i« . iS « ;
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Formeln unseres Buches § 50—54 . Formeln der Bechnungsvorschriften der
Landesaufnahme S . 1—24.

Der mittlere Geimchtseinheitsfehler der Gesamtausgleichung ist :

_ , / [»' «'
] + [v" v"

]
~

_ 7 / ( VV )-r ( V r '
) -t- ( V" F ”

)+ (SSSS)m - y [»] — [ !«] — [«] + »• M / (m ) - (A,B,G ) - (x) + (% SB, 6)
XXI. und XXII.

Wenn man das Gewicht P einer Funktion der ausgeglichenen Elemente be¬
stimmen will , so bringt man diese Funktion , wenn sie nicht an und für sich schon
linear ist , durch Differentiieren in die Form :

dF dF d FäF = dy + %̂ dza x oy dz
& F _ dF _ dF _ d F *

_ dF _ d F _
d x — ' 1 dy

~ h dz dA ~ Ll d B ~ ‘2 90 “ 3

Mit diesen neuen Coefficienten f bzw . I und den schon früher bekannten Ge-
wichts-Coefficienten [« a \ , [a ß] u . s . w. bildet man :

[« a] + [a ß] f2 + [« 7\ h = 2i
[cc (3] fi 4- [ß ß] f%+ [(3 y] f3 = 22
[« }<] fi H- [(3 y] /2 -t- [y y\ f3 = q3

( cc cc) + (a ß) l%-f- ( cc y) ls = 2i
(a ß) -+- (ß ß) 12 + (ß y) h = 22
(« 7) h — (ß 7) h + (y 7) h = 23

XXVIII.

Nachdem die q ausgerechnet sind , findet man den ersten Teil der gesuchten
Gewichtsreciproke :

1_
Po

= [/a] 1
Po

= (ia )

Weiter berechnet man Ersatzglieder für die Absolutglieder der Bedingungs¬
gleichungen, und zwar hat man dafür zweierlei Formeln :

Ersatzglieder
[31 f ] oder = [A q]
[35/ ] , = [Ba ]
[& / ] , = [0 2]

[31 T) oder = (a q)
(» l) „ = (b 2)
(6 1) „ = ( c 2)

(Seite 20 .)

Diese Ersatzglieder setzt man an Stelle der Absolutglieder toi w3 bzw.
31 58 ® der Normalgleichungen XVII , und findet mit Zuziehung des schon vorher
berechneten [fq ] durch allmähliche Elimination in üblicher Weise :
1 [31 ff [33/ . l ] 2 Hf . 2] 2 | 1 (31 Vf (331 . 1 )2 (Hl . 2)2
p [qti

[ii ] [iiii . i ] [inin . 2] | p 1 9J ~
[ii ] [iiii . i ] [mTn72 ]

XXIX.

Mittlerer Fehler der Funktion F :
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