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Criter Teil.

Parallelprojeftion.

§ 3. Hauptiage der Parallelprojettion.

1) Aus den Anfangsgriinden der Steveometrie ergeben jich etnige
wichtige Sdpe, dbie jorvoh!l fiix die jchiefe ald auch fitr die gerane
Barallelprojettion von grundlegenbder Bebeutung jind.

Crflarung. Streden, Gerade obder ebene Figuren, die bder
Bildebene parallel find, beiften frontall)

'Y

[. Jebe frontale Strede Hat cin paralleles und gleiches Bild

Jieht man (Fig. 5) durch alle Puntte der ur
Bildbebene B parallelen Strede AB bie proji- IR
slerenden Strablen parallel einer beliebiq qe- L
wahlten Richtung, 1o {dhneidet die durch fie
bejtimimte projizierende Gbene & bdie Bilp- ! R
ebene B in einer zu AB parallelen Spur ST
A'B” (8. 1. 8§71, 1), alfo ijt AB" || AB. ®qa
AA’ | BB' ijt, jo ijt AA'B'B ein Parvallelp- &ig. b
gramm uno dbaher audh A'B'=AB. Die Pa-
rallelprojettion einer Strede auf eine zu ihr pavallele Ghbene fann
vemnac) als eine Lavallelverjchiebung ldngs der Brojettions-
ftraflen ber Gndbpunfte aufgefapt werbden.

I1. Jede frontale ebene Figur bat ein ibr
tongruentes Bilb.

Die Parallelprojeftion A’'B'C'D'E’ (Fig. 6)
pev pur Bildebene B parallelen Figur ABCDE
iit biejer fongruent (Beweid!). Man fann
jich das Bild durch LBavallelverjchiebung der
gigur ABCDE entitanben denfern.

Weldyes Schragbild hat ein frontaler Kreis?

2) Bezeichnet a’ die Projeftion einer be-
licbigen Strede a, jo heifjt bas Berhdltnis a’: a
ihr Projettions- oder Abbildungsverbiltnis,

) frons (lat.) = Stien.
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IT1. Parallele Streden baben parallele Bilder von gleidhem
Projettionsverbhiltnis.

Siitb AB = a und CD = b (Fig. 7) swet
varallele Streden, jo miijjen auch ibre proji-
sierenden Gbenen einander paxallel jein (L. L.
§ 63, 4) und beshalb bie Vildbebene i parallelen
Spuren fchneiden (L. 1. § 70, 1). Dabher it
A'B’ || ¢'D'. 3ieht man jebt BA, | B'A’
umd DO, D'C, jo ift A ABA, = A CDC,.
£ i i il 2o RS ) e
Folglich verbalt fich AB _ CD ober, da
AB=AB'=a’ und C,D=CD =b iit,

a' b’

: a h'
K Parallele Stredfen werden aljo durd) Parval-
7 {elprojeftion tm gleichen Verhialtms getiegt
¥ EE pber geftrectt. Was folgt Daraus fiir Dbie
LS Bilber von parallelen S©treden vou
gleicher Qange? Byl bie Echattenbilder

ber parallelen Stiabe von Jdunen.

Rarallelogramme erjcheinen in dev Abbildung toieder als
PRarallelogramme.

Jiir die gerabde Parvellelprojettion ijt

a’ b’
= .= (08 g,

a b

wo o den Neigungswinfel dber Streden a und b au ber Bilbebene
bebeutet.

V. Seilverbiltnifje von Streden bleiben bei Parallelprojettion

erbalten,
. Denn tird (Fig. 8) bie Strede AB burd) den
2 Punft X im BVerhilinid8 m:n geteilt, jo wird
8’ \\.' audh thr Bildb A’B’ durch bdie LRrojeftion X
ﬁi LAy, \ Ses Teilpuntted im gleichen Verhaltnis geteilt.
< \ y AX A'X" m
\) boidg X X B m
K Wird 3. B. AB durch) X halbiert, jo wird aud
7 Fig. & A'B’ purch X’ Halbiert.
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Ex|ter Abjdnitt,

Sdyieje- Parallelprojeftion.
(*Parallelprojeftion auf eine Tafel.)

§ 4 Bejtimmung der Ridhtung der Projettionsitrablen.
Die erfte Grundaufgabe.

la) Fiiv alle Darftellungen in jdhiefer Parvallelprojef-
tion benupen wiv als Bildebene B (Fig. 9) die Iotrecht gehaltene
Jetdhenchene (Wandtafel!). Wir fepen ein fir alfemal feft, daf
vie Projeftionsftrahlen von vorn uud oben fommen und 3mwar im
allgememen von vechtd oben nach linfe unten verlaufen,

Die lotrecht jtehende Bildebene B jchneiben wir duveh eine
Dotizontale Ebene G, die im allgemeinen zur Aufnahme der dar=
sujtellenden Gebilde dient und daher Grundebene heift. Jhre Sdnitt-
gerabe OX mit ber Bilbebene heifit Projettions- odber Bildbadfe.

b) LBon bejonbderer BVebdbeutung fiir unjer Abbildbungsverfahren jind
die- zur Bilbebene jenfrechten Gevaben, die wir im folgenden UL
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?li_ﬂ’l"lr;‘,nnq Tiefenlinien nemmen. E8 jeien AA;=a, BB.=b und
CC:=c¢ (Fig. 9) brei in der Grundebene gelegene Tiefenlinien,
deren Fufpunfte auf der Bilbadhfe entfprechend die Punfte A, B,
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und Cy jind. Projizieren wiv nad) Wab irgend eciner ‘Projeftions-
richtung die Streden a, b und ¢ auf dbie Bildbebene, jo jind nach § 3,
&. 111 ihre BVildera’, b’ und ¢’ parallel, jchnetden aljo pie Bilbachje unter
bem gleichen TWinfel o,
e e ii:i‘}‘-‘}"h_‘"{h“fii-‘i‘_bt}‘:‘ g{t:td}e‘

. drpjeftionsverhaltms g
‘ (a’;:a=h":b=c':ic=q).
i Die Ungabe des Pro-
N | jeftionsverhdltnifies q
und bes Winfels « gibt
ung das einfachite Mittel
an die Hand, Schragbilder
ohneBenubungder pro-
jiizierenden Strabhlen
ait entmwerfen, ba dburd) g
4 uno o die Michtung bev
% RBrojettionsjtrahlen voll-
. jtindig feftaeleat ijt. Durd
X q ijt aundchit nur bder

3R l Neiqungswinfel ¢ be-
- itimmt, unter dem Ddie
Fig. 10, Peojettionsjtrahlen (3. V.
A A’) bie Bilbebene treffen.

A'Ay a ! 3 ;
Penn es ijt 3. D. ctge = Al ql). (Warwm rveicht ore DS
£1 Lhx

gabe von g alfein zur Abbilbung nicht aus?) Durd) dben Wintel o,
in pem aus den Fig. 9 und 10 erjichtlichen Sinne gemeijen, wird
oamn nody die Nichtung der Wilber der Tiefenlinien einbeutig be-
itimumt, wetl bie verldngert gedachten Bifbjtrectenn a’, b’ und ¢’ nichts
anberes find als die jenfrechten Projeftionen der durd) A B unp €
gehenden Projeftionsitrahlen auf B (L. 1. § 72, 3a).

Die Grdfen q und o nennt man die Abbildungszablen. Mian
faun fiir jie beliebige Werte mdahlen. Dex Swedmapigeit und Cin-
fachheit wegen bevoraugt man bie Abbilbungszahlen q = 4, 5, 1 une
o= 30°,45° 60°,90°.2) Oft toird q al3 Berkiirsungsverbaltnis bezeich-
net, da es meift Heiner als ober Hichitens gleich 1 gerodhlt roird.

¢) Fitr alle Darjtellungen denten it unsd im folgenben,
da mwir nur eine Jetchenebene ur Rerfiigung Hhaben, die
Grundebene um die Achje OX jamt den in ifhr ltegenven
Figuren hevruntergeflappt (j. Jig. 9 und 10), jo dbap der vorvere
Teil vont ® mit dem unteren von B und der Dhinter der Bilbebene
gelegene Teil von @ ntit dbem oberen Feile von B zujammeniallt.

a'

H ™ e i : .
1) i . —qg=1 3. B it g=457; JHr —= i ijt ¢ == 63,43°.

2) Die Wahl diejer Wintel ijt destvegen praftijd) und beguen, fpeil fich dabet
ftets die gebriuchlidhen rechtivintligen Beichendreiede mit 30° und 60%, 45° unbd 45
perivenden lajjen.
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2a) €rjte Grundaufgabe. Die fdhicfe Parallelprojektion cines
in der Grundebene gelegenen Punttes A fiir die Abbil~
dbungsjablen q und « (3. B. | und 45°) ju beftimmen.

Wir fallen (Fig. 11) von A aquf bie Bilbadhje das Lot AA, und
sehen unter einem Winkel von 45° 3 Bildadje Ax A' =1 A, A,
A’ 1t dbann das gefuchte Bild von A.

Dian findet bemnad) bas Shhrig-
bild eines beliebigen inder Grunp-
ebene gelegenen Punttes A, indem
manauf die Bilbachje dbasd Lot AA, SRS IS -
Tallt und dieje Strede fiiv die ge-
gebenen Abbildbungszahlen abbil-
vet. Dev Endpunft A’ dber Bilditrede iy L
AxA'ift bas gefudhte Bild des Punttes A,

Die Abbildbung mefhrever Puntte ($1g- 10), 3 B. A, B
und C, fiiv diefelben Abbilbung&sahlen fann dadureh jehr verein-
jad)t erben, daf die Lerbindbungsjtreden von A, B und C mit ihren
Bildern A’, B’ und €' AA’, BB’, C( einanber parallel jind (Grund?).
&5 braudht infolgedefjen bei dex Jetchnumg nur fliv ein Achjenlot
(AAg) die Rertitvzung beftimmt su jverden.

h) Statt unmittelbar durch) feine Lage fann ein Bunft A qudh
ourd) jeine fenfrechten Abjtdndbe von einem rechtwintligen
Achienjyjtem (SKoordinatenipitem) gegeben fein (Fig. 11). Die Bildb-
achfe wablen wir ald x-Achfe und die in einem beliebigen Bunfte O
auf thr in der Grundebene ervichtete Sentfrechte als y=Uchje. OA;, =x
ijt bie Abjziffe und OA, = A A— y bdie Orbinate des PLunites A,
X und y jind feine Koordinaten.

Aufgabe. Bilde fiix q = 4 o = 30° bie Punfte ab, deren Koordi-
naten jimd

x A =_X

x=43; y= 4 2,4 (Qdngeneinheit 1 em).
Wie bildet fich die v=Uchje ab?

§ 5. Oie Abbildung cbener, in der Grundebene gelegener oder ibr
paralleler Figuren.

1)Aufgabe 1. Das Schriag- : 1
bild eines in der Grundebene
gelegenen Rechteds ABCD,
bejjen Seite AB auf ber Bild-

adjje liegt, su zeidhnen (Fig. o2 ¥ X
12). q =4, a = 45°, ] i /

Die Seiten AB und CD ' ey .
bilbent fich in natiiclichex '
®rofe ab, und jivar fallt AB T -
mit jeinem Bilde sujammen. |
Dagegen erjdjeinen bdie gur L—ou - '
Bildebene fenfrechten Stref- Fig. 12.

P
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10 § 5.

ten AD und BC im Dilde auf die Ddljte vertiivzt und ihre Pro-
ieftionen A'CY und B'D’ bilben mit ber Bilbachie einen Wintel von
45°. Beichnung!
Aufgabe 2. Das Schrighild eines in ber Grundebene gelegenen
gleichjchentligen Dreteds ABC, bejjen Seite AB auf ber Bild-
achje liegt, zu zeidhnen. q = 3, « = 15°
Qojung . Fig. 12.
Aufgabe 3. Das Schrighild eines i der Girundebene liegenden
regelmapigen Sechseds au jetdhnen, von dem ¢in Seitenpaar
Ser Bilbachie parallel ift (Fig. 13). q = 4, « = 30~
Wie bilden fjich die
frontalen Streden 12,
54, 63 ab? Eine jebr
3 5 ihatfe Genauig-
‘feitéprobe fiix bie
Qeichnung bejteht dar-
i, dap bie Werldnge-
rungen ber Seiten dex
Urfigurund derihrexrzu-
qehprigen Bilber (3. B.
43 und 4'3) fich auf

ber Achje jchneiden

miiffen. (Grund?) Bagl.

p 820, Th it 2]

i, 19, Aufgabe 4. Das

Schragbild eines be-

[iebig in ber Grunbdebene gelegenen Fiinjeds q = L, o= 30° zu

setchen. Genauigfeitsprobe! (Vgl. Aufgabe 3.)

Aufgabe 5. Ein Dreied ABC, pelten Gdpuntte dburch ihre Koordi
naten gegeben jind, absubilben. q =4, a=45"

A:x=3 v=2: B:.x=1 y=4; C: x=5, y=0. Langen
einfeit 1 cm.

92) Das Bild einer Kuroe, bdie in der Grundebene qelegen ijt, er-
falt man dadurd), daf man auf ihr eine hinveidhend grofe Anzabl
aufeinander folgender Puntte wabhlt, jie nach der Grundbaujgabe ab-
bilbet und die aufeinanbder folgenden Bilbpuntte duvch einen jtetigen
Survensug aus freier Hand verbinbet. Cine {ibergroge Fahl von
Puntten abzubilden, ijt ungwedmdpig. Denn mit Hilfe unfevesd Auges,
bas fir den jchomen und jtetigen Verlauf einer Kurve auBeroroent-
lich empfindlich ijt, fonnen nahe beieinander liegende PRunfte meitjt
qenauer verbunden twerden, als es durd) Einjchaltung neu beftimm:
ter Bmijchenpuntte moglich 1ft. Betm Ausziehen des Bilbes in Tujche
bedient man jich eines Survenlineals.

) =

Aufgabe 6. Das Schrigbild eines in der Grunbdebene [tegenden

freijes mit bem gegebenen Rabius r, dejjen Peittelpuntt M auf dex

Bildachie legt, 3w zeichnen. q =14, a=45"

i
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Wiv teilen den Duvchmejjer AB (Fig. 14), dber mit jeinem Bilde
sujammenfdllt, tn eine Anzabl, etiva 8, gleiche Teile und ziehen in
ven Teilpuntten bie zum Durdhmejjer jenfredhten Sehnen. [bre
Enbpuntte bilden wirin

: - i % 2 3
befannter Weife ab und — s
verbinden fjie durdh ' v S
einen  Fujammenhdn- prosms % T

genden furvenjug. as
Schragbild des Kreijes
heipt €llipfe. Eie ijt
die Sdnittfurve des
bon jamtlichen Rrojet-
tiongjtrahlen qebildeten
3ylinbermantels mit
pexr Bilbebene, ber dieje
oberhalb und unterhalb
per  chje durchitopt.
Crzeuge mit Drahinto-
pellen Sehragbilder von
Rreijen! Beobachte die
Sdhattenbilber von Ra-

Dernt und die Sonnen- ==
bilber runbder Lffnun- '
gen!

Fiix die Darjtellung
per Ellipje braudht nux
ber vor der Bildbebene
gelegene  Halbtreis ge-
seichnet und abgebildet
AU 1oerben. MWie finbdet
man paraud bas  Bild
pes Dinter der Bildbebene
liegenden Halbfreifed ().
§ 3, &. 111 und IV) ?

ltm eine moglichit qe-

. Zi) -4 £
naue Seichnung der El- : T
lipfe zu erbhalten, ijt es in 185
v . St A Lt e
nuglic), etnige Tangenten
i den Endpunften der e
1 L% L) L Ls L 'c.ﬁ"f

guetnander  jenfredhten
Durdymejjer AB und CD, bie bad Tangentenquadrat 1234 bilben, mit
abjubilben. Das ift aud) wichtig, um die jeitlich fibergreifenden
Bogenijtiicde bei A und B, die jogenannten Dentel, in jdhonex
UID genatier Form 3u gewinnen. Dagu it jedbod) namentlich die Abbildbung
einiger weiterer Punfte bei A und B exforderlich.

Nach der BVemerfung in §4, 2a) jind die Lerbindungslinien dex
Streispuntte mit ihren Bildern pavallel (3. B. CC' || EE'). Dadurch

o bas fortgefeste umfptandliche Teilen nberfliiffig.

e s

T e
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Aufgabe 7. ©s joll ber in Aujg. 6 begeihnete Krets fiir g = 4§
und « = 90° abqebilbet und bie Tangente im Puntte T dex Ellipje
bejtimmt terden (Fig. 19).

Wo miiffen fid) die Tangente ded Kreifes in T und bie sugehorige
Ellipjentangente in T’ fdhneiden? A’B’=AB und C'D" jind bie
Bilber der fenfrechten Durchmejjer AB und CD bes Sreijes. Da
bie Qurbe zu ihnen jpmmetrijch ijt, jo heiBen jie die Nchifen der
&l [iph, unb zmwar A'B’ = 2a bie grofe (Hauptadie) und
C'D’ = 2b die fleine Achie (Nebenachie). Hinjichtlich dber Feich-
nung ber Kurve |. nmerfung.

Das angegebene i.Jlbblf‘nmq snerfahren bes Kreifes dndect jidh nicht,
wenn der Qreid beliebig in dber Grunbebene liegt (Grund?). ‘”mn
hat nur den zur Bildbachje parallelen Durchmeijer ald Bilbad)je 3u
betrachten.

Anmeriung. Sind von einer Ellipje (Fig- 16) die beiden Achien (A'B’ 24 und

D' = 2h) unbd det *l.!uiuimmtt M gegebert, jo benugt man beim "lnaﬂvhnt mit Borteil
‘m. friimmungsire ijein ‘WLnLnbmmth.l ber Achie, ben jogenannten Sdeitelpuntien,

b. I). bie freife, die fich ber Furve in den Scheitelpuntten am mmquen anjdymiegern.
._.munh it man 111111Lmtu, von ber punftiveife luhtmmttu und nmut BVleijtijt vorges
seidhneten Ellipje \tmuv'llturﬁ in den Sdyeiteln mit der Firfelreipfeder aus dauaiehen.

£3 jet (Fig. 1*:} k ein durch den Sdeitel A7 gehenber Rreis, defjen Mittelpunit auf
A'B’ liegt. Gr jdyneibe bie Ellipfe in ben Punften P’ und Q' ‘\m Bilbern dber Puntte
P und Q ded um M mit a bejdyriebenen Stretfes. MNadch bLl Aeichnung ver Ellipje
ift bann P’ Py D'M b

= (1) '

PP ol BM o a

it R ber zweite Schnittpuntt von K it
. dber grofien Adhie A’B’, jo ergibt fidhy durch
v Anjpendbung ded Sefmeniabes nad (1)
m. ~ APx-PxR_ PyP? b

S Y o L ) L L R U

:h‘ndt Py immer ndber an den Sdyeitel A
feran, fo fommen audy die Punite P’ und Q'
immer ndber, und der Kreid k jhmiegt jidh
immer inniger an die Ellipfe in A’ an.  Fallt
endlich Px mit A’ gufamnien, jo with PxR
gleidy bem boppelten , Kriimmungsrabius”
e 20 und PxB’ gleich A’B’—2a. Mithin it
e nach (IL)

(L)

2e h* h2
i i 1 Ay .
yig. 16. Pt e pER LIS
e Entjprechend finbet man fitr ben MNa
o2 piud ber Ruitnumunasfreife tn ¢ und D’
a oy P . e A A e -
r— . Die WMittelpuntte der Frvitmmimgsireije in den Sdjeitelpunften B unb D

b

erhialt man gleidhzeitiq dburch folgende einfadhe Sonjtruttion: Man vervolljtandige
bad redhtwintlige Dreted M B’ D’ zu dem Redyted MB ED’ unbd fille von K pas Lot
auf B’D’, bad MB’ in Ky und bie Berlingerung von D’C’ in Kq frifft. €8 ift bann
KpB ' =p unb KgD'=r. Beweis!

3) Dentt man fjich eine in der Grundebene gelegene Figuy, 3. B.
ein Fiinfed, jamt Df.‘l ®Grundebene pavallel zu jidhy verjchoben, jo
vri]a[ten it nach § 3, ©. 11 jtets ein fongruentes und qlmtﬁiu‘qcuh

o

Bild. Das ijt widhtig fiir die Abbilbung der Grund- und Dedflacdhen
pon Prismen und I3plindern.

ERI——
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§ 6. Beftimmung der Lage cines Punktes im Naume. Die jweite
Grundaufgabe.

la) Um bie Lage eines Punftes im Raume feftzulegen, wabhlen
wir (Fig. 17) auf der wagerecdhten Acdhje unjerer lotredhten Vilbd-
ebene B enten beliebigen Punft O und ervichten in O auf der Bilbachije
jowohl in der Bilbebene wie in der wagerechten Grundebene & bdie
Cenfredhte. So erhalten wir drei zueinanber fenfredhte Achien,
bie al3 x- oder Breitenachie, y- odber Tiefenadbie, z- vder Hohenadhje
unterjchieden werden. Jhv Schnittpuntt O Heipt Rull- oder Anfangs-
puntt des vechtoinfligen Achjentreuzes. Die drei Achjen beftimmen
brei zueinanbder fenfrechte Ebenen, die Koordinatenebenen. Durch
piefe Ebenen toitd dber gange Raum in adht Facher, Raumadytel, ge
tetlt (Modell eines Raumadptels!). W eine einfache Anjdhauung
au geinnen, benfen wir uns die in einer Fufbodenede eines Jimmers
sujammenitoenden Flachen endlod evweitert. Die Fufbodenebene
entjpricht unjerer Grundebene @ ober der xy-Ebene, die [otredhten
Wandflachen entjpredien unjeven lotrechten Ebenen, und war ijt
vie xz=Cbene unjere Bildebene (Frontebene) B, bdie yz-Ebene
heipt Seitenebene, da ein auf der Grundebene bor B jtehender
Bejhauer jie zur Seite Hat.

Sit ein Punft P in einem Raumadhtel gegeben, jo fallen wiv auf
die Koordinatenebenen bdie Lote PP, =2z, PP, =y und PP, = x.
Dieje  Abftdnde  bes
Punttes P von bden
Stoordinatenebenen fHei-
Ben bie Koordinaten von

Pi
L B
g X
M
i
¥ig. 18. |
°F
becr | Zip el E R | s e
s = P. Durd) jie ijt die Lage
VA pes PLunttesd P bejtimmt.
7 g 47, Denn giehen wiv P, Py

jenfrecht 3u OX, fjo ift.

OP; =x und P, Py =y (vgl. audh § 63, 4). Jnbed ift bie Lage von
P nur bann vdllig beftimmt, wenn aufier den Koordinaten > ol
und z (3. B. 4: 3; 5) noch dasg Raumadhtel angegeben ijt, in dem P
liegt. Wieviel Punfte gibt s, die diefelben Koordinaten Haben?
Um nun bie Lage einesd Punftes P lebdiglich dburch die An gabe

———ae




14 § 7.

jeiner Soovdinaten au beftimmen, wablen wix auj der x=Wdhje
die Ridhtung OX, auf der y=-Acdje die Nichtung OY und auf dex
z=Achie dbie nach oben gehenve Richtung als die pojitive. Die ent-
gegengefebten Richtungen jind dbann negativ. Wir gelangen damn 3u
pem Punfte P mit dben Koorbinaten x=+2, y=+ 3, z= + 2,5
(Langeneinheit 1 em), indbem wir von O auj devr x-Achje 2 em in pofis
tiver Richtung bis Py, bann pavallel der pojitiven Richtung ber y=AUchje
3 em bis P; und endlich bavallel der pojitiven NRichtung der z-Achie

2,6 em bi3 P gehen, aljo dem EStredenzuge OPy PP folgen. Die
Lage des Puuttes P ijt embdeutig bejtimmi. Wie gelangen wir Fum
Punfte Q mit ben Koordbinaten x= —2, y= 43, z= — 2,b¢

h) FFiir uns fommt m folgenden bejonders der Fall in Betracht,
papg der Puntt P durd) jemme jentfrechte Projeftion P; auf die
Grunbebene, ben Grundrify von P (welde Koordinaten jind ba=
purch gegeben?) und durd) jeinen Abjtand z von der Grunbebene,
per pojitiv ober negativ fein fann, gegeben ijt.

Ter Emfachheit halber jtellen rir die abzubilbenden Kodrper sumeiit in
pas exjte Raumadhtel, fiix das bie Achjenvichtungen jamtlich pojitiv jind.

2a) @Qweite Grundaufgabe. Das Sdraghild eines beliebigen
Raumpunttes P ju beftimmen.

Wir erhalten das Bild des Punfted P (Fig. 17 und 18), der durd
jeine Soordinaten x, y und z gegeben ijt, inbem iwir dad Bild des
Stredenguges OP; PiP bejtimmen. PP bilbet jich dbabei in natiin-
ficher Grdfe parvallel der z-Adhje ab (§ 3, &. I).

Jit P durch jeinen Grundrif P; (Fig. 18) und jeinen Abjtand z von
per Grundebene gegeben, jo finben wiv bas Bilb P’ von P, indem tvix
sundchit P, in befannter Weije abbilben und dbann P, P’ = z parallel
sur z=Achje aiebhen.

Wie gewinnt man aud der Abbildbung des Punttes die Abbildbung
bon Streden und dbavaus die von Flacden und Korpern?

Aufgabe. Bildbe die Punfte ab mit ben Koordinaten

x=43;, y=42; z= 4 4 (Ringeneinheit 1 cm).

b) Jeennen wir bie ur x-Achie (Bilbachfe) parallelen GHerabden
Breitenlinien, bdie zur yv-Uchie parvallefen ZTiefenlimien und bdie
sur z=Achje parallelen Hobenlinien, fo fonnen wir fiir die Darjtel
lung von Kocpern in jdhiefer Pavallelprojeftion bdie einfache Regel
aufitellen:

Breiten- und Hobenlinien eridheinen audh im Bild als folhe in
natirlicher Grofe, dagegen erjdeinen die Tiefenlinien nad Maf-
gabe ber ADbildungszablen overbiirgt und um ibren Schnittpunkt
-mit der Bildaddje gedrebt.

§ 7. Abbildbung von Kbrpern und Kirperichnitten.

1a) Aufgabe 1. Das Sdrdgbild eines auf bder Grundebene
rubenden Witrfels (Rantenldnge a = 4 em), dejfen Grundtante CD
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auf der Bildbachje legt, filr die Ubbilbungszahlen q = 1, « = 30
au zeiwchnen (Fig. 19).
Wan bilbe unddhit die Grund- +Z

flache fiir die gegebenen AL bi[mtzq~:~==

,nhl-.u und bann vie Eden der Dedk:

fliche ab (Genauigfeitsproben!).

Welde Seitenflachen pes Wiirfels

bilben jich in wabhrer Groge ab? Was e
fite Figuren jimd die Bildber der .y
andeven gFldachen?| ia. 10!

Sihtbarfeit. Vetrvadhtet man den
abzubilbenben Winefel in ber Nichtung der Brojeft 'm: sitrablen (Eebhitrablen,
jo jind einzelie Kanten dem Ange nidht jichtbar. Die BVilderjolcher dem Auge
nicht jichtbaren Qinteneines Korpers werden in TUIH,L noenpunt
tiertoderaud we qqx affen,bagegendie berjidtbarengletchma-
Bigausgezogen. DieAbbilbungengetwinnendadburdhijehran Anjchaulichteit.

Aufgabe 2. Den in ufg. 1 bezeichneten Wicfel auch fitr die Ab-
bilbungszahlen _
768" a) b) c) d)

[I = .I. .I. _1) ]
. o ! g = 3U 4hH 90 45°
pavzujtellen (Fig. 20). _

Um bie Wirkung auf dasd Ange beurteilen ju fonnen, jind die Sdyvdg
bilber desjelben Wiicfeld fitr die gebrauchlichen, -in Aufg. 2 agegebenen
Abbilbungszahlen nebeneinander gezeichnet. Der unjchone Cinbruck, den

@) %, 30 B) ;45 C) %, 90°

i =

man 3. B. um Falle Aufg. 2d) erhalt, viihrt daher, daf man das Bild
nicht i der Michtung dev Projeftionsjtrahlen betvachtet. Gejchieht diejes
i einiger {S'utfvrlmnq, jo berjchmindet fiix bas Ange die Verzerrung, und bas
Bild wictt vichtig. Die Projettion mit ben Werten q = 1und o = 45° ift unter
vem Namen Kabalierperipettive!) betannt, dajie jeinerzeit ben franzdfijchen

') Dex Namte wird auch darauf suriidgefithrt, dap die Projeftion mit ben Werten
q =1 und a = 45° jrither jur Anfertigung von Uberjid)isplanen bon Fejtungswerten
benust wurde. MVt , Favaliere” bezewdhnet man die Hohen Nujbauten bei den Feftungs-
oerten.

BT o L £1] INTRRISE I LT e
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SKavalieren auj ber SKriegsidhule ald die bequemite zur Aniwenbung
empfohlen mwurbe. Fiixr q = 1 und « = 90° erhalt man bdie jogenannte
Militdrperipettive, die alfo den Grundrif in wabhrer Geftalt liefert. Vei
feht fteilem Cinfallen der Projeftionsjtrafhlen jpricht man von BVogelper-
Jpettive.

Aufgabe 3. Das Schragbild eines Wilvfels 3u zeichnen, der jo auf
der Grundebene rubht, dap eine Diagonale jeiner Grundilache zur
Bilbachje fenfrecht jteht (Mberedftellung). a) q = i, o= 45°;
b) q =1, « = 90° (Militarperipeftive).

Aufgabe & Den Korper zu zeichnen, der qus einem Wiirfel mit
der Rantenlinge a = 6 ecm entjteht, wenn man bdie Eden durdh
Sdnitte, die durch die Wittten dreier in einer Ede zujammenitoienbder
fanten gefiihrt tverben, abjdhneibet. q = L}, « = 30°. (Kubo-
pftaeber, Krijtalljorm von Eijenties).

Aufgabe 5. Cin auf dev Grundebene jtefendes gevades Prisma
mit ber Hobhe h in jchiefer Parallelprojeftion zu zeichnen. q = 1
o = 30°,

Die Grunbdjlache des Prismas jei ein beliebiges Fiinfed ABCDE,
paé nach Gejtalt und Lage in Fig. 21 angegeben ijt. Nadh Abbilbung
per Grundfladhe zieht man durdy die Ed-
puntte A'B'C'D'E’ bes Bildbes die Vaval-

i
b
I 5 lelen jur z-Achje und trdagt auf ihuen bdie

: ; geaebene Hobhe h ab. Die Dedfliche er-
] i gibt jich banach dburch Parvallelverichiebung

| ; um die Hohe h nach oben.
. Die Grundjeiten und
' ithre Bilder (3. B. AB
)— S (B R ) e — =7 - und A'B’) {dneiden
L--" jich auf ber Bilbachie.

Weldhe WVereinfachung
jolgt darvaus flir die AbbLilbung dex
Grundflache bdes Kovpers? Weiter
it au beachten, dap fiix q = 4 und
o = 30° die Verbindungsitreden
per Cden mit ihren Bilbern
auf bpen Abbilbungen dber 3u-
gehorigen Tiefenlinien (30°-
Linten) jenfredht ftehen, 3. B. BB’ | B’B,.

wig. 21,

Aufgabe 6. Das Schragbild eines auf der Grunbebene ftehenbden
geradent 3plinders von ber Hohe h ju geichnen. a)q =4, = = 45,
b) g = 1, o= 90° (Fig. 22 und 23). !

Die Fylinverachie lajjen wir ber Einfachheit halber mit ber z-Achie '
sujanumenfallen. Die Grundilache wird nad) § 5, Aufg. 6 abgebildet.
Die der Grundflade pavallele und fongruente Dedfladye ergibt jidh rie
betm Prisma durc) Parallelverjchiebung um die Hohe h. Die gemein-
jamen Tangenten der Bildber ber Grund- und Dedfliche bed 3plinders

m-.-,_...-_, e R EEEEE———————
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bilben fiix ben Mantel die Sichtbarfeitsgrengen, die in Fig. 2:
mit ben Seitenlinien des in ber Bildebene gelegenen Achjenjchnittes e
(Frontaljchnittes) zujammenfiallen. |8

R

| i |

i

(x 90°) (4TS

g, 23 Fig. 23.

h) Aufgabe 7. Das Schrdagbild einer auj der Grundebene jtehen-
pen Phramibe mit der Hohe h zu geichnen. q =4, o« = 30°.

LBon der Phramide (Fig. 24) ijt auper der Hohe die Greundjldache
nach Bage und Gejtalt, ferner die jenfrechte Projettion S; (Grunbdrig) {1
per Spibe geqeben. Feidhnung! j

Aufgabe 8. Cinen gevaden & e g el mit dem Grundfretdradius r und i &
per Hobhe h in jchiefer Pavallelprojettion ju zeichnen. q = L, « = 30° (e
(vgl. Fig. 29). i
s ¢) Uufgabe 9. Cin regelmdpiges Oftaeder f
: mit der Uchjenldnge 1 =6 cm in jchiefer Parallel 5
h projeftion zu zeichnen (Fig. 25). q=1, o= 30". |
|
l J,/"""\
R
;'S, : \\
: \ 4
:i'lg‘[. 24 - o

Ldagbener, Darftell. Geometrie,
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Der Cinfachheit halber lafjen wir die drei Achjen des Korpers mit
et Achjen unjeres Koordinatenipitems jujammeniallen. Die Hohen-
und Breitenadhje exjcheinen tm Bilbe in natinlicher Grdpe, wdahrend
die Tiefenachie auf ein Drittel vertiivat wivd (L. L. § 103).

Bilbe ben Kdrper aud) ab, wenn bie Kantenldnge a = 4 em ge-
geben 1it.

Aufgabe 10. Das Schrdagbild eines Rhombendobefacders 3u
seichnen. q =1, o= 30°.

Der fKorper entjteht aus dem Witcfel, indbem auf die Seitenjlichen
regelmapige vierjeitige Pyramiden, beren Hohe gleich der hHalben
stantenldnge ijt, aufgefest werben. Der Kdrper wird von 12 Rhom-

&

:".‘it_]. 26 a. ;'.}1_['5_ 26 h.

Den begrengt (Name!). Da ber Granat diefe Kriftallform bejibt, heifit
er auch Granatoeder.

Aufgabe 11. Das Schrighild eines regelmagigen Jfojaeders
(Stantenldnge a), von bem bie BVerbinbungsitrede sweier Gegenpuntte
(66") auf ber Grundebene jenfrecht jteht, su zeichnen. Q=231 a=90°
(F¥ig. 26).

Nach einexr furzen Ovientierung {iber den Bau bdes Sftorpers (L. 1.
3 104, 1) ergibt jich die folgende einfache Darjtellung:

Bilbe zunddit dasd jur Grundebene parallele regelmapige Fiinfed
12345 (Fig. 26a) mit bem Mittelpuntte M ab, siehe M 6 =x, 1o
x die Hidhe ber fitnfjeitigen Pyramide bezeichnet (Konfteuttion in ig.
26b), parallelder z-Adyje und verlingere M 6 bis 6/, jo bafp 66'=2r,
pem Durdhmejjer der Umtugel, wirh. Nun halbieve 66" und bejtimime
mit Hilfe ded Mittelpunttes O die Gegenpuntte der Eden des Fiinf-
eds 12345. 10=10; 20 =20;...(§3, &.IV). Life die Aufgabe
auch fiir q =1, o= 30°
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Aufgabe 11a. Cinregelmadpiges Jtojaeder rubht mit einer Seiten- ]
rlache jo auf der Grundvebene, daf die Verbindungsitvede weier i
Gegenpuntte der Bilbebene parallel i
ijt. Das Schragbild zu entwerfen s
filt g =4, o= 45° (Fig. 27). i
Wiemupman das Bild (Fig. 27) be- it
trachten, wenn e xichtig roivfen joll ? |8
Aufgabe 12. Dad Edyrdgbild 9
etnes  vegelmdagigen Dodefaeders ,‘
(Rantenlingea), dagd miteiner Seiten- |
ilache beliebig auf dber Grundebene [ 1l
tubt, zu zeichnen. q=14, a=30°. . |
Die 20 Eden des Kovpers bilden A
it je b die Eden von 4 regels
mdBigen Flinjeden, bdie im vor- b

liegenden Falle der Grunbebene
parallel jinb. Die Abbilbung bdiefer
Sunfede liefert am jchnellften eine

Nig. 27.

genaue Jeichnung. Sur Ovientierung {iber ben Kodrperi. L. L § 105. -
2) Aufgabe 13. Gin regelmigig-jedhsieitiqes RVrisma dburdy eine S
sur  Bildebene EPE € | [ES
jenfrechte Ebene, i N ul
peren Meigungs- G e e | LS
winfel mit berx ek LA il S
Grundebene 30° SR : RS
betrdgt, zu 3 S Pt e i .!
fchneiden (Fig. s =
28). q = 4, : S
o = 45°, [Hi8
Seichnung! i
Bejtimme Dbdie I!;“'

Sdmnittfigur  in
wahrer Grofe!

ANufgabe 14,

Qbje die ent-
jprechende  Auf- / 2R
gabe fiir einen ge- b : :

raben 3plinder
(vgl. Fig.30).
q=
o = 90°.

[rl"l', e 45°)

Aufgabe 15. Cine regelmdpig-fechsieitige Pyramide durd) eine
sur Bilbebene jenfrechte Cbene, deren Neiqung zur Grundebene
9%
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o = 30° betrdagt, au jchneiden und die Schnittfigur in wahrer Groge
zu 3eichnen. q = 4, « = 45°.

Aufgabe 16. Ydje bdie t‘iltipl‘L‘_L‘i_]L‘ni"L‘ Mufgabe fitr etnen geraden
Kegel (Fig- 29). q =1, o= 30°

§ 8. Darjtellung der Kugel.

1a) Jn Fig. 30 je10 eine Kugel,
pie durch parallele Projeftions-
ftrablen auj bie Bildebene B ab-
gebildet toerden fjoll. Die *PBro-
jeftionsjtrablen zevfallen in jolde,
pie die Kugel fehnetden, und jolche,
die fie beviihren.
Die Dberiihrenden
Projeftionsdjtrahlen
bilden einen Strah-
lenzplinder (Beriih-
rungszylinder), dbex
pie Kugel in einem

GBrogfreije u,
beffenn Ebene auf
ben Projeftions-
trabhlen Jent-
vedht fteht, beciibet
und die Bilbebene in einex
furve u’, etner Ellipje, die
nichts anberes als bie Parals
lelprojeftion des GiroRfreifes
u darftellt, burchbringt. Fiix
ein Auge, dad ausd jehr groker
Entfernung lings den Pro-

jeftionsjtrahlen Hinjiebt,
dre der Grogfreis u dey
wabre Umrify des Kdrpers.
Jm Gegenjat dazu  Heipt
jein Bild u’ der {deinbare
Umrify der Stugel. Diejer
ift offenbar allein nicht im-
jtande, in dem Bejdhauer
pen Cindrud einer Kugel
hervorzurujen. m bies 3u
ecveichen, ift wnodh Ddie
Abbildung von iwichtigen
Schnitten erfordexlich.

bh) Um den Umriftreis u
(Fig. 30) abzubilben, be-
Fig. 30. achten wix, bdaB der zur

e — B e I . -
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Bilbebene B parallele Durdymejjer CD fich in wahrer Grife abbildet,
aljo C'D’ = CD = 2r. Dagegen' exjheint der zu CD fenfreche
Durdyniefjer AB im Bilde (A'B’) geftredt und auch jenfrecht zu ¢'D’.
A'B" = 2a wird die grofe und C'D’ = 2b bdie fleine A thie der
Cllipje. Die Halbe Liange der erjten ergibt jich als Hypotenufe bdes
vedhtivintligen Dreieds A'O’A,, von bem bdie fKathete O'A, =r und
ber gegeniiberliegenbe Winfel O'A’A; = ¢, ber Neigungdwintel der
Bildjtrahlen mit der Bildbebene, der leidht beftimmt werden fann,t)
befannt find. Denft man fidh) die Kugel innerhald dbes Tangenten-
shlinders verjchoben, bis jie die Bildebene beriihrt, jo mwird dieje auf

A'B’ im Punfte Y, beriihrt. Der zur Bilbebene jenfredhte Durch- | |

mejfer Y, Y bildet fich auf A’B’ ab, und ztwar afs die Brennpunfte?)
Y, und Y’ ber Umrifellipje. Das Umribild der Sugel dnbert jich _
nicht, wenn bdiefe innerhalb Hes Tangentenplinders beliebig ver- .I
jchoben roird. ,

2) Aufgabe. Das Schrig-
bild etner Sugel 3u zeichnen
(Fig. 31). =1, o= 45",

[. AB Nullpuntt unjeres
Soordinatenihjtems iwdahlen
wir dben Wittelpunft O ber
stugel und bilben zundachit
die i1t den drei Koordinaten-
ebenen gelegenen Sdnitt-
freife ab, von benen jich der
&rontalfreid, das ift der in
ver Bilbebene gelegene, in
wahrer Grofe abbilbet. Die
betben anderen Sdhnittfreije
erjcheinen tm Bild als Gllip-
fen, die zum Teil {iber den
grontalfreis  hinaudqreifen.
Die grofe Achie ber Umrif- Fig. 31.
ellipje liegt auf dem Bilb VY,
bes aur Bildebene fenfrechten Durchmefjers, die fleine Achie 1jt gleich
oem dazu jenfrechten Durdhmefjer CD = 2r. Da OC =71 und
OY =r.q, alfo < CYO = ¢ ift, jo jindet man den Cudbpunft A

oer halben grofien Achie der Mmrifellipfe, indbem man barallel 3u CY

A A
A, O

*) Der Madhveis, dag dbad Umrifbild u’ bder Stugel eine Ellipje mit ben Brenn-
puntten Y’ und Y, ift, ergibt fich leicht mit Dilfe der jog. Dandelinjchen Fugeln O
und O, (Fig. 30). Diefe beriihren die Vildebene in den Puntten Y, und ¥ und bden
Tangentenzplinder in den Kreifen u und uy, beren Ebenen 3u dejfen Adije Jent
veht jind und beshalb diberall den gleichen Abftand Haben. Fiir einen beliebigen
Bunft P’ von u' it baher P'Y’ + P'Y, =P'P, + PP — PP,, Das Umrigbilp o’
hat daber die Eigenjdhaft, daf die Swmme ber Abitdnde eines jeden Punfted von
ben beiven Puntten Y und Yy, dben Brennpuntten, feft ijt, es ift aljo eine Gllipje

(2. IL. § 51, 2). PP, = A'B/, Bemeia!

') Bits B. q = § gegeben, joift cotg ¢ = = 4, alfo, ba A0’ =r, A’A; = Lp,
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an ben Frontalfreis bdbie Tangente zieht, die die Verldngerung von
0Y in A trifft.

Um das erhaltene Bild nod) anjdhaulicher zu geftalten, ift die Ab-
bilbung von Gdynitten pma[[vi gur Grunbdebene ober parallel zur
Settenebene erforderlich. Bu dem Biede teile man 3. B. den in dey
z=Achie liegenden Durdhmefjer in 6 gleiche Teile, lege durc bdie Teil-
punfte die zur Grundebene parallelen Schnitte unb bilbe jie jamt dben
111113L|_d1_1|abmu.11 Quadraten ab. Die Bildber diefer Schnitte jind El-
lipjen, die bon der UmriBelliple jamtlich wmjchlojjen werben. Jn der
ig. 31 jind jie dber Deutlichfeit halber nicht gezeichnet.

I1. Gine einfache und bei giinjtig gewdhlten Abbilbungszahlen redht
anjchauliche Darjtellung ber Kugel ergibt jich audh, wenn man in
gleicher IWeije iwie borher eine hinreidhend grofe Anzabhl frontaler
@dhnitte abbilbet, dbie fidh wieder ald Kreife barftellen. Die um-
hitllende Ellipje ift wieber der jeheinbare Umri dexr Kugel.

Das Bilb der Kuael (Fig. 31) wicft infolge der ftarfen Berzerrung
sunddhit befrembdend auf unjer Auge. Doch andert fich das jojort, wemn
man die Bildebene lotrecht Halt und in angemejfener Entfernung in
ner Michtung der Sehiftrahlen nad) dem Bild hinjieht. Dann verjdwindet
pie BVerzerrung fiiv dad Auge und dbie Figur jtellt mit taujcdhender Korper-
lichteit eine Sugel dar, die Umnrifiellipje erjcdheint ald Kreid, obgleidy der
Sehpuntt (Vrojeftiondzentrum) unendlich) fern liegt.

Ubungen. 1. Wie bilbet fich der Umrig u der Kugel ab, rwenn
o = 90° titb? 2. Ju weldem Falle it u’ wieder ein Kreid? 3. Wie
anbert fich bie Geftalt bed Umrigbildbes, wenn <X ¢ tmmer feiner wird?

§ 9. Unwendung und Wertung der {diefen Parallelprojettion.
Gejhichiliches.

1) Die Darjtellungen der fdhiefen Parallelprojettion zeichnen fjich
burd) grofe Unjchaulichteit aus. Neben den Breiten- und Hohen-
perhaltuifien treten aud) die FTiefenverhiltnijfe flar Hervor. Sie
eignet jich dedhalb bejondersd zur Darjtellung bon Gegenjtdnden, in
beren Gfejtalt drei zueinander jenfrechte Richtungen Hervortreten.
So Dbilbet jie das einjachite BVerfahren zum Feichnen von Kriftall-
formen, wobei man die Werte q = 1 und « = 20° bevorzual, zum
Darftellen iffenfdhajtlicher und technijcher WApparate (Phyjitbuch!),
sum Gtizzieren von Majdyinenteilen und arfI)ite‘ftmliTchun ®egen-
ftanben, enbdlich sum UAnfertigen ber ftereometrijchen Figuren. Die
Abbilbung mit dben Bahlen g = 1 und « = 45° (KRavalierperjpet-
tive) gejtattet bei unverdndertem Miafjtab die unmittelbare Ent-
nahme der Hohen-, Breiten- und Tiefenmafe. Sie wird dedwegen
f}auf[g im Baufad) zur Darftellung von Steinjdhnitten angervandt.
Dad unter dem Namen ,Militdrperipettive’ befannte Ab-
bilbungsverfahren wird” benupt zur Anfertigung von Fejtungs-,
Stabt= und Lagepldanen.

Den ermwdhnten Vorziigen jteht, abgejehen von dem fehlerhaften
Einbrucd, den dad Schragbild bejouderd in geraber Anjicht auf das
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Auge madht, ein Hauptmangel gegeniiber. Die Ichiefe Barallelprojef-
tion ijt ur unmittelbaven Fejtlegung raumlicher Gebilbe nicht einfach
genug. ©Sdjon die Darjtellung verhiltnismafig einfacher forper er-
jorbert dad Hingutreten der jenfredten Projettion. So ijt
- B. in Aujg. 7, § 7 zur Darjtellung der Pyramide in Wirtlicheit
die fenfrechte Projettion jorwohl zur Grunbdebene (Grundrif) ald audh
gur Bildebene (Aufrif) gegeben. Weiter bietet die Darjtellung von
frummen Linien und Flachen Schwierigleiten. Ein zur Grundjlacdhe
paralleler Rreid 3. B. bildet jich bei jchiefer PBarallelprojettion ald
Cllipje ab, wdhrend er bei ber fenfrechten Projektion jich mieber
al8 RKreis barjtellt.

2) Die Anfange der jdhiefen Parallelprojeftion gehen, wie alte Stadt-
unbd Befejtigungsplane lefhren, weit zuriid. Schon bdie Darjtellungen in dben
rabern der alten Yghpter zeigen die Gegenftdnde (3. B. eine Palajt-
anlage) in einer vt Militdrperipettive.?)

Dasd bereits fehr frith benupte BVerfahren der fhiefen Parallelprojettion
ourde bejonders durch . 9. Lambert (1728—1777) wifjenjdhajtlich behane=
delt und befanntgemacht. Sm borigen Jahrhundert ift das Lexfahren ber
ichiefen Pavallelprojeftion verallgemeinert und ald bejondere Darjtellungs-
methode (,Aronometrie”) begriindet worben. Wahit man al3 Bildebene
nidyt, tie twir e3 bisher getan haben, eine lotrechte Ebene, jonbern eine gang
beliebige {chief gelegene Ebene, jo erhdlt man die allgemeinjte Form der
fchiefen Parallelprojeftion.

Jweiter Abjdnitt.

Gerade Parallelprojettion.
(Grund- und Aufrifverfahren).

§ 10. Allgemeines. Darftellung auf jwei Bildebenen.

1) Die geradbe Parallelprojeftion ober jenfrechte Lrojeftion?) ijt
als befonberer Fall ber Parallelprojeftion zu betvadhten, bet ber die
Projeftionsdjtrahlen die Bildbebene unter einem re chten Wintel freffen.
Deswegen gelten auch hier die in § 3 abgeleiteten Hauptidbe ber
Parallelprojettion. Die jentrechte PBrojeftion hat den Lejonderen
Borzug, baf jie geftattet, Korper nach den drei Yauptrichtungen in
gleicdhern Mapijtabe abgubilden. Davauf beruht ihre grofe Bebeutung
fitr Handoerf, Technif und Kunit.

') Bgl. F. Sdhilling, Uber ntvendungen der barftellenden Geometrie, insdbejonbdere
liber bie Photogrammetrie, 1904, &. 147.

%) Wenn im zweiten Abjchnitt von Projettion ober Projizieren jchledhthin ge=
fprochen titd, fo ift ftets bie fentrechte (orthogonale = rechitinilige) Trojeftion
gemeint.
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2a) ‘Projizieven wiv einen ewmjachen Kovper, 3. B. cinen Quader

(Fig. 32), auf eme zu jeiner Grunbdjlache pavallele Ebene By, jo
erhalten wiv als jeine Projeftion dbas Redted Q,, durch das die Aus-
ttefjungen ded {Korbers nur nach der Brette und Tiefe beftimmt jind.
. auch die Hohe in der einfadhjten Weije fejtzulegen, projizieren
iy den Kodrper noch auj eme zwette Ebene B, pavallel der Breiten-
unb .Sj_b.hv111‘it‘h!‘1nm, jo bal bdie Hohe jich i wabhrer Grofe darftellt
(Fig. 32). Durdh mnmtiuhn per aiveiten Projeftion Q, jind Gejtalt
und  Ausmejjungen ded Kovpers beftimunt. Wie iviv im folgenden
jehen werden, geniigt tn allgemetnen jur volljtdndigen Darjtellung
(Fejtlequng) emes Kovpers die Projeftion auj zwei Ebenen.
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» A s 5 | ";:' .::'4:1' |
:;,";5_1.._ 32, r‘il“l 33.

Die erjte Bildebene B; (iFig. 32) vder erfte Tafel m[il]ll' nan
magerecht, die zweite ﬁilbebem B, oder zweite Tafel [otrecht
3u B;. Die Ebene B, heipt auch Grund- oder Grundrifiebene; die
Ebene By, die unjerer Vildebene bei der jehiefen Vavallelprojeftion
entipricht, Uufrigebene. Dementiprechend Leifen die Projeftionen
etnes Gebilbes auf dieje Ebenen Grundrify u‘wr erjte Projektion (Q,)
und ufrif oder jweite ﬁropeitmn (Q,). Die Sehmittgerade O X dex
beiben Bildebenen wird als Bild~ oder x~WUdhfe begetchnet.

h) Deuten wir uns (Fig. 32) vie BViloebenen By und B, unbegrenst
ertoettert, jo teilen fie den Mawm 1 viex Auhmlms (Raumbrextel
obet Sluabranten) I, 11, 11 ywmb IV. Al Aufrifebene betradhten
wir jtets bdie [otrecht vor uns qviat ene '~‘,vir[u‘m‘lu‘ ¢. Dann be-
,L‘id}m‘li wir den vordberven oberen FTetlvaum ald ‘hmmmmta{, Del
binter B, gelegenen obeven als II. Raumbiertel ujrw. Der Cinfad-
f]mi hal bv nehnien iv bie darzujtellendben Gebilde 1m allgemeinen
im L. Teilvauwm an.

e S ————— T ——————— R R —— T



§ 11. 25

¢) Um mit einer Beichenebene auszuiommen, denft man die
erjte Bilbebene (Fig. 33) um die Achje in der durdh die Bieile
angegebenen Nidhtung um 90° gedreht. Dadurdh jalt ber
vordere Teil ber Grunbriffebene mit dem unteren Teile der
AujriBebene zujammen, wihrend der hinter B, gelegene Teil
per Grundrifebene mit dem oberen Teil von By, qur
Dedung fommt. BVon dem in $1g. 32 jamt feinen fenfrechten
Projettionen im Schragbilde gezeichneten Quader erhalten wir nach
Vereiniqung beider Bildbebenen die in &1g. 33 gegebene Darjtellung.

3 ijt bauernd ju beadyten, daf die Beveiniguig der beiden
Bildbebenen lediglich ben Zmwed Hat, die Darftellung auf einer ein
sigen Seidhenebene zu ermbglichen. gir bie Ausflihrung Hat
man jich daher die beiden EGbenen ftets in ihret recdhtwinfligen
VBerbindbung zu denfen.

Bei Darjtellung von Gebilden im erften Raumviertel (Fig. 32) braucht
man nur die vorbere Hiljte der Grundrifebene und die obere der Aujrif=
chene in BVetvacht zu ziehen. Nad) Veveinigung dex Bildbebene trennt Die
Achje (,trennende Achie") Grundriff und Aujrif: dasd iiber der Uchie qe-
legene Feld ift Aufrifebene, dad darunter liegende Grunbrifiebene. '

8 11. Darftellung des Punktes.

1) Sind in Fig. 34 B, und B, die beiden iueinander jenfrechten
Bildebenen und ift P ein belicbiger Punft im 1. Rawmviertel fo
tnd die Fuppuntte P; und P, der von P auf die Bildebeien aefdllten
Yote die Projettionen von P. P, ijt jein Grundri ober jeine erfte
Brojettion, P, fein Aufrif

g?crkiny31m‘ii'u‘.lejmiun_ | ) o
Yen Abjtand PP, = z bes AE Be '
Lunttes P von B, nennen 3 s |

wir feinen erften Tafel- P i
abftand oder Hohenab- R Sl ‘B

jtand, entjprechend PP, =y 2 o _/ A P karee D 14
jeinen  jweiten Tafelab- s/ &

ftand oder Tiefenabitand. : B

Die burdh) bdie Tafelab- 1

jtinoe PP, und PP, be- ‘ ) | <,
ftimmte Gbene jteht auj : Sin: 34, i, 35.

beiben Bilbebenen jentrecht
(8. L §72, 3), it mithin auch jenfrecht au ifhrer Sdynittgeraden,
der Bilbachje OX. It P, der Schnittpuntt der Gbene mit bder
Achie, jo fjind demnad)y P,Py und P,Py jenfrecht sur Achie OX
(8. I. §67,1), . §. die Qote von Grunbdz und Aufrif eines
Bunttesd auf bdie Bildadije haben denjelben Supbuntt.
Das Biered PP,P.P, (Fia. 34) 1jt ein Rechted. Sn bdiefem ijt
P,Py = PP, =z und PP, = PP, — y.
Der erjte Tafelabftand cines Punttes ift alfo gleidh*dem Abftand
feines Aufriffes von der Bilbadje und der jweite Eafelabftand
gleidy dem Abftand feines Grundriffes von der Bildadfe.

A e




26 § 12

2) Wird die Grundebene in der frither angegebenen uno aud) aus
ber Jig. 34 erjichtlichen Weije in die Aufrifebene hevuntergetlappt
(Fta. 30), jo fallen nach 1) die Lote PPy und PPy in eine Gerave.
Wir erbalten dbamit den einfachen, aber febr wichtigen Sab: |

Grund- und Aufrify cines Punttes liegen jtets auf ciner Sent- 5
rechten jur Achie.

Umaefehrt fonnen nur dann je ein Punft der exjfen und
atueiten BVildbebene die Bilder eines und desjelben Raums-
punftes jein, wenn ihre Lote auj die Vildbadje denjelben
Auppuntt haben.

3) libungen. a) Warum ijt ein Punft des Raumes durd) jetne
Repjeftion auf eine fejte Ebene nidht bejtimmt? Weldpe Angaben
waren nocy erforderfich, um feine Lage wollig s bejtitnmen?

b) Wie liegen (Fig. 36 und 37) Grund- und Aujrel v Bildachie,
went der abzubildbendbe Punft 1. im I.; 20 wm IL; 3. im HL;

4. im IV. Raumviectel liegt?
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¢) Wo Gegt P, wenn 1. jein Grundrif Py 2. jein Aufup Py auf
ner Biloahie Leat?

d) Wo liegt P, wenn jein Grund= und Aufrif den gleichen Abjtand
pon der Achie haben? (Halbierungsebene: el Moglichetten!)

e) o fiegt P, wenn jem Grund= und Aufrig 1. fiber der Achje:
o unter der Achie aujammenfallen? (Vgl. d.)

§ 12. Darftellung der Geraden. .

1a) Projizieven wir (Fig. 58) bie Gerabe g, die By im Buntte G
uinb By, 1N ‘l}unth A burchitopt, auf bie beidben “‘wmmmn, jo erbalten
wir als ihre erite s muitmu (fm undrifp)die Gerade g, als joette
Projeftion (Aufrif) g. Tie ‘Lmutln:-nul girter Geraden jind 1
allgemetnen 111EL‘Dt‘l‘ Gierade. Deun jie evgeben jich als Sdhuttgevabe
der projizicvenden Gbenen, die die Gejamtbeit aller projizierenden
Qote wmfaijen, mit den Bilbebenen. Aus ihren Pypjeftionen g und
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dureh g; Und g, 3 den jugehorigen Bilbebenen gelegten Mormalebenen.

o | i z ——
z, -t—;|
’ | |

I//
i
et L
| o]
it o ST RS CERE R )
avig. 38, Fig. 39,
| Wah WVevetnigung der Grundebene mit der Bildbebene getvinnen

| wir fiiv die Gerade g (Fig. 38) bie in Fig. 39 gegebene Darftellung.
'i Yie Bilder desjelben Punftes P liegen auf einer Senfrechten zux
Aehie (PP, 1 OX).

b) Der Puntt G, in dem g die Grundrifebene durcdhitopt, Hheipt die
erjte Spur vber Grundrififpur dev Gevaben, entjiprechend dev Punft
A ihre jweite Spur oder ufriffpur. Jeder diejer Spurbuntte fallt
mit jeiner gletdhnamigen Projeftion jujammen, 3. B. G mit feiner
erften Projeftion Gy. Die ziweite Projeftion Gy von G liegt auf der
Uchje, ebenjo bie exjte Ay von A, Pie Grundriffjpur G der
Bervaben g liegt dahev (Fig. 38 und 39) jenfredht unter
(odexr uber) dpem Sdnittpuntte Gy ihrer zweiten Pro-
feftion g mit bev WAchje: ihre Aufrifipur dagegen jent-
techt Tiber: (odexr unter) bem Sdnittpunfte Ay ihrer
cxjten Projeftion g mit ber Ahje. Loje danach bdie

Aufgabe 1. Die Spuren ciner durdy ibre Projeftionen g, und g,
gegebenen Gervaden ju beftimmen (Fig. 38).

Wmgetehrt jind durch die Spuren G und A einer Ge-
vaden g aud) ihre Projeftionen g und g, bejtimmt.

Aufgabe 2. Gegeben jind die Spuren G und A einer Geraben g.
Shre Brojeftionen g, und g, ju finben.

Nan lote (Fig. 39) die Spuren auf die Achje und verbinde bden
Suppunft Ay des Lotes voun A mit G und den Fuppuntt Gy des Qotes
von G nnt A,

2) Gerade in befonderer Lage ju den Bildebenen.
Vet ven folgenden in bejonderer Lage befinblichen Ghervaden jind
dic Spuren zu bejtimmen ober ihre Lage anzugeben. Bur Erleich-
texung der Anjchauung und des Verftdndnifjes ijt jtets zuerft ein
Sthrdgbild aunzufertigen.

g, ergibt jich wmgefehet die wjpriingliche Gerade o als Schnitt der
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§ 12,

a) g ijt {chief su Deiden Bilbebenen und durchitdpt B, hinter dex
Achie, o daf nur die jweite Spur fihtbar 1t (Fig. 40 und 41). Jn
weldem Raumbviertel liegt die von dben Spuren begrenzte Strede AG
dber Geraben?

g 40,

b) g ijt pavallel zu B; (B,) und
ihief su By (B,). Val. Fig. 42 unbd 43.
Die pweite Projeftion g, ijt ber Achje
parallel. Wo liegt Gy (Ax)?

c) g ijt parallel 3u B, und B,. Seidhnung! Wo liegen die Spuren
G und A von g?

wig. 41.

A
i %
- Ak £ G o A
= Coq :r,
I'/} -
Fig. 42, i, 43 &, 44, g, 49,

d) g ijt jenfrecht zu B; (B,). €. Fig. 44. g; jhrumpft in diefem
aalle in eimen Punft zujammen, der mit ber erften Spur G von g
sujammenfallt. Wo lieqt die zweite Spur A?

e) g liegt in B, (By). . Fig. 45.

3a) Gerade und Puntt.

Cin Punkt P (Fig. 38 und 39) liegt dann und nur dann auf einer
Geradent, wenn feine Projeftionen P, und P, auf den entfpredren-
den Projettionen der Geraden liegen, alio P, auf g; und P, auf g,.

Umgetehrt gebt cine Gerade dDann und nur dann durd) cinen
Puntt P, wenn ibre Projeftionen durd die entfpredhenden Pro-
jeftionen des Punktes geben,

h) Fiir die Veurtetlung dber Lage jweier Geraden exqibt fich aus
a) ber widtige Sah:

Sdneiden jid) ziwei Gerade (g und 1, Fig. 46), jo liegen
bie ©Sdnittpuntte S; unbdb S, threr gleidhnamigen Projet-
tionen aquf eimem Lot (5;8;) 3ur WUchje unbd umgetehrt.




§ 13. 24

NRiickt der Schnittpuntt P der Geraden g und 1 m8 Unendliche, jo
viiden bamit aud) jeine *Projeftionen ins Unendliche. Was folgt
paragud fliv die gleichnamigen Projeftionen pavalleler Ge-
raden?)

Aufgabe. Ju einer durch thre Rrojeftionen g, und 2. gegebenen
Geraden bdurd) einen Punft P (PP,) bdie Paralfele 3u zeichnen.
Lojung!

Liegen (Fig.47)die Schnitt-
punfte bder Projeftionen
smeier Geragdben g und 1
nicht jenfredht unteveinan-
der, jo'haben die Gevadben
tm  allgemeinen feinen
Lunttgemeinjam. Die Pro- Tegia
jeftionen fjtellen aljo jwei 31g. 40. ig. 47.
windjdicfe Gerade dar.

on weldem Ausnahmejalle tonuen die Schuittbuntte der Nrojef-
tionen zweier windjchiefer] Gevaden jenfrecht untereinanbder [tegen?

§ 13. Beftimmung der Tafelneigungen ciner Geraden und der
wabren Lange ciner Strede.

1) Aujgabe. DieNeigungswinteleiner Geraden ¢ mit den
Bildebenen u bejtimnien.

Ba GAx (. Sdyragbild Fig. 48) die Projeftion von g auf B, 1t
Lt <€ AGA; der Neigungsivintel v, von g mit der erjten Tafeloder Bilp-
ebene. Um vy, 3u finden, benfen toir uns bas Dreied GAA um GA, in
ote erjte Bildbebene umgelegt, jo daf e3 in die Qage des Dreieds
GAgA, fommt.  Wir erhalten dann zur Bejtimmung von vy Die
folgende Konjtruftion: Man ervichte (Fig. 49) auf GAy in Ac dad
ot AcA, = AcA unbd verbinde A, mit G. AlSdann ijt XAGA = v,.

Cutjprechend finben iiv den
| Netgungsintel v, mit der 3weiter
Bildebene.

ayiq. 48,

= yig. 44,

') Beacdhte auch, daf die entipredhenden projizierenden Ebenen pavalleler Gevadben
parallel find.
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Bemerfung. Unjtatt Dreied GALA um g; als Drehungsadyfe i die
exjte Bildbebene umpulegen, fomen mwir ed uné auch num AA. qedrebht
penfen, bid e3 in die zoeite Bilbebene fallt (Fig. 48 uno 49). Die Konjtrut
tion toich dann noch einfader. J[nmwiefern?

GA, = AG, ijt die wahre Léinge der von den Spurpuntten G und A
begrengten Strede der Geraden g.

Sl 2) Aufgabe. Die wahre Ldange der duveh thre Projeftionen
: LM, und L,M, gegebenen Strede LM ju bejtinumen.

Aus bem Sdhrdagbilde Fig. HO erfermen mwiv, daf die Strede LM
mit. ibrer erjten ‘Projeftion LM, und den Endloten LL, =1 und
MM, =m bdas Trapez LMM,L, bildet. Denten wir uns biejes Trapes
um Ly M, in die Grunbdrifebene wmgelegt, jo erhalten wir dbas Trape;
LoMgM,L,, in dem LM, = LM und L)L, =1 und MM, = m ijt.
m bas umgelegte Trapez in der Jeichenebene (Fig. H1) z3u gewin-
nen, errichten toir aquf LM, in L; dbag Lot L,L, = LiL, =1 und
in M; das Lof MM, = MM, = m. Sobdbaun ift LM, gleich bder
mwahren Ldnge der Strede LM.

Cine anbere mehr Rawm exjparende Sonjtruftion ergibt fich aus
pem folgenben [leicht zu beteifenden Sah (Fig. O und H1):

: el L e Die wahre Liuge
einer Strede 1t die

g, bl

L

Hopotenuje (s) einesdrechtwint-
[igen Dreteds, dejjen eine Ka- iq. 51
thetediecine Projeftion (s;) und
bejfen anbere Rathete die Differens (I—m) der Ab-
ftande ber Endpunite der andern Projeftion (8) von
dber Achje 1it.

Weldie Lage mup LM haben, damit eine Projeftion die mwabre
Brdfe der Strede davjtellt?

§ 14, Darftellung der Ebene durd) cin ebenes Vicled (Darftellung
von ¢benen Bicleden),

1) Da die Lage einer Ebene durch drer hrer PRuntte Dejtimmt ijt,

io ift eine Gbene bdurch die Projettiomen bdreier Punfte,
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pie nicht einer Geraben angehodren, oder, was dasjelbe ijt,
dburd) die Projettion eines in ihr liegenden Dreieds, voll-
tdndig fejtaelegt. Jnjolgedejjen diixfen bei einem ebenen Vieled,
2. B, bem iinfed tn Fig. 52, nur von drei Eden (1, 2, 3) bie beiden
Projettionen willtiivlich) gemwdhlt werden. Von den {ibrigen Eden
(4 und 5) dagegen darf nur je eine Projettion (3. B. 4" und 5') be-
liebtg angenonimen fperden.

Aufgabe 1. Won einem beliebig tm Raum gelegenen ebenen
Fiunfed jind dex Grundrif (1'2°3°4"5") unbd vie ufrijfe (177, 2/, 3") breiex
Eden gegeben. Die Aufrijje ber tibvigen Ecten au beftimmen (Hig. H2).

5

3

Fig. b2, Fig. b3.

Die Aufrifle der Eden 4 und 5 mitjfen jo fonjtruiert twerden, baf
jte mit den dret beliebig angenommenen Eden 1, 2, 3 in etner Ebene
liegen. @Eine noftvendige und hinveichende Vedingung dvafiic ijt, daf
dic Diagonalen bes Wieledesd jidh jdhneiben mitjjen, aljo
nicht windfchief jein diirfen. Daber zeichnen wir undchit die beidben
Projeftionen 1°3" und 173" ber Diagonale 13 und ziehen durch
pen britten feftbejtimmten Puntt 2 im Grundrif die Diagonalen
2’4" und 2'5H’, die die Diagonale 1’3" in m" und n’ jdhnetden. Die
Aufrijje m'" und n*’ diejer Schnittpunite bejtimmen tir dburch Hinauf=
Ioten aquf 13" und erhalten, wenn wir 2 mit m” und n” ver-
biubein, die Aufriffe der Diagonalen 24 und 25, deren Endpuntte
4" und 5" fenfrecht fiber ben zugehorigen Grundrifjen 4 und 5 legen.

Was Hiv eine aeite Projettion exgibt ein ebenes Vieled (Fig. H3),
pas per Grundrifebene pavallel ijt? Wievtel Eden brauchen in diefem
Aalle nur tm Aufrip gegeben zu fein, um jeine Projeftionen zu
seichnen?

2) Gerade und Punkte in einer Ebene,

a) Aufgabe 2. Von der Gleraben g, die in der Ebene des Dreieds
1 23 hegt, 1jt die erjte Projeftion g; gegeben. Die zweite Projeftion
g, 3u beftimmen (%Fig. b4).

Die Gerabe g fann nur bann in ber Gbene ded Dreieds liegen,
wenn bdie Sdmnittpunfte von g, mit ben Seiten ded Dreieds im
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Aufripy jentrecht itber den zugehou
gen Sdnittpuntten bon g, mit den
entjprechenden Setten des Grund
rigbreteds ltegen. Lojung!

h) Bur Feftlegung eines Punties P
in Der Ebene, diec 3. V. durd) ein
Dreiect beftimmt ift, benugen iiv
cine beliebige dpurdh P in bexr Ebene
gejogene Gerade, bdie jo das
Binbeglied zwijden Puntt
und Ebemne bildbet. Dieje Hilfs:

\J,Ff'" T S geradbe mup die in a) angegebene
Ny Eigenjchatt bejiben.
Fig. b HUufgabe 3. LWon bdem m dev

Ebene ped Dreteds 1 2 3 gelegenen
LBuntte P ijt der Grunovig Py gegeben. Den Aufrify Py su bejtimmenn.
Lojung |. Fig. 54. Statt einer beliebigen Geraden g fann man e
facher etne Ecenlinie benuBen.
3) Uufgabe 4. Den Sdhnittpuntt S einer Geraden g =
(g, g,) mit ber Gbene bes Dreiectd 123 zu finden.
Jur Beftimmung des Schnittpunttes S (f. Schrdgbild Fig. 55)
legen v durd) die erite Lrojeftion g; der Gevaden g, die den Um

&iq. bb.

fang bes Grunbdrijjes in m’ Naxig. 56.

und n' trifft, die zur Grund- '

ebene jenfrechte Hilfsebene. Diefe jdhueidbet das Dreied in dexr Schnitt-
Iimte mn. Der Schnittpuntt von mn und dev Geraden g ift der ge-
juchte Punft S.

e e =
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Wit erhalten dbaher die ziweite Projeftion der Schnittlinic mn mit
pem Dreted dbadburch, daf wir die Punfte m” und n’ von 1'2 und
2'3" bhinaufloten. "5.‘11 Schnittpunft S, von g, mit m”n"" it de
Aufrip des gejuchten D nnnm,plmttv Seine exfte Brojeftion S ers
aibt Tich bureh Devunterloten auf g,

Siditbarteit. Die Dreiedsilache denfen wiv uns undurchiichtiq. Um
nun fejtaujtellen, weldes Stind der Gevadben g durdh das Dreied 3. V. im
Birundrip, aljo fiir ein fenfrecht fiber der Grundrifebene befindliches Nuge,
verdedt exfdjeint, beadhten wir, dafy n’ (0’) die erfte ‘J.Hm}dimn fooohl bes
auf der Dretedsjeite lll.lLl'[i'[EH Punttes n, als aud) 5és8 auf ber Geraden
gelegenen Punttes o ift. Da o unter n”’ liegt, geht die Seite 23 fiber
binweg. Mithin ift die Strede S,n’ von oben nicht jicdhtbar.

AUufgabe 5, Dic Schnittlinie zweier jich jhneibender Dreiecke
(Vievede), peren Projettionen gegeben jind, ju bejtimmen (Fig. 56).

ojung nach Aufg. 4.

o
E
=

§ 15. Parftellung von Kbrpern in cinfader Stellung, Abwidlung.

Aufgabe 1. Cinen auf der Grundebene rubenden I8 i rfel (Santen-
lange a 5 em), von bem 3iwet Settenflachen der Aufrigebene parallel
jind, in jentrechter Projef- p
tion zu geichnen (Fig.57). 7 - I 1

Grundrip und  Aufrif
jmd je einn Quadvat mit
ber &eite a.

Aufgabe 2. Der in

y1g. H7 gegeichnete Wiiv- ff : : =i =5 ; i
fel joll um die Kante 26 [ &°
um bden Wintel « = 30
qvhrvl}i' und in der neuen 7
L'il]t anv]‘lv{lt ernen
(i. #¥ig. H8). L 5 4
Qlufgabcn. Gineveqel- * epaeTa s
mafgig-acdhticitiqe SR aig. 98,
Sdule, die auf LillLlH #
quadrattjchen Sodel jteht, davzujtellen (Majtad 1: 10). Grunbdfante
ves Sodeld a = nli:.m, per &Sdule b = 15 em, Hihe entjprechend
h =15 cem und 1 = 80 em.

Adufgabe 4. Eine ll.t]L mapig=funfijeitige Pyramide, die
mit der Grundildche auf der Grunbdebene jteht und deren Grund-
fante a und Hohe h _gegeben jind, darzujtellen. Ferner joll der im
Ubjtande x von der Spie ur (\mmbf ache parvallele Schnitt und die
"[bmnf[uuq Des Rorpers gezeichnet mn‘wn

Der Grunbdrifp HL‘" \imm‘w (Fig. H9) 1t ein 1‘L:1L1|n{ii5i¢;t ayiinfec
mit ber Seite a. Die “”LIilitlbll!lqnituth‘]I jeiner Gden mit dem
“"clttr:fpnnrh S, der erjten Projeftion der Spite S, find dbie Grund-
rijje der Seitentanten. Fur Gewinmung des ‘J.[lmtnc: falle man

Ligbeper, Darflell. Geometrie. 3
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von S; auj die Achje das Lot und verlangere es um h bis S, bex
sioeiten Projeftion ber Spibe, und verbinde S, mit den jztveiten
Lrojeftionen ber Eden der Grundfldadhe. Dentt man jich die Lber-

fladhe des Stovpers abgeldft und [langs cihier Seitenfante wnd dev
Grundtanten bis auj 12 aujgejchnitten, fo erbhalt man buvch Aus-
bretten m eme Ebene bdas Web ded Korpers (Fig. 60), dbas im vor-
liegeuden Falle ausd fimf gletchjchentligen Dretecten mit einem an-
hangenden Fitnfed befteht. Die Konjtruttion des Neses exfordert die
Ermittlung der Lange der Seitenfante. Dieje ergibt jich als Hypoe-
tenuje emes vedhtiwinfligen Dretecds (4785,5,), dejjen eine Kathete
gleich bem grofen Radius des Fiinfectd (4°8;) und dejjen andere
Stathete die gegebene Hobe ijt. Das auf der Grunbebene jenfrecht
jftehenne Dreied wird jur bequemen Konjtruftion wm 4'S; in die
Grundebene wmgelegt (Fig- 59). Mit Hilfe ded Mebes it ein Weodell
pes Storpers anzufertigern.

Aufgabe 5. Die Normalbilder einesd auf der Grundebene ftehen-
ben a) gevaden Iplinderd mit Achjenjchnitt und Querjchmitt,
b) gevaden Kegels mit Achjenfchnitt und Querichnitt, ¢) einer auf
per Ghrunbdebene rubhenben Kugel zu jeichnen.

a) Der Grundrip (Fig. 61) yt et mit der Grundflache des Fplin-
pers zujammenfallender Kveis. Der Aufrify it ein zur Achje jent
rechtes NRechted, deffen cine Seite gleidh) dem Durchmejjer bes Grund-
freijes und bdejjen andere gleich der Hohe des Kodrpers ift. Welche
Projeftionen hat dev Achjenjchnitt 1 23 4 und der ur Grundflache
pavallele Schnitt Q im Grund- und Aufeif? Cine Mantellinie, 3. B.
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14, exjchemnt i der crjten Projettion ald Puntt, in dex zweiten als
Yot zur Achie.
Pl 7\ e=h
L ! J N % .

J'::H-.\"
(&
S

g, 61, ivig. G2 Fig. 63.

b) Welche *Projettionen ergibt der Kegel? (Fig. 62). Welche dev
Achjenjehnitt 128 und vder Pavallelfdhnitt Q7 Jedber Radius bes
Grundfreijes, 3. B. 1'S,, ijt jugleich Brojeftion einer zugehdrige:
Geitenlinte (18).

¢) Die Projettionsjtrahlen (Fig. 63), die die Stugeljldache beviihren,
bilben eine bie Sugel berithrende Jplinderflache. Die beiden Pro-
jeftionen jind guofte Sveije mit dbem Radiug der Kugel, deven Mittels
punfte M, und M, auf etnem Lot zur Achje liegen; fie find gleichzeitig
pie Brojeftionen der zu den Bildebenen pavallelen gqrdpten SKreije.
Wie jtellt jich ein zur Grundebene parvalleler Schnittfreis bay? Wie
jfindet man gum Aufriy P, des auf dem Schnittfreis gelegenen Punttes
P ben Grundrif Py?

Aufgabe 6. Den Mantel des in Fig. 61 bargejtellten 3plinders
abaumwideln.

Muleitung, W bie Ldange emes Kurvenjtiids ald qevadbe Strede
anndbhernd darvzujtellen (3u vettifiaieren), gibt man dem Stechzivtel eine
jo tleine Offnung, daf das jwijdhen den
Spien  liegendbe Kurvenitivd ald gerabd-
linig angenomnten werdben fann, trdat
dieje Strede jo oft auf einer Geradben ab,
wie jie in dem vorliegenden Kurbenftiv
enthalten 1jt, und fiigt bas fibrighleibende
Stitd hingu.

Bou bejondever Wichtigeit 1t die
Nettifitation') der Rreislinie. Iilf

man den Halben Umfang ded Kreijes sr
i &ig. 64 jehr angendhert Hhaben, jo Fig. 64,

) Bujammeniepung des lat. rectus (gevabe) unbd facere (machen).
3




36 § 16,
yeidyne man dben Durdymejjer AB, trage int Wittelpunite O etnen in
tel von 30° an, defjen freter Schentel die in B gezeichnete Tangente
in C trifft, und verlangere CB = s big D, jo dbag CD = 3r nird. Als
dann ijt der halbe Umfang jehr angendbert gleich

AD = J4r2 + Br —s)t=1r [131 — 2 V3 = 3,141533. .. r.})

§ 16. Uberfiibrung von Korpern aus einfader Anfangsitellung in
eine allgemeinere Stellung.

Die Novmalprojeftionen von Kocpern in einjacher Stellung geben
anmetjt wenig anjchauliche Bildber, reil dabet tm allgemeinen bie
Rrojettionen mebhrever Kanten und Flachen sujarmmenjallen (vgl.
3. B. Fig. 57). Jedboch fann der Storper leicht durch) mehriache Ver-
jchiebung pavallel zu den Bildbebenen (Tafeln) und mehriache
Drehungen um Adyjen, die zu einer BVilbebene jenfrecht jinbd,
jog. Tafellote, in eine allgemeinere Stellung iibergefithrt werden,
in der wir jehr anjchauliche Bilber von dem Kidrper erbalten.

Aufgabe 1. Cin Witrjel joll aus einer einjachen Unjangsijtellung
purc) Parvallelverjehiebung zu den Tafeln und durch Drehung um Tafel-
[ote in eine allgemeinere Stellung iibergefithrt und jeine Projeftion
geseichnet werden (Fig. 65).

[. Wir . gehen von der in Fig. 6da gefennzeichneten ecinfachen

i/ b &l

wig. 6o,

Stellung bes Wiirfels aus, die fih aus der Froutjtellung ergibt,
wenn iv den Kovper pavallel zur eiten Tafel verjchieben und ihn

(] 3

L000D0 50000 °F

1) Statt 3,1410927 ... r. BDer Feblev it aljo feiner als

r)3

Turdhmefjerd. s= rtg 30° = :
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bann um die Sante 14, die ein ¥of jur weiten Tajel ift, als Acdhie
um den Wintel « drehen. Der ufrif verdndert dbabet nicht jeine Ge-
italt, bleibt alfo ein Quabdrat, bas gegen bie Achje um den Winfel =«
gebrebt ijt. Die Grundrippuntte verjchieben jich dabei parallel zur
Achie; jie legen jenfrecht unter den zugehorvigen Aufrifpuntten.

I1. Mach vorausgeqangener Parallelverjchiebung ju der erjten Tajel
drefen twiv den Wiirfel um das duveh die Ede 1 gehende erjte Tafel
ot um den Wintel £ (Fig. 65 b). Der Grundrif erfdhrt dadburdh teine
Inderung in jeiner Gejtalt, er wird um den Puntt 1 um Winfel 2
gedreht. Die Edpuntte berwegen jich bei der vorgenommenen Drehung
parallel zur Grundebene. Jhre Aufrijje liegen bemmach auf den duxch
pie Aufrippuntte in der Stellung a) gezogenen Parallelen zur Achje.
Sie ergeben jich durcdh Hinaufloten aus vem Grundrif.

LI Nadh vorausgegangener Parallelverjchiebung zur zweiten Tafel
prehen wir endlich den Wiirfel um das durch Edpuntt 1 gehenbde
sroeite Tafellot um den Wintel v (Fig. 65¢). Der Wufrify erleidet
daburd) nur eime Drehung um vy um den Punft 17; jeine Geftalt
bleibt erfalten. Da fich bie Ccdpuntte des Wiirfeld bei der Drehung
parallel jur pweiten Tafel bewegen, jo bleiben ifre zweiten AbH-
jtdnde erbhalten. JFhre Grundriffe verjchicben jich mithin nur parallel
sur Achje, liegen aljo auf Pavallelen zur Achje. Die Grunbdrifje der
Eden fiden wir jdlieglich aus thren Aufriffen durch Herunterloten.

Hufgabe 2. a) CGin regelmdBig-jfedhsjeitiges Prisdma
(einen geraden JFylinder), b) eine regelmdapigsnjeitige
Phoramide (Kegel) aus eier einfacdhen Anfangsjtellung in eine all-
gemeinere Stellung itberufiihren und darzujtellen.

Aumertung Ein einfacheres Verfahren jur Darjtellung eined {Worpersd in all
gemeiner fage lefet § 22

§ 17. Darjtelfung der €bene durd) Spuren. Gerade und Puntte
in der Ebene. Tafelneigung ciner €bene.

1) Gine unbegrenzte Cbene € (Fig. 66) fann nicht wie Punft und
Gherade purc) Projeftion auf die Bildebenen dargejtellt werben. Denn

man befdme im all- )
. . R e e e -
gemetnen . als  ihre = =y ©

Brojeftion wieder die 7
Bildbebene. Man '
pilegt beshalb eine
jolche Ebene, ba fjic
bureh zmwet jich
jchneidbende Ge-
rade Dbejtimmt ijt,
purch ihre Spuren e,
unbp e, auf den
Projeftiondebenen, bas jind ihre Sdhnittgevaden mit den
Brojeftionsebenen, davzuftellen (Fig. 67). Die Schnittgerade e,

&rig. 6.
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heift dic erfte, e, die jweite Spur. Die betden Spuren treffen jich in
etitent Puntte auf der Achie (Ghrunp?).

libungen. Stelle cine Gbene & 1 Schrdgbilbe dbar und jeichne
paneben ihre Spuven in jenfrechtexr Projeftion, wenun €

a) aur eviten Bilbebene jentrecht ftebt und jehief aux zwetten tijt:

b) aur zoetten Bildebene jenfrecht fteht und jehief zur exrftem ijt;

¢) au emer Bilbebene, etiva B,, pavallel ijt:

d) zur Wchje parallel ijt:

e) aur Achje jentrecht 1it.

Wie verlaujen die Spuven paralleler Chenen? (Schragbild!)

2) Gerade in der Ebene.

Liegt ette Gevade g (Fig. 66) m etner Ebene (e;, €5), jo fanm jie die
Bifbebenen mur in den Spuren der Ebene & durchitofen, und bie
Durchitogpuntte jind Fugleicdh die Spurpuntte der Geraden. Daraus
ergibt jich:

Eine Gerade liegt dann und nur dann in ¢iner Ebene, wenn
ibre Spurpuntte in den gleidhnamigen Spuren der Ebene liegen.

Umgekehrt gebt ¢ine Ebene durdh cine Gerade, wenn ibre Spu-
ren durd die gleichnamigen Spurpuntie der Geraden bhindurd-
geben (Fig. 66).

Aufgabe 1. Von einer in der Ebene € = (e;e,) liegenden Geras
beit g ijt die evjte Projeftion g, gegeben. Die zweite Projettion g,
au beftimmen.

Aur Lojung §. Fig. 72

g, jchmeidet e; i G und dte Achje m Ay, Dev zoeite Spurpuntt
fiegt jentrecht fiber Ay auf e,.  Jeichnung!

Aufgabe 2. Die Spuren der Ebene u zeuchnen, die durdy 3oet
jich jehnetbende Gerade g = (g, g,) und h = (h;, h,) bejtimmt ijt.

Die erjte Spur e, (Fig. 68) der gejuchten Ebene muf durch die
erjten. Spurpuntte G; und H; von g und h gehen, ebenjo e, durch
G, und H,. Die gefunbenen Spuren e; und e, miijjen jich auf dex
Achje freffen.

Aufgabe 2a. Lije Aujg. 2 fix den
aall, bal bdre qegebenen Geravent pa
vallel jmb. >

Anmerfung. Yiegt ein Epurpunkt emer Bie-
raden nicht auj oer Beichenflache, jo benubt man
eite Dilfégerabe, bdie b beidén geaebenen Gie-
raden jchneibet.

Aufgabe 3. Die CSdmittlinie 3weter
purch ihre Spuren (e, e,) und (f;, f,) ge-
gebenen Gbenen € und F ju bejtimmen.

Aus vem Schragbilde (Fyig. 69) extennt
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mai, dbaf die Sdnittpuntte G; und G, der gleichunamigen

cpurgevaven jzugleich bdie Spurpuntte der gejuchten
Shnittgeraden g jind. Lojung §. Fig. 70 (vgl. § 12, Aufg. 2).

s
iyig. (L

Stehen die betdben Ebenen € und F jenfrecht ur eviten Bildebene,
jo ift auch die Schnittgerade g jenfrecht (L. 1. § 72, 3b) 3u iby
(F1g. 71).

3) Puntte in der Ebene.

Al BVindeglied zwijchen Punit und Al g e,
Ebene benubt man die Gerade. €in Punkt I ,
liegt Dann und nur dann in ciner Ebene, wenn ." }
et auf eciner in ibr beliebig gegogenen Ge- — \
) raben liegt und umgekebhrt, "’\\;/&n
| Nufgabe 4. WVon ecimem auf der Cbene Sl s
' € = (e;, e,) gelegenen Puntte P it die erjte gsig el

Projeftion Py gegeben. Die zroeite Vrojeftion zu bejtimmen (Fig. 72).
Durch Py aiebt man die Gevade g,, die man als erjte Projettion
etiier duveh P o € gegogenen Gevaden Detrachtet, bejtimmt nadh
Aufg. 1 ibren Aufrif g, und exhalt dureh
Dinaufloten den Aufrify P,. 74
Wie fann man aljo feftitellen, ob ein 7
Punkt m emer Ebene liegt oder nidht? ey AP,
31 der Negel benust man zur Vexein-
fachung der Sonjtruftion nicht etne beliebige 7% a
Berade der Gbene, foudern eine Zafelpa- _ ;
vallele, b. ). eine Gevade, die entiveder der !
eriten Tafel B, (erfte ZTafelparallele) =4
ober der jmweiten Tafel B, (Fweite :
Tafelparallele) pavallel ijt. - \
S Fig. 74 ijt die Aufg. 4 mit Hilfe ber S
exjten Tafelpavallelen qeldjt. Die durch \
P gehende ecite Tajelparallele t (5. dasd 7
Schrdgbild Fig. 73) hat als evjte Projet-
ttont eine Parallele u e; (1. § 71, 1), ald 3te >
etne Pavallele gur Achje. Wo liegt ihre erfte Spur? Lbje die
Uufgabe auch) mit Hilfe der yweiten Tajelparallelen.

T
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Welche Sase gelten filx die Projeftionen der Tafelparallelen einer
Ebene ?

AUufgabe 5. Die Spuren einer Ebene ju bejtimmen, die durdh eine
Gierade (g, g,) und einen Puntt (P, P,) hindburchgeht (Fig. 75).

Die Aufgabe wird auf Aufg. 2 zuriictgefiihret, indbem man durch Bunit P
eine Mevade legt, die die gegebene
Gierade m einem Punfte Q = (Q,,
Q) jchueidet.  Am bequemiten be
uut man eine Tafelparallele, 3. B.
die Pavallele zur zweiten Bildebene
ty, ty (3oeite Spurparallele).

Aufgabe 6. Die Spuren einev
beftebigen Gbene zu zeichnen, bdie
purch einen gegebenen Puntt (P,
P,) gebt.

Aufgabe 7. Die Spuren einer
Ebene au  Dbeftimmen, Ddie Ddurch
einen gegebenen Puntt (P. P,) qebht und etmer gegebenen Gbene
(ey, €) Parvallel iijt.

4) T afelneigung ciner Ebene.

Aufgabe 8, Den Meigungswintel einer Ebene € = (e, e,) mit der
erjten Tafel (die exfte Tafelnetgung) zu beftimmen (Fig. 76
unbd 7).

lhin bie erjte Tafelneigung «; 31 exhalten, jcdhueide man die Ebene €
purch eine zur erften Spur e, jenfrechte Hilfsebene H. Aus diefer
wird durch die Ebene € und bie beiden Bilbebenen dbas redhtmintlige
Dreiedt BAA, das jog. Neigungsdreied, [evausgejdhnitten. Diefes
penfe man jich um AcA als Achje gedreht, bid e3 in die weite Tafel
jallt (BoAsA). Dann ijt <¢ AcByA = «; die gejuchte Tafelneiqung.
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§ 18, 41

Lojung. Man fille (Fig. ?Tji pon dem beliebigen Punfte A

Spur e, auf ‘ﬁiv Uchje das Lot AAy, cbenfo von Ag auf die exfte

Spur e; das Lot AB und bejchreibe um Ay mit AyB als Radius

% i
\\\\\
=
=y
o 25y = . R s e N
2 B
g, (b, . O \\\.
%
pert Kreid, der die Adhie in B, tr Dann ijt L ABA, = ;. Be-

o trifft.
ltmme ent)prechend bie zipeite Imiuvmunq Ol

Aufgabe 9 (lmfe hrung von 8). Von einer Ebene € ift die erjte

Spur e; und t[]u erfte Tafelneigung o, gegeben. Die zweite Spur
der Ebeme zu beftimmen.

18, Bejtimmung des Schnittpunttes ciner Gervaden mit einer
&bene.

1) Aufgabe 1. Den Schnittpunft S einer Geraben g = (g
mit einer Ghene € = (ey, e,) su beftimmen (Fig. 78).

Dre Lojung fiir bie iuuhhqv Aufqabe
rmmr man am Dbeften an bder Hand S
emmes Schrigbildes. Durch g lege man o
etne 3ur erjten Bilbebene iulfrum
Dilfsebene H. Jhre erfte Spur |1j jall
mit g; 3ujammen, |Im soeite h, ]ul
jenfrecht gur Achje. Da die Dilfsebene H
pie  Gjerabe g enthalt, jo liegt der -
Schnittpuntt S von g mit dex gegebe-
nen Gbene € auch aqui der \,um[th;i
rapen s ver Ebenen € und . Dex
Aufrif S, von S ergibt fich paber als Z 3 ia. 78.
Sdnittpuntt von g, mit 8-  Den i €N ;
Grundrify S; des Durchdringungsdpunt- T
tes exhdlt man endlich durch Hevunterloten auf g = s;. Beidhnung!

’-.’qurgabe 2. Den Shnittpuntt S einer Gevaden g = (81,

t Ebene eines Barallelogramms ABCD AU [‘h‘[I!]iIhh]I.

gs) mit

SIS

T [

AL

B e

e e Ly
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AG Hiljsebene benube man wieber die durch g gehende erjte Lot-
ebene (ogl. § 14 Aufq. 4).

2) Gerade in fenfredhter Lage ju ciner Ebene.

Projiziert man (Fig. 79) eine Gerade g, die auf einer Cbene ©
jenfredht jtebt, fenfrecht auj eine Ebene B, jo bilbet die Projeftion g,
der Gievaben mit ber Spur e der Ebene € einen rvedhten Wintel.

Denn eht man  buwd
den Durchdringungdpuntt D
der Geraden g die Parvallele
AB zur Bilbebene, o ijt, da
A Dy | AD und AD jentrecht
/ aur Ebene DD, PP ijt, audh
% A, Dy Jenfrecht zu  Ddiejer

Ebene (L. 1. §65, 2), folglich
sunadyt <= P,DA, = 90°1)
A3 Gegentoinfel an Parval-
lelen ift dbann auch der vou
g, und ber Spur e gebildete

Wintel P,RQ = 90°. Daraus folgt:

Die Projettionen ¢iner Geraden, die ju einer Ebene fenfredt
ftebt, fhneiden die gleihnamigen Spuren der Ebene unter redhten
Winkeln.

Aufgabe 3, Von einem gegebenen Puntte P = (P, Py) auf eine
Ehene € = (e;, ;) dasd Lot zu fdllen und den Ubjtand des Punttes
vou der Ebene zu bejtimmen (Fig: 80). (Schragbild!)

Bon P; und P, hat man bie Senfrechten zu den gleichnamigen
Spuren der Chene 3u zeichnen, wm die exjte
unbd zweite Projeftion ded gejuchten Lotes zu
erhalten. Die Projettionen ded Fuppuntts
D bes Yotes ergeben jich nad) Aufg. 1.

Die wabhre Lange P,D, bes Abftandes
PD =1 erhalten wir nacd) § 13, 2 aus dem
aur erjten WBildebene fenfrechien Frape;
: P,D;DP, dbas wir in bdieje Ebene um P;D,
— a8 Adhie umlegen.

Aufgabe 4 Den Abjtand zmweiex
windjdiefer Geraben g = (g, g) und
| = (I, L) au bejtimmen. Anleitung|. L. 1.
§ 69 2Aufg. 2.

§ 19, €infiibrung einer dritten Bildebene.

1) Eine ebene Figur, die in einer zur Bild-
Je e achje jenfrechten Ehene liegt, 1jt durch ibhre
5, © 7 beidben Projettionen nicht bejtimmt. Ein in

') Tas TNovmalbild eined rechten Winfeld, von dem ein Schentel der Bildebene
barallel iit, ijt alfo mwieber ein redyter!




§ 19. 43
jolcher QLage befimblicher $Kreis Nz
1. B, projiziert jich auf beide Bilb- o
N

ebenen ald eine fjeinem Durch-
mefjer gleiche Strede, die feinen
ficheren Ricjchluf auf das ur-
Wriingliche Gebilde ermbglidht.
Welche Projeftionen hat ein ge-
vaber 3plindber, bdejjen  Achje
per Bilbachfe parallel ijt? Um
aber audy in jolchen Fallen Ge-
bilbe, bet denen Flachen in nor-
malexr Lage zur Achje vorfom-
men, nady ihrer Gejtalt feftlegen
au foumen, nehmen wir eine &ig. 8
pritte Bildbebene, die Seiten~ :
rigebene B, su Hilje, die wiv jentredht su B, und By, aljo jenfrecht
sur Bilbadhje annehmen. Die Projeftion auf diefe dritte Ehene Heift
dritte Projektion vder Seitenrify (Vrofil), da jie eine jeitliche Anjicht
bes Korpers foie- = e

pergibt. Wql. I ___________ A T e 5
&ig. 81, wo ein | :
einfadyes q,uuu mit |
Walmbdachl) mit
jeinen drei Pro-
jeftionen in jchiefer D D
Barallelprojeftion
gezeichnet 1jt. Um | :
bie brei Projefs E—— ' e X
tionen in derfelben \ :
Seichenebene bar-
jtellen zu fonmnen, i 5
benfen toix uns el e
nach Vereinigung  Fig. 82
per erftenn mit bex
smweiten Bilbebene
die Seitenriffebene
um OZ gebreht, e i TR
bid fie 1 bie Aufrigebene fallt. Wir erhalten dann bdie in Fig. 82
gegebene Darjtellung.

Durch dad Pinzutreten von B, ergeben jich zwei neue Bild-
adhjen (OY unb OZ), die wir als y- oder Tiefenadhje und z- obex
Pohenachie unterjcheiden (. § 6, 1).

2) “’[ufqabc 1. Aus ben beiden Projeftionen P; und P, eines
1 - o Y 2
Punttes P bie dritte P, zu beftimmen (Fig. 83 und 84).

1) Ein Walm- ober Holldanoijches ..m“l} entiteht aus einem einfadjen 1.m111,mq‘ 1
m{a paburd), daf an Stelle ber Giebel D mlmnd}vn gefelit werben, jo bap die 4 Trauf-
tanten auf gleidher Hihe liegen. Walm = jdhrig suriictivetender Dadygiebel.
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Nan fdlle auf die Achje OZ dad Lot P,P, und trage auf der Ver
lingerung P, Py = PPy ab. Audeve Lijung §. Fig.
';".I ; o - 7
v y 2,
4/| * hE x
. i
5 |
AL X Pu- X
xig. 33 Nig. 8 .
Y

Aufgabe 2. Aus ben beiden erjten Projeftionen g, uno g, einex
Geraden bie bdritte g, au beftinmen.

Nian beftimme die dritten Projeftionen dber Spurpunite ber Ge-
vaven auf B; und B, und verbinde jte.
Ry o 1 Aufgabe 3. Die
pritte Spur e, einer
Cbente  (e;, €,) 3u
seichnen.

ojungl. Fig. 86,
Darjtellung.in {die-
fer ‘Parallelprojef-
S tion §. Jig. 85.

3) Uufgabe 4,
: Den Abjtand eines
Punftes P von einex
Ebene € zu bejtim-
men, deren Spuren e; unbd e, zur BVilbad)je O X parallel find (Fiq. 87).

Man bejtimme zuerit die Seitenrijfje Py und e;. Das Lot P,D,,
pas man auf ben Seitentif e, fallt, ift der gejuchte Abftand in
toahrer Grdge. Durd) Dy gewinnt man die erfte unbd zwette Vrojet-

- tion Dy und D, des Lotfupunties.

e e A 4) Die Lojung vieler Aufgaben er-
\__7/ = jabet burch die Einfithrung einer in
| i SR jedem einzelnen Halle bejonders

;/ 5 3u mwdbhlenden beliebigen jeit-
e [ichen Cbene, die zu einer Vildbebene

L R T jenfrecht 1jt, eine wejentliche Vervein-
b : l ' jachung (vgl. audh § 21, Aufg. 4). Die Be-
R _ nubungeiner eigentlichen Seitenrigebene

Loa s tpare babei zmecios.

-

Fig. 87. Aufgabe. Von ztoei Quadern T und




§ 20. 45

LI, beren SKantenldngen gegeben find, fiegt der etne (I) mit einer
Seitenfladye, der andere (II) mur mit der KRante 12 in der Grund-
ebene und jtist fich :

mit einer Flache auf
pie  Rante 34 bHes
erften. Wean foll die
Lrojeftionen des zivei-
tenn Quaders zetchnen
[\,:;[L‘], 50).

Wir mwdhlen eine zu _
pen Kanten 12 und
34 jenfrechte britte
Bilbebene &, die bie
Grundrifebene in dex
Spur s fcdhneidet, und
[egen &, um die Beich-
nung in derjelben Jet-
chenebene ausfithren au
fonmmen, um ihre Spur
s in die Grundebene
um. Da die Kanten-
langen betber $Sdrperx
gegeben {ind, jo fon-
nen it mit Hilfe des
Grundrifjes von I und
aus pexr Yage der Kante
12 von II bie Pro-
jeftion dex beiden Qua-
per auf & leidht zeich- _ :
nen. Wie fann davaud der Grunbrif und Aufrif von II gefunden
ernen ¢

;\}'[;'_[, o8,

§ 20. Umlegung ebener Figurven und Beftimmung ihrer wabren
Geftalt. Affinitdt,

1a) Um bdie wahre Geftalt einer dbureh ihre Projettionen gegebenen
ebenen Figur u erhalten, denfen wir und die Gbene, in der die Figur
liegt, um eine Spur (3. B. e,) als Achje it bie sugehorige Bilbebene
(*By) umgelegt und bejtimmen dann in der jich ergebenden Lage bdie
ebene Figqur.

Die ¥ojung diejer Aufgabe beruht, da eine ebene igur durch die
Yage ihrer Cdpunite bejtimmt ift, auf der Lofung der folgernden

Grundbaufgabe: Einen in der €bene € = (e, ¢,) gegebenen Punkt
P = (P, P,) in die Grundebene umgulegen, d. §. man joll die Lage
Py beftimmen, die P erbhalt, wenn die Gbene ¢ um e; ald Adhie in
die erfte Bifdebene umgetlappt rird.

Denfen i uns an der Hand des Schrigbildes (Fig. 89) die Ghene
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E = (ey, e,) um e; gedreht, bann bejcdhreibt dev in € gelegene Punit P
einen Sreisbogen, dejjen Ebene jenfrecht zu e, ijt. Mithin fallt P
nacdy vollendeter Umlegung auj die LVerldngerung bes von Py auf e,
gefallten Coted P;B. Die Entfernung P,B = PB, ber Drebungs-

Fig. 89. ayige .

radius v, exqibt fich ald Hppotenuje des redht= :
winfligen Dreiedd PPyB, bejjen Katheten 47 LR e
P,B=d und PP, =z befanut fjind.  Fir o

bie Gxmittlung von r wird bas Dreiec win BP, in die erjte Vildebene ums
geflappt, jo dap man das jchraffiecte Dreted P, (P)B exhalt. <t P,B(P)
= o4 ijt Die erjte Tafelneigung der Ebene €.

Xiir die Sonjtruftion des Drehungdvadiug r merfen wir uns
ben ©ah: Der Drehungsradiusg einesd in die erjte Bilb-
ebene umaeleaten Lunftes P ift die Hypotenuje eines
rechtiwintligen Dreiecds, befjen eine Kathete gleich dem
Abjtanbdbe der erjten Projeftion des ‘Bumnftes P bon dex
Umbrehungdacdie und vejjen anbere Stathete gleich jeinem
erften Tafelabjtand 1it.

3ur Lojung (Fig. 90) jalle man von P, auf e; pas Lot P;B und
befchreibe mit bem Drehungsradiud r um B den fKre1d, ver das tiber
B verldngerte Lot P,B in P, frifft.l) Der Drehungsradius r fann auch
aus vem Dreied P,(B)Px, wo (B)P. = BP, ijt, bejtimmi iverben,
tad bet vielen Anmwendungen bequemer ijt.

.

Fiiv dbie Lojung der Aufg. ift die Angabe der zweiten Spux
e, nicht exforberiich. Wie fann dieje bejtunmt tverden, wenn
e,, P; und P, gegeben ijt? (Spurparallele!)

Aufgabe 1. Die wahre Grofe des Wintels zieter jid) jchieiben -
ber Geraben g und h, beren Projeftionen (g;, g,) und (hy, hy) ge-
geben find, zu evmittel.

1y Daf die Punfte P,BP, jdeinbar nicdht auj einer Gevaben liegen, beruht auj

einer lefrreichen optijdhen Taujchung.
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Beichne bie erjte Spur der durch g und h beftimmten Ebene und
[eae wm jie ben Sdheitel dbes Winfels in die erjte Bilbebene uni.

Aufgabe 2. Lon emnem in Grund- und Aujrif gegebenen Walm-
pach die wahren Gropen
ber Dachflachen und
ihre  Neigungswintel
mit ber Grunbebene ju
beftinumen (Fig. 91).

Das Trapez 1°'2°3'4
bilbet dDic exjte Pro-
jeftion dev vier Trauf-
fanten. Die Firitlinie
56 verlduft parvallel
und jyrmmetrtjd) 3u den
Trauftanten 12und 4 3.
Die ivahre Groge des
Dachdreiects 145 erhalt
mait burch Umlegung
uwm die Tvauffante 1 4 ia. 91,
in bie Grunbebene, wo- '
bei nur die Umlegung des Punftes 5 zu evmitteln ijt. Der Wintel
575" = a ift Dex Meiqungsivinfel der Dachfldache. Wie finbet man die
gejuchten Grodfen fiir vie fibvigen Dachflachen?

h)y Uufgabe 3. Die
wahre Gejtalt AByCy
etnes duxch jeine Projet-
tionen gegebenen Dreis
ectd ABC burch lUm=
[equng n die Grund-
ebene 3 beftimmen
(H1g. 92).

Wanermittle 3u- ,
nachit die Grund- — LT
rigjpur e, ber Drei-
ectsebene (§17, Aufg. 2)
und lege dann die ein-
aelnen  Edpunfte bes
Dreieds nad) der Grund-
aufgabe um. Es 1jt vor=
teilbaft, den MNeiqungs-
winfel «, ber Dretecs-
ebene gegen B, an bdie
Bilbachle in der aus
yig. 92erjichtlichen Wetje
anzutragen und bdie Drehungs-
vabten auj dem freien Sdentel
von oy gletchzeitig au beftimmen.
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Swtjhen der Umlegung A B,C, des Dreteds ABC unbd jeinexr exjten
Projettion A;B,C; bejteht emme emnfache geometrijdhe Beziehung
(Berwandtjcdhaft), die eine genauere und wefentlich bequemere
Yofung aller abnlichen Aufgaben evmoglicht. Die Verldngerungen
entiprechender Seiten des Dreieds ABC unbd jeiner exjten Projeftion
A;B;C; miijjen fich auf der Spur e;, der Umlegungsadie jdhnetben
(GBrund?). Da bdieje Schnittpuntte (1, 2, 3) bet der Umlequng um
bie Spur e, liegen bleiben, jo miijjen daher auch die BVerldangerungen
entjprechenver Seiten ber Wmlequng und des Grunbdriffes (3. B.
A,B, und A;B,) fich auf der Umlegungsadhie jchneiden. Ferner ijt
AgA; | BeBy || CoCy. Vian braucht deshalb nur einen Puntt der Um-
lequng zu evmitteln. Die librigen lajjen fich dann auf Grund bdey
sioijchen der Mmlequng und der erjten Projeftion bejtehenden Ver-
wandtjdaft, die man Affinitat?) nennt, leicht finden.
2) Urfinitat. Durch Parallelprojeftion etner ebenen Figur (ABC,
&ia. 93) auj eine zu ihrer Ebene (€) geneigte Ebene (B) erqibt fich
eine zur erjten affine Figur. Die Schnittgeradbe Dbeider Ehenen
heift Affinitatsadje. Die projizierenden Strahlen (AA,, BB,, CC,)
heifen Uffinitdtsftrablen, ihre Ridhtung (AA,) Uffinitdtsridhtung.
3wijchen ziwei affinen Figuren, 3. B. ABC und A;B,C,; (Fig. 93),
bejtehen folgenbe Beziehungen:
1. Jedem ‘Puntte dexr einen Figur entjpricht ein Puntt der anbern
(A; und A).

2. Die VWerbindbungslinien entjprechender Punfte find- parallel
(AA, | BB,).

3. Entipredjende Gerabde jdhneidben jich auf dver Wjfinitatsadhjie (CA
und C,A,).

Fig. 93,

1) Der Name Affinitdt fiie die durd) die Parallelprojettion Herftellbare Verwanbts
jhaft ebener Figuren ftammt von Leonhavd Euler (geb. 1707 in Bajel, gejt. 1783
in Petersburg).



5 21, 4)

Di

upt (Ema‘ultmrttu bletben auch ulmlml, iwenn die Ebene € um
pie Gpur s in die Ebene B umgelegt toird, jo dbaf A ABC bie Lage
AoBoCp anmummt (Beweis!). A A B,C, faun ﬂuch als Parallel-
pchf’mm vont ABC aufgefafit werden (Beweisd!). Damit haben mwic
den Saby:

Die Umlegung eciner ebenen Figur und ibhre erjte Projettion find
affine Gebilde mit ibrer erfien Spur als Affinitdtsacdhie.

Eme Affinitat ijt beftimmt duvdh die Wchje a und ein Paar ent-
iprechender Punite P und P,

Aufgabe. 3u dem Dreted ABC A

(Fig. 94) in jeiner Ebene dbas affine e /\\

Dreied gu zeichnen, wenn die Affi- N\,

nititsadhje a und emn Paar ent- 4/ N

ibrechendber Punfte P und P’ qe- , e e

geben find. A
Bemertung  Betvadhten toix

AB Gy i Fig. 93 ald Grundfigur v

eined Pridgmas, dejfen Seitenfanten s :

bie Affinitatsjtrahlen find, jo fHnnen v

wit ABC alg jdyiefen Sdynitt duxch Jig. 94,

ben Korper und A B,C, ald bie in-

legung ded Sdynitted anjehen. Denfen wir uns nun nod) ben Schnitt jent-

red)t auf die Bildebene B projiziert, jo ift bie Grundfigur nid)t nur mit dbex

jenfrechten Projeftion des Schnittes, fondbern auch mit dejjen Umlequng

filv die Spur der Sdnittebene ald Afiinititdachie afiin.

§ 21, Darftellung cbener Korperidhnitte. AUbwidlung.

1) Aufgabe 1. CEin auf der Grunbdebene jtehenbdes geradesd vier-
jeitiges Prisma wird von einer zur Aufrifebene jentrechten Ehene
€ = (e;, e,) gejchnitten. ES jollen die Projeftionen und bdie wabhre
Gejtalt deg Schnittes und Dic Abwidlung des jchief abgejchnittenen
“Eriﬂmw‘* evmittelt mu‘wn (yig. 95).

Die erjte “J:w]cftmu 1°2°3"4" bes Schnittes falt mit dem Grunbd-
riff ded Storpers (,uqnmlmn, iwdbhrend die zveite 127374” in die
%im‘itt Spur der Sdhnittebene fallt (Grund?). Die rahre Gejtalt
bes Schmnittes 12 3 4 finben ir durd) Wmlegung jamtlicher Cpuntte
ut die Grundriebene. Die Umlegung (1) von 1 legt auf der von 1/
aur Wmlequngsachie e, gezogenen x,L“tlfIHhTEH und 3oar ml‘}[b]tnum
“u‘u augehorigen ..‘..ll‘i}l[][t]“lflblu“ roon e;. Diejer tann, da der von

o und der x=Adhje gebildete Wintel oy gleich dexr exften ,LnTt‘lumqunq
‘wu »._.lf.}ﬂltti‘h(‘!lt ijt, unmittelbar aud dem Aufrif entnommen werben,
= X7

Hm (1) 3u exhalten, bejdyreiben wiv um X mit X1” = r al8 Rabius
den im‘u, der die i’:‘tfhn’it‘f}]'i. tn (17) trifft und loten bu’]m Punft auf
die bon 1’ zu e; gezogene Senfrechte herunter. Eutjprechend fomnen
wir die Umlegungen ber anderen Puntte getwinnen. Cinfadher und

Légbener, Darftell. Geonetrie, 4
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(o s p

fchneller Tommen 1ir jedoch jum Biele durd) Benubung der 3wifchen
bt‘l}l{f;)'ig‘[lll't‘ﬂ (1) (2) (3) (4) und 1'2"3"4" bejtehenden Affinitdt (1. Bem.
§ 20).
~Um die Abwidlung ded Mantels des jdhief abgejchnittenen
Prismas zu erbalten, tragen wir auf einer Geraben die Seiten der
Grunbfigur nadyeinan-
ver auf, exrichten in ben
Enbpunften bdie Lote
: unbd tragen aufifnen bie
e LQingenbderzugehvrigen
Geitenfantenab, diefich
€ unmittelbar aud bdem
Aufrip ergeben, und
berbinben bdie aufein-
ander folgenden Enb-
puntte.

Aufgabe 2. Den

Sdnitt eines regel-

mdapig-jedhdjeitigen

Bridmasd, bdad auf

ber Grunbdebene jteht,

a) miteiner zur Aufrif-
5 o2 ebene fenfredhten
i Ebene €,

b) mit einer beliebigen
{chiefen Ebene € zu
beftimmen,

ferner bie mwabhre Ge-

3 ftalt bes Sdynittes und

' bie  Ubwidlung bde3

Manteld famt Dder

Sdnittlinte zu  zeidh-

nett.

Bemerfung zu b).

%in 951 Die gweiten Projeftionen

el ber Edpuntte ber Sdynitt-

figur werden redht bequem mit Hilfe von erften Spurparallelen (§. § 17, 3)

beftimmt. Die Ljung fann dburd) Benupung einer zu e, jenfredhten Seiten-

ebene fehr vereinfadht werben (vgl. Aufg. 4).

wig. 954,

Aufgabe 3. Den Schnitt eined geraden Kreidzplinders, dejfen
Grunbdfreis in der erften Bildebene liegt, mit einer zu B, jentrechten
Ebene € = (e, e,) au beftimmen und den Bylindbermantel jamt ber
Sdhnittlinie in die Ebene auszubreiten (Fig. 96).

Wir fiihren bdie ufgabe auf bie entjprechende filr dasd Pridma
(. Aufg. 1) zuviid, indem tir den Grunbdiveid in eine beliebige
nzabhl gleicher Teile, 3. B. 12, teilen und die ugehdrigen Viantel-



§ 21 51

LY

linten zeichnen. Die Sdhnittfigur ijt eine Ellipje (§ 8 Anm. 2),
beren erfte PBrojeftion in den Grundfreid und beren ziveite in bie
Gpur e, fallt. Die
®ejtalt der Ellipje in s
mwahrer Grofe ergibt 5
jich toie beim Pridma
purch Umlegung (Affi-
nitat!).

Denfen wiv und den
3plinder [dngd einer
Mantellinie (3. B. der
dpurch 1 gefenden) auf-
gefchnitten und in bdie
Jeichencbene  ausdge-
breitet, jo exqibt jich ein
Hedhted, deffen Grund- ¢
jeite gleich bem Umfang
bes Grundfreifes!) und
defien Hohe gleich ber
Aplinderhohe ift. Um
die Schnittfurve in der
Abivicdlung au exhalten,
tetlen wir bie Grundjeite wieder in 12 gleidhe Teile, tragen auf den
ju den Feilpunften gehorigen Mantellinien die zugehdrigen Hihen
pex Cllipfenpuntte ab und verbinden die Endpuntte durch einen freten
surbenzug.

S5

[ | |II |II ||I- !I |I I'
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2) Uufgabe 4. Den Sdnitt einer auf B, jtehenden vegelmdapig-
jech3feitigen Pypramide mit einer Chene € = (e;, e,) und jeine
wabhre Geftalt ju beftimmen, ferner dben Mantel der Pyramide jamt
Sdnittlinte tn die Beichenebene ausdzubreiten.

[. £ofung. Man beftimmt unddit nad) § 18 Aufg. 1 die wei-
ten Projeftionen der Schnittpuntte, der Seitenfanten mit € und
findet burch Herunterloten die ugehdrigen erften Projeftionen. Da-
purc) erhalten wicr bie Projeftionen der Schnittfigur. J[hre wahre
Geftalt finden iir durd) Umlegung, wobei mit Vorteil die affine
Lermandtjdaft gijchen Grunbdrif und Umlequng vermwertet merben
fann. Wie ergibt jich die Wbroidlung des Vianteld der Pyramibe?

Die Umlegung ebener Figuren geht (ohne Venupung affiner Be-
stehungen!) ant einfachjten vonjtatten, renn ithre Ebene roie bei Aufg. 1
auf einer Bildebene fentrecht freht. Auf diefen einfachen Fall [dft
jich bexr allgemeine mit beliebiger Gbene leicht Juriictfithren. Bugleid)
geftaltet jich daburch die Bejtimmung der Schnittfigur erheblich be-
quernter. :

II. Rdfung (Fig. 97). Wix nehmen eine zur erjften Spur e, jent-
rechte dritte Bildebene (Seitenebene) & zu Hilfe. Jhre erjte

o

') €. Mettififation deé Sreijes § 15.
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Spur s ijt dann zu ey, ihre jweite s, zur Bildbachie jenfrecht.
Projizieren twir die Pyramide auj die Seitenebene &, jo miijfen
die Projeftionen bder Sdhnittjigur, da audh & L € ift, auf ihrex
Sdmnittgeraven mit € liegen. Die Drehungdrabien bder Gcfen bder
Schnittfigur projizieren jich dabei in wabhrer Grofe. Legen twir nun
die Seitenebene © um s, in die Jeidhenebene um, jo bewegen fich
die dritten Lrojeftionen der Eden der Schnittfiqur in Streidbahnen,

g, 97,

bie 3u s; jenfrecht jind, fiegen alfo nach dber Wmtlappung mit ihren
entfprechenden exjten Projettionen auf je einer Senfrechten U 8.
Danad) gejtaltet jich die Lojung der Aufgabe furz folgendermafen:

Uus den dritten Projeftionen der Epuntte der Schnittfigur getvinnt
man genau wie aus dem Aufrif (S als Aufrifiebene betrachten!) ihre
erjten Projeftionen, aud diefen durch Hinaufloten thre ztweiten Pro=
leftionen. Die Bejtimmung der wabhren Grofe dex Sdnittfiqur ex-
folgt entjpredhend ivie bei Aufg. 1.

3a) AUujgabe 5. Den Schnitt eines geraden freistegels,
bejfen. Grundfreis in B, liegt, mit einer zu B, jenfrechten Chene G
pu bejtimmen. Ferner joll die Schnittfigur in wabhrer Groge und
die Abwidlung ded Mantels nebjt Schnittlurve gezeichnet mwerden.

l. Geht € durd) dbie Spike S desd Keqels, jo ift ber Schnitt ein
Preted.

™

e
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2. 3ft € parvallel 3ur Grundebene, jo ift der Sdmnitt ein Kreis?)
(Darjtellung!).

3. Geht € nicht durc) S und ift Jchief 3u By, o jind dret Fdalle zu
unterjchetden. Je naddem bdie Sdhnittebene E feiner Seitenlinie,
einer ober 3wei Seitenlinien parvallel it (aljo alle jdhneidet,
eine ober zwei nidht fchnetdet), ervgibt fich ald Schmittfurbe eine
Ellipje, Parabel oder Hyperbel.l)

1. €lliptijcher Schnitt (Fig. 98a). Die zweite Projeftion der Schnift-
figur ijt bie auf e, liegenbe Gtrede a”g”. Jur Beftimmung der erjten
Brojeftion und der wabhren Groge der Schnittturbe durch Umlegung
tetlen toir den Grundfreid in eine beliebige Anzabl, 3. B. 12, gleidher
Teile und ziehen bdie zu den Teilpuntten gebhorigen WMantellinien.
Die erjte Projeftion des auf einer beliebigen Mantellinie, 3. B. S3,
l[tegenden Punfted ¢ ber Gdnittfurve fonnen wir in doppelter Weife
finden. Entweder zeichnen wir die beiben PLrojettionen der Mantel-
linie 83, beren zweite a’’g" in ¢’ trifft, und Iloten diefen Puntt auf
Sy 3 beruntér, oder ir ziehen durch ¢ die Parallele m"n"" zur
Achie, bie ben Aufrif ded durch ¢ gehenden zur Grundebene parallelen
Sdnitttreifes darjtellt, und zeichnen diejen tm Grundrif, wo exr S, 3’
in ¢ trifft.

Die ahre Grofe der Ellipje finden twir durdh Umlegung toie in
Aufg. 1. Wie erhalt man ihren Mittelpunft M?

Der abgemidelte Kegelmantel (Fig. 98b) ift ein Kreidausjchnitt,
pefjent NRadius gleich der Mantellinie und defjen Bogen gleid) bem
lmfang besd Grundfreifed ift. Um die Sdmittfurve in der Abwidlung

¢ zu exhalten, ziehen ivir bdie zu bden
i\ Endbpuntten der itbertragenen Bogen-
i titcfe gehorigen Rabien und ermitteln
Y auf thnen dven Puntt ber Schnittfurve,
i /i 3 8. Se=S,m"".
| 11. Parabolijher SHnitt (Fig. 99).
ot Lojung wie im Fall 1.
; Nz II1. $Hyperbolifder Shnitt (Fig.
— ; L - 100). Der Cinfachheit Halber nehmen
f e it hier die Schnittebene € parallel B,
an. & jchneidet audy bdie iiber bdHie
@pite S eveiterte Kegelfliache, jo
bap toiv eine aud zwei MAften be-
jtehende Schnittfurve erhalten. Lojung
. &1g.

b) Hufgabe 6. Den Scnitt einer
su B, jenfrechten Ebene mit einer
te, fugel zu zeichnen und i wabhrer
Xig. 99. Groge darzujtellen.

1) Bal. & L § 2; IL § 5153



§ 22. 5

Aufgabe 7, Die Erdfugel jamt
Gradnet abzubildben, mwenn ihre
Achie au B, jenfredht fteht.

Die erfte Projeftion, das Bild der
oberen Halbfugel, heit die nrtho-
graphijdhe ‘Polarprojeftion,
‘bie aiveite, bad Bild der vorberen
Halbtugel, die orthographijcdhe
Aquatorialprojeftion der Erbd-
fugel. Wie bilden fich bei den beiden:
Brojeftionenbie Breiten-unbd Langen-
fretje ab? Weldhe Teile erleiden die
ftartite Verzerrung?

§ 22.
Suriiddrebung ebener Gebilde (Um-
Eebrung der Aufgabe der Umlegung).

1) Unter, Buriiddrehen” (Jurlid-
jchlagen) eined ebenen Gebildesd odex
Punttes verjteht man die Umtehrung
der Nufgabe der Umlegung.

Grundaufgabe., Von ecinem in dDer
Ebene €= (e,, ¢,) gelegenen Puntte P
ift feine Umlegung P, und die erfte
Spur gegeben. €s find feine Pro-
jeftionen ju beftimmen,

Die Lojung (1. Fig. 90) nimmt den
umgefehrien Werlauf tvie bdie bder e
Grunbaufgabe § 20. Fig. 100.

x

Aufgabe 1. BVon einem in ber Ebene € gelegenen Quabdrat, deven
erfte ©pur e; und erfte Tafelneigung «; gegeben jind, (Vieled) ijt
bte Umlegung tn die Grundebene gegeben. Die Projettionen berx
Figur zu zeichnen.

Aufgabe 2. JIn einer zu B, fenfrechten und zu B, jchiefen Ebene
€ = (ey, &) liegt ein Kreis, von dem bdie Umlegung feines Mittel-
punties M und der Radiud r gegeben jind. Seine Projeftionen zu
seichnen.

Die erfte Projeftion ijt eine Ellipje. Wie liegen ifhre grofe und
fleine Achje?

2) AUufgabe 3. Cine vegelmafig-fedhsjeitige Pyramide liegt
mit einer Seitenflache 12S, bie gegeben 1ft, in dber Grundebene. Die
Lrojettionen des Kodrpers zu zeidhnen (Fig. 101).

Das gegebene Seitendreted 128 fallt mit jeinem Grundrif 1'2'S,
sujammen. UWm bdie erjte Brojeftion der Grundflache zu ermitteln,
jeichnen i bdiefe in mwahrer Grofe an bie Grundieite 172, be-
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jtimmen den Neigungswintel o,
ver Seitenflache mit der Grund-
flache und drehen bdiefe um 12’
als Achje fitr den Wintel «, als
ihre erjte Tafelneiqung zuriic.

- Wie ergeben jich die Aufrijje dex
nicht in der Grundebene gelege-
nen Punfte ded Korpers?

Aufgabe 4. Ein auf ber Grund-
ebene rubendes regelmafiges
Dodetfaeder darzujtellen (Fig.
1032).

An bdie. Seiten bdes in  Ddex
Grundebene liegenven Fimfeds
172" 3" 4" 5’ zeichnen wir die an-
grenzenden Settenflachen, 3. B.
[, I, bes Kdrpers in mwalhrer
Groge und juchen ihre erjten
Projettionen badburd) zu beftim-
men, dap wir die Fimjede Hoh:

flappen, bis je zwei zu
etiiem Cdpuntt des Fiinf-
edfs gehorende Santen, 3. B.
2"by und 2'b,, in b jujam-
menfallen. Dabei bewegen
jich bie Ddrei freien Ed-
punfte der hochgetlappten
Fiinfede (ag, f,, byvon 1; by,
2o, Co V11 L) in Stretdbogen,
peven Gbenen jenfredht zu
. ben zugebhirigen fejtliegen-
- - ben Seiten und deren Pro-
jeftionen daher jenfrechte Stret-
fenn zu diefen jino., Bezeichnen
it mit a’, f° undb b’ die exrften
Projettionen der Punfte a, f und
b, jo jind bemnacd) aga’, f,f’, byb’
jenfrecht zur Seite 17 2" oder ihrex
Berlingerung, ebenjo byb’, geg’,
coe’ fenfrecht zux Seite 2’ 3" pbex
threr Werldangerung. Die erfte
Projettion b’ dbes Punftes b ijt
aljo ber Schnittpuntt der von b,
auf 1" 2" und von b, auf 2° 3’ ge-
fdllten Lote. Die entfprechenden
_ : Punite a, ¢, d’, ', liegen auj
TG N TR pent um den Mittelpuntt m’ des
Nig. 102, gunfeds 17 2" 3' 4" 5" mit dem
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Fadius m'b’ bejdhriebenen Kreije, ferner auf den durdh die Ccfpuntte
pes Fiinfeds gehenben Radien.

Jur Crmittlung ber erjten Projettionen £/, g, h', i’, k' der duer-
jten Cden £y, gy, hy, 1y, ko geniigt e3 ebenfalls, einen “wtt"ﬁmmff, 4 B.
£/, su bejtimmen (Grund?). Wir findben ihn leicht auf Grund der
aoijdhen Mmlegung und Projeftion beftehenben Ajfinitat. Die Setten
foby und byg, bilden eine Gerabe f“‘*‘-vtwiﬁ'], bon bder beim Hoch-
tlappen bes Fiinfeds I der Puntt g, liegen bleibt. Weil b’ jchon ge-
junben i, haben wix nur bie Verldngerung von g,b’ mit dbem von
fo auf 1" 2" gefdlliten Lote jum Schnitt zu bringen.

Damit ijt die erjte *J:miu'rtmn ber unteven Pdlfte dber Oberflache
bes Dodefaeders gefunden. Die Projeftion der oberen Halfte dex
Lberflache fann nun leicht [Jinf,_tmcfi'[gt werden. Weldhe Eden beftimmen
die Seiten weier regelmafiger Sefhnede?

liv den Aufrif des Korpers hat man nur die erjten Tafelabitinde
per Eden au beftimmen, . §g. Genauigfeitsproben!

Sebe bas i Fig. 102 davgeftellte vegelmdfige Dovefaeder in jehiefe
Parvallelprojettion fix q = L und o« = 30%

§ 23. Durdhdringung jweier Kbrper, insbefondere cebenfladiger
Korper.

1a) Wenn ztoet Korper einander durchjchneiben (,durchdringen”),
jo find ziwei Falle moglich:

I. Dex eine burcdhbofhrt dben anbern (Fig. 109). Man jpricht
pann vou einer Durchbohrung ober volljtdndigen Durdhdringuna.
Die Schnittfigur der beiderjeitigen DOberflachen der RKdrper, die
Durchdringungsdfigur, bejteht ausd zwei getrennten gejchlojjenen
diguren, bei zwei ebenfldchigen Kdrpern oder Vielflachen aus 3mwei
Raumvieleden.

II. Der eine Kdrper bringt in ben andern ein oder ex
jdhneivet aus ihm ein feitliches Stird Heraus (Fig. 106).
on diejem Falle hat man e3 mit einer Ginbtinmnm pber einer un-
polljtandigen Durdhdringung zu tun. Die Durchdringungdigur
witd nur bon einer gejchlojjenen Figur, bei Vielflachen von einem
vaumlidhen BVieled gebildet.

h) Die Seiten der Durddringungsfigur 5mcter Bielfladhe jinud
Die ud]lilﬂllﬂil‘ll, in denen jich die luqmmn‘un Flachen ber Korper
jchnetven, ihre EGcken die Schnittpuntte, in denen die unverldngerten
Santen eines jeben ber betben Ktorper die Fldchen des andern treffern.
Dementfprechend fann die Durchdringungsfiqur entiveder durch Ermitt=
lung vexr Setten (Fladhenverfahren) ober der Cden (Kantenverfahren)
gefunden werden. Das Kantenverfabren ijt im allgemeinen das ein-
jachere und twird deshalb in der Regel angewandt. €8 befteht darin,
paf man die bciwliutnu‘n k,:hm!tpun%h der unverldan-
gerten fanten eines BVielflad)s mit den Fladhen des anbdern
beftimmt und bdie jo erhaltenen Edpuntte der Durdh-
pringungsfigur in richtiger Reihenfolge verbindet. Dabei
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ijt, ba jede Seite der Durchjchnittjigur der Sdmnitt zweier Ebenen
ijt, bie wichtige Regel zu beadhten, dap je zwet Edpuntte daun
und nur dann zu verbinben jind, wenn jie in eimer und
pevjelben Fldache jowohl bes erften als auch des zweiten
forpexrs [tegen.

Die BVejtimmung der Durchdringungsjigur von zwei Vielflachen
fommt aljo bet ber Aniwendung ded Kantenverfahrensd auf die wieder-
holte Aniwendung vexr jchon frither behandelten Aujgabe (§14, Aufq.4)
hinaus, den Schnittpuntt einer Gevaben mit einer Ebene,
diedurch eininihr liegendes Vieled gegebeniijt, 3u finben.

Eine Seite der Durvchjchnittiigur it nur dann jicdhtbar, wenn die
beiven SKovperilachen, deren Schnitt jie ijt, jichtbar jind.

Die Durchoringungdaufgaben jpielen eme rwichtige Nolle in den
praftijchen Anmwendungen der daritellenden Geometrie, namentlich im
Hochz und Majchinenbau.

2) Der Anjchaulichfeit halber beginmen wir mit einigen emjachen
Betjpielen, von denen bie beiden erjten Durdhdringungen barftellen,
ioie jie bei zujammengefebten Dadhern vorfonumen.

Aufgabe 1. Die Durchdringung weier gerader dretjeitiger
Wrismen, die mit je einer Seitenflache auf dber Grunbebene ruhen,
au beftimmen (Fig. 103).

Die Punfte 1°2°3'4" find
bie Ghrundriffe der Einjtop-
punfte der beiberjeitigen in
der Grundebene liegenden
Santen pes etnen Prisdmas
i die Seitenflachen bdes
anberven. Jhre Aufrifjeliegen
auf der Achie. Da bdie Fur
Grundebene nicht parallelen
Stanten jebes ber beiben
Sorper auperhalb der Pro-
jeftionen ber FHlachen des
anberen liegen, jo brauchen
nur noch di¢ obeven fanten
(Ficittanten) unterjudht au
werden.  Wie der Aufrip
seigt, trift bie Fivittaute ef
ped Prismas I1 teine Flache:
bes erjten. Dagegen trifft
pie Firjtfante gh bes Pris-
masd 1 bdie Gettenfladyen
adfe und befe von IL. llm
die Cinftogpuntte zu findbern,
fegen wir dburch gh die Yot-
ebene zu B,, die ven Aufrip
Rig. 103, per Cettenflache adfe in .




m'"-n’ uno ben der
Seitenjlache befe m
o' n’’ jchneibet. Die
Schnittpuntte b und 6"
pong’ b mitm"”" n' und
o' n'' {ind bdie gejuchten

Einftoppunitte tm Aufrip.
Shre Grundrijje exhalten
ix dureh Herunterloten.
Welches jind bie beiben
Rielede der Durchdrin-
qungsfigur?

Aufgabe2. Die Durdy-
Dringumg eines vrets
jeitigen jthiefabge=
ichnittenen PVrismas
(I), bejjen obere Fladen
pie Form eimed Walme
daches befigen, mitetnem
halben regelmaRia-
achtjettigen Prisma
(IT) zu fimben. Fig. 104

Die beiden Prismen ruben
je mit etner Settenflache auf
ber Grunbebene. Die Seiten-
fanten bes erjten jind pavals
fel, bie bes zweiten jentrecht
sur Aujrigebene. Die Auf=
vifie Der Geitenfanten bes
amwetten Prismas jchrumpfen
paher im Aufrip in Punite
afjammen, 3 B. ijt a”’ bdex
Aufrip der Fivitfante a’ b,
It ihre CEmijtofpuntte in
bie Seitenflachen von I 3u
findben, legen iir durch ab
am einfachjten eine B, paral-
fele Hilfsebene (3weite Yot
eberte), Dte Die vordere umnbd
hintere Settenflache von 1
im Aufrip m den zuv Achie
paralfelen Streden” m' n”
und m’’ n'’, dbie zujammen=
jallen, jchneidbet. AWie finvet
man darvausd die Schnittlinien
im Grundrip und daraus die
Grundrijje der Cinjtogpuntte
9 und 10°%
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Aufgabe 3. Den Durchjchnitt etner prismatijhen Dachiladh e
mit etnem quadratijden Turme zu finden (Fig. 105).

Wir benupen als Hilfsebenen die erften Lotebenen durdh die Grund-
tanten ab und cd bes Turmes und durd) die Fivitfante ef ded Dadhes.
Das Weitere §. Fig. Aus wasd fix Korpern ift der Turmbelm ent-
jtanden ?

Aufgabe 4 Den Durchjchnitt eines auf der Grundebene ftehenden
RQuaders (I) mit einem bretjeitigen Vridma (II) 3l bejtimmen
(Fig. 106).

W mit moglichjt wenig Bezeidhnungen augzufommen, hauptiach-
lich aber um nad) Beftimmung der Ecen bder Durchdringungsfigur
vajch und fjicher fejtitellen zu fonnen, welhe Geen miteinander u
verbmbden jind, bejeichnen iviv jebe Seitenilache der beiden Sorpex
mit einem fleinen deutjchen Vuchitaben, den wir an die Grundfante
der betrefjenden Flache feben. Die von ziwei avldchen, 3. B, a und b
des Luabers, gebildete Kante bezeichnen toir damn mit (ab).

Junddit exmitteln wiv die Cinjtofpuntte der Santen bHes Prismas
tn die Flachen des Quabders und erhalten die Runtte 1,°2, 3, 4. .Shre
Grundrijfe jind die Scnittpuntte der Grundfanten von 1 mit } den
Seitenfanten von IT in der Grunbebene: ihre ufrijie liegen fenfrecht
paritber auf den Aufriffen dber Seitentanten von I1. Gleichiettiq mit
der Wejtmunung jeder e tragen wir in einem neben der Figur
befindlichen BVerzeichnis ein, durch weldhe Kante und Fliche jede Ede
juftande fommt, 3. B. 1 durd) Schuitt der Stantef(ef) von IT it
Sladhe avonl.

[ 11
1 a ef
2 b ef
g R N
415 a ig
b | ab e
b| ab a
V| b T
3. big q

[
&14a. 106,
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Die Schnittpuntte der Kanten von I, von denen nur die Kanten
(ab) und (be) in Betvadht fommen, mit den Flachen von 11 fomnen
auf verjchiedene FWeije gewonnen werden. Cntmwebder legen wir
purch oie Grundfante der Flache b die Lotebene zu B,, die IT in dem
Dreted mn2 jcdhneidet. Die Schnittpuntte der Seiten diejes Dreieds
i Aufrif mit den Aufriffen dber Seitenfanten von I jind. die weiten
Projeftionen hrer Cinjtoppunite in IL. Obder wir legen durch (ab)
und (be) ald Hilfdebenen erjte Lotebenen, die 3u ben Seitenfanten
bont 11 parvallel jind und dbaber die Seitenflachen von II in je ziei
Seitenlinien jchnetdben. Die durch die Kante (ab) von [ gelegte erjte
Uotebene jchneidet 3. B. die Seitenflachen von I in den Seitenlinien
op und rs, veren ©dnittpuntte mit ber Kante (ab) ihre Einjtog-
punfte 5 und 6 in pad Pridma ergeben. :

Die Neihenfolge, in dex die fonftruierten Eden der Durdhdringungs-
figur su berbinden find, ijt bei ber einfachen Lage der gegebemnen
Sovper leicht au iiberjehen. Sichere ustunjt gibt in allen Fillen
bie in dem Verzeidhnis gegebene Nberjicht fiber die Eniftebung bder
etmzelnen Gden. Aus ihr geht hervor, daf nad) der unter 1b) ange-
gebenen Jegel die Neihenfolge der zu verbindenden Punfte, wenn
man von 1 ausgeht, 14683 725 loutet. Da bei dem in der Regel
angegebenen Lerjahren fein Punft iibriggeblicben ijt, folgt obhne
toeiteres, dap nur eine Sdnittfigur vorhanben ijt.

3) Bei Durdhdringungen von Prismen und Pyramiden, die mit
einer Grundflade in der eriten Bildebene liegen, fann
pie Crmittlung ber Schnittiiqur dbaburch bebeutend vereinfacht werden,
pap man jtatt der Yotebenen eine Reihe von Hilfsebenen benubt,
perent Sdmittlinien mit den Flichen der Kodrper moglichit einfache
jmd. Dasd jind

1. bet 3mwei Byramiden Ebenen, die durch beidbe Spisen gehen;

2. bei Phramide und Prisdma Ebenen, die durch die Spie dex
Pyramide parallel 3u Seitentanten des Prismas gelegt find;

3. bet et Lrismen Cbenen, die pavallel den beiben Seiten-
fanten jino.

Dieje Pilfsebenen, die durd) die Seitentanten jedes Korpers gelegt
verden, jchneiden die Flachen ded anderent in Erjengendent) (Sei-
tenlinien), deven Scnittpunfte mit den ugehorigen Kanten Punfte
ber Durdhdringungsfigur find.

Aum letchteren Werftdndnid diejer praftijch febr widhtigen Durch-
pringungdaufgaben [Hien wiv exjt die folgenden beiden vorbereiten-
ben Aujgaben.

Aufgabe 5. Den Sdynitt einer Geraden g mit einer auf dex
Grundebene ftehenden Pyramide ju beftimmen (Fig. 107a und b).
Der Anjchaulichteit halber gehen wir von dem Sdpdgbilbe Fig. 107a
aus. Die durd) die Spite S und die Gevade g gelegte Hilfsebene H

) Dag find Linien, durch die wir uns die NManteljlache evzen gt denfen fonnen!
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jchneibet bie By-~
ramide i Dden
Seitenlinien S H
und SI, beren
Schnittpuntte mit
g P unb Q Dbdie
gejuchten Ginjtop:
punfte von g in
pent forper finb.
Die Punite H
und I jinb bdie
Schnittpuntte dex
erften Spur hy von H mit den
Grundfanten der Phramide, jo
daf unjere Aujgabe nur darvauf
hinauslduft, bdie erfte Spur h,
vont  3u findbers  Aundchit muk
hy durch den erjten Spurpuntt
G, von g pindurchgehen. Siehen
oir durch S zu g die Pavallele 1,
jo liegt 1 in H und dabher aud)
ber erjte Spurpunft L; von I
aufh;. ®ie burdh) LG, gezogene
Gsevade it die gejuchte exjte Spur
von 9.

2dfe banach bdie WAufgabe in
gerader Parallelprojeftion (Fig.
107 b).

Aufgabe 6. Den Echnitt einer Gevaben gmiteinem Prisma
st bejtimmen. ' ;

Wir legen (1. Schragbild Fig. 108)
dpurch) g die Piljdebene H parallel
ben Cettenfanten bdes  Prismas.
Shre erfte Spur h,, deren toir nur
sur  3eichnung  bediirfen, finben
wir daburch, dap wir durch einen
beliebigen Punft R bon g bie Pa-
vallefe 1 3u dben &eitenfanten bdesd
Vreidmasd ziehen, deren erjter Spur-
puntt Ly ijt. ®ie dburch L; und G,
= beftimmte Gerade ijt h;. Wie er-

§g. 108 balten mwir nun die Cmijtogpuntie
P und Q¢
Yojung bder Aufgabe m geraber Pavallelprojeftion!

\QIIu_fgabc 7. Die Durdhdringung einer Pyramide mit einem
Prisma zu finden (Fig. 109).
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Die fEorper jtehen mit einer Grunbdilache auf der erjten Bilbebene.
Lojung im Anjchlup an die Aufg. 5 und 6.

Fig. 100.

Aufgabe 8. Die Durchdvingung zweier Pridmen, die eine
Grundfladhe in ber erjten Bilbebene Hhaben, zu bejtimmen.

Die pilfdebenen haben pavallele Spuren! Lojung im Anjdhlup an
Aufg. 6.

Aufgabe 9, Die Durchbringung zweier Pyramiden zu jinden.
| MWir [dfen die Aufgabe fiix eine quadratifhe und eine vegelmdpige
" adtjeitige Pyramide, deren Udhien zujammenfallen und die jich jo

purchdringen, vaf ihre Seitenflachen die Dadhflachen eined gotijchen
Turmbelms bifden. Jbhre Grundflachen jind parallel B,. Lojung
j. &ig. 110. Was ijt in der Jeidhnung nodh hinzugefiigt? Zu wels

diem Jwede ?
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4) Die Durdhdringungsfigur jweier
Frummfladhiger Korper bejteht aus einer
ober mehreven Surbven. Euzelne Punftte
fonnen ir dadburch bejtimmen, daf wix
pie forper puvch Hilfsebenen (ober an
pere Dulfsflachen) jchnetden und ibhre
Schnittfurven mit ben Flachen der bei-
ben Korber ermitteln. [eber Schnitt-
punft diefer Surven ift ein Punft dex
Durchdringungsfigur.

Aufgabe 10. Die vechtwintlige Durdy
dringung zweier fongruenter Halbzy
[inbexr zu bejtimmen, die mit bexr Schnitt
flache auf ber Grunbebene vuben (Kreuz-
gemwblbe).

Sur Lojung vgl. Aufgabe 2.

Bei ber Bejtimmung der Durchbrin
gung von Kegel und Jplindexr, die mit
etner Grundflache in ber. Grundebene
[tegen, verfabrt man ganz entiprechend
wie bet Wyramide und Pridma in
gleicher Lage. Ldje erjt bie Dbetdben
Dilfdaujgaben: Die Scmittpunite
einer Geraden g it einem auf Ddex
Grunbebene jtehenden a) Kegel, b) Pris-
ma zu bejtimmen.

8§ 24, Gefdihtliches jum  Grund-
und Aufrijverfabren.

Die Heime ded Grumd= und Aujrif-
berfahrend aehen in dasd - graune Ulter-
fum aurfid.  Genauered erfabren twir erft ausd dem emmzigen und iibex
diefenn Gegenjtand aus dem Wltertume erhaltenen Bude ded rimi
jchen. Baumeifters Vitruving Pollio, ..De architectura™, bdas bdem
Saijer Auguitus gewivmet ijt. Jn diefem 3. T. nady griechijchen Duellen
bearbeiteten Werke Joridht er von Grund- und Aujrif unter dem Namen
sadnographie und Lithographie’ )

Die einfadhen NRegeln bdiefjer Kunjt wurben in der Praris von (e
jchlecht au Giejchlecht verexbt uno gelangten in ben BVoaubiitten bes Mittel-
alterd, Dejonderd in Unwendung auf ven Steinjchnitt, au Hoher Bliite.
Mein Gexingerer als Albredht Diiver hat in jeinem Hafjijchen Biichlein
LUnderienjung der Mefjung mit dem Bivcel und richtjchent’’ (Niirnbexg,
1525 und 15638) bie Hfegeln der mittelalterlichen Rigtunit ujommengeftellt.

Wudh fpater bilbete noch das wichtigite Aniwvendungdaebiet dex ,, Riffunit’

1) Der erfte Teil bed Wortes ftammt von ichnos (gried).) Spur, Fuftvitk. Vgl
pas beutjdie YWort MiR"!
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ber Steinjdnitty) Aufgaben iiber ihn behandelten Dejargues,
1598 —1662 (Coupe des pierres, 1640) und Fréjzier, 1682 —1772 (La théorie
et la ]H'm'liqlw de la coupe des [JE!_‘E'I'L‘-.\. et des bois, EII‘L]HLHHQ 175}3.f'r-‘.351).
Diejer benupt Grund- und Aufrif und behanbdelt bejonders Durc)-
pringungen und Abmidlungen.

Dennoch blieb bdie wiffenjchajtliche BVegrimdung und Entwidlung des
Berfahrensd dem grofien franzdjijhen Geometer &. Monge (Géomé-
trie descriptive, Paris 1798) bvorbehalten. Dadurd), dap er die
Schnittgerabe ber beiben Bildbtafeln als Acdhfe benubte umd um fjie die
eine in bie anbere umlegte, jeste er Grund- und Aujrih in eine fejte
Beztehung. Puntte, Geradbe und Ehenen, ferner gefrivmmie ¥inten und
Flachen ftellte exr ourch ibre SProjeftionen ober Spuren bdar und hat
bureh die Behandlung von Aufgaben bdie Hauptverfahren der darftellen-
bent Geometrie bearimbet und vollftandig entwidelt. Bgl. § 1.

Hnmeviung Jnbdentoben evwihnten Bitchlein von Titver findef man 3. B. bie
Regeljdynitte, Schranbenlinien, $orper ivie Lobelaeder, \sTmm‘:n £ in Grunds und Auj
rify nebijt Abwidiung jo dargeftellt, twoie man jie nicht anbers 1 einem guten neueren
Bud) erwarten fann. 1lm tnL fiberaus lehrreiche Bud) weiteren fretfen zuganglch 3u
]mn[un I]m ver Pialer \\q naThomaeime Neuherausgabe nn Rerla m pex fiidbeutjchen
‘Wmm! fefte vevanlafit und jie m]tum m Vorwort ve Lh‘fm\ unter dem Titel  Mlbredt
Tiivevs Untermeijung ber Mejjung um einiged gefiirgt und dem neueren
Sprachgelbrauch angepaht', herausgeq. von Aljred Pelber,

Dritter Ab|dnitt.
Sdattenbeftimmung der Parallelprojeftion.

§ 25. Allgemeines. Hauptjate iiber Schatten von Streden bei
Parallelbeleuhtung.

1a) BVon einer Aeichnung fordexn wiv mit Recht, dap fie eine
deutliche “kmmllunq poit dent abgebildbeten Gegenjtande bei dem
Bejchauer hervorrufe. Durc) die bishervigen Darjtellungen, die blope
<’imm~r,1idmunqg i (Mame!) jind, wirh ﬁﬂ»:w nicht inumer evveicht.
Dagegen lajjen fich Lage und Geftalt eines Korpers aus jeiner Dar-
jitellung leichter evfennen und der ﬂLr\LH‘h]TLiL Sorper bejjer anjchau=
lich auffajjen, mwenn wir ihn uns beleuchtet denten und die Sdyatten,
bie er auf dbie Wildebene oder auf einen anderen Korper oirft, in die
Setdnung mit aumehmen.

ly Die Qunft des Steinjdnitts ijt uvalt. 1. §on. 6, 7 heipt ez vom Tenpelbau
Galomos: , Und dba basd Haus gejehet ward, twaven die Steine zubor gans jugerichiet,
pag man feinen Hammer, nody Veil, umh irgend ein eijern Werfzeug int Baien
horte.”

9}

Copbener, Darfiell. Geometrie.
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b) Wm bdie Schattenbejtimmung moglichit einfach zu gejtalten,
nehmen wir die Lichtquelle ald punttformig an.
St Fig. 111 L eine jolche Licht-

(7 : quelle und P ein materieller Punkt,
;,/ jo tird durd) ihn bdie Wirtung bes
e = == o t’u‘l_ll]imhl-_? LP in jetner v%vyldn-—-
f__’_r_,,j.f—ff gerung mn,;_}v[]qlayn, 0 tnn_a hinter
? thm et gevanlimiger &Schatfentaum
Fig. 111. entiteht, ben tir ald den vom Puntte P

geworfenen Sdattenjtrabl bezeich-
nen.  Trifft diefer eine hinter P befimdliche uffangflache, 3. B. bie
Ebene €, 1m Punite p, jo 1jt an diefer Stelle fein Licht vorhanden.
Der Puntt p heit der Shlagijhatten ded Punites P.
Nean findet alfo den Sdhlagidhatten eineds Punftes P auj
etne Flacdhe €&, tmbem man den durch P gehenden Lidht-
ftrahl mit € zum Sdynitt bringt.

Crre Gerade 12 (Fig. 111), bdie wir und materiell denfen miijjen
(diimner ©tab, Draht), roirft hinter jich einen ebenenformigen Schatten,
bie Sdhattencbene. Der Schlagjchatten, 1’2, den die Gerade auf die
Ebene € wirft, ijt baber im allgemeinen eine Gerabe. Jn weldem
salle ift er nur ein Punft?

Bet einem undurchjichtigen Korper (Fig. 112) erjcheint der der
Lichtquelle zugerwandte Teil (1234) der Oberfladhe exleudhtet. Der
pem Lichte abgewandte Teil
Defjindet jich im Schatten, ex
[iegt, wie man jagt, im Selbjt~
oder  Eigenfchatten. Die
Grenge wijchen dem beleudy-
tetenn Tetl und dem Cigen-
jchatten beit die Schatten-
gremge (1234). Diefe fann
man jich badburch exhalten ben-
q fen, daf man einen Lichtjtrabhl

Fig. 112. an pem storper i‘T.EHll‘lTﬂg‘;EL‘IiItL‘H

[aBt, jo baf er bie Oberflache

pattexnd jtreift. Dabei bejchreibt der Lichtitrahl eine Pyramidenjlidhe

pber, wenn ¢35 jich um einen frummildachigen Kodrper Hanbdelt, eine

Stegelflache. Jnnerhalb des von diefen Flachen begrenzten NRaumesd

liegen jamtliche Strafhlen, die den Kirvper beleuchten. Cine fhinter

bem forper befindliche Cbene ¢ wird von diejen Strabhlen nicht

getroffen. Dag unbeleudytete Stitct (1'2'3'4") der Ebene € ijt dex
Sdylagidhatten des Korpers.

Der Umrif ded Sdhlagjdhattens eines fKdrpers ergibt
jich demnad) als dber ©chlagjchatten jeiner Scdhattengrenze.

L ﬁ

¢) Denfen wir uns bie Lichtitrahlen parallel (Parallelbelenchtung),
jo gebt bie ben Kdrper jtreifende Strahlenpyramidbe (Strahlentegel)
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in ein Straflenprisma (Strabhlengylinder) fiber. Der Umrif des
Sdhlagichattens eines Kdrpers auf eine Ebene € ijt bann
nichts andberes als dbie Parvallelprojettion jeiner Shatten-
grenze aufj €.

2) Smt folgenben twerben wir uns nur mit Parvallelbeleudtung
bejchaftiqen, tnbem tir ald8 Lidhtquelle die SGonne Dbetrachten,
beren Strahlen mwir mwegen ihrer getval-
tigen Eutfernung von der Crbe als ha-
vallel anfehen fonnen. Dabei jud bie
Sdlagichatten einfache ‘Barallelprojet- E
tionen, 1) toobet bie Lrojeftiondjtrahlen ber -
Qichtrichtung parallel jind. Die Sdhatten-
beftimmung griindet jich auf dbie jolgenden Fig. 113
Hauptiale:

I. Der Sehlagihatten ciner Geraden auf ¢ine Ebene gebt durdh
ibren Sdnittpuntt mit der Ebene (Fig. 113).

II. Der Sdhlagidhatten einer Strede auf eine ju ibr parallele
Ebene ijt jur Strede parvallel und hat die gleidhe Lange (BVeweis!).

[1I. Der Shlagihatten ciner Iotredten Strede auf cine wage-
rechte €bene ift parallel der jenfredhiten Projettion der Lidhtrichtung
auf die Ebene.

Bezeichnet 1 (Fig. 114) die Richtung der Lichtjtrahlen, jo exhalten
wir ben Schlagichatten Aya der ju € lotrechten Strede Ay A, indem
iv durch A zu 1 die Larallele ziehen,
bie € in a trifft, und a mit A, ver-

binden. A,ja ijt die jenfredhte Brojel- R ¢ L"“

tion ber Strede Aa. Um bie fjent N ]\

vechte Projeftion Pip ber Nichtungs- F N et
[inie ] bev Lichtjtrahlen zu bejtimmen, i e e S E
fallen toir von einem beliebigen -7 % ,.,’/

PRunfte P von 1 auf € bas Lot PP,
vetldngern 1 bis zum Sdnittpunite p
mit € und ziehen Pyp. Da AA, | PPy
und Aal/Pp ift, jo find die Ebenen ber beiben Dreiede AA;a und
PP,p parvallel (2. 1. § 69, 2). Dabher ijt A;a || Pip (§ 70, 1).

D

Davaus ergibt fich weiter, daf die Schlagihatten aller Lot-
ftrecden der Auffangebene auf bdiefe untereinanber parvallel jind.
Das qilt andh allgemein fiiv pavallele Streden von beliebiger Lage zur
Auffangebene.

[V. Parallele Streden werfen auf eine Ebene parvallele Sdhatten
und bilden mit ibren Shattenldingen das gleiche Verbaltnis (Ve-
teis!).

1) Die frither fiir die Parallelprojettion abgeleiteten Sibe (1. § 3) gelten in ents
ipredjender Abdnderung daher audy fitr unjere Schattentonftruitionen.
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§ 26. Sdattenbeftimmung der fdiefen Parvallelprojettion.

1) Die Richtung derv Lidhtitrahlen nimmt man im all
gemeinen fo an, dap die Strafhlen von lints oben undbvorn
nach rvedhts unten und hinten verfaufen. Welche Richtung
haben dbagegen bdie projizierenden Sebjtrahlen? Da zur Grundebene
jenfrechte Streden parvallele Schatten von gleichen BVerhdltnifjen
haben, fo fomnten wir, dhnlich wie bei der jchiefen Parallelprojeftion
bie Richtung der Sebjtvahlen, die Riditung der Lidhtjtrabhlen
feftlegen burch den Wintel, den die Schatten [otrechter Streden
mit dber Wchfe bildben, und bdurch dagd Verhailtnie dev Schattenldnge
einer Lotrechtenn zu biejer.

Wir zichen es jedoch vor, die Lichtrvichtung emjach dadurch je jt-
sulegen, dbaf wir im Sdrdgbilde (Fig. 114) einen Lichtijtrabhl |
und jeinen Grundrif l; zeichnen. Denn durch die Schragprojettion
ber Qichtrichtungsdlinie ijt die MNichtung der Lichtjtrahlen nod
nicht vollig beftimmt. (Warum nicht?) Das wicd jofort erveicht,
jobald man bas Schragbild 1; des Grundrijfes der Lichtrichtung himau-
fligt, dbaé mian innerhalb ber duvdh die angenommene Lichirvichtung
bedingten® Grenzen beliebig annebhmen fanmn.

2) €rjte Grundaufgabe: Den Sdhlagidatten eines Punttes P auf
diec Grundebene ® ju beftimmen (Fig. 114).
Bedeutet 1 bag Schragbild der Nichtungslinie dver Luchijtrahlen und
l, bas feiner jenfrechten Projeftion auf die Grundrifebene, jo finden ,
wir dent Schlagichatten p vou P auj & unmittelbar nach Hauptias 11
Qweite Grundaufgabe. Den Shlagidhatten cines Punktes P auf
eine fenfredhte €bene (Bilbebene) ju bejtimmen (Fig. 115).
€3 jet P, bie Grundripprojeftion des jchattenverfendven Punttes P
und PP, jeine Hohenlinte. Ziehen wiv durch) P zu | und durch Py 3u
I, bie Rarallelen, die jich im Punfte py jdhuneiden, jo wire p; dex
Sdlagjchatten auj . Doch diejer
Sdhatten fommt nicht jujtande. N
bas Gtiid Pk bes Sdhattens bder
Hohenlinie liegt auf ber Grundebene .
—— Jm Punfte k Hat die Schattenlinie
= einen jog. ,Snidpuntt?, jie ldujt
jefst i1 ber Bilbebene weiter. Der auj
-~ ; bie Bildbebene entfallende Teil 1jt die
1g. 119 Spur bder durch die Hohenlinie PP,
gehenden Lichtebene, ijt daber jent-

techt auf der Achie (Hauptjah II). Um bden Schlagjchatten p,
auf B au erbalten, haben toir aljo tm ,Knidpuntte” k die Sent-
vechte zur Achje zu ziehen, die die durch P zu 1 gegogene Parallele
in p, trifjt.

Bemerfung. Beijpiele zur Bejtatigung des Gejagten bietet uns vie
Natur in Fitlle. Man beachte nur den Verlauf dex Schatten von Baum
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ftdmnien odet jenfrechten Stangen, die in der Ndbhe von jentredyten Wauer-
anden ftehen, jo dbaf ihre Schatten zum Teil auch auf diefe fallen. Ber=
juche mit dem Bleiftift!

3) Aufgabe 1. Den Schlagjdhatten eines Witrfels auf bie Grund-
eberte 3u zeichnen, jorie feinen Gigenjdhatten zu bejtimmen (iFig. 116).

Der Wiirfel ruhe mit zoei Seitenflachen pavallel 1 B jo auj der
Grunbdebene, daf dieje ben gangen Sdhatten aufnehmen fann. Die
Qichtitrahlen jollen pa-
vallel dber Diagonale 53
einfalfen. Daburch ijt
aud) die Sdhattenvich-
tung vexr 3u @ jenfrechten
Streden fejtgelegt. Dex
Schatten bex Ede 5 ijt 3
und baher der Schatten
ber $Kante 15, ber in
Wirflichfeit nicht 0=
itandbe fommt, 1 3. Die Schatten der anderen Seitenfanten jind pa=
vaflel 1 3.

Weldhe Flachen des Wiirfeld befinben jih im Cigenjchatten?
Schattengrenze?

Die Darjtellung des Winfels gemwinut bdburd) PHingufitgung vdes
Schattens, ie die Figur deutlich zeigt, bedeutend an Anjchaulichteit,
weil der Korper dadurdh fcharf aus der Grundebene hervorgehoben wird.

Die im Selbjtichatten liegenden Flachen jollten eigentlich duntel jein,
ba fie von der Lichtquelle jelbjt fein Licht empfangen. Das trifft
tatjachlich nicht zu. Denn die in der Nahe liegenden beleuchteten
focper werfent einen Teil des empfangenen Lichtes uriick auf die im
Selbjtjchatten liegenden Flachen (Reflexlicht) und bewirfen dort etien
gemijfen Grad von Helligfeit. Wir bringen dag in ben Darjtellungen
badurch zum Ausdrucd, baf wir die betreffenden Flacden iveniger
punfel ald ben Sdhlagjchatten anlegen.

Aufgabe 2. Den Schlagjchatten und Cigenjchatten einer fiinf-
jeitigen Pyramide zu beftimmen, die fo auf ber Grunbebere itebt,
baf ber Gdyatten um )

Teil auj bdie DBilbebene £
Fallt (Fig. 117).

Mian beftimme zundachit
pen  Sdylagichatten dex
Spige S auf die Bild= und
Grundebene und ziehe
vondemerhaltenen
Jiveellen”  Sdat-
tenpuntt s; auf & -2
bie Streifgera= .
Den anbdie Grunbs ——
flache s;A unbd 8,0, Fig. 117.
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70 § 97,

ABCs; ftellt dann den Sdlagichatten auf die Grunbdebene bdar,
B per aber nur bid jur Achje auf © zur Wirtung fommt. Den auf B ent-
Fallenden Tetl bes Schattens erhdlt man, wenn man den Schatten s,
per ©pise S auf B mit den , Knidpunften” 1 und 2 bex Sdhatten der
Seitenfanten SA und SC verbindet. Sdhattengrenge?

i
§ 27. Sdattenbeftimmung der geraden Parallelprojettion.

1) Bet ben Darjtellungen tn gevader Pavallelprojettion pylegt man
eie gang beftimmte Lidhtitrahlenvidhtung zu twahlen, die ex
fabrungsgemdp eine jehr qiinjtig icfende Be
feuchtung gibt. Unud zwar nimmt man die Ricd)-
tung ber Lidhtitvablen jo an, daf jie von lints
pben und vorn nacdh vechts unten parallel dex
Richtung der Diagonale etnes Whrjels
perfaufen, von bdem dret Santen mit den Bild-
achfen zujammentiallen (§. Fig. 116). Die Projet-
tionen 1, und I, (Fig. 118) der Lichtftrablenvich-
tung 1 bilben dann mit der x-AUchfe je einen
Wintel von 45°,

Grundaufgabe. Den Schlagidhatten ju be-
jtimmen, dew ein durch jeine Projektionen ge-
13 Fig. 118. gebener Puntt P auf die Bildebene wirft
(Fig. 119).

31 Ter Gdylagjchatten ijt ber exfte ober jweite Spurpunit bes durch
E ben Punft P gebenden Lichijtvafhles, dejjen Projeftionen mit dex
q ‘ s x-Uchie je einen Winfel von 45° ein-
8 i ichliefen. Der erjte Spurpuntt p; fommt
o e ale Sdyattenpuntt nicht m Betracht,
] | R D( Ejt‘_l"EL‘E]t“l_tlt‘llTIl'LI{_J[ 511‘91']“1' bie ameite
s : N o fl_h_‘t}_lL'ftunvsvbn‘m‘ (Dte Toir als undurch:
& ; IR jichtig annebmen) trifft.
P A Wann fallt ber Schlagjchatten eines
' B SBunftes a) auf bdbie Uchie, b) auf bdie
A . erjte, e) auf die weite Bildbebene?
= e S Big. 119 libungsaufgaben:  Bejtimme den
! % Sdhlagjchatten eined Punttes P a) auf

eine beliebige Ebene € = (e, €,), b)

auf eine ebene Figuy, ¢) auf eine Pyramive (Kegelfldache), d) auf ein
Prisma (eine Bplinderflache). Vgl. § 23, Aujg. 5 u. 6.
2) Sdlagihatten gerader Linten und ebener Figuren.
Aufgabe 1. Den Shhlagjchatten einer Strede AB 3u beftimmen
(Fig. 120).
' Wir beftimmen die Schlagichatten ab; und a,b, der Strede AB
auf bte erite und zloeite Bildebene. Die Schattenitreden jchneiden
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jidh tm Punfte k auj der x-Achje. 4
Bon ifhnen fommen ald wirtliche 5
Schatten nur die in B; gelegene
Strede b,k unbd die in B, getegene
ka, sur Geltung. Die gebrodhene
Qinie b, ka, 1ijt ber gejuchte
Sdhlagichatten mit dem , Knid-
puntte’ k.

Die Schatten miiffen jicdh auj
ber Uchie {chueidben, da fjie die
Spuren der Lichtebene dburch AB
jind. Beftimme ben Puntt der
Strede AB, bdeffen Shattenbild
ber Enidpuntt ijt!

Aufgabe 2. Den CSchlagjchatten a) emnes
burch jeine Projettionen gegebenen NRedhi-
edd ABCD, bas parallel B, ijt, b) eines
burchbrochenen Rechteds (vgl. Tiivvahmen),
bas B, bavallel ift, su geichnen.

Lojung au b) . Fig. 121.

Aufgabe 3. Den [Schlagjchatten * eines
burch jeine Projeftionen gegebenen Dr'efie’ds
ABC zu bejtimmen (Fig. 122).

Wit ermitteln die Schlag-
jdhatten ber Dreteddjeiten
nach Aufg. 1 und gervinnen
paburch bdbie Begrenzungs-
[inten bes gejuchten Sdylag-
fchattens ped Dreiects ABC.
A a; bye; i1t der Sdhlags
ichatten auj By, A a,byc,
ber auf B,. Von dem eriten —
fornmt nur ber vor ber
Achie, von demr leBten nuy
ber itber ber Achie gelegene
Tell als Sdyatten zur Gel- -
fung. AL ¢ =

Den Sdlagjchatten einer
Kurve finden ivir, inbem
wir die Schatten einer hin-
reichend grofgen Zabhl ibhrex
Buntte beftimmen und bieje
purch etnen jtetigen Kurvenzug verbimbden.

Aufgabe 4. Den Schlagjchatten einer B; pavallelen Krersflade
mit bem Mittelpuntte M zu zeichnen.

Der Schatten auf By ift ein dem gegebenen Kreis fongruenter
freis, Den wir nadh) Crmittlung des Sdhlagichattens von M jofort

s

AT

Az




fFr
o
-]

2

zeichnen fonnen. Der Sdatten auj B, dagegen ijt eine Ellipje, vou
ber bei zutreffender Lage nur der iiber dber Achje gelegene Teil jur
Wirkung fommt. Um die Schattenellipje zu erhalten, nehmen wir
auf pem Umfang des jchattemwerfenden Kreifes eine beliebige nzah!
von Punften an, deren Schatten auj B, wir bejtimmen.

Bet entiprechender Lage bejteht alfo der Schlagichatten ded Stretjes
auf bie Bildebenen aus einem Kreidabjchnitt unter und einem
Ellipfenabjchnitt iiber ber Wchje.

3) Uufgabe 5. Den Schlag- und Selbjtjchatten eines auf der Grund-
ebene ftehenden gevaben Pridmas zu beftimmen (Fig. 123).

Der Sdhlagidhatten der Grunbdflache fallt mit diejer zujammen.
Al die Schattenbeftimmung fommen dafer nur die Seitentanten
und die Decilache in Betracht, wo-
bei jedoch ber in boller Beleuchtung
liegenbe Edpuntt 6 jamt den von
ibm ausgehenden Kanten nicht
vermwenvdet 3u werden braucht. Die
Grenze 3ioijchen dem beleuchteten
und dem im Eigenjdhatten liegen-
pen Teile der Lbexfldache, die jog.
Sdhattengrenze, bilden die Kanten,
[angs bderer eine zur Lichtjtrabhlen-
tichtung pavallel betvegte Gervade
pen Storper blog jtreift, ohne in ibn
eingudringen (Sdyrdgbild!). Bei
unfevem Pridma bejteht die Schat-
tengrenze aus dem gejchlojjenen
Lintenzuge 127891051, Wichtig
fiic bie Crmittlung der Sdyatten-
qrenze ijt hier die Bejtumnung dex
au 1hr gebhorenden Seitenfanten.
Wir finden Jie, indbem toir an den
Grunbdrip des Pridmas parallel 1; die Streifitvahlen ziehen, die hiex
purch 2" und 5 gehen. Die Seitenfanten 27 und 510 jamt den
Dedtanten 78, 89, 910 gehorven deshaldb jur Schattengrenze auf
pem Kovper. Die Schlagjchatten der die Schattengrenze bilbenden
Santen jind die Umriglinien des Korperichattens auf den Bilbebenen
und bHaben die entjprechende Meihenfolge.

Aufgabe 6. Den Sdhlags und Cigenjchatten einer auf der Grund-
ebene jtehenben flinfieitigen Pyramide zu bejtimmen (vgl. § 26,
Aufg. 2).

Wufgabe 7. Den Schlags und Eigenjchatten eines geraden Kreis-
fegels, dejjen Grundflache in B, liegt, su zeihnen (F1g. 124).

Wir evmitteln junddhii die Schlagjchatten s, und s, dexr Kegeljpite S
auf B; undB,. Die bon s, an den Grundireid gezogenen Tangenten
s; Ay und s;B,; bilben bdie jeitlichen Givengen des Schattend auf By,
von dem mur der vor ber Wchie legende Teil zur Geltung fommt.

i

Sig. 123,



Der auf B, entfallende Teil des
*d}lﬁg]d}attcnh befteht aud bem

Preied s,mn. Die Gremglinien
A;m und Byn jind die Grundripe
ipuren der bonden jtreifenden Lidht-
ftraflen gebilbeten Lidhtebene, die
den Stegel in den Mantellinien AS
und BS beriihren. AS und BS
bilben die Sdhattengrenze auj bem
Segelmantel.

Aufgabe 8. Den Schlag- und
Cigenjchatten eines auf der Grund-
riebene fjtehenden Kreidzphlin-
Ders zu zeichnen,

Aufgabe 9. Den Schlags und
Eigenjchatten einer auf ber Grund-
ebene rufenden Kugel zu be- Yig. 124.
jtimmen (Fig. 125). :

llm bdie Aufgabe einfach und anjchaulidy zu [Hjen, nehmen iviv eine
ju By fentfrechte, den Lidhtjtrahlen pavallele dritte Bildbebene zu Hilfe.
Auf DEL]L Hilfsebene 4.)10115[81311 iv die gegebene SKugel K unbd
lul{‘ll jie dann um ihre erjte Spur e, in die erjte Bilbebene um.
Der durch den Mittelpuntt K gehende Lichtitvahl 1 trifft B, in dem
Spurpuntte k; (KRonjtruftion!), der zugleid) als Sdhlagjchatten von K
su betrachten ijt. Der Wintel Kk, K, = « ift dann ber Neigungs-
winfel, unter dem die Lichtitvahlen By trefien. Seine roahre Grofe
exgibt fich unmittelbar aus ber Duitt‘n Projettion des vedhtroinfligen
Dreieds Kk, K,.

Samtliche hw. Stugel bexithrenden Qichtjtrahlen bildben eine Bylinder-
flache, die die Kugel in einem Hauptireife beriihrt. Die Ebene diejes
Rreijes, der die Sdyattengrenze auf dem Kdrper darjtellt, ijt jent-
vecht z3u den LQidhtjtrahlen und projiziert jich daher auf dbie Hilfs-
ebene als Durdhmejjer ABy, dDer zu ber britten Projeftion 1 des
purd) K gehenden Lidhtitrahls 1 fentrecht ijt. Aus der dritten Projet-
tion A,B; bed Grenjfreijed gewinnen ioir genau ivie jonjt aud dbem
Aufrip dvie Cllipje A;C,B,D, mit den Hauptadhjen A,B, und C;D, als
jeine erjte ibmp,ftwn Die beiben gueinanbder 1C31f1&‘ff]t011 \hetﬁbllldi’
mejjert AB und CD erjcheinen auch im Grundrif in jenfrechter Lage
(Grund? §18,2. &.). Die 3iveite Projeftion dber Schattengrenze erhalten
wir purch Hinaufloten beliebig vieler Punite des Grundrijjes, robet
su beadhten ijt, daf bex zroeite Bilbabjtand eines Punttes (3. B. bon A)
unmittelbar aud ber Hilfsebene entmommen erden fann (AAx
= A A,).

Die Sdlagichatten des Gremjfreijes jind in beiden Bildebenen
Ellipjen, von denent in B; nur der vor und in B, der itber der Achje
gelegene Abjchnitt ur Geltung formmt. Der Mittelpuntt dber Grund-
riellipje ijt der jchon zuvor beftimmte Punft k;,. Der Schlagjchatten
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(a,b;) bes Durdhymeijjers AB des Grenzfreijes bildet fitx jie die Haupt-
acdhie und der des zu AB jenfrechten Durchmejjers CD bie NMeben-
achje e,d,, die gleich CD ijt (Grund?).* Wie fonnen die Achjen jofort

;.;‘ ! q- 125, Ill".f

/

mit Pilfe der dritten Projeftion der burch AB und K gelegten Ridht-
ftrablen bejtimmt werden? Den Sdhlagjchatten auf B, ermitteln row
endlich dbaburd), dap i die Edlagichatten einer Anzahl von Punften
pe3 Grenzfreijes auf B, bejtimmen. Von der Sdhattenellipie auf B,
1ft in der Fiqur nur der jur Geltung fommenbe Abjchnitt gezeidhnet.
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