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358 Richtungsanschluss an feste Strahlen, § 96.

in rJ_' 2. angenommen ist, hat sich im vorliegenden Falle r'_"||i5-fo'u]|_1}1_ weil jener
Punkt, 8t. Michael, nach Entfernune und Beleuchtung der beste war,

Der Umstand, dass wir hie

fiir alle Winkel einen gemeinschaftlichen Ax.
fangsstrahl P P, genommen haben, erleichtert die Ubersichtlichkeit, ist aber fiir
16 Winkelausgleichung nicht wesentlich,

Man konnte auch bei

&

sol

5 Strahlen mehr als 4 Winkel messen, und hitte dann

dieselben alle einzeln in die Ausgleichung einzufithren, z. B. wenn geme:
die 7 Winkel Py }}] Jp_l 1”—__' Pl -IJ:‘. = b l
. 7] > yu 2 5
PP, PP PP (5)
]3_‘ ‘I,I

ende Fehlergleichungen mif Ay — Qg 5 g — ..o Gy — g

oL Wiren

20 wiirde man 7 entspre

w. 8. Ww. erhalten,
Indessen in der lanfenden Praxis wiirde man s0 kaum verfahren., Wenn wirk-

lich 7 einzelne Winkel zwischen 5 ‘unkten gemessen wiren, so wilr

kurzer Hand die 5 Winkel auf der Station in sich aus

le man vielleicht

wa nach § 60.)
und das Ergebnis als einen Richtungssatz nach § 93. weiter behandeln. Das wire

theoretisch nicht streng, aber mit Ricksicht auf Nebenumstinde, (vgl, den folgenden

§ 96.) praktisch gentigend. Sollte man aber aus irgend welchen Griinden veranlasst
sein, einen Fall wie den vor

tehenden bei (5) mit Winkeln streng theoretisch zu
behandeln, so wire das nach dem vorhergehends

n leicht zn machen,

§ 96. Richtungsanschluss an feste Strahlen,

Wir miissen nochmals auf den einfachsten Fall des Vorwirtseinschneidens von
g 91 1. 8. 835 zurfickkommen. Dort wurde durch je einen Winkel § ein

alten festen Strahl angelegt, und da der Richtuneswinkel ¢
alten Strahles fest gegeben war, so wurde
durch das Anleg

des neuen Strahles bestimmt, und zwar mit

en auch der Richtungswinkal

(Genauigkeit, welche der Winkel-
messung selbst anhaftet.
Wir wollen dieses mit Fig. 1. weiter

verfolgen. @

ben sind die Coordinat

dreier Punkte:
Y &
A 44 904,30= — 15 967.50™ i
B —39554,90 4+ 14 082,80

¢ - 36 479,40 <+ 16 760,560 l

.'U ! -—I5 Km

Fiir einen neun zu bestimmenden Punkt werden Niherung:

oordinaten angenomumen :

1)

Niherung (P) — 41 316,18
Zur Bestimmung dieses Punktes sin
Winkel B AP =8 — 317° 4 407
: ABP=f= 43 B8 48
»w CBP=8 =984 35 50 l

= 50 10 49

S T




chluss an feste Strahl

§ 06, Richtungsan

Richtungswinkel :

inaten (1) rechnet man die fest gegeben
[4 B] = 109° 538" (" oder [B A] = 289°53" 0 |
[BCl= 48 25 47 ., [C B)=228 25 47 | )

h die Niherungs-Richtungswinkel (¢) und die Ent-

)abei rechnet man auch sogleic
fernungen §:
i (A P)= 66°57 59 = (94
(BP)=25833 1 20 = (@) und
C P)=278 36 44 = (q4)

Wenn man die gemessenen Winkel 8 nach (3)

man die Messung

so bekomi

nach P :

F ot

P -
0 o PPl
Hierauf kann man eine Ausgleichung nach dem Muster von § 92. 8. 345
in (die Coefficienten auf 1 Stelle

= =
1

|
£ op
= = ab

griinden, und zwar mit folgenden 4 Fehlergleicht

—bdx +24y -+ 10
fvo= +2d8x +5dy —18 ‘ (7
lve= +88zx +=5d8y —12 '

By = dfp 38 Y+ 8

ngen werden

_|i' O @ 146y — TlL‘ = "-' P :. l (8)
14 4 550y — 122 = 0 mit [I7] = 652 |

hierans &8y = - 2,0dm 0=+ 1,04 [fi.2] =318 If (ay

i
== 1.5

Py = al) -+

sr §y und dx zn den

Also die aus ‘oordinaten selbst, mit Zt

Niherungren
Ausgl

= -+ 17495,15" |

P, y=—41815¢ :
-+ (.18 {19 !

(10)

dem My

Die Ausrechnung der endgiiltigen @ und der v

unten giebt:

ar Vn = 0 Uy =+ 14 itnl'
Eli-

;. — = O 1

= - Vo

- = . i . R 5 | Q19 . . dar
3 in gentigender Ubereinstimmung mit [11.2] = 313 aus dex

darans [v vl

-T}J_‘I' mittler

‘e Fehler einer Messung wird :

315 . )
n= [/ E — -+ 13 Itl"’.-l
) { e e

Diese ganze Rechnung unterscheidet sich nun durch gar nichts yon den Rech-
nungen des § 01, oder § 92. als durch den zuniichst gleichgiltigen Umstand, dass
gleiche Coefficienten @ und b haben (dabel

2 zwei Fehlergleichungen fiir v; und vg

siche Absolutglieder).
U5 ist leicht einzusehen, dass man statt dieser zwei Fehlergleichungen vg und

tg aunch eine Fehlergleichung nehmen konnte, nimlich statt (7):
P = =004+ 20y 14" I

5 Eif . 1 5.9 C ek 3
og = + 202+ 56 y— 10" mit Gewicht =2 l (i)

vy =+4d8x+18y+ 8
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|
a m
L8 10

wss hiebel vog mit doppeltem Gewichte eingefiihrt werden im Verele
Gewichten von v; und vy

mit den

Rechnet man damit weiter. so bekommt man zwar
gleichungen (8) wie im ersten Falle, aber ein anderes

Glied

- 49+ 146y — 78—

- 14024550y — 122 = 0 mit [717] g
hieraus 8y = + 2= & o= + 1,00 [ = 294 | o
[Py = 7.1_. =+ 2.4 (p. = 49) + 2.6 l :
die ausgegliche
+ 17493 15
= + 17.4¢ i
-+ )94 +4- (1,28 \
Die endgiltigen ¢ werden auch dieselben, ersten Falle, geben aber teilweise
andere @, nimlich:
v =+ 9 Vog = — 5 vy = - 14 (11*
also [Pev] =81 +9 4+ 94196 =205
/295
m= I - 9:--' it (12%)

und damit die schon bei (9%) angegebenen Coordinatenfel

mit 4 gleichgewichti

Die beiden Bechnungsformen, entwe

doppeltes Gewicht hat, g '.LI-'-‘.

oder mit 8 Richtungen, von denen dje ZWe 1
I Coordinaten und dieselben Gewichte, aber verschiedene mittlere Fehler,

-nll Zwar so dass die Be stimmung aus den 4 113';1'|1-i'1:!_gli-*’nnn Messungen die bessere
ist im Vergleich mit der Zusa nmenfassung der 2ten ynd 1 Messung in ein Mittel,
Wobel nur n =8 Messungen auft

Dieses haben wir bere

i 21, 8. 70 behandelt, mit zwai Gleichung

die Gewichte p, und P die Ausgleichung selbst in eine Gleichung (189 znsar
gefa W kdunen, Auch in dem Nenner des Fa !

juadrats 1 als eine Glel

zihlt und s

hit Bls swei Gleichungen, wie anf 8. 70 am Schlusse

aus Versehen geschrie-

ch die vorstehenden Gleich

) mit 8—2 im Nenner, charakterisiart.

ben ist, Die Berechnung des mittleren Fehlors ist q
4—2 im Nenner, und (

Durch das einfache Beispiel mit Fig. 1. S. 358 ist wohl ¢ Frage verschie-
dener Richtungsanschlitsse durch Winkelmessungen geniigend klar gemacht, auch

kann der frithere § 78. mit Zwangsanschluss fiir Winkelmessungen in allen (o
nationen hier zugezogen werden. Man wird wohl meist in solchen Fillen fiir die
mehrfach angebundene Richtung einen Mittelwert einfihren und den-
selben als eine Messung behandeln, vielleicht sogar mit einfachem
Grewicht, was hier in praktischer Hinsicht nicht weiter zt

Theoretisch weniger einfach ist die nun zu behandelnde An-
bindung von gemessenen Richtungssitzen an mehr als einen foster
Strahl, Wir wollen dieses sofort an einem Beispiele behandeln:

In Fig. 2. ist angenommen, man habe auf dem Punkt J 4 Strab-
len in einem Satz gemessen, und zwar 3 Strahlen nach 3 unabinder-
ich festen (fehlerfreien) Punkten 4 B C. und einen Strahl nach einem
neuen Punkt P. Die hier zu machende Ausgleichung ergiebt sich
sofort als eine Mittelbildung aus den Differanzen zwischen den end-

-

=

ertirtern ist.




§ 96, Richtungsanschluss an feste Strahlen. 361

gltigen Richtungswinkeln fir 4 BC, und den vorliufig orientierten Richtungen,
wie folgendes Beispiel zeigt:

Feste gege- | Urientierte T
, .. | Gemessene | pane E\"-{'.Hh- Differenz | . b Schein.
T ety S o - |bareFehler| 42
Richtungen 4| tungswinke q A Richtungen = :

q t=A-47Z |0o=0Q o
JA 219 18" 33"| 21918 0" —. 887 | 91917 56 + 4 16 (13)
JB | 48 29 43 | 48 20 7 36 | 48 29 6 +1 1 :
JP 00, 37 22 e e e e 12 iR 90 86 45 ik o
JC | 148 39 21 | 148 88 89 | — 42 | 148 38 44 GOk 95

Summe — 111 [6] =0 49

Der mittlere Fehler einer gemessenen Richtung ergiebt sich hieraus:

o/ 42

0

I —iEn s T
Der Nenner ist dabei 3 —1 =2, weil 3 Messungen 4 , B, C zur Ausgleichung
mitgewirkt haben und eine Unbekannte Z vorhanden ist, deren Gewicht nach der
Ausgleichung = 8 ist oder allgemeiner bei s festen Strahlen ist das Ausgleichungs-
gewicht von Z gleich s. Damit erhilt man auch das Gewicht oder den mittleren
Fehler der neu orientierten Richtung P, denn es setzt sich deren Fehler zusammen
aus dem Fehler der Orientierungsgrosse Z und dem Fehler der Richtung P selbst,

oder das Fehlerquadrat M2 fiir die Richtung P wird:
YRRl o0 S L (14)

8 3

oder in Gewichtsform: das Gewicht der durch Orientierung auf s feste Strahlen

i 1 s = .
4 B C... neu bestimmten Richtung ist:

e (15)

1

)

 gilt die Annahme, dass die fest gegebenen Richtungswinkel g fehler-
frei seien, eine Annahme, die cewthnlich zu machen ist, obgleich sie natiirlich niemals
streng erfiillt ist. Nehmen wir dagegen an, die Richtungswinkel @ haben selbst
mittlere Fehler -+ u, so erhiilt man statt (14):
; m2 + 2 L o (8 +1 u 11 o
ME="_"" " m? — e e (18]
8 g me §

und das Gewicht:

m2
Uber das Verhiltnis von wu? : m2 kann man nun verschiedene Annahmen machen;
setzt man u2 = 0, =0 geht (17) wieder in (15) guriick, setzt man u? = m?, so wird:
& =)
s L (18)
P=—— (18)

§+ 2

Zwischen den Grenzen (15) und (18) wird sich wohl der richtige Wert gewthn-
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362 Richtungsanschluss an feste Strahlen. § 96

o (AL,
'3-:5-.'::."

(18) mit 3 =9,

o S 32 1 S 3
lich bewegen, und P = - entsteht aus (15) mit s =
= (3]

Dieses wird f

uns spiter Veranlassung sein, in der laufenden Praxis Vorwirts-

einschneiden kurzer Hand die Gewichte = 5 Zu setzen.

Damit haben wir das, was wir filr die nfichsten Anwendungen hauptsichlich
- noch

el (13)

brauchen, erledigt, wir wollen aber noch — mehr aus theoretischem Intere

weiferes hinzufiigen, und zuerst nochmals an Fig. 2. mit dem Zahlenbeis
anbinden. (8. 360—381.)

Die dort berechneten o

von Originalbeobachtungen und konnen einer neuen Ausgleichung unterworfen werden,
deren Fehlergleichungen sind:
i 2+ 4" ‘
Ua - o | |
g — & 4. . ‘
vy = 22— 5

Die in der Tabelle (18) angegebenen &, deren Summe [6] = 0 ist, treten nun

als Absolutglieder der Fehlergleichungen (19) auf: die neue gemeins

verbesserung ist z, und die neuen Verbesserungen der Richtungsbeobachtungen sind o
Fiir vy ist in (19) der Ausdruck unbestimmt gelassen, weil der dritte Strahl vorerst
noch frei ist.

Wenn nun al

r dieser Strahl J P nicht mehr frei endigt, sondern einen Punks
£ trifft, nm dessen Neubestimmung es sich handelt, so
eine Fehlergleichung gelten von der Form:

auch fiir diesen Strahl

Ve =2+ a &z 430 Y+ 1

wo ¢ und b die bekannten Richtur

r3-Coefficienten sind.

Das ganze System der Fehlergleichungen heisst nun in allgemeinen Zeichen:

=% -+ {y r
30 = & k= l.':: !
vg =g+ adao+bd Y E‘.-‘. I
L Gt Iy
Hiebei ist die Summe Lh+L+1l,=0 (21)

was als allgemeine Beziehung dem hesonderen Falle =+ 4 — 1" — 5 bei (13) und
(19) entspricht.

Die zu (20) gehorigen Normalgleichungen werden alleemein fiir s feste Strahlen:

s+1leg4+adx b & Yy -+ :'.ll =0 d.7h; ||1| = () ‘
adow +—~abd ¥+ a f:‘. — 0 { (99)
b2 & Y — b |":~_ - l )

i

Nach der Elimin von £ bleibt folgendes System reduzierter Normalgleic

- (1] a @ -
(o — - ajdx~+ (ab— ]?J:"“:‘:' + (0 lg — '[[":IT"

5 —

2 b : .
(2! — 1Fji (i) Y+ (b dy — | [in 0
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o]
=]
(]

Diese rednzierten Normalgleichungen sind nun wieder einer anderen Deutung fihig:

Man denke sich eine Fehlergleichung ohne 2z, mit dem Gewicht

8§+ 1

' =aboc+bdy+1; p= (24)
3 "

~+ 1
Diese einzelne Fehlergleichung (24) giebt zu den Normalgleichungs-Coefficienten

genau dieselben Beifri enten von (28).

Bei den Gliedern ohne [ sieht man dieses unmittelbar, dagegen bei den Glie-
dern, welche ! enthalten, ist zum Nachw

s des Gesagten zuerst die zwischen den I
bestehende Beziehung Iy +13+ 1 =0 zu beachten, welche schon bei (21) erwiihnt

denn diese I; Iy 1, sind nichts anderes, als die ans der ersten Ausgleichung
erhaltenen &, deren Summe = 0 ist; damit wird aber:
M=hL+lh+l+l=1
a :
I ¥ 1 A o 3y
alyg=aly— [{], ebenso wie bei (22
s--1 : % .'-'—.—1"]’ y

also palg =

ratsummenglied in

Ebenso wird anch die Entwi klung von phls. Jedoch das Qu
(23

(2d) 18t michi identisch mit dem aus (24) erbaltenen p 2, denn es ist, zuniichst fir

U=t b+ B+ — S =BG+ ]

3,

dagegen fiir s = 3 aus

Wenn man daher statt der 4 Fehlergleichungen (20) nur die eine Gleichung (24)
r dieselben Werte § 2 und & %, aber eine andere Fehler-
1 ist, aber

penittzt, so bekommt man zwa

zn klei

quadratsumme,
men kleine

che um If 4+ 12 4 ¢ gegen den strengen W

auch e ren Nenner erhilt.

seren Systems von n Fehler-
ird das mittlere tsfehler-Quadrat:

B ] - ViV e
me = i i ] (29)
n—u—3

Wenn wir das System (20) als Teil eines grd

gleichungen auffassen, so w Gewichtseinhe

von Unbekannten sein soll, welche ansser 2, & £ und § ¥ noch vor-
ltenen Beitrag bedeuntet.

Wo u die Ang

nanden sind, nnd [V ¥] den in (20) nicht entha

Geht man aber von der einem Fehlergleichung (24) aus, so wird :
5 = [V V] +[ve]— (41 + -’._{J (26)
E (n—3) —u—2 i
Der Nenner ist im Vergleich mit (25) um 2 kleiner geworden, und der Zihler
15t um It 4+ 7% + I kleiner geworden; diese beiden Abnahmen entsprechen einander,

Wenn gesetzt werden kann:

Sl s [

Dieses ist aber in der That der Fall, denn die ) I I; sind dieselben Werte,
welche wir in der ersten Ausgleichung (13) mit &; da 0 bezeichnet haben, dort war

aber zu rechnen :

t\:_': =l g'\-gg s r}._l"-.‘ (i

]
=

me =

3—1
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Dieses (27) ist richtig, weil die 3 Messungen auf den Strahlen 4 B (

4 zur Bestimmung der einen Unbekannten Z gedient haben.
/ /ﬂ Die letzten Betrachtungen (24)—(26) beziehen sich auf den

i Fall von Fig. 2. 8. 360, wo s = 3 feste Strahlen und 1 neuer Strahl
L vorhanden sind. Die Verallgemeinerung fiir s feste Strahlen giebt
..“:.{_-_..'_—_f: keinen anderen Gedankengang,
S Wir betrachten weiter mit Fig, 3, den Fall, dass mehr als
i ein neuer Strahl, etwa 2 nene Strahlen, gegen mehrere feste Strahlen
o festgelegt werden; man habe etwa zuniichst s — 3 feste Strahlen,
und 5" = 2 neue Strahlen.
Die Fehlergleichungen sind:
Allgemein =2 = St s oo +10 ] o \
Anzah] j Vo = 2 s b+ A l
= g = % . a . o . T —I—fg[ =
Anzahl =248 O tbd Y mie e i |
e { V: =2 a'dz +b oy +1.

Allgemein: Anzahl — u

Die Normalgleichungen werden:

[L'] ={ rz+ adx - b4 ¥y +adx +— b8 y + :;'] =10

a2dx+abdy S = +aly =0
aile bly =10

a2 +a by +alz=0
b'2 5 1;' =0l =0

b2 by

o

(23

Nach Elimination von 2 bleibt ein System, in welchem beriicksichtigt ist, dass
wegen by +1Ip + I3 =0, [I] = Iy + Iy ist; die erste Gleichung davon ist:

. (R ! a s e TG @ e raAY
(22 — a)dx -+ (ab— b by — a0z — : Viy' +—a 34 — ||74 +l=1=0 I\-.}'-'-
i r . T r = r ?
5 . iy (Ig+15) , ;
und das Schlussglied Ri.1]=[10 —2—27(1, + 1) (3L)

r
In Bezug auf die Coefficienten und Absolutglieder, mit Ausschluss von [11.1]
kann man die Bildung von (30) durch folgende mechanische Regel deuten:
Man schreibt die letzten 2 Fehlergleichungen von (28) ohne z:

' ] T g .y oy
1 y JVy=ade+bdy .. . . —+1; mit Gewicht=1 (32)
Anzah]l = s ; e R R - : 29)
| ve= .. e @0 WOy +1; 4 =1 (=)
Hiezu nimmt man noch eine Summengleichung :
' =adxz+bly—+ada + V4§ y' -+ Iy + I; mit Gewicht = — (34)
! 4 . -

wobei r=gs84 s

Diese 3 Fehlergleichungen (32)—(34), mit den angegebenen Gewichten, geben

in der That dieselben Coefficienten wie in (30), dagegen wird das Quadratsummen-
glied von (82)—(34):

|.‘.rll !l — f-*: i lf;. s (I {2 1=, {"”E" (35)




vyl

=
1

7. Aussere und innere Richtungen.

s 2
=l
(=}
an

wihrend in (31) das Schlussglied, ausfithrlich geschrieben, ist:
L) =B+B+8+B+8——(+12=[11.1 (my) (36)
,. | i (20)

Es ist also [{1.1] ('], und zwar um den Betrag 12 + 2 + 2,
welcher nach Analogie von (27) gleich (s — 1) m? zu achten ist. Bs wird also nun
fiir die beiden Fille von (35) und (36):

. [17.1] ]

m; = - mi = (37)
- 8 =5 - i = 8§ — | — |
weil im ersten Fall die Zahl der Unbekannten éz , 6y , 6z , 84 nebst 2, = 5,

allgemein = w, und im zweiten Fall die Zahl der Unbekannten 8z , 8y , 8z° , 84/,
ohne #, = 4, allgemein = u — 1 ist.

Zur besseren Vergleichung kann man schreiben:

mii= ——— mi = =— e (38)

Die Formeln fiir m? und m? gleichberechtigt, als nicht

allgemeinen my griisser oder kleiner als my wiirde. Es

weil sie alle Proben, auch !; Is I3, mit enthilt,

gesagt werden kann, dass im

ist aber m? die schirfere Formel
wihrend m, nur I; und I; enthilt.
Wenn man zum Schluss auch noch 2 selbst bestimmen will, so hat man dazn
die erste Normalgleichunge (29), d. h. [¢] = 0, oder:
O=P]=rz+alx+bdy-+ada +bd8y +][l]

Hiebei ist

ch (28):
vyy—e= udx + bdy 4+
Py — & = o fx 4+ 4 :.ll.'I .lT

=0+

also O0=ra—+(vy—28) +(v5—2
Nach (28) und (32) kann man hiefiir s
=71 aZ— I"I.: e JI,,‘,
r ¥ ET |
9y b Y p P L FO0N
also = — — 2 gllpemein = — > (89)

ien Strahlen, nnd r = s 4+ &' die

Dabei ist [¢'] die Summe der o' fir alle fre
_'l'nT,'(:

1 aller Strahlen,
N ol | - : u 201 nink iy ie lau-
Wir wiederholen, dass diese Betrachtungen von (19)—(39) nicht fir die lau

fende Praxis besti shestimmung bei Unter-

nmt
scheidung zwischen mehr oder weniger strenger oder gemiiherter Behandlung von

nd, dass sie aber zur klaren Begrifl
Ausgleichungsaufgaben dienen.

§ 97. Innere und &ussere Richtungen.

Wenn ein neuer Punkt gegen andere fest gegebene Punkte durch Einschneiden

ron Messungen

1erigen, zwel Arten

ak

bestimmt werden soll, so hat man, nach dem I
senen Punkten als Standpunkten,
g solche Messungen, welche

s solche, welche anf den ge
cehen, und zweiten
ahlen von dem neunen Punkte

20 unterscheiden, ersten

®ichistrahlen nach dem

neuen Punkte

anf dem nenen Punkte als 8

acht, Sichtstr

tandpunkt o
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