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§ 146. T'heorie des Maximalfehlers. abis
Tabelle der Bedingungsgleichungen (13), (14), (15), (16).
i ] 1 1 t thg l Er ts i Ty ¥y uw
1 ‘ | —1 l b =2 s 17
- 1 1 I = . g = | [ i
-1 S L1 — 1 o -1 i +1
5. — 5,81/ 3,06]4 2,40| — 3,82 1 4214 1,89 — 5,56/ 4 8,67|1- 2,08
Die dazn gelidrigen Normalgleichungen werden:
Bk 8 . 0,0025 (8 4) 4+ 1,00 =0
4 8y .. — 03150 (8 k) 4 L00=10 l
—— (13)
L8k,
+ 16,81
8k, Iy = — 0,85284
b= — 0128 = — 0,112

Wei ist

die gewthnliche, sie giebt mit einer Tabelle in der Anordnung wie (17) (vgl. z. B.
8. 181 unten, und S. 194, II) die folgenden 12 Richtungsverbesserungen v (in der

er wollen wir dieses Zahlenbeispiel nicht

Ordoung wie oben bei (17):
L 0,85 4 0,887 — 074" | -k 0,07 — 1,01 - 0,05 | -+ 0,00" — 0,877 4-0,77" | —0,53" 4 0,78” — 0,20

welche oben unter (10)

Wenn man diese v zu den 12 Richtungen hinzuf
reben waren, und die Summenproben u. s W. bildet, so wird man alles stimmend

finden.

Es kam uns hier nur daranf an, mit der Tabelle (17) und den Normalgleichungen
(18) zu zeigen, dass die Bedingungsgleichungen (17) voller werden als bei der gawtihn-
lichen Behandlung (12) S. 182, dass aber dafiir die Normalgleichungen (18) bequemer
hreve Glieder fortfallen;

werden als (13) S. 182, indem bei der neuen Behandlung 1
and die neune Bebandlung bat den Vor

Den Vorteil der Rechenschiirfe kann man allerdings bei einem solchen kleinen
Beispiel von einem Viereck nicht zum Ausdruck bringen, wenn aber ein solches VYier-
eck Be jung mit 30—40 Bedingungsgleichungen

nn ist es sehr wichtig, die Bedingung

ne der unbedingt grisseren Sehirfe.

tandteil einer grosseren Netzausgl

. von vorn herein so scharf als moglich

-

1st,

b

fung der langen Elimination entgegen
188 die Grupplerung

ihren, um der lawinenartigen F'ehlerhi
o wirken. Die Tabelle (17) hat auch schon den formellen Vorteil,
ihrer Glieder leicht erkennbare Proben geben (z. B. 2,75 + 3,06 = 2,°

bei der gewshnlichen Behandlung S. 182 nicht der Fall ist.

einzuf

1. 5. W.), was

§ 146. Theorie des Maximalfehlers.

121. (8. 462 unten und 8. 467), welche dort

Die Formeln von § 120. und §
allgemeineren Behandlung

empirisch-induktorisch gefunden wurden, gind auch einer
fihig,

Dazu kommt, dass in den Formeln (14) und (17) S. 462 eine Verwechslung von
w und n - 1 stattgefunden hat, was noch ein zweiter Grand ist, nochmals auf die

verschiedena Fille

Sache zurilckzukommen :
Wir betrachten eine Fehlerfunktion y = @ (&), welche

n—=1,2 7 -,'.n_f_f.;-\\'-ﬂ_-.-:].'-f, diese Form hat:




5 1446,

; 1 3.5.7... Cn+1)(2n+8)1 | g2
W (&), S 5 = e y
: A 2:2.4.6... m (2n -+ 2) M Mz,
Diese Funktion stellt geometrisch eine Kurve vor, ungefihr von der Form
Fig. 3. 8. 461 oder Fig. 4. 8. 462, und zwar mit Beriihrung nter Ordnung; z. B. mit
n =1 geht vorstehende Gleichung fiher in (8) 8. 4680, und mit n — 2 geht (1) fiber

in (11) 8. 462, wie

fir n =1 und n = 2:

bar einsehen lisst, und desweeen ist auch zunichst

ich unmit

Allgemeiner betrachtet

1 ersten Ab

erkennen, dass filx g — -+ M sowohl
leitungen tlich = Null n, und
die Gleichung (2) allgemein erfiillt, fir jeden Wert .

Funktion (1)

werde auch das

Um dieses zu wir durch teilweises Int folgende Re-
kursionsformeln :
(D)

/a (1 —a2da- ‘;';:;r :: (6)

Grenzen @ = (0 und 2z = 1 nimmt, so fallen alle Glieder o (1 — a2y

Wenn man «
. 8. w, fort, und man bekommt:

1
_..','—'JII... E 1 o
3

. 9] )

- L ZRlan &

(1 — 8 dp— "L L (7)
/' i il et . D e (Bn—1)2n+1) ;

Wenn man im Zihler umgekehrt ordnet un e Gleichung auf n = 1

anwendet, so bekommt man :

/'.J -— .7:3__:-- + g = -

Zur Anwendung auf die Form (1) wollen wir noch schreiben :

J

-T...I.-:jll '|_,|:”___ 1’,

.L
M
& = M entspricht x = 1 I

x, also de= Mdax |

und fiir die

Also nach (1):

A i,




a0

& 146. heorie des Maximalfehlers.

".\r'-,".'lll mnan

(10)

allzemein alle die Bedingungen, von welchen wir

Die Funktion (1) erfiillt alsc
in den besonderen Fillen won § 120. ausgegang
Weiter ssen wir nun anch fir diese Funktion das mittlere Fehlerquadrat und
ittlere Fehlerbiquadrat bestimmen, nimlich ganz analog dem fritheren in § 116:

sind.

N 9

8. 445 oder § 120. S. 459—462, wenn nun p die Anzah

oder miit (1) und (9)
o o
o el e (13)
Tlgs = — :
Bk |
g KH.F PR
e (14)

folglich auch:

8.0 15)
T
il = o A
=™ b
Durch teilweises Inte ndet man:
1
o 58 o a
/.‘u'—“ll gl g = — (n-+1) /;:.‘-— (1 — a2y da
also mit Anwendung auf (13) und (12):
Myl Va-2t 20 32(mn-+1)
M2 M, _fd2n+2 3 |
gTHR Y Vg =B 1 :
u.],-;l_' | 2z \ ‘”| ol 3
X 1 f fah Taas S aueh s
Ans d Rekursions-Integralen (4)—(9) hilden wir auch
/ 9. 4.6...(20n—2)
] ok e T :
also 1¢h
¥ 3 (< : 5] i
o ) 2n 25 =+ 2) amn
S 7 (2n—+3)(2n+5)
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folglich wegen (13):

{ m2Y 1
'-_.,-11’:_- " 2 e -._|

Die zwei Gleichungen (16) und (18) enthalten nun schon das Wesentliche unserer

(13)

Theorie, sie beziehen sich aber noch auf uneleiche Grade # und % — 1 und deswegen
¥ £
miissen wir aus (18) zuerst bilden:

£ m2 1 1
I ,m 2 (0 — i._]_—_-{ = 2n 5
also nun aus (16), (18), (19):
{ m2\ [ m2) oI039
M2/, \MZ/, _.2n+5
{opd 3 2\ 3 {2\

| | — —
I-.‘ﬂ'f'll_-"., = 2n+5 \ ;'Lf:._. no— Tl —TV='7 \ ;‘h’f_,

und nach demselben Gesetze:

und dann noch aus (18) und (20):

€37 3
Lal)

| [
\BAL, — 2+ 5)(2nrn—T)
Indem wir nun annehmen es handle sich stets um Werte M2, mE, 24 welche
zu derselben Gradzahl » gehtren, brauchen swir die Indices # u. s. w. nicht mehr zu
schreiben und haben daher aus (18) und (21):

m2 1 o
= o= &)
M2 9y 45 {
pd ]
i [ Ea)
M (2m 2} 2n +T)
i
r =S f (24)
3 md Bn4"

) und (24) findet man auch:

n2 1 /3 md ) ] 1 3md — 94
- o ger =
R I e 2 r

Dieses sind dieselben Formeln, welche wir schon in (15) und (16) 8, 462 und
(12) 8. 467 lediglich aus dem gesetzms ssigen Verlaufe der Coefficienten in den Ent-
wicklungen 8. 459—462 hergeleitet hatten,

Man kann anch die Gradzahl ». od

2n ans (22) nnd (24) bestimmen:

Mz

2n= =3 { 26)
m
. — 15 md 4 7 94
20 = :__JJ |

3 md — pd

Wenn 8 mé =94 ist, so wird % — oo und auch M = co, was daran erinnert,

dass nach (15) 8. 447 das Verhi pi: mt =3 der asymptotischen Funktion von
§ 111. entspricht, niimlich nach (18) S. 430:

e
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: b =hiel

| — lI (8]} = - @ i"j.‘i]

= (28)

oder nach der R.\i]lU]'u."::-l'-i:l‘il‘u:lll_‘ S 484

y = L 'l.:‘l ) h2 &2 & hied 116 &6

a0y
1 2 6 i)

Tir W i S 6oy i - = X
. Wir wollen noch zeigen, wie schon auf S. 462 unten bis 463 angedeatet ist,
loos mmesra BanEHon o Ean . + ik e i &

dass unsere Funktion (1) 8. 566 fiir n = oo in diese Reihe (20) fibergeht. Wenn

man M aus (% in . ansdriickt, so giebt (1):

¥ 18.5.7... (2n-1)(2n+3) 1 '] &2 \no1
"= AR G . : — [1—- S— 30)
LR Bl e Cn+2)my2n+5\ (2n -+ 5)m? \
Dazu wegen (17 ) 9 __ 1 s N1
aZ Vegen i 432, he = iebt:
! 2 nl 5
7 _f'-.S.T.‘.IQi‘E- 1|._nr—u| h ,-’] 2 K2 1 |
Wn = Ty - = — | — T 31)
2.4.8... 2n (@n-+2)yin+10\ 2P '
Die Exponentialfunktion von (31) gi
7 s RS (n+1)n 4
1 — 2T optel = i
2n +5 1.2 (2n-+ 0
fiir n = co geht dieses in die Klammer von (29) itber, und dass auch der Faktor,

vor der Klammer in (30)

e WO : i¥aii .
nit —— in (29) #ibereinstimmend wird, haben wir auch schon
Vr

auf 8. 463 oben durch Citat des Wallis schen Ausdrucks fiir 7 gezeigt.

§ 1449, Ausrechnung des Maximalfehlers.

ren theo-

Wie man aus einer Reihe wahver Boobachtungsfehler & den zugehdr
yaben wir bereits in § 121. an eil
(13)—(14) 8. 467 gezeiot, und wir wo Jlen noch den innern Sinn einer solchen
J.]-.-\q«- wir von den unendlich vielen Fehlerfunktionen,
nige aunswillen, welche

n kleinen

1

retischen Maximalfehler berechnen |;-.nm1

Beis)
Rechnung dahin zusammenfassen,
ler Form (1) § 146. 8. 566 anthalten sind, diej

a3
einer Fehlerreihe &, , &5 » & ]

welche in «

sich am Iu sten anschmi

1 #

Mittelwerte m2 und »4; und den zuge
retischen Maximalfehler jener Fehlergruppe
mit demjenigen Wert &, 2us menfallen muss, Welcl '
ebenso o, als der theoretische wahrscheinliche Fehler, den man ) 8. 115

440 berechnet, mit dem durch Abgzihlen (nach 8. 440 unten) erhaltenen Wer!

ammenfallen muss.
Alles dieses bezieht sich aber auf walre Fehler &,
bekannt nnd durch di r Ausgleichungen zu ersetzen Hi'l:i

scheinbaren Fehler ¢ der
was wir hier nur wenigstens fiir eine

FALL

welehe im Allgemeinen ni ]

» Unbekannte, -I. h. fiir das arithmetische Mitd
durchfithren wollen. Es wird sich um eine Formel fir das mittlere Fehle I.lf-.-h\:!_
bekannten Formel fir das mittlere Fehlerquadrat =

4 handeln, welche der lingst

nach (10) S. 21 mit dem Nenner n — 1 entspricht.
Dabei wollen wir wieder wie ]mh" g 91 mit n die Anzahl der Beobach

Vorwechslung geben wird mit dem Zeichen %, welches 1m

bezeichnen, was keine
hat.

\'I_Il'i._!i'l."H a'? ].-1':], die I'f'r';'{:rz'z-:m'l der

Knrvenberiihrang hedentet
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