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2 1 Was ist Analytische Geometrie ? >
T — T =% i "i' I.__:'}[-T i e o ! |
|1. Zeichne die Fig?en, deren | e e
Punkte die Koordinaten- | ' ' '
; gleichungen erfiillen: ‘

8) y=2x-1 |

b) 2x+3y=6 |

[2. Zeichne die Fi@.rm{ deren |
Punkte die Koordinaten- |
gleichungen erfiillen:

P2 ‘

a) y=x ;
. |
b) y’=x |

|38.  Zeichne die Figm?n,atral Punkte | NG AT
; die Koordinatengleichungen erfii]len:|
! a) y=|x| b) lyl=x

e) lyl=]x| dlyl=x-1 ‘——
| @ lyl=-Ix| ®|y-1]l=x%-1 || o
| obliaty iy aiZhtt | et

g
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4 _ I. Was ist Analytische Geometrie ?

6. Beqc‘hz sibe dw Punktmc ngen mlt Kourdmatonglmrhungen |

r

a) y=- x+1)x+5)
= =%t Gy — 5

%2 —4x + 6

7. Bebch?glba die Punktmenum duzch "Kumdlrntenglewhungcn |

2

a) vz_:x oder
rp-'l = |x| oder (y—x)y+x) = 0

8 Beschreibe die Punktmongen mit, Kuordmatumng]emhungen |

'b};_ i LS e

-»ﬁl



I. Was ist Analytische Geometrie ? ] 5

c) lylsx

S i R e e -

[9. Berechne die Schn

la) 112 b) 3Bl2

a) g y=2x b) g 3x-2y=56 ¢ g y—-2=0

h:y:—ix{rg h: x=3 h:x:—2y+4|c) ©l2) & @l-n)
| . . 9 reiner da: Il h
ld) g x-n=0 e) g 2x-6y=0 R 3:':;;.—2 le) SEIpn e &

h: y+wr=0 h: j_»-':;f_x+] h:xzz}uﬁ ﬂi"'?;"‘" 2), xeR

10. DELISCHES PROBLEM
Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach einem Orakel- |
spruch Apollen einen wiirfelférmigen Altar bauen, dessen Volumen doppelt so grof werden sollte|
wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren
konnten, fragten sie PLATON um Rat, und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so grofien |
Altar gar nicht, er wollte euch nur zeigen, dal ihr euch zu wenig um Mathematik kiimmert um's!
nichts von Geometrie haltet!

Wir wissen heute, daf} diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht lgsbar ist. Die neye,
Kante miiBte namlich N2 mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke der Linge V2
ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICHMOS (4.Jh.v.Chr.)

fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als exakte Losung im Sirm|
der klassischen Geometrie wurde sie natiirlich nicht anerkannt.

Zeichne die Parabeln p: X = 0,5}'3 und q; ¥y = %2 und berechne ihre Schnittpunkte.

Wieso ist damit das Delische Problem erledigt? !

1 € ] r
P oX= },z = y° = 2x; setzl man y = X2

ein, ergibt sich: t=9x = x*-2x=0
g 3 I-) I-jil;
—x(x*—2)=0=x=0 oder x= V2

Die Strecke der Linge {"‘2 ergibt sich als
x-Wert des Schnittpunkts von p und g.
Wenn jene Geometriemuffel von Delos
im KOSY die Einheit so lang machen
wie die Kante ihres alten Altarwiirfels,
dann ist der Abstand des Schnittpunkts
von der y-Achse gleich der gesuchten
Kantenldnge des neuen Altarwiirfels.




_II. Lineare GlClChuba}"&tEEHE‘

b | =p)

; Eastlmmf- d1e Losungen und zeichne die zu zuge.ho_nge,u Gemden
P8 I =i ) T —4x, + 2x, = -6
' II 2x;-x, = 8 II 6x— 3%, = 9 . 4+ X
d I 6x-9%,-6| I 3x_05% -0 DI x-1

II 4x,-6x,=0 I II__—_Sx_l_+_x2*_O |

g—l
AL
:“
|
b
o]
Il

a) genau eine Losung (3 |—2) ¥ /

. 5% | el fI 7
b) unendlich viele Loaungen - | 8 7

(al2a - 3) bzw, ( sb+2lb)
€) genau eine Losung (0] 0)
d) keine Losung (Parallelitiit)

e) unendhch viele Losungen
(a| 6a) bzw. ( 1 +b|b)

H(B1-2)

| '

! / N
. 3 AR [T/ bl all al
f) genau eine Losung (1| 2) L L ! e =

|2 Gib ein 2,2-System an, das die Lasung | 1 hat und |

| a) keine weitere Losung hat I

: il .
b) auch noch die Losung |7 | hat ¢) homogen ist. |
ISR A S o)

a)zB. I2x,+x,= 0 b) I 5%, +x,=6 ¢ I 2% +x%x,=0
II %-x,= -6 II 5%, +x%,=6 IT 2% +x%,=0

|3 Ein m,2-System hat die L(hung

,\_w|

‘i;l Gib ein Belsple] anfiir m=1, 2, 3.
2 \
)

| Kann man es so einr ichten, dafﬂ Jewellq die eanmge Losung ist ? i

fiir m=1,2 3 ist Jeweils ein Bmsp:el angegeben

m=1: I3x -2x,= 0 es gibt immer unendlich viele Losungen
m=2: [ 3x,-2x,= 0
IT 8%, —2x, = 0 unendlich viele Losungen
oder
I 3}{1 = 2:{2 = G
II %, + %= 5 genau eine Losung (2| 3)
m=3: I BXI—Z)&QZ 0
II 3X] 2). =)
T, — 2x9 =) unendlich viele Lésungen



I 1. Bezeichungen

|<a

oder
I 8x;—2%, =
II 3%, — 2%, =
III x;, + X=
oder
I3x;,—2x,= 0
II x; + X3= b
III % — Xp==1 genau eine Losung (2 | 3)

Gio ©

genau eine Losung (2 | 3)

|4- I 3}{1 e XE"‘." ZXH = ]

IT 2x; + 2% =0  Gib die Koeffizienten an: a,;, a3, 85 , 82 und b;. |
?1]]:8 a]2=“1 b'l:l
891 = 2 ag3=0
5. Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt: .
| a) H‘.]] = a:zl - l_‘ bl = bi‘ = 2 aiz = b.'i = ﬂ, asl = 2}.132 =— Elgg = 6 [

Byoa =i, el st ka1 8)
c) ax=i+Kk, bj=0 (i,j=1,23; k=1,2)

o

b)l XI—X2:1 C) I 2}(]+3K2:O

ﬂ.} I X1 — 2
II Xl_ 6}:-‘)_ :"2 II x] = Xi_;:: 2 I]. 3)’:; + 4}(2:0

|6. In einem homogenen 3,3-System gilt a; =—1, a;3 =233 =2
und ay =—ay (, k =1, 2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin. |

]. Xo + 2:‘{3 = U
I —x + 2x3=0
I —2x, — 2%, -0




8 II. Lineare Gleichungssysteme

1. Lose die G-]eichung_ss_ystume |

a) 10x; + x,— 2%; = 2 | D) =% — % 4 m= 0
! X; + 2%, + 2%3 = 3 | 3%, + X+ 2%, = 11 !
4% + 4%, + 3%, = 5 | L ma AR O
Fel = 1y
9| ‘ 2
| 3 ) |3
| ) 4%, + 5%y + 2%3 = 3 D —-x + % + %3=0
—19%; — x,— 3%, = 2 — % + 4+ 2% = 0
X + 4%, + x5 =1 ! 2x, + 2%, + 8x3 =0 |
7—0,25 70~
‘ 0.5 ] | 0 ‘
\ 0,75 | \0)
| E) 2}(] -— 3){3 s X:_} =4 | :t') — Xl + X:r_’ it X-‘5 = O
. 3x; — X + 2%, =5 ' X;— 3%, + 2% = 0
? 3}{] = BX? — 5}(:; - 5 | 2}(1 3 4){2 +: X-'\s = U
(5‘\
¢ keine Losung Al 3
RO, ot 2)
b dx e eiw =] [ o S e T
g 1 +4Xz L e = h) - =x, + Zx,4 =Xg = 0
X; + 4% + 4%, = 1 J = -
i X3 + X5 + X5 =1 | ?X T ?X?— ‘fxﬂ’ 5 U ‘
B S
g) ¢ keine Losung
1 70 @A 1% : 0y
h) of0 +ﬁ‘1 ‘ oder y|1 +8(0! oder t‘1‘+§| 1
@y -2 ) \0) 1] WML A=
l_ 1) X + 6xy— 2%3 = 0 | () X; + 2% 3x3 = 0
—2%; — X— 3%, =0 | | 2%X; — Xgt 4dxg = 0
4x; + 3x, — X3 =0 | 4%, + 3%~ 2%, = 0
70 =N
ln‘ Al 2
‘O; \ I ‘_J'
2. Lose die Glei chungssysteme und die zug‘éhﬁrigen l1<§§nogmaer1 ‘;;%L{T_}_IG 1
a) 2%, + %3 -8% = 5 b) 2% + 8%,-2x, =5 |
3}:[ = 2xz + 2);3 = 5 | Xq — 2}(2 + 3}(3 =5 |
: - 5}\’! _. :.’5}{2_ — 5\_3 = 16 | f]__‘{l - }gz + 4}{‘._1 == 1 l
1y 70 SO i iy = e
|—_-3 [, hom.Sys.: | 3 ¢, hom.Sys.: u il 8




R N X s I1. 2. Das Einsetzverfahren e de il T
C) Xl -+ 2}(‘) + 3){4_ = 3 |
2}(1 + 3)‘10 + SXS = Jl
3%; + 2%p+ 17%3 = 1 |
Ly a—T [ 6y 3,5 ( 0 (i)
| 2 |+A| 2 | ode | 0|+ b 1 od 123’* | +V |
Lo ) 1) a7 et |
ey o —3,5% £ ]
hom.Sys.: A| 2 | oder pl 1 odex v |41
| ). \ 05 | = i
\, F N s A ("
'd.) 2)(1 = Xa =+ SX_-:!, = 4 .
4}{] = ?.'Xz + 6X3 = 8 ‘
= GX] + 3X2 ot 9}{3 = _12 !
0 1,5 72N F EJ ¢ 0y 0,5y 0 \
'ICI'|+c1'|0 ‘+B|1.5 oder |0‘ ‘+S| |udm ‘ 4 |+e| 1 | +L| 10
€7 D | 10,5 ) L 0) 0 05 )
;1,1; (0 (05  (-L5) 05y (0
hom.Sys.: o ] B| L5 ‘ odery| 1 |+38| © | oder g| 1 |+§|15
1 gl U L = (01" 765

3. ]:.mf u,h — .:lb(}? nicht lm(, it

f\;t"di‘w Sy Latom hl (,111 3 i b\*atcm'}

a) Xy ok % ==2 | il;) S 3%, =5 |
Xy + Xg =—4 X = 2
S| 3 Xy =—2 4%, — X =3 |
oy, e o
=5 : |
'\_1 9
c) Xy = 3 d) 0%y + B%y = . 4
Bxy = 4 4%, + 6%3 = 8
2%, = ; ~B%;. = 9y = —423)
ol o 2—1,5p
10,5 5 W
10,5 g
e) X, + 2Xg =3 f) x=X
=X - SR | ' Nom= Xa
Xg = 1 Xg= X
A7 '! N o -1
! |.l! 1 |
i | 1)
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II. Lineare Gleichungssy steme

4. 1 Kleme Uraacho - gmﬁe mGung , ird]
[ 5@ 20is; + =, 35, =201 1b)1,99x;, + x, + x, = 201 |
5 i ¥ =200 X, % =200 | Ipy;
| — X, + %, =200 | | = X, 4% =900 |48
s 0y P e
-100 | 100 |
| 100 ) L 300 )
c) 2% + X + x3 =201 | d)2,01x; + X5 + X% = 200 |
X; + x5 =200 X; + SExe=200 |
S - X + X3 =200 | I —~ X9 + X3 =200 [6.
S e |
¢ keine Losung 0 | |
e) 2%, + X5 + X3 =200 D199 + %, + x, =200
¥, } X3 =200 | | X; Xq =200 a
— Xy + X3 =200 | — X + X3 =200
TR TN ST ErET |
|—:3th;1| +;._| 1 | |
i ey 200

lo Bestimme die Parameter a,bund ¢ so,
daB das Byatun die angog,obene T,Onung hat (A ist ein 1 freier Parameter)‘

- e LAl

| a) 2}:! + ax3 + Xy = —4 | xi= —1,%=2 und x3=2 eingesetzt fithrt zu 7:
| bx; - 3% + %3 = —5 | einem neuen System:
6x;, — X+ cx3 = 8a 2 +2 + 2=—4
T -b -6 +2 =-5
: Losung: | Xy = 2 | , ~6-2 +2c =3a
\¥X3) (2 )| eshatdie Losungen a=-2 b=1 und c= 1|
b)2x, Fmf ey ,
| 2x; + 3x, =) die Losung eingesetzt fiithrt zur
6x; + aXy — x5 =1 | Gleichung M7 —a) =0
i Z1\ 0 3 Losung: a =7
Losung: X,: =[ 0 N AR |
Xj ! _] I |
epa Tt T e 8
c) 2X; + Xy 4+ X3 = 0
+  Xa= 0 die Losung eingesetzt fiihrt zur Gleichung
— X+ ax, = 0 AMa =1)=0
X Lésung: a = 1
Losung: = | 1 | AeR
\X" / I'\ I "I



1L 2. Das Einsetzverfahren _ gL

d) __—:3; + 2%, + a_xa - 0 | Wegen des homogenen Systems setzt man die
T X, + axg + 2x3 =0 | _ (AN

; — %, * % =0 | Losung ohne Konstantenteil an | 1 |,
- ‘Dus System hat o' Losungen. | \V )

f

eingesetzt fithrt das zur speziellerenLosung | K |u1'1d die wiederum zu p(a+2)=0.

I 5
\EEL

Der Fall p=0 fallt flach, weils dann nur die Losung (0| 0] 0) gibt — verlangt sind
b ja oo! Lssungen. u muf beliebig sein, also mufl a=-2 sein.

| [6. Parabeln durch g(%eben? Punkte '
Bestimme die Koeffizienten von y = ax” + bx +¢ so, daB die zugehorige
| Parabel durch die angegebenen Punkte geht.
a) PA|1) Q-2|-2) R@BI|-7 b) S(O|-8) Ta|-1) U@l3)
o) 1A 1| prrel14) d E1l Fel3) G-1-3)
o Ualo voly H walz)

Man setzt die gegebenen Koordinatenpaare einin y = ax?+bx +c und steht
dann vor einem Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b und c.

a) y:—x”+2 b) y= X4 X —9 C) _\;:4:(24—}{—4

d y=2x-1 e) y=ax’—(a+l)x+1 @ y=ax?+bx+2—a-b

zu | 7. Bestimme «:liﬁ_uigu_ngqn_d_erﬂi-t?y
a) 2%, + 2%,— 2%3 + 2%, = 8 | |b) % — 2%+ 3% = 6
X, — Xg + Xag+ 2%, = 10 ‘ 2%, e oRs s i | '
| 231 — 35\'2 + 45‘:3 = 3)(,; = —4. ‘ ‘3}&‘5 ar 52-\' = 21
B e Slhean T &
I/] 1
| 2 2
3 3 |
&, )
ek o= po Ot =) | D) x, — X+ 2%3— % = 1 '
XIZ i+ Ay — x-‘} = 0 35{1 = 3X2 + GXH == 3}(_:_ = 3
—X; + Xg =0 | —2%, + 2%X,— 4% + 2%, = —2
3 8%, + 3%, — X3—2x, =10 | | 4%, — 4%, + 8xs — 4%, = 4 |
3w \ (141 DITESTE
g 3w | | %
—2m ]

k w ’ \Y




12 . L. Lineare Gleichungssysteme :

(8. 'Ub@estiﬁr}ltégyste@ |
a)x;,+25= 0] [B 25 + %=-5] [0 X — 2%+ 2x3 = 4
2%, + 5%, = 2 ‘ | =3x%, + 2%, = 11 =0 - 8%y = -2
XJ_ = Xz =— :‘ 4:‘(1 — Xz :_13 | [ —Xl + 2:‘(2 = 3}(3 =— G
g e ST T P o E Xg Xg = 3
: ia B e
. o :"_"Ig \ I E |
keine Liosung Loz ) i; o
) xo= ox wow = 4 | &y =z 2%, s o= ian |
2% - 3% = -2 | Xo + Xg=. 8 ‘
_Hl -+ 2}(2 = 3}{3 = ‘—6 | ‘ XI — Ka + BK:.} = 7
=t TR 8 ) X = 4% =l ]
keine Losung aus IV folgt x; = 4x, — 2, eingesetzt in I, II

und IIT ergibt das jedesmal die Gleichung
Xo + X3 = 3, das heiflit x,=—x,+ 3
freier Parameter x; = A

10 5 = 4
Losung | 3 ‘ +}Lil = .l
I'\ 0 i/ X 1 J
! 9._U I]EI"beS timmte Systeme
a) - mp o xp— 3% = 8 | b) I e e |
= e — 1 o —2X1+ %Xy — X3 = -8 |
2 |x 13 s 0 A 1N |’ T
zB.: | 114 Al 2 zB.: (=45 I S s S e L 3|
\0) (1) 0 ) 0) | 2)

| o) 6% = EXQTSX_J =9 | , - : =
20 U + %y = 0

s _ ) e
keine Liésung zB:|-8| L Al2 [+pul2
0 o) |
e 2x; + x, 2:4_?3:{:,_-4 0 Fees x_l +_x2_ = = !
- Horel A s —o X3 + x4 =1
3 Y T 7 T T
0 1 (0 . 0| ( 1 0
zB: 6 } + A ?J~+ 12 z. B ] J + A 0 |tH|_;
, : 1
0/ E\_U ! 0 '\ 0 1)

nn |



P

s AR = 0

II, 3. Mathematischer Hintergrund

a) X; + Xo = 1 i ( ij = llw, 1 = ¢
&+ 9% + Xg=—2 | Jemand behauptet, | 5 |+h 5 |_.AEHQ liefere
l i) NS
3x; + X — X3 = 6 |]ssungen des Gleichungssystems.
| Wie ist eine Probe moglich? =,
35 3 — 2 =l
2 | eingesetzt mufl das inhomogene System erfiillen: 3 — 6+ 1 = -2
=2 g - 91 =
i =l =)
|-1 im’ngesetzt muB das homogene System erfiillen: 1= 3% 2. =0
142
S, §1-2=0
oder
3+A

—2 - |eingesetzt mufl das inhomogene System erfiillen:
1+ 24
B+A) + (=2-1) = 1]
B+A)+3-2-2) +(@Q+2)) = -2
33+X) + (2= —-(@A+2)) = 6

b) Begﬁir@ﬂeggtz_— SEZpe S AN

/ : ;
ey Fone™y

RN

Xi

:‘ri +?._|L15|+.|_1

Sind

|
| o=ee

|
Lees lizsad] asay

systems mit der i-ten Zeile a;;x; + ajpXg + ... +8in Xy = b

iy

dann erfiillt |T; ldas Gleichungssystem und |U; | beziehungsweise

NS X /
das zugehorige homogene Gleichungssystem.

bi = in %Xn
=a;(r; + Ay +pvy))  + 4 By (r, + Au, + uv,)
= (@ T+ ... + 2 T) + A@uy + ..+ 84, u,) + Wagvy+ ...

;1 X4 S P = a:

A= =0 = apTike+a

T_,! = b

in

Damit gilt: 0 = Aaju; + ... + 8 0,) + W& vy + ... + &, Vi)
A=1 u=0 = aju;+..+a,u,=0
A=0, n=1 = azv;+..+a,v, =0 ged.

.6 e 2}{2 -+ !Ih(q = 0 |

3}{1 — Ko — Xg = 0

+ 8

v |mit. %, nelR Losungen des Gleichung-

| 543
.\,.:

n \'rﬂ )




3. Zm:ge a@emﬁ1 5

II. Lineare Gleichungssysteme

le_ 2KQ+ 3}’-‘3 = G IX.] :__2_‘(’_‘; — '3_}{_{
IT 8% - % - x,=0
LA T R M -
IT 9%, — 10x3 = 0 |Xg = 2%4|
IIT' 5%,—10x; =0 : = o Y
I 0= 0 X3 = A Losung: A f |
. o ok e
Zeige: b) 1st"ci1- eme Losung, dann ist es auch ki a; | |
| eee ) |
[ R - el i £ 3 =0 = - e,
. e ‘1 \.'| . i : e ( - \.'I
Eine Losung fiir A=}, ist lul 2 |, also ist auch fiir A=k), eine Lisung: kig| 2
1) \1)
|Zeige: e€) sind | a; |und | b; | Lésungen, dann ist es auch |a; + b; |, |
Lsen ] Vs 2 )
R PN AN et =6t A § i 71y
2 Losungen: A, 2 ‘Lll'ld }Q\ 2 J also ist auch A = &; + A, eine Losung: (A + }Q)l 2
1L _] j \

a) Hat man eine Lésung eines homogenen Systems, dann ist auch jedes |

Vielfache eine Losung.

Allgemeines homogenes System: 81X +apXp + ... +a, X, =0
Ist (vyl vyl ..lv,) eine Losung, das heiBt a,;v, + Vo + ... + 8V,
dann gilt A(a;,v, + 8joVy + ... + 8;,V,) = A-0,

das heiit a, (Av, + Ao+ ... +Av,) = 0
also ist auch das Vielfache (Avy Av,)

2

1 Av,) Losung.

b) Hat man zwei Lésungen eines homogenen Systems, dann ist auch ihre |

Summe eine Lésung.

Zwei Losungen: (vy| v,| .| v.) und (wyl wyl .| w,),

also a; vy + a;,ve + ... + 4nVy =0 und ayw; +a,ws + ... +a,w, =0,
dann gﬂt @1V + 8jgVy + ... + &y v,) + (8, W, + 8;9Wo + ... + 8;,,W,) = 0,
das heifit, a;,(v;+w,) + io(Vo+Wa) + ... + ay(vy+w,) = 0,

also ist auch die Summe (v,+w,| vo+w, .. vp+w,) Losung.

¢) a)undb) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme. |

Allgemeines inhomogenes System ( b;#0): a;x, +... +a,x, = b;
a) Beispiel A=3, b, =7
Ist (v1| ...l V) eine Losung, gilt also anvy +...+a. v, =17,
dannist (3v ...|3v, ) eine Losung von a;,3v; + ... + a;,3v,, :
aber nicht von a;,3v, + ... + 8;,3v, = 7 (Widerspruch).

Il
o
=]

1)



|
(19

[1. 3. Mathematischer Hintergrund

b) Beispiel b; =2
Ist (v ..)v,) eine Losung, gilt also a;vy + ... + ixVn = 7 und
ist (w4 ...|w,) eine Losung, gilt also a Wy + ... + 8w, =7, dann ist
(vl+w1| ...| v,+w,) eine Losung von a;(vi+wy) + ... + 8 (Vo +w,) = T+7,
aber nicht von a;,(vi+w;) + ... + &i(Va+w,) =7 (Widerspruch).

Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Losung, |
dann hat es gleich unendlich viele.

= |

Eine (die triviale) Lisung sei (0] ...| 0), die andere Losung sei b o e
dann ist nach 3a) auch das Vielfache (Av,| ...l Av,) Losung. Weils unendlich
viele A-Werte gibt, gibts auch unendlich viele Losungen.

' TS rmE T | - x|

2%, + X + X =0 |

| ) BestimmedieLosung. |  3x - 2%=0 |
1y II -2%; + X + Xa=0
2 Ml 3x - Pyl

.[:[1 3)(2 — Xg= O i‘.‘)(_g :3 2|

' —3x, + %3=0 __ (2

TII" 0=0 Xo = A Losung: A| 1% |

L

[b) Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hat. |
II' und IIT sind bis aufs Vorzeichen gleich. Ersetzt man bei IIT' die rechte
Seite zum Beispiel durch 13, dann ergibt sich ein Widerspruch zu II'. Weil
IIT aus III entstanden ist, wird dieser Widerspruch im Gleichungssystem
erzeugt, wenn man bei III ebenfalls die rechte Seite durch 13 ersetzt.

I X; + X — X3 = 0
I[ ’—2)1:] = Xn T Ay = 0
ITI 3%, = e

'¢) Gib ein zugehériges inhomogenes System an, das ! Losungen hat. |
Ansatz X, + X — Xg = @ (1 2y 1420
2%, + Xp + X3 b L(}ISUHE_’;, z.B. | 3 "1‘ L
BX]_ — 2}{3 o i)

1

1l |= kL
|\3JI \ 3 )

Losung eingesetzt ergibt: 1+ 21+ - S=a, == a=i
9 dn+p+3u=hb = b=l
3+6u—6u=c =ae=3

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System, das genau eine
Losung oder «? Lisungen hat ?
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Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems it sich darstellen [1
als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Losung des homogenen Systems. |
Weil das homogene System oo! Lésungen hat, kann das zugehérige inh —
mogene System weder bestehen aus nur genau einer Losung (Losunge
kémen abhanden) noch aus o2 Losungen (Losungen kdmen dazu).

[6. Zeige: Kommt eine Unbekannte X, 1 =1<mn, in einem homogenen System | |
nicht vor, dann gibt es unendlich viele Lisungen. | =

Annahme: x; kommt nicht vor (weil sein Koeffizient gleich null ist).

0
Dann erfiillt x’\‘ 0 | das Gleichungssystem,
Jedes der unend- | x, |= 3| 1| weil 0-x; = 0-A keinen Einfluf I
lich vielen Tupel | - g ) aufs Gleichungssystem hat.
\Xq |

e

| Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme! ;

|Zeige dies durch ein Gegenbeispiel. |

X;+X3 =0 (Obwohl x, nicht vorkommt, hat das System keine
X +X3 =1 Lésungen.)

3B T e Lo 12

|7. Zeige: Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten
hat unendlich viele Losungen.

Unser Lﬁsungsyer_fahren fithrt zu héchstens m (eingerahmten) Gleichun:
gen der Form !xl:_Jl Mindestens n—-m der Unbekannten kommen alsc
links nicht mehr vor und sind demnach freie Parameter (— unendlich viel¢
Losungen). Ein Widerspruch kann nicht auftreten, weil ein homogenes
System zumindest die triviale Losung hat. '

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme ! |

| Zeige dies durch ein Gegenbeispiel. i

X; + X +Xg3 =0

X + Xy +X5 =1 (2 Gleichungen, 3 Unbekannte, keine Lésung)




I1. 4. Der GauB-Algorithmus

|5

en [1. a) 10; + Xo— 2%X3 = 2_| B i = 0 ';
er | X; + 2% + 2%3 = 3 8%y + X 2mei=11. |
. A%, + 4%, + 3x3 = 5 | | & =g xpfhdgi= 10
inh 71 1
nge -2 | z}
\ 3J \3)
3 [ e 4%, + 5x9_+ 2%y =3 | !d} — Xy + _xz + Xg = 0__|
n.l -19%; — Xp— 3%3 = 2 g e Oy =0 o
| | T%, + 4% + 2x3 = 1 | | 2%, + 2%+ 3%3 = 0 |
— —1 70
| ( 0
b h A '\Oz
| e) 2%, — 3%, — X3 =4 | (B —iXs + Xg + 2Xg = ﬂ
3X1 = X2 + 2}{3 = 5 ‘ X'l — SXQ + 4}{1 = O
= 3}(1_ 8X2 = 5){3 = 5 I = 2}(1—' 4){2 + 2}{1 = 0_.
."5\‘
keine Losung A3
| 1
| g) 4%, + Xp + %=1 | 'h) — ;x1+ S Xt éx,. =0 I
X, + 4% + 4dxg = 1 oy 3
: e ‘ 3x, — 6x,— 3%3 = 0 |
| m e mm=1 e
dciflol]
elon o 1 =0 0%
g) keine Losung h) a0 |+[3‘ 1 | oder "y 1 ‘+8‘ 'D | oder fl 1+C| 1
mun l\]'»’ N, -2 U 2;
alst —— - - : —
: ‘ i) X, + 6%, — 2x3 = 0 ‘J) X, + 2%9 — 3x9 =0
iele ; A0S e 1
el | —2%X; — Xp— 3%3 =0 _ 2%, — Xg + 4%3 =0 |
& | 4%, + 3% — X = OJ : 4x; + 3%y — 2% = 0
'O\, r—1
D'| Al 2|
\0) \1)
2. Lose die Gleichungssysteme mit dem Gauf-Verfahren:
== %o 0%, Axy =1 -' [b) X, + 2%+ 12x3 = 1 '
2%, + 4%, + 8% = 3 ' 3%, + 2x;+ 16%3 = 3 |
1 1 .-’—2\,
keine Losung [G +A|-5
\0) \ 1]




| a) X + 20— 2,4 8%, = 9 | ‘E'Z'—_a@ + 4x; — 2x,
' 2%; + 4%, — 3%+ 4%, = 5 ‘ 2%, + 5x3+ 11x, =
5%+ 10x, — 8x; +11x, =12 |_ b Xg— 3%
4 =27 1 19 3
(4] A 1 I/O 2\‘ A | =3
1 |+~ o .-i-_LJ.LQ_ _3J+l‘ur_1
( S, o ik 0 \ 1
'E E}'S@_—d-ie_G]_ei chu 1@5}%5 e Eitqer? GauB-Verfah rr;J
Al _9x avep e, o 2%, — 5%, = 3 | 2 ;
X — 4%3 + x4 =i _U ‘ )
: : + A1
e o= BF 3w b . _-sd X4 T ﬁXS ik %l 2 0
., o) o
b) e S IS RS ol O R (2 é
S e SR S R T 5 | +a]—2
Xy + 2%, + 3x3 + 4x, + 5x; = 35 | 9 0
— & T 2% & ke Ay Elxe s g g :
5. Seltsame Gleichungssysteme fiirs GauB-Verfahren |
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,): |
a) £t T iAok X =X =1 | !T)) _X| 2= X _x4
Xy =" Xol ¥ Ny = 1] | Xg — Xy
X — X = 1 | A e S e
el e Ml Sl =
1 % 1 1°
0 0 1
0 0 [+ A o |tH
0 0 0, \
| e) X3 e o na) ,—d)_x:_-—_ZXJ ST R
S W R R _+_. By = 1 | l X4
0 0 -1 e _—:ﬁ SyE e
1 A | =1 0 0 1
0 |TAlo [+B] 4 0 [tA] g [+u
0 1 0 J 1 0

:
3. Liose

X1 + 2% + 2x4
3}{1— 2){9 i
2%, — 5%y + 3x,

\ vy

25
0
1]

X, + 4% + 6x3 =

__IL Lineare Gleichungssysteme

2x,

@ x - 2x, + Bx,
+ Xy = BXg =

3%; + 4x, — 15x%, =
_ 8%—11x +30%; = 0

die Gleichungssysteme mit dom Gaub-Verfahre

F1y
A3 |
1)

5

1l
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|©B

| B)_ Xy, — X9 + X3 — X4 = ]_ | !—f)_ — )-(2 + X ] = 1
= XJ-. = Xp a i i s x4 = l X1 e 1 |
| W= 37
1= 1 -1 1 R 0
0 | ]| 0 0 -1 (%1
o |+Alo |[TH| 1 [tV]o0 0 |tA|1
0 0 O G =il Lﬂ
6. Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gauf-Verfahren
| (jedes System hat die vier Unbekannten x, bis X )}
_.5})__}{11+X3_=X2+X3=X3+X4:l b] Kl_?(E:XQ—X;i_:XS-‘X&_:]-
( : = 5 T
0 1 2 = o |
1 + A =1 1 + A 1
0) Sk o 0 1

|7.  Entscheide mit dem GauB-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und ¢
es keine, genau eine oder unendlich viele Losungen gibt. i

& - Sl — : —- ‘_ i Ko h Irz N\
a) o ax, =48 a=2b: o' Losungen lo)** 1)
‘{l trr 2}{) = b : e L \ =]
| ] SR az2b: keine Losung
b) x;, — X+ 3x3 =a : g l-’lé—%a pry —d'ﬂ |
3}(] — 2)(2 o 9}{3 =h c+2a=0: =] osungern : U a ‘4. fl\.{ .
. —2%, + 2%, — GKr — i 4 3 \ J | ;
: — ==t =2 83— 1 c¢+2a#0: keine Losung
C] Xy + 2}{2 + Xj a - ! L5 :':»_‘\l z l,f 11 "..
X, + 8%, + ax; = 2 | a=2: =" Lsungen 8 |+ A =
; el
X; + aXx; + Xg =& : = %
772 7 321 a=1: keine Lésung
a#2 und a#1 genau eine Losung
d x, + aXg = 2 | " l.f? R et
Xy — Xg = 0 i a=1: " Losungen H +A g |
ax; + X =3—a ] TR,

- 1 a=-1: keine Ldsung
a# +1: genau eine Lisung
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_Bereﬁme__ g __ P R s it B = O 1
o3| gigd s . 3| 9] 9 3| F | " 5l e
e o o st
" Berechne Sk SRR R et A=
5 x| WL nlold ] wlme o

= _:kz_ s, :_—2; =~ =_4db_ i —_(;sin;)2—_(éf);ajzz—l

 Fir welche W Werte von n a ‘wird d die D(,tummanm null ?

a gl

a)!l E b)|a_fl

a+l a-1
a-1 a+1

c)‘

a) D:ag—a:aia—ljg D=0 a=0oder a=1

b) D:—Qa+4‘1:2a' D=0 & a=0

sina cosa |
—C0S a sin a | ‘

@ |

¢) D=4a; D=0 © a=0

d) D= (sina)®*+ (cosa)=1 es gibt keine a-Werte

;oke mlt der (Jmmer Regtﬂ rf"i s mogl h?
'a) xl+x,_ ‘ D=-3;

=1
2%, — %, = 8 |
e X_l _?xg_ _8 — DJ:“‘Q, D-_E:G_l

1
6 ‘ D=0; ' Losungen

2%, — x, =—3 | D=0: oo Ldsungen

D D,
X :-f}l =3, xzz“Dé = =2

rb-}_—: Elrzx _: 6 = 17 L F1N
6x; - 3xy = 9 | D=0; o' Losungen: ( 3 ,J + A Lz)
©) X_L."_E,:; 0 | triviale Lisung: X =X=0:
X +X=0 ‘ oder mit Cramer: D = 2,D,=D, =0, also X, =%, =0
d  4x, - 5x, :—12—| Dy
_5X1 ifh(z =1 [ Dl:108:[]2-} X1=X2:m12
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o

Lise mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)

ia) axl+)_;9:1”' D=-3a, D;=-9, D,=6a

2ax; —% =8 | a=%0: genau eine Losung ( % | —2)
=1 Widerspruch: keine Losung
b) x, + 2%, =a | D=-4-2a=-22+a), D;=-4a, D=2’
|
| ax; — 4%, =0 : sve Lig La Sh Sar s
SRSl B T a#—2: genau eine Losung ( o | 5(218) )

a=-2: Widerspruch: keine Lisung

le) x, —ax; =0 D=1+ a%D;=D,=0
ax, + x, =0 | wegen D21 genau eine Losung (010)
') dax, — bax, = 9 | D=a% D =24a D,=21a
ax; —ax; = 3 | ax0: genau eine Losung ( %3’1 | i] )
a=0: Widerspruch: keine Losung

e) ax, +-_x2: b | D=a-b,D,=b—a, D= aZ —h*
bx, + x,= a | a#b: genau eine Losung (-1|a+b)

: : s PO iR
a=b: o' Losungen (A|a(1-})) = I\a] + A [L_ a}

) 6ax, +8bx, =—9| D =-2("+b?)

i Qb}{j — ax,; =— 3 DL = 3(a+b), Dg = —6(a—b)

a # 0 oder b # 0 : genau eine Losung (- el e
2(a%+b%)  2(a’+b?)

a=b=0: Widerspruch: keine Lisung

Berechne
Jeog % Bo A e o
a)| 4 5 G‘ b)| 1 -3 2 c)‘ I -3 2 d| 1 -1 1|
T o R [N =) A o= EES 32 ]
240 S S =) —id
[ 250N 1 00 T S 0 V1 162 e
e)| 6 3 =2 Pl =320 g0 -3 0| 11)‘101‘
Lo 0 B A1t el ok 54 11 0|
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= i

Berechne und vereinfache

-l
=}
[
v}
|
g
e
s

a b a+b sina coscatanf cosa
d) b a+b a e)| Ccosa sinatanf sina
a+b a b 0 -1 tan B

d) -2(a®+b®) e) (cosa)?+ (sin a)? + (cos o)? (tan B)* +(sin 0)? (tan B)2 =

1 1
=1+(tan By’ = ;._Faﬁ;j

8. _}'“L'Fwélae ﬂrte_mr;ist die Determinante null ?
|- Peer i 50 d==8 h. ] -
A4 a 1 ml4 1 2| |
| 0 -6 5 | 3 3 9

det=10a +40, a =—4

det =60 + 3a +9b, a =—20-3b

Aot — O Q — L3 R 3 TNy ~
aet = & ba-9=—(a+3 eL=a93 " +a =a<“{3+23
o J— - ]
a=—3 g = ler 9 = —
i -t =
9. Lase die Gleic ingssysieme mit der Cramer-Regel
a8) 2x; + x, 4+ 5x. = 1 D=1 D,=-9 D.=4 D.-
2X; + 4%, + =1 = Dy Dy o
= -7 ==Y = — — ==
X + Xo 5+ 9 = 5 = - S i
b JX + OE-. = KXo = 1) =— :':.: D, =— D. =28
9 e b R P — 5 98
X; + 3% + 2x. = —1
e) 2x, + 3x X, = D = D=5 9 T). =
£X, OXp — Xg = =G, 17 =—0 Le=42 D=4
.. O ) 2 '
OX; + IXo + 2%, = 4 ol—1]%
_}‘.1 - .‘i‘-‘: T -jX_ = -

=
!
(o]
bl
"]
|
bel
I
" I~
=
|
)
)
]
5 |
o
=
o
I
|
]
[=]
)
I
=

[ow
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10. Lose mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)

3%. — X, + 2x. =—1 | a=1: keine Losung
5%, + 3%p — 4%3 = 2 |a#1: genaueine Losung(— |5 |35

m

b) x, +

0: «*Losungen A| 1 |[+p| O

'}
=i
o
I

0 : genau eine Losung (al1|-1

o
H

i
o
}
»d

+ax. = 0 D’:—'B—‘DJE._ :D::DQZD_::'zg
= 1 #2b: genau eine Losung (00 0)
: 3 =b: % + X +ax3=0
. e X; + X +axz=0
ax, +ax; + X3 = 0

A0
M pd
+ 4
o
M oM
b B2
4
<
b
1l
o e
wm oM
H

fdts B FF1y
a=b und a=+1: o’ Losungen A|-1|+p| 0
:-_\ D ).' L\ 1
A1
=1

a=b und a#+l: o Losungen A

D = 2abe, D, = a(c? + b% —a?
D, = b(c? + a2 - b?), D; = c(a® + b*—c?)
lle Parameter # 0 : genau eine Lisung

{ n 1.9 9 - 3 3 1.9 . 9 1.9 3
= 4 D— a3 ety g9 — ) | o= (a“+ D“— Cc*))
. J ad Dan Lo d e 1 D C
glle Parameter = o | O=sunecen A +ul 1|3
1 AL F = - - =3 Erei L Ly L, e
11. Nimm x, ais frelen Pz NG 105 IL GET . TId >r-IVEEE]
E = - = ~ i 9 L & B —
a e FA = Z b X 1K = o
o e 3 A Th -
3 )4 4+ Xo = 3 ._ X A | = 3
- - — A = ¥ i

e) Tx; - =4 D 2% 1+ L+ =1
5%; — = X; 4+ S f %=1
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Tz Lose mit der Cramer- Regel Ry oh Ky b= |
3X; + 2%, + 2%3 =3
und nimm a) x, als freien Parameter A
, b) x, alsfreien Parameter p
¢) x; alsfreien Parameterv ‘

1] \ 0N -11 1| 70
a) ‘+l‘—1 b) [ 0 [+p|1 ¢) geht nicht wegen D=0
| 0 B e

!i - Lose mit der Cramer-Regel |
|a) X + X +_x;;:0 b) —-QX]— 33{2-4‘ % =3 |
Ay %k X — X3 = 2_ I 4X-| + 6x, + X3 = 3_
fr] f_]--‘\ A (_115\\
zB. [0 [+p| 1| 7B[ L
-1 {0 = S
©) Ry ok X +§:3=2_ @ X]_+.6}(2+ O%3 = 6 |
‘ 3%, + 2%, + Oxai= 3J 9%, + 4:&2 + 6x; = 4__
o= I‘l =33 0 r 0
3 J""ﬁL 0 | Z,B.[]1+}LI ,
\ 1 J \O.f \ 1 J




11. 6. Eigenschaften von Determinanten

Berechne ohne zu rechnen

501 9 |2 0 -2 |2 5 -2 ‘ SR !
a)l4a 3 h}‘4o 3 c)| 41 3‘ =3 & 2 i
6.6 0z 50 9 l'a 5 -9 | | 2.5 -8|

a) det =0, denn die letzte Zeile ist eine Nullzeile (Satz EJ

b) det =0, denn die 2. Spalte ist eine Nullspalte (Satz [3])

¢) det=0,denn 1. und 3. Zeile sind gleich (Satz l5_|}

d) det = 0, denn die 3. Spalte ist das — % fache der 1. Spalte (Satz !5])

|2, Berechne ohne zu rechnen ' ‘
| 00 a x* x 0 ' b+; cta b+a '
a)‘f&ll b)211| c}‘ c
0 0 b x 1 0 1 J
a) det=0,denn die 1. Spalte ist das Doppelte der 2. Spalte (Satz J
b) det =0, denn die 1. Zeile ist das x-fache der 3. Zeile (Satz |5J
| a+b+c a+b+c a+b+c
¢) det = (2. Zeile zur 1. Zeile addiern) = a b ¢
1 1
= 0, denn die 1. Zeile ist das (a+b+c)-fache der 3. Zeile (Satz _’3!)
[3. Begrimde mit den Determinanténsﬁtzen ]

| a b at+b+c [Fasibiic | a+b a-b ¢ bl |
a)|lu v urvew [=|u v W b) | u+v u-v w |=-2|u v w
Xy X+y+zZ X ¥ @ X+y X-y 2 Xy Z '

a) Subtrahiere die 1. und 2. Spalte von der 3. Spalte (Satz ij)

a+b a-b c | | 2a a-b ¢
b) | u+v u-v w | = (2.Spalte zur 1. addiern) = ‘ 2u u-v w | =
X+y X—-§V Z 2x x-y =%
| a a-b ¢ ‘
= (Faktor 2 raus!) = 2 u-v w | = (1.Spalte von der 2. subtrahiern)
s Z |
| a —b c | & b e
=92l u -v w | = (Faktor (-1) raus) =-2| u v W
X =¥ z | it e
‘ | a+tb ta+b ¢ | a b ¢ ‘
le) | u+tv@tu+v w | = (1- ) u v w |
x+ty tx+y ‘ X y z |
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| a+th ta+b ¢
‘ u+tv tu+v w
X+ty tx+y =z

= (das t-fache der 2.Spalte von der 1. subtrahiern) =

| a~t’a ta+b ¢ | | (1-t)a ta+b c |
‘ u—t*u tu+v w | = (ausk]ammern) =i (=t tury w | =
| x—t*x tx+y z | | (I-t*)x tx+y =z

a ta+b ¢
u tu+v w

= [(1-t?) raus] = (1-t2)|

| X tx+y =z
o IS
= (das t-fache der 1.Spalte von der 2. subtrahiern) = (].ﬂtz}i u v ow
Ty

4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten
| |0 0 1+a

| a+b b+c 1 |

| b+¢ c+a b+a
| a}"_?-l 1 b) a b c ¢)la+th 1 1
. |00 b |1 f T3 I B T |
|(_]Ul' 0 0 a| Ao iE
a) det =2 1 1]+ 211|={J+{]:U(Satz-l6|undi§|)
|0 0 b 10 0 b vy 2
i e S S
b) det:‘abc‘.{.-ah ¢
i i ] e g |
|a bU| |b c 1
¢) det =|a+b 1 1 + | a+b 1 1‘-_—
e e gy o (e i G
'Db0| a 0 | [ o T |
:b11+a]1‘+a+b11‘:
L4 s B I e —TA] |l 15 1]
[FORb0%~fharh- gk ey bcl‘
—I.b1]‘+a]1,.+ all‘+‘b]1
Eles e e B (et e e

‘5. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe |
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

e b ex 2 |
i a)|ly ‘r3 =X -yly —z)z - x) |
| ‘1 A Z'J'l [
|______________________._____-
| 1 x %2 | [0 x-~y X-_J.___}_.z .
‘ 1y ¥?| =(1. Zeile minus 2_Zeilejz| L y? ‘ = ((x~y) raus) =
|1 z 2 | PR A S et
| 0 1 x+y | [0 Y3 x x4y
=(x - y}| 1y ylé ‘ = (2. Zeile minus 3. Zeile) = (x—y')i 0~y yip?l
Lz = ¢
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0 A Xry
= ((y—z) raus) = (x—y)Ny—2)| 0 1 5 = (2. Zeile minus 1. Zeile)
][22
| 00 1T x+y e
=x—-yly—2) g 2 2;23 B E=yXy=2)] 5 g-x | = T=INY=2Xz ~)
T R |
a bie d _ = ;
a2 B2 dzlT (a —b)b—c)ec—d)d — a)
a® b ¢ d°
[Vandermonde-Determinante, nach Alexandre
) Théophile VANDERMONDE (1735 BIS 1796)]
A [ [ b | 0 0 0 i
a b ¢ d a=b b-c¢c c¢-d d
a? b2 2 g2 = az_b‘z bz_c'.! Cz_dz 2| =
| a® b? cf 4° a%—b3 b3—¢? ¢2—d® d®
0 0 0 1
i) 1 1 d
= (a —b)b - c)c—d) a+b b+c cid § |42
aZ+ab+b? bZ+be+c? ci+cd+d? d?
| 1 1 1
=—(a—bib—-c)c—-d) a+b b+c e L c+d o]
aZ+ab+b? bZ+be+c? c+ed+d? |
1 1 0 !
=—(a—-b)b-c)c—-d) ath b+e d-b
| a2+ab+b? bl+bet+c? cd+d2-b2-be |
1 0 0
=—(a—-b)b—-clc-d) a+b c—a d-b
aZ+ab+b? be+c’—a2-ab cd+d?-b%-be

c—a d-b |

—(a=b)b —e)e - d)| oie2 a2-ab cd+d?-b%be |

c—a d-b ‘

—(a=Db)}b —cXe - d)| ¢2_a24b(c-a) d2-b2+c(d—b)

c—a d-b [

—(a —=b)b —cXc —d)| (c_a)(c+a+b) (d=b)(d+b+c)

1 1

—(a —b)Xb = c)c —d}e —a)d - b]| c+a+b d+b+c ‘

= —(a—-Db)b—c)c—dXc—a)d—b)d—a)
= (a — b)a —c)a — d)b —c)b —d)c —d)
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6. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

T Xx a a a
. a X a a .
| a) ‘ a x al = {x-{-ZaJ(x-_a)? b) e ‘ = (x+ 3a)x—a)
| A ."L'| 4 a a x
xaa| : | x+2a a a |
a) |a x a|=(2 und 3. Spalte zur 1. addiem):‘ X+2a X a | =
|a a x| x+2a a x
(I T |
=(x+ Za)‘ 1 x a | = (das a-fache der 1. Spalte von den andern abziehn)
| 1 a x
11 0
=(X+2a)|1x-a 0 |=(Produkt der Hauptdiagonale der Dreieckform)
‘ 1 0 x—g
= (X + 2a)(x — a)?
X a a-a ‘xq-:}aaaa l-a a a
a X a a ¥+3a x a a \Ixaa_
b) a a x a :’}HSaaxa = (X + 3a) LA E Al
a a a x X+3a a a x 1 aa x
E 50 0 0
1 x—a 0 0 |
= (x + 3a) {0, xen b = (X + 3a)(x — a)®
5 () 0 =x-a
|——————————‘—'—'————'|
2 3 ;
X—w Xy XZ ‘
i’?. Zeige: Xy y*-w? yz = W (x2 4+ y2 + 22 — w?) ‘
. ‘ Xz yz z%—w? | |
iy — e e e
‘ x*-w? xy Xz ‘
Xy | o2l ool b
| xz yz  zi-w? |
‘ X XY XZ ‘ -w?  xy %z |
2 g g9
EY YW ey OB 0h vty ‘::A+B
lxz  yz 22w2| | g yz  zi-w?
X o ot o [l T G Xz 1
g | [ [}
A:‘ Xy y*-w? yz |:| Xy y* yz |+ Xy -w? yz ‘
XZ yz @zi-w e < R e S IS S (R T
e XZ |
x}’| ¥ Vel Wi | gt = J{2| i
= J ; | 2_,2 |= Xy-U — we| T e o2
[ZZZJ_WJ Xz z°-w? | Vixz 22| |z —w? |




wi(y? + 22-w?)

= —W*

2
_"._'('i"'

0

72

yi-w
_YZ

yz
a
—W~

Y

— w2(z?—w?) |
g

3
2w | + wi(z2—-w?) = w‘lyz + wHzl—w*

—W Xy X7
0 iy =W oy
0 yz 2w’
2 -
.3[ Y T
=W | yz z%-w? |
sl =z
-W okt g
| yz z®-w
o e 2 | [4=.2
well 2. 22 ‘ 2
=W : g -
|| yz z VZ
- W2|!yz v pe] -y
el e A2

0

—w2

-

2

A
|

z

2

Yz
e

N\
|+ wh(z?—w?)
)

o

II. 6. Eigenschaften von Determinanten

2

’ 4 Aip. ot o o PR D e 2
A+ B = %wt + wiy? + 22w = wi(x® + y2 + z2°—w?)

2

)




30 III. Punkte und Vektoren im Raum

»Bestimme diePunkte ...«, sLies die Punkte ... abe« steht kurz und biindig fiir: 9,
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«, » Lies die Koordinaten der Punkte . ab«,

1. Zeichne ein Koordinat_énsystem a) im Scﬂz-éigbild -b) im Normalbild
‘ und trage die Punkte ein:

. A0|-2]0) B0|2]3) C-5]0]3) D2]4]4) g
| E(-4]2]3) F-2|-4]5) @GGl=2|1) H(4|-6|-5)
_ I-4-6l-1) J@3lel-3) K(-3|4|-6)

§ X
A
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welchem Oktanten liegen die Punkte:

id - A1]-2]2) BO|0|3) C2|—2]-2) D(1989 |4711|-x)
E(-3/33133) F©0/0/0) G(sin2|sin4|sin6) H,(ala?|a®)

A liegt im IV. Oktanten
— B liegt auf der x;-Achse, in der x;x3-Ebene und in der x,xs-Ebene
C liegt im VII. Oktanten, D liegt im V. Oktanten, E liegt im II. Oktanten
F liegt auf allen Koordinatenachsen und -Ebenen
sin 2 > 0, sin 4 < 0, sin 6 < 0, also liegt G im VIII. Oktanten,
a=0: H, liegt auf allen Koordinatenachsen und -ebenen

a>0: H,_ liegtim I. Oktanten
a<0: H, liegtim VI Oktanten

b

|3. Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ? |

). &

<

~—
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!4. ~ Lies d_ie_ Punkte A bis O aus dem-Ei]_d ab. Die Purﬁaliege-n auf Gitterl ;nic;;_ri

A(-410]5)
B(0]0IS)
Cl0]-514)
D(01415)
E(-4]-3/0)
F(-3/010)
G(0|-5]0)
HI-51710)
I(0l0l0)
J(0I5]0)
K(0l0]-2)
L(7I-4]0)

MI0]-2]-4)
N(OI2]-4)
0(8l0l-4)

Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt, der

5.

|  den Ursprung verdeckt und maoglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.
a) (2[1]1) b) (8]4]5) ¢ @[il1) '
d) (-1/2]1) e (8l4]-5) ., al-1{

c)

Isometrie

Isometrie
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lg. Bestimme in jeduin Koardinatensys_fem von Aufgabf-: 5. einen Punkt mit
ganzzahligen Koordinaten, der mioglichst nah am Ursprung liegt und vom
Ursprung verdeckt wird. : _ ¢ ! _ S
Man spiegle jeden Verdeckungspunkt von Aufgabe 5. am Ursprung !
Die Richtung Ursprung—Verdeckungspunkt ist ja die Blickrichtung,
und in ihr liegen die Spiegelpunkte:
a) 2| =1|=1) b) —8l=4]|=5) X3
¢) (1l-1l-1) @& @l=2|-1) LA\
e (-8l-4l5 O (1]1]-D (01-2]3)

7. Bestimme im Schréigbild von Aufgabe | A T

5.a) einen Punkt mit moglichst klei- AL
nen ganzzahligen Koordinaten, der den | T T }Xz

1_"11111(_‘5_ A(-2|-3|2) vel_"deckt. : 7

8. Beschreibe die -I:\‘Icn-ge aller Puﬁkte Ktx-l | %5 | x4) , fiir die gilt

a) x=0 b) x; = -2 e) X=x3=0 d) x3=0AX,=1
der e) =X f) = =—Xa g) X; =X;=Xg h) x0=-2Ax3=1
il i) x,<0 j) x,=2-2 k) x,20A%201) XS0Ax3=3

m) x; =—X; AXg<0 n) x,>0 Ax,>0 Ax3<0

a) x;xg-Ebene ¢) x,-Achse
b) Ebene, die parallel ist zur x,x;-Ebene und die x,-Achse bei —2 schneidet
d) Parallele zur x;,-Achse in der x,x,-Ebene, schneidet die x,-Achse bei 1




_III. Punkte und Vektoren im Raum

e)

g)

h)

Ebene durch die x;-Achse
halbiert den Winkel von positiver x,- und x;-Achse

Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von negativer x;- und positiver x;-Achse

Gerade durch den Ursprung, die mit jeder der drei positiven
Koordinatenachsen denselben Winkel einschliefit

Parallele zur x;-Achse durch (0| -2 1)

X3
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i) Die x,x;-Ebene halbiert den Raum; die Punkte liegen in dem Halb-
raum, der die negative x,-Achse enthélt.
j) Die Ebene, die parallel ist zur x,x5-Ebene und die x,-Achse bei -2
schneidet, halbiert den Raum; die Punkte liegen in dieser Ebene oder
in dem Halbraum, der den Ursprung enthilt. (Siehe Bild zu b).)
k) Die Punkte liegen im I. oder II. Oktanten, in der Halb-x,x,-Ebene,
die die positive x,-Achse enthalt, oder in der Halb-x,x;-Ebene, die die
positive x;-Achse enthélt, oder auf der x,-Achse.
1) Halbebene im III. und IV. Oktanten, die parallel ist zur x,x,-Ebene und
die x;-Achse bei 1 schneidet, mit Rand in der X, Xg-Ebene.
m) Halbebene im I. und II. Oktanten, die den Winkel der x;x5- und x;%,-
Ebe Ebene halbiert und die positive x;-Achse enthalt.
F n) V. Oktant
0) Ursprung, Punkte auf der positiven x,-Achse oder pos. X,-Achse und
Punkte in dem Teil der x,x,-Ebene, der den I. und V. Oktanten trennt.

0

-"=.-_._._.T\._!|'_

Viertelebene mit Rand (Achsen) h———____'___ﬁ\d
Halbebene
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Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | X, | X3) , fiir die gilt

P !

a) 0<x,S1 AOSx,<1A0<x,<1 ‘

bisdexis o=l cx< VAl <% <1

d) 0<x,<1 A0<%<1Ax=0 e 0<x<1 A0<x,<1 |

SR O e S S e s s oy

a) Die Punkte liegen in der Oberfliche oder im Innern eines Wiirfels mit
den Ecken (0/0]0) und (1| 1] 1), von dem drei Kanten in den Koordi-
natenachsen liegen.

b) Die Punkte liegen in der Oberfléiche oder im Innern eines Wiirfels der
Kantenléinge 2, der symmetrisch beziiglich aller Koordinatenebenen ist.

¢) Die Punkte liegen in der Oberfliche oder im Innern eines Quaders.
A(1]-11-2),B(1]1]-2), C(0]1]-2) und D(O| -1 | —2) sind die Grund
fléchen-Ecken. Der Quader ist symmetrisch bezliglich der der x,x,-und
x,X,-Ebene.

d) Die Punkte liegen auf den Seiten oder im Innern eines Quadrats mit den
Ecken A (0/0/0), B (1]/0/0),C(1]1]0) und D(0] 1] 0),

e) Die Punkte liegen in der Oberfliche oder im Innern eines unendlich
ausgedehnten Korpers: die Kanten sind parallel zur x,- Achse und gehen .
durch A (0/0/0), B(1]0]0),C(1]1]0)und D0| 1] 0).

f) Die Punkte liegen in der X;Xg-Ebene, in der Ebene, die parallel ist zur

X;xg-Ebene und die x,-Achse bei 1 schneidet, oder zwischen diesen beidet
Ebenen.




hen

iden
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: 10. Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit
Koordinaten(un)gleichungen

a)

)
g)

h)

1)

D
g)
j)

Ebene b) Halbebene mit Rand ¢) Halbebene mit Rand
Gerade e) Ebene f) Quaderinneres
Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIIL.

Oktanten trennt.

Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beztiglich der
X.IX.Q'Ebene 1&;1_

Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des
Ursprungs ist.

Die Ebene im Abstand 3 von der x,x,-Ebene, die die positive xs-Achse
schneidet.

Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den
Ursprung enthélt.

Die Ebene, die die x,-Achse enthélt und den VIL Oktanten halbiert.

X, =0A%X,<0 h) x,=-2A%X=2 1) X =2 NXo=—2

Xq=3 k) X.<3 D =x=%

o




Halbebene
mit Rand




LA |
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Quaderinneres

-4<x <0 A -6<x<8A0<x<2

11.

natenachsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle
Punkte so, dafB ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte, |

(olole)

~ | (0}-410) 1 =200
‘-\_\-_\_\-ﬂ-_

~—

0]0) 7@ 2 __| (01410}

{;/* -\§X2

{ |

e +(0/0}-6)
g
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112. AG[2(3), BC3/6]1) |
a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich der

‘ Koordinatenebenen. |

' b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen. |

, Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?

\_ Gib die drei Schnittpunkte an. (Aus der Zeichnung ablesen!) ‘

b) Die Geraden und ihre Spiegelbilder sind nicht parallel zu den Koordina
tenebenen. Deshalb schneidet eine Gerade ihr Spiegelbild in einem
Punkt, der zu sich selber symmetrisch ist beziiglich einer Koordinaten-
ebene, also in dieser Ebene liegt.

i
~H|»

L Sl S e /\H (-6l8l0]
> — ["FIOJ?J/-_ o _-hq_"';._:-._______ . “'"---J_)[_;__-_ __-.! 1

3)

13. A613/0),B316/0),C0l6
| sind die Ecken eines ebenen regelméfligen Sechsecks.

| Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die
! a) X Xy;-Ebene b) _X;Xg-Ebene

3),D(0/3(6),E3]0/6). F6|0

> ¢) x,X;-Ebene. I
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ina
en
alm [14 A®6]0|0) B{ﬂ 610), C(0] 0] 6) sind die Ecken eines gl u{,}]qe!tlg@_r; Dreiecks. | |

— |
y Zeichne es und seine Spmgalbllder beziiglich der drei Koordinatenebenen, |
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs. i

L Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelmdﬁxgea Oktaeder.
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15. A61310),B31610),C0]6]3),D0]3]6), B3

0l6).F®6|ol3)

sind die Ecken eines ebenen regelmiBigen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinaten-

i achsen und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten
eines Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wen
_nan von einem regelmfBigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet,

16. A@8[2/0),B®(510),c@3[7[0). D[4 0) S ]
ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hihe 1.
a) Zeichne den Quader. |
b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x, xo-Ebene. |
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene. |
d) _Zeichne daE_S_Pjegizl_bil_d des Quaders beziiglich der X;Xg-Ebene. |



43

ine
en-
an

ven
let.

17 A®|210),B©|5/0),C@3|710),D214]0), |
ABCD ist die Grundflidche eines Quaders der
Hihe 1.

a) Zeichne den Quader.
Zeichne sein Spiegelbild

b) beziiglich der x;-Achse.
¢) beziiglich der x,-Achse.
d) beziglich der x;-Achse.
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118. A614]1), B4|6]0), C(5(8]2), D(716]3)
E@4|3[3),F2|5/2),G@E|714), H5|5]5)
ABCD ist die Grundfliche, EFGH die Deckfliche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel.
Zeichne sein Spiegelbild beziiglich der
L b) x;x,-Ebene €) x;xg-Ebene  d) XpXz-Ebene.

119. A(-4/2/0),B(2]5/0),C0|6]5), D(2|8]5) |
' a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken. 5 d
Welcher Kérper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Es entsteht ein Tetraeder (dreiseitige Pyramide).
b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,xs-Ebene. |
¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,-Achse.
d) Zeichne das Spiﬁggelhﬂdiies Korpers beziiglich des Ursprungs. |

é
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20 A@4l3[0),BB5I-4[0),C@E[0]5), D(1]-1]5) | 21
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Hebe die sichtbaren Kanten hervor. ;
, b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,x;-Ebene.
| ¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers bezugln,h der x3-Achse.

a) b)
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l21. AG6|4]1),B2|8|1),C0]-2]1),D®6|4]-3)

[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.

a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

b) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x;x,-Ebene
durchstofBen. .

¢) Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quader |
ebenen durchstofien. _

d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht. ‘

a) b) ¢)

TR e N

— _/ o
=
S
———

(218]-3)

d)
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'22 ~ Welche Koordinatensysteme sind Rechtsaysteme ?

125. Brsetzo a und b so durch x, , dab ein Rechtssystom entsteht, |

a) %Xa




E V—Op

o
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Z-115)p yp -

»Bestimme diePunkte ...« steht kurz und biindig fiir:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«

(1. Zeichne in ein Kﬁdina_‘r.ensystémuﬁ |
| Punkte A(-1|-2), B3| 0), C(2|2),

D(0[1)und E(-2 | 3). Bestimme die
Punkte V, W, X, Y und Z so, daB gilt: i
V=AV=WB=CX=DY = ZE |
b da) SEFA S B vok0

C) V\ = _CD-\

y _
f?’.f[} 14)
E/ ’ v

_ A X(314) !
X ; | Y(113) '

1 W(511)
:xmmzu/ 5
B S
e = N I — } —
Y(-210) 1 X v=A(
’ ——8 >x
B 5

/ | © v=CD
V(-31-3)

(2. Zeichne in ein Koor-
dinatensystem .
A(2]0), B(8|4) und
C(48). Zeichne den |
Summenvektor. '

| a) _AE\—F KC\ |
b) AB+CB |
¢) CB+BA |
d BC+BA+CA
| _© AB+BC+CA |




=
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51

L Zelchm} in ein Komdmatenavstem A1l 1),

Die Vcktnren By b und ¢ sind definiert durch a = AB b -BC
€= (D Driicke folgende Vektoren mit - a b und ¢ aus:

a)

a)

c)

E(1

AC b) CA

LS

o DA d BD

—_—
AG =a+b

DA =—(B+Db+TC)

Bl GA == Coai

d¢ BD = baic

|3) a b ¢ und d sind

Auchne, dab Funlcck ABCDF mit A0 | 0), B( 3/0), C4]|1), D 4 | 4) und

e

festgelegt durch a a=AB,b= BC C= CD |

und d = DF Driicke folgende Vektoren mit A, B, C, D und E aus:

a)
d)
a)
c)

e)

a+ h b)
. [__b +e+d ) e)

— Al
a+bh = AC
a4+b+c+d=AE

=S (a+c)=—( a\+T)

Vereinfache

a)

d)

a)
c)
d)

e)

S e —

—b—c\ c) a+bJ—c+d
e - iy
—(a+c

| &

—_—

e be o ah e = —RD = DB
A (bicrd)=—bb 5D

)= AD = DA

UV + VW b) AB+CA ¢) RS-RT

AB + TA + BT

AV el 1

UV+VW = UW
RS -RT = RS+ TR

5

) AB+CA = CA+AB - CB

_TR+RS = TS

M % -

AB+TA+BT - AB+BT+TA = AA =0

XY -ZY-XZ = XY +

. L
Bestimme x

-_AI;‘J.-— X=0 b) Tﬁ.]?:+ Si\: AC:& c) AB - x=AC —AD |

a)

a)
b)

c)

— =

. i L Gl e T

YZ+ZX:XK:

BA

AB -% = AC - AD, AB-% L~ CA<AD,

LN
—_—

AB—}{ :—((_;A-FADJ

AB +CD =




(9.

i
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Driicke mit a,b und ¢ aus:
ED b) DE
FB f) FA

c)
B

a)

e)

FD
AD

ABCDEF ist ein rege]maﬂlges Sechseck mit a = AB i BL ¢ = CD. '

—

3] |
: E

d F

DE - -5
B AT

a) c)

e)

—

Durch Antl agen von a,
einem Punkt O entsteht ein rdum- ‘
liches Dreibein. Erginze die Figur zu |
einem Spat. Welche Vektoren, ausge- ‘

driickt mit a, b und ¢, werden

reprasentiert
a) durch die Flidchendiagonalen, |
die von O ausgehen

b) durch die Raumdiagonale, die ‘

von O ausgeht.

2, b und © spannen ein Tetraeder
SABC auf Driicke B(‘

mlt a b und (, C aus.

10.

OA a. OB

—_— —

1BA = L(a=D),

1
2
FD = AE =1 AC

3(C-a)

b und ¢ in _

EF =

= D\

==L Y

d FC-= h+.'a~T
e Ty o] iy

=b+a

g)

oL
Wi

a, b und c %vtmn im Ur Sprung an und be%hmmen das Dreieck ABC mit
b und (}C =7e. D ]1. und F' sind d]C Mlt’fe]punkte der
_ Seiten [BC], [CA] und [AB]. Driicke DE EF und E D mit

o, b und" ¢ aus.
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R AB b und AD = d spannen das Paraﬂelogwamm ABCD auf .
| 1 Nimm die Punkta E und I‘ so an, daB gilt: DE = IJC und AF = g AB . |
| ||  Driicke El‘ mit d und b aus.

5.

ED + DA + AF =—1b —d +

w3t
o
|
o
|
Q.

J EF

12. AB =&, AD = b und AE = ¢ spannen das Spat ABCDEFGH auf. |
Driicke E(}l, HF‘, EC‘, ﬁllﬂd HBmmit o b und ¢ aus.

EG=d+sb ~ _HF=-b.a
A

13, AE=u, AB=V und AD=w |
spannen das Spat ABCDEFGH |
auf. R, S und T sind die Mittel-
punkte der Seitenfldchen, X

3 und Y sind Kantenmitten. |
Driicke folgende Vektoren mit |

2 5,

u, v und W aus.

A

a) AT,HT,AX,HX,YD
“h)_FS Y%, V7, i (o

a) AT=W+;;LH\+?)

b) RS = RX + XS =3V —z0




M
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14b

(a)

b)

AB =8,AD=b 16
und AE = ¢ span- | G

nen das Spat ? i
ABCDEFGH auf. |58 ]
S und T sind festgelegt [l S e : o e e e
durch A_s;:gEB“ und | : ‘ — Bl = | L
AT = EAT; Driicke ' |

et I e R A
SG, TF und : i - ' ' -
E e ooy i Rl 31 \\_\. |
STmita,bundc_’ |

aus. o S S i e R _ /|
M ist Mittelpunkt von| | | | N AT E[ ]
[EC). L liegt auf [EG] A

mit LE=2GE .
Driicke ML mit a

b und ¢ aus.

[15.

. = 8L a — P,

9 3 E s . Six | g
ay .k = E :—‘b—l—a-l-(: ST =—:a +:1b

a+b+C c}+dGE

.'_
1+
<
|
o

g
=
=
I
Pl Sl
!
+
(p]
l—|
[
B | bd
@i m|

(d—b)—ga+ b+zc

Ecken zum Schwerpunkt L : _ &
__gleich dem Nullvektor. ' & ,// T =

In jedem Dreieck ist die Sum- |

Zeige: 3 | i ] =i \ ¥

me der drei Vektoren von den

L~ o

I_,'. |_ e

A S

AS = 2 AD, BS = 35}3\ CS= 2 CF

der E:Lhwu'punkt telltjedt, Seltmhalblexende im Vcrhaltnla 2:1
Af::——l’a+ B(‘J——a+—( a+b)— (a+b)

— e

BS =-3+ A8 =1p -2%, csz—b‘+_.mf§:§a‘_§b
AS+B’§+CE»*—3+,—I)+ b—j +



(=N

16.

des Dreiecks BCS. Driicke HI‘_E mit a, _L; und ¢ aus.

I1I. 2. Vektoren

Eine Py \e Pyramide mit der Splt?e S hat als mndﬂache das Rechteak ABCD. |
Die Pyramide ist festgelegt durch die Vektoren AB =a, AD - und

x

AS =7C.Mistder Mittelpunkt der Grundfliche, K ist der Schwerpunkt

MK = MA+¢1+B

A




5 ; IT1. Punkte und Vektoren im Raum

17. DA=a, DB=b und DC =¢
spannen das Tetraeder ABCD auf,
U, V, W und X sind Kantenmitten
des Tetraeders.

a) Driicke VX und UW mit &, b

_ und ¢ aus.

'b) L ist Mittelpunkt von [VX], M ist

| Mittelpunkt von [UW]. Berechne

DL und DM in Abhéingigkeit

von a, b und ¢.

Was folgt aus dem Ergebnis ?
¢) Berechne UV und X W in
Abhéingigkeit von &, b und ¢ .

Was folgt aus dem Ergebnis ? |

e 11— i s 1 o el 1—= 1—2 1_‘ 1 — = .-
a) VX =-5a+¢+3(-C+b)=—3a +3¢ +3b=5(-a +b +7¢)
=t i—x e e it g e e e e S —r
UW =-35¢c+a+3(-a+b)=—3c+za +3b=35(a+b-7)

=T 1 A 1= > [ G o — — ] s, = L
b) DL=3a+;VX=3a+3(c-—a+b)=3(a+b+c)
—

e o I B b M B N S PO (S g e i
DM =3¢ +3UW=3c+3(a-c+b)=3(a+b+¢c)

Dil= D M\, also ist L = M, das heiBt, [VX] und [UW] halbiern sich in M

£S

¢) UV =-5¢ +5a = 5(

a

XW =36B 4 iBA=1Ce+b+b)ta)=tm -5
UV =XW , also ist UVWX ein Parallelogramm.

(Beim regelméBigen Tetraeder wiirs sogar ein Quadrat.)
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DT ~___IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten 57
= —\ 10~ —\ PECT —\ _I;J:\ : == =
ST V=i 0 W :'l—GJ Berechne |
k—? ) \—IJ \ 4 :
a) UW+V, o=V, VW+V+W |
b 2% - 8V, fm+(-2w), [(T@+3w)-38vls
v D=8y Ty A e e iy
a) H-i—l‘u" :[04‘5 l: b =g = 0-5 l: -5 U.+-V +E{:i_]|
—2-1/} -3 |\ —2+1 -1 | 2
\ /A J \ i ., \ J
< ’ 20. _9\1 ¥ L '\l
b) 2u - 3v :[ 0 |—|15 |:L—]_5
4] el et
s . . 5\| =g 8 —6
5 U +(v—2'v&5):{0=+ 5]— -12 |=| 17
1) \-1) L8] |10
de e e lf].{)+2\! i (=3 (1)
[(a +§w)—3'v-i,§:jl -3 _?:‘-—11_‘ 51:1—6|
\—2+2) |\0_)' =t l\' J]
TS BN LT iy DR g ek e e e
DA :|—~3‘, y :‘ Bl bl :‘ 2 I Berechne den Vektor r ,der x+ y + Z Zur
\ 5 ) \—3) \3 )
4 geschlossenen Ve@rk_ette_ergéi_n_zt._ F5
€3 9y (2
r =—(x+ y+_z\).—,—(—2;: 2}
(5)7\-5)
.o__ S R R s T e e P ]
3. Berechne den Vektor X aus den Vektorgleichungen:
||Ir_3 '/_I h ( s ( 1 .1| ‘| s =
a) 3'.11—4;&:'?'_ b) 2_}r'u—2|:|—1 ehee
| | 2 /I l\_i{);'l \ \SJ' S on,- l
= N 17
© 7X -3(-1|=2% +|18|
P ST -3 (19 ) D B e e ]
(—3 =X —8 i (ol By
3) 3 l}-— T Ilzéj_x |—4W:4}{_ —1.|=3{
\ 2 ) \-10) \ 16 ) \ 4 )
1 Ié ok f r—B6 _— ! =20
b) 2x -2 2}:—1 +5% .-4‘_—1=3x Ld =3 X, h:|—_1J
3, LD \—6) 0 =8 \—2
= 17 ( 11 ) 50 W A 10 \l
¢) 5x =18 |+3]|-1 5){:(15 x =|3 |
(19 -3 \ 10 ) \2)
4. Vereinfache durch Abspalten ===
. geeigneter Faktoren: | _ )
192 300 —9/4~ le 5 rd 3|.f 3
a) (-8 b)|B| o] a)-6/3| B L] o -3
| -42 225 ) = \7 —3) N2y




58 __IV. Elementare Vektorrechnung
.

. Gegeben: a) A@2[2[1),B@[2[-1), C(1l2[3)
| b) A®©l2(4),B1l8lo),cel1]4)
¢) A(0|24),B(18/0),C21]4)

Berechne E, A‘F, B(‘ _,%:Bt + E\, EB—{f +AC — BA ‘

f ]- i -'r._]- \I s r'"2 \ LS~ = Y f D b
0 AC =| 0 | BC =| 0 | AB + AC =|0
2 \ 2 J 4 f \U;
z — |f._4“l
2BC + AC — BA =| g ]
= s 1 e ! 2 - f 1 g g s 3
b) AB:[M AC =| BC =|-7] AB + AC =| 5
\_4;‘ '-,D \ J _4x
Sap S LR T T,
2BC + AC — BA = —9}
||\ 4 )
A r 18 e r —_— 4 —— > 39
¢ AB =) AC =(%5)  EC =(3) AB & AC = o

2BC + AC — BA = |"_36J

6. AB[0[0),B11410), C01—2]0)und D(0]0]3,5) sind die Ecken eines

! Tetraeders.
a) Berechne die Mittelpunkte U von [AC], V von [BC], W von [BD] und
X von [AD].

| b) Zeige, dal UVWX ein Parallelogramm ist und berechne den Mittel-
punkt M des Parallelogramms.
10
| ¢) Fertige eine saubere Zeichnung an. 5 0 10
I 4

e — — — — — - e e - o

— - ST f ;g\, f_l"
a) U:%{A+C):%—021 V_}{B+{‘)m>|2|
ot 4
U@1,5(-1]0) V(=0,5/1]0)
iy = o e B o f 3
W=32B+D)=] 4 X=3A+D)-= Io}
\ 3,5 \3,5
W(-0,5|2]1,75) X(1,5/0(1,75)
— -4 [ 2] S— S a%e B — -"'._2 b —
by UV-V-U-=| § | XW=W-X=|2| wegen UV=XW ist
|I U,J
LS
— 2w ey — f 1 .\
UVWX ein Parallelogramm: M = 3 (U +W )= Sl
(1,75

M(0,5|0,5| 0,875)




_IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten 59

ebenen projiziert. Rekonstruiere 'AB aus den Projektionen A1-B,- und gib die |
Projektion in die dritte Koordinatenebene an.

== 1 o 1 =1 7 R ey _;3\| :

| a) A;By [0 |, AsBsg 2(31 b) AB, = ?L AyB, :(2 }
= — D |
\

bl et \ b

e ; 0
¢) AB, = AB, :[OJ

(1 W r 0y S .n’—z'-.l —)'l'l
a) =153 AlBlz,a] b) AB =|0 | AsBs
—d \—2 125 L E] )
ey L . cOR
© AB=|0| ABg=|0
\ ?/J MY

8. Die Strecke [AB] (
um sich selber vellangen Burechm den Endpunkt {,

—

C g e L

x ,nl tJ\l
O 2B o ADios: & hi 4|-'L§

:L cilal-1)
1)




&0 IV. Elementare Vektorrechnung

lo. R4]5 |6)und S(7/8]9) teilen die Stre(,ke [AB] in drei glelthe Teile. |
Berechne A und B.

s =0 14 4 10
B=S4&N8-28 B - 1_ 5 111 B(10|11/12)
| 18 ) \6' 12 )
‘\ iy ety
=R R =OR =8 = |-|8J EJ A1|2]3)
1.3 |3

(73| 4] 0) sind die Ecken eines Parallelogramms
Bestimme die vierte Ecke E (drei Losungen!).

10.

fii el e e e S Eie R 3\ 3N 0y 76
E,=U+A0=U +0 - A = ‘”—{g‘:.g‘ E,(6/0]|0)
/ L /
B RaRE e N (U\ (3'\ 0y ,
Ei=U+ OA =T 4 A =0= J {bl E,(0/8]0)
: 0 ka \5) o)
— e ey =k i =i 0 3y "3 -". 0 A [
E, = A + U(J:A+0—U=[4+ - [45=(0| E;(0/0]10)
5 '\5f| \OI \]_U;
_5|O'; 5) und- |
il den %chmttpunkt der Dlagonal(,n M( 2|4| 15). BerechneAund BNEL
[ Snge (v a =T 5 6 ;
A=C+2CM = %J,A(—7|8_35) B B+25M—H D6|4]27
\ \“f /
12. Vom Spat ABCDEFGH m mit A(9]7]5), B1]-1]|-1) ), F0]2]3) |
und G(1|J|5 ) berechne e man die restlichen Ecken. i |
o —1> rl\ o\ AR
C =B eFG%=B 4+ GLip - ( =|0 colol1)
1 '\
N a8 Ry - o S R S NS P SR )
D:A+b‘uza+G—F_:§j'+ SHBHS] D(10/8|7)
o, \SJI \'3) \ 7
—+ == —a s . 70N /B P (lﬂ\l
E:F—I—BA:F+A~B:i?+L7W—{—1 = [ E{10!10|9]
N SRl N e DS I
L5 i — —r ol e frl\| 9 A .'r_]\ I"’]] h
H=G+BA=G+A-B=[8]7)- -1l=(n]|  HEL |1 ]1)
\8) \5) (=) (1)

[18. A 1=315), BrlolD, el BT
M;, M, und I ‘J_; sind dIE‘ Mitten der Seiten a, b und ¢ des Dreiecks ABC.
Buechne AM] ; BMZ und CMo>
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M,

IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten

Xk

A' ist das Bild von A bei Spiegelung an Z,,
A" ist das Bild von A' bei Spiegelung an Z,. .
Bestimme A" und ein Zentrum Z, so daB A an Z gespiegelt A" ergibt.

a)

b)

Zeige: Z,Z, = 1 AA"

a)

oo =
P 0%, — A =27 —
N g el
7.7, =|1| A" =
\.&
7 :‘}(Z{“{"A ) =

aus A = JZ Z + A (von a)) folgt Z

oder: Z,Z, :[1 |
\2,"

LN

A Fo=a 3 3\ 3 S _— { 3 ) 1 r’é\
=3(B+C)= 3|, AM, = M, — A =|-3 —[—3 :|U
% \3 A [SJ 5 \__21
el 4 = ¢ 7 =7y 14y
:-L(C+A)—(—9], BI\-Iz_MZ—Bz—Q]—(gJ: 18
11 i) a2 ]
e =37 L% Rl LV - R s
:lJ{A-I-B}:l. 3 [5 CM;:_:D,{;; =153 I—'—I.f} :[181
s \-3) _g ) \ar )=\ =20
14, Bered‘:ne X in AbhangngmL von A B und _(5 80,
daf gilt: AX + BX +CT =0,
R-B+X-C=o, 8% —A+B+Cr X nz(A+B+C)
115. A2l0]0),2,112]1),2Z,(113813)

rfU

16. lemm Bi4l|2]0),C

b) Fertige eine saubere Zeichnung an.

a)

,_.rc:L\b r_-u

o |

0

2
4

J

[A"(J|4|2)

]

A"2|2|4)
Z(2]1]2)
T2y = A -A)=

C21310),D@312]2),A0162)

Das Tetraeder AB'C'D' entsteht beim Spiegeln von ABCD am Zentrum Z.

a) Bestimme Z und die restlichen Ecken des Spiegelbilds.
5

z—)(A'i'I\J— 2

o9y - (=

i

(2

\

0y

s

[

f.%

3

nll

1 aan
5 AA

Toa A= AZy-Z1)+ A=22iZ + A

i

3013

6 g e

___ =% LW _2"\|
B=2Z - B= B'(-24[2

2 )

BN — e B
D':QZ—D:'S‘,@'{(—LMO)

el




a2 IV. Elementare Vektorrechnung

(S5 e A TET 1 T LTT T let2m2

1 e - O 5 551 S e gl B | B
| 18 = S B9 e 3 SRS R
EE S | |c101312)|
— __15;-_|_ 3 | e —E—E—.—e—
| ¥
= B [ ST o) PO P P00 |20 | sy
L Lo NS B . Z11311) -

i =L A7 ol Pl e i 9 I O B e
1E Z L L o o . [ o G |
SR T e e e

17. Alle sechs Bilder zeigen .
: verschiedene Spate mit |
jeweils demselben Umrif3. l
Jedes Spat steht mit einer |
Seitenfliche auf der x,x,-
Ebene. Benachbarte Git- |
, terlinien der x;x,-Ebene
' haben den Abstand 1. Die
punktierte Strecke kenn-
zeichnet die dritte Koordi-
nate. Bestimme die Spat-
ecken und die von A aus- | g'
gehenden Kantenvektoren. |

a) A(-1/0/0) B(4|5]0) C@317/0) D(-2|2]0)
E0[3(38,75) F(51813,75) G(4|10/3,75) H(-1]|5]3.75)

=

. L%, '(5. ' "'1 a5-% f 1
AB = 11 AD = 21 AE =| 31
L0 13,75 )




Rl | 4

| 2=

b)

d)

AB|-410)

IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten

B(71310)
F(3|/0/0)
E2|-7]0)
D@6l 1]2,5)
C(7/812,5) DN e
G(3|5/2,5) N>
H(2|-2]2,5) \

B(7/310),C(514|0)
G(1/1]l0),F3l0l0)
A(101415),D(@8|5!5)

H4|2|5)
E®6]|1]|5)

= f _‘I] \
‘XB | 1
5

L =25
AD :‘ 1

0 )

. =4y
;ﬁ} = | —3

L0

A-1]/0]l0),B4]|5]|0)
F(-1|5]0)
E-6l0]0)
DO|3]1,25)
C(5/8|1,25)
G(0|8]1,25)

H(-5(3]1,25)
— r5 \
AB=|5

L0)

o i |
_*'\D:| 3 ]
.,\],25)
T
AE:‘ g~|
=l

g



B4

e)

f)

___IV. Elementare Vektorrechnung

B(4|5/0)
c@3l7/0)
G(-2|7]0)
F(-1|5]0)
A(31212,5)
D(2|4]2,5)
H(-3|4|2,5)
E-2|2]2,5)
— el n
AB=| 3 |
\~2,5)
sl (=l
AD | z]
\O
R
w-(7)
LB
AB|-4]0)
B(7/3]0)
Ci514|0)
D4 |-3]0)

E(5|-1]3,75)
F6|6]3,75)
G4 |7]3,75)
H3|0(3,75)




IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten 65

18. Wo liegen die Punkte X mit ? =% Ak i p.§ (O AB )

a- N+p=1 b) A+p=1 Aunz20 '
¢ A+p21 d) A+ps<l, Au=20 e) A+p=21, Aunz0 ‘
A a) ?.TJ.L 1 p=1 ~l einsetzen in
T o=l B:
B Al +u —. —_— —— S
X =?\.A +(1-A)B=B+AA-AB =
0 B+MA-B)= B‘+ZAVT3A:;

die Punkte X liegen auf der Gerade AB.

b) Ik-l-u 1undp>0 also A<1, allebmallem 0< A<1

—_— L5 S

K B+nBA (von a)); A =0, dann X = B; =1,dann3{ = A;
die Punkte X liegen auf der Strecke [AB].

¢) Halbebene, die den Ursprung
O nicht enthilt und begrenzt
ist von AB.
Tip: Betrachte O, A und B als
ebenes KOSY mit A und p als
Koordinaten.

d) Dreieckflaiche OAB mit Rand.
Tip: Betrachte O, A und B als

ehenes KOSY mit A und p als

Koordinaten.

e) Teil der Ebene OAB, begrenzt von
[AB] und den Halbgeraden von B

und A aus in Richtung B

beziehungsweise A .




66 IV. Elementare Vektorrechnung

| R = = o~ —_— — — .—;-.
|19. Wo liegen die Punkte Xmit X =AA +uB +vC |

I &) Kewsv=1 b) A+p+v=1 A ,J.L?\f__l_i__;

a) A =1-p-v einsetzenin X %A - iL-]__:; +vC ergibt

f‘ = A\ - .LLE; +V A(E\

die Punkte liegen in der Ebene ABC oder, falls C auf AB liegt,
auf der Gerade AB.

b) Die Punkte liegen im Dreieck ABC mit Rand.
Wegen A =1-p—v und X >0 muBgelten: p <1, v < 1. Damit ergibt si
dieselbe Situation wie bei 18. d) mit A statt O und C statt A.




IV. 2. Teilverhiltnis : 67

1. A2lol-1),B@I-3]11)
b‘gy_n_(_i__'_I' teilen [AB] in drei g}eiche Teile. Berechne S un_d T '

I
i
A B

S T
I ]

il

AS = 6 SB (die Strecke [AS] ist halb so lang wie [SB]), 6 =3
(8) — 2 (8 —8; 25, —4=8-8, 38, =12 s;=4

|s.3—0 :%—3~s' 28, =—3—8; 353=-3 sg=1 .
\sg+1) (11 -8 28, +2=11-8; 38,=9 s;=3 S(4|-1

3)
& AT =1 TB (die Strecke [AT] ist doppelt so lang wie [TB]), T =2

I-"tl’_2'\_ B_t‘l b t1“2:16_2t1 31:1218 t:[:ﬁ‘
ty—(]!:?‘{—'S'“tz t2:—6-’2t2 3t2:—'6 tE:_2

In welchem Verhiltnis teilt T die Strecke [AB] ?
a) T(10/5|7),AB|-210),B14|9/11)
b) T4|2|3),A16]17]12),B1]-3]2)

o |

¢) T(6|ty|ts), A(13]10]|4), B(3| 0|~ 6); berechne t, und ts
_d T8l-12]|-8),A113|4,B@2I-210)
r10-3Y  (14-10\ (TN 4y 7
a) 5+2 |=1| 9=5 ?}:T. 4 T='4
| 7-0 ) (11-7 7 )4
I VIR L TR 19 5 1 kein Wert fiir ©
) I e L SR TR ‘_15 =1|=b erfiillt die Gleichung:
(3-12) W{e2-3 L -9 ) ~1 T liegt nicht auf AB
7
613\ ‘ 3-6 1.Gleichung: -7 =-317, T=3
c) t,—10 |= ¢ U—L,) 3t, — 80 = — Tt, t.=3
e 5] Y 2 = 9.3 U9
L lg—=4 ] h 6 t; ) 3t3—12:_42—7t3’ t3=—3
( 8+1 28 r9y\ (=6 3
d) ‘—12_3 :;t—2+12 |—15i:r[1{3 ‘ T=—23
"._8_4}' U+S 1\—]_2}. \ 8 S

3. A{B| 5/3),B@2|-5]| 8}.-Berecl{£di§ Tapunkte T;,

T
L

die [AB] im Verhéltnis 7 teilen: 7, = Ejé.f.__"f_z_: 1L, T

>3
I
|
o
3
1"
|
@




68 . IV. Elementare Vektorrechnung
= e -+~ A+1B

AT ZT]'Tng T'i= _]_.|.*[.

F SANIB T 2A G R JrOY 2y 2

l B “sll s afE 2, 15, |14,
= PR CAE (2

£ o | T. |5 S
P e _Zl&lg_]l} Ty(1/0(5,5) = M,y
B 5 E_2_B e B Gl 5 el T
Ty = ——— = —A +2B =i=5 |4 |-10 Ts(41-15(13)

0y 2y 3 (=2
;f15j_ [jj = Z‘ 20 .! T,(-1110/0,5)
\

(4. T{i |-1|-6), B(- 6 2| 0). T teilt [BA] im Verhaltms T= 1 Buedme A

— T e

BT = $TA, {BT = TA,iBT A-T

ATy gBT =BT +4T-B)= :AT-4B)

« 2y 24y 4
A= { -7 |-| 8 }: 5[—15 A5 |-5]-14)
42 0 —42
5. Zwischen welchen Grenzen muB das Tellvezhaltma My hugpn damit
. a) P zwischen A und B liegt ? b) A zwischen B und P liegt ?
i ¢) B zwischen A und P liegt ?
| d Pzwischen A und dem Mittelpunkt von [AB] liegt ? !
P P
a) I = s Bab— i f
A O<u<+~ B B A -1<pu<0
: : P P M 1
¢ | i | d | 1' f |
A B -0 < L < =1 A O<pucl B

6. A(11219),BC51513),C314]5) Inwelchom Verhaltnis teilt
! a) C die Strecke [AB]? b) B die Strecke [AC] ?
¢) A die Strecke [BC]?

Sk ST (—4\ -2
a) AC :HCB | 2':.\_1‘(1 “=2
\-4) (-2
— el — B II;E\
b) AB=uBC: |3 |-pf-1| p=-3
=73 [
/ \
= SN / 6 - lr._4 % 3
¢) BA =pAC {—3|:u; 2 H=-35
4 \_4"




IV. 2. Teilverhédltnis : 69

7. T teilt [AB] jnn Vérhalt}]is 7. In welchem Verhéltnis' ._u (abhéingig von 1) teilt |
a) T die Strecke [BA]? b) B die Strecke [AT]? ¢) A die Strecke [BT] ? |

T

| | i AT = 1TB (v)

A B

a) BT=uTA, TA=—AT =[aus(v)] =—tTB =t BT
BT = wt BT ,also pt=1, p=1/t

b) AB=uBT, AB=AT +TB = [aus(»)]=tTB + TB = (1+1) TB
(1+1) TB = p.ﬁ’i‘x, (1+1}ﬁ\= - pE‘PT, also p=-(t+1)

L‘) EK: pﬁ
ﬁ:ﬁqti‘ﬁk:-ﬁ—ﬁ:iaus{v}h—i

AT- AT=-(% +1) AT

—~(%+1)AT = u AT, also p=—(3 +1)

8 A(13|9/—3),B@|0l-6), P p,lps) |
P teilt die Strecke [AB] im Verhéltnis p. Berechne [, p, und ps..|

'AP=.LL_15I_3\:rm—9| — P2 3p;—9=0, pa=3

| -6 _p.‘J,J 3pg+3=-12, pg=-5

i e ~3 y  1.Gleichung:—6=-3u, =2
'\p:3+3j :

9. P[GTTL,F) 14), Q_t,3 |0 4). -Ber‘echngicﬁnkgS und T, }
_ die [PQ] harmonisch im Veriiﬂ_tn_iicﬂ =2teilen.

=i Lo ( 351 (3—81) 51"'?*51:6
PS—-GSQ,G:2 52—1,5 :2‘ — 85 52+252:1 o
\ 83—4 \4 -85 83 + 285 =12 S(210,614)
PT=1 TQ , wegen der harmonischen Teilungist T=—0=-2
—i \ s t] 3 3_t1 LJ = 2t'l — _};
PT =-9 SQ . tz—]__,-ﬁ =9 _tg ‘[,2 —_ 2t‘2 ] |5 | "
\ts—4 ) 41, t,—2t;=-8+4 T(6/-1,5/4)

10. A(2|1015), B(23] - 4133), S(11]4[17)
a) Sund T teilen [AB] harmonisch. Berechne b
b) A und B teilen [ST] im Verhéltnis (hilllﬁ_[ﬂ.gcﬁcmlu o und B. |
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TR N — i 9 A - 12-\ P
a} EXSZGSB -9 :G_S G::ﬁ-
12) |16

AT = "E-TB\, wegen der harmonischen Teilung ist T=—0=—3
t1—2 W .r23_t11

AT=—;TB: {tzulo —4|—4-t,
ts—5 ) \33—t3 )
4t, — 8 = — 69 + 3t, t, =—69 +8=—61
4t, — 40 = 12 + 3t, to =12 + 40 = 52
4ty — 20 = — 99 + 3t, ts=20-99=-61 T(-61|52]|-79)

F— gy r— 63 N
6 ==\ 42 =
\-12) (-84

12 f—84

-8|=p| % =—3
16 ) {3{—112J eer

*, o4

B = — o muf ja rauskommen, denn A und B teilen [ST] harmonisch!

b) Eﬁ;: aﬁ\

E)‘_IE':-: ﬁﬁ'f

11. A-4[12]-9),B(14[316). C(c,|6]cy) Liogt auf dor Gorade AB.|
! Bestimme das Teilverhéltnis v, in dem C die Strecke [AB] teilt. ,
Berechne den vierten_halﬂmisc_hen_fﬂkt D von A, B und C. \

p— LS — 5 (C] +4\ |'r 14.—(:111
AC=yCB: [6-12|=y

3-6 2 Koordinatengleichung: y= 2
\es+9 ) | 6-cy
C;+4=28-2¢,,3¢,=24,¢,=8 :
CS+9:12"‘2C3,3C3:3,C3:1 C(8|6=l)
Kf} = —2_D§_. -. __\z —2[-B\—_Dk}

. e ey T s =y '28\ ('—4\ :
D-Azzn—zﬂ,nzzB—A:[gp, 12 | D(32|-6]21)
|\ -_.' Il\'-j)]

12. Zeige: A(1[2]1),B(6]2]-4) C4| 2|-2) und D(16] 2| —14) sind |
halmc;ﬂi.sche Punkt_e.

b —— |." d f E\I s . o a il 1,:-_} A /—10 A
C=yCB:| 0 |:~J.: 0:f =B AD=8DB:| 0 |=5] 0 |
\-3) '|-2 -15) |10 )

: 5 e
0=—35 =— v, also stimmt die Behauptung.
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13. Satz von MENELAOS
Teilt R die Strecke [AB] im Verhéltnis p und S die Strecke [BClim
Verhiltnis o und T die Strecke [CA] im Verhaltnis 1, dann gilt | p-0-T = ~1 i I

Uberpriife den Satz am Beispiel

A 0), B(12 ,3(20 | 0), ,T(5|5) iR
8 5 = s = T N =2
AR = pRB |—p| p=—3 BS=0SC:| 3 =c.5l_|,c:.;
ﬂ O \ L)
\--- T"?E\l | j ;:T{:g‘} T= j p-G-t:—g-ﬁ 'i —1 (stimmt!)

CEVA

jz‘gen@eine Gerade
\\._\

~,

MENELAOS \p™_ g
A DR

13. "Sd_t.e: von CEVA
Teilt R die Strecke [AB] im Verhaltnis p und S die Str ecke [BC] im
Verhiltnis o und T die Strecke [CA] im Verhltnis 1, dann gilt | P G T = _1_ i
Uberpriife den Satz am Beispiel

A(0]0),B(20]4),C(5110),R(511),8(1018), T214) [PGI4]

e T M

= s r 1{}1 r—5'-.|
AR:DRBR | pl?; Gl

J,0:2

?%|

BS=0

©
I
&3 [

\

.
CT=1TA: [_‘ﬁ‘]ﬂ[j] =3 poT= 32 ;; 1 (recht hat er!




72 __1IV. Elementare Vektorrechnung

:1.- Berechne den Mittélp_unkt der Strecken
L& A1[7]2),B@[5/00 b Re2l1),s1l-5)

T

(A+B) M@lgl1) WM =

(R+S) M@5|-2

B [

a) _I\-'Il‘=

o=

|2. a) Ein Kreis um (-2|5) geht durch A(-52). ;
Berechne den Endpunkt E des Kreisdurchmessers [AE].
b) Eine Kugel um (1|23) geht durch den Ursprung.
| Berechne den Endpunkt E cles_Kugeldurchmessers [OE].

a) M=3(A+E), E=2M -A E(112) &

b) M=%0+E),E=2M E@2|4]6)

3. Berechne den Sc;hwerpunkt des Dreiecks ‘
a) A(2]113),B@3[5]0),C4|-4]|9)
b) R2|1),838[-2),T2l4) =]

=3 g

a) S=3;(A+B+C) S@3|%lae b) S=3(R+S+T) sal1)

|4, _Bercuhneaﬁ Savelp_uﬁkt_desatraederé
a) 000]0l0),Al1]1),B12]1]3), C2| 6] —8)
b)_R<2£r1>,S(—g[:slz),Tuliis_),_moi_h_ct!g

a) 5= ;];f_'_(__)‘+ E+ §+_ij} S(-2(2]-1)
b S=LR+8+T+T) S(-1,50(8)

9. a) Im Dreieck ABC mit Schwerpunkt Sist A(1]1]2) ,B(@312]4) ]
und S(0| 1| 3). Berechne C.
b) Im Tetrader ABCD mit Schwerpunkt S ist A(2| 1] 1) ,B@3l0]1),
C(2(-110) und S(2|2] 1). Berechne D.

% — — —_—

i

(A+B+C) C=88- A-B C-4/0]8)

3
b) S=i(A+B+C+D) D=4S-A-B-C Dals|2)

~ |
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6. Die Schﬁ:elrpunkte der Dreiecke, die ein Tetraeder hegrén;:en,
sind: S(31310), S,(31316), Sp(=1 3] 6) und Sx(41016). |
Berechne die Ecken A, B, CundD.

-2
S =3(A+B+C) S,=2(B+C+D)
Sg: %{E‘+E\+ D) gg;\: %{K+§+5\)
I X D § + 6 - SEI; I g:?%u -§—C I
IT ﬁ\ G D = SS_P:
M. A i o TR e
v E‘ + .B\ + ﬁ - 3_50
Ir Ba 0 e =88,
I ieipead bead D 48— 85, |B=D-88+35
IV S0 & D =88= 99
; 11" T + 2D =3(8,+ S3-5p) : X
v st e Sa e SiaT eyl L 38|
II”"FIV” SE g 3(_8:-0— S_}::+ S;_‘:—QL_[])
D= s_f+ ?B‘fs{‘—z?[; D0 0]18)
B= SD+ SA-i S{:—zsﬁ B(12/0/0)
Bt s C(-3/9/0)
A= 5[,+Sg+b¢—28A Aw@|0]|0)

7. Das Mittendreieck eines Dreiecks ABC ist das Dreieck der Seitenmitten. |

Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Mittendreieck haben denselben
Schwerpunkt. e

1(A+B)]

$(M, + Mg+ Mc)=3i[3(B+C)+3!

L[A+B+0]

L
1

+.0)4

]

‘1
_E;l

8. ‘ig, }5;2 ey bll‘ld n PunktL im. Raum E: ist st der Etkenschwerpunkt
Zeige: Die Summe bAl + %AJ ‘-)A 1st glemh dem Nullvel{tor .
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8= = A;-i— ﬁ;+ +A:J L“; +A2 +A_:: nS
B T T ol Az_s - o 4 S )
CRiE A (b aB)
= ns - nS\ :? (stimmt!)

iB. a) Zeige: Der Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD stimmt iiberein mit

: dem Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders SpS,SpSe .
b) Zeige: Die Kanten eines Tetraeders sind parallel zu den Kanten

seines Schwerpunkt-Tetraeders und jeweils dreimal so lang.

a) Schwmpunkt des %hwerpunkt Tetraeders: Sy

481 = S;N-SBA—&{ f%n
ol B + (J +D )+ 5( AA+-C‘+5\) + %t A}+E+ J_)) + L (-z{+_ﬁ\f"(_;".'
_J.‘é;“i- B;+_C\ D+ (shim mt!)

b) Kanten des Schwerpunkt-Tetraeders:

?3‘&8];: S‘]: "S_Jz é{ f&+C+HJ - 335{__3‘+'C\+”]_34}: k A\— Bﬁ = L' B—\
S54Sc=5c-S,= 3(A+B+D)-1(B+C+D)= H(A-0C)-= q?&
8,85 =5p— 8, = 3-IE‘+'BVE\}—§{]_3=+ €4D)= JCA-D)=_2 Dk
SBED(: = Sc = 513 = 3 111 B + D 13{ £\+-Ck-+-_]:}-xj =Sa B=C )= I (T}
_Sas_;=?3|;;—_§;w (A +B+ C Y=g A+ C\-i—_ﬁ\ﬁ: 31{ B\—_l:}x} = 3 ﬁB

[}

ot 0I’_, -3

g8 o5 = L ELw r;f_é.}ﬁ}'n‘}: LE_ D= 1 DE

il(). Zeige: Die Vt,rbmdunﬂ%tm(.k:,n der Mitten von je 7\&*01_(:_3;{9111»&1]&11
' _treffen sich im Sdm'mpunk‘r des Tetraeders. '

it

Kantenmittelpunkte M AR = >{ A+B ), *‘ui( D=l (‘ +D)
mit Kennerblick: Mittelpunkt von [MAssMcpl: Mygen

1-'\‘1;-\,3[:1_1 = Iz £ (A+B)+ i:{ C4D )] = :}(_-A +B +-(El+_ﬁ s,
ohne KennmbliL

M m"a = SIVL D

CNAB O D) —im+"§}_ul'5{€+'n‘ ~LA+B+C+

4\

FraE

E+B +C+D 224 —28 2G990 "8 BYCD ]
'C+Tj_A_B:L1[C+D—A—BJ
= 1, das heifit, S halbiert [M,z;Mcp]

Fiir die beiden andern Kanten klappts nach Umbenennung genau so
(aus AB mach AD, aus CD mach CB).
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11. Flichenschwerpunkt im ebenen konvexen Viereck
a) A(1,5|-3),B(6/0),C3|6),D(-45|0)
b) A(-1|-2,5),B(6,5/-1),C(-1185),D(-551-1)
¢) A@3|-45),B©|-6),C(12|4,5),D0[7,5) '
Die Diagonale AC zerlegt das Viereck in die Teildreiecke ABC mit Schwer- |
punkt S; und ACD mit Schwerpunkt S, .
Die Diagonale BD zerlegt das Viereck in die Teildreiecke BCD mit Schwer-
punkt T; und ABD mit Schwerpunkt T, . .
I Zeichne das Viereck ABCD, berechne die Schwerpunkte S, T}, S, und ’1‘2§
und zeige: Das Schwerpunktviereck S;T; S, T, ist dem Viereck ABCD
ghnlich. (Tip: Seitenvektoren vergleichen!)
Wie verhalten sich die Ldngen entsprechender Seiten ? l

Das Ganze 146t sich auch raumlich deuten: Zeichne A(3[3/0) ,B(31610), C(-6 |310) und

D0l 0]3.75) in unser rdumliches Standard-KOSY in Normalprojektion:
x1-Achse mit Steigung 1, xg-Achse mit Steigung —1/4.
Welcher Zusammenhang besteht mit Aufgabe 9.b ?

Il Zeige: Der Satz von I gilt fiir jedes konvexe Viereck.

Il Der Flichenschwerpunkt von ABCD teilt eine Diagonale des Schwer-
punktvierecks im umgekehrten Verhéltnis der Inhalte der Teildrei-
ecke, deren Schwerpunkte sie verbindet (Hebelgesetz!).

Berechne den Flichenschwerpunkt S und zum Vergleich dazu auch den
_ Eckenschwerpunkt U.

I Wenn man zuerst II macht, muf man nicht so viel rechnen.

0 5= W ALB 10 (v = (B 0D
§-1A+C+D)  T,=i(A+B+D)
ST -T. -5 =.(B+0+D -A-B-C)=3(D-A)= UAD
TS, -5,-T,= 4(A+G+D -B-C-D)=§(A-B)=sBA
STo-T. 5= (A+B+D -A-0C-D)=4(B-C)=iCB
1

e e R e R ey T e S

1251:51—' Pzz E(A+B+C = ix""B“DJ: 1_51.(_»:_]:) | = L‘]‘)C'
Die Vierecke ABCD und S,T, S, T, sind sich dhnlich, die Seiten von ABCD
sind dreimal so lang wie die entsprechenden von S; Ty Sy T, . Das (zweidi-
mensionale) Viereck von ¢) ist die senkrechte Nnrmalprmgktmn eines I{dre:dl-
mensionalen) Tetraeders. Beim Parallelprojiziern bleibt die Parallelitit erhalten.

I a) Dreieck BCD hat die doppelte Hohe vom Dreieck ABD und deshalb

den doppelten Flidcheninhalt

e

1
o
z =3 5 3
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b)

c)

Dreieck BCD hat die dreifache Hohe vom Dreieck ABD und deshall
den dreifachen Flidcheninhalt

S =l

e T T Tl +'é' TZ i i T 0-
T,S= 3 ST,, e =§(3TI+T2)=§{U:
'q P

solo  uylv)

Viereck ABCD ist ein Trapez: DC = QE\, deshalb haben alle Teil-
dreiecke jeweils eine gemeinsame Héhe.

Das Flachenverhiltnis (gro8 : klein) ist gleich dem Verhiltnis
(lange Basis) : (kurze Basis) = 2

— 1__,\.
L m
— Tl +2'12 = s S 718

T8 = ;8T,, 8-

1 +fl;_ : \
S 1) U6y

|
|| |unsiozs)
T T | -




IV. 3. Schwerpunkt A Tl

| L T INL T T [ ]U0.,251-0,25)
e A I B N S R A

B dREEEtanasasae:

| l/ 20

T /] [Sk2500

__F--"""_'F‘ \"‘-a;_____h I 51[

| | ‘
1
! RS El] (NN | B D) 1

| | Juislo3zs) ||
e
EHES
w il Vo i [ el
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112. Raumschwerpunkt im Doppeltetraeder
A(0|-3]0),B0|4]0),C©0|0|4),D4|-1]0),E-8]-1]0)
Zeichne das Doppeltetraeder, die Teiltetraeder sind ABCD und ABCE.
. Berechne den Schwerpunkt S von ABCD und T von ABCE.
| Der Raumschwerpunkt R von ABCDE teilt die Strecke [ST] im
5 umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der entsprechenden Teiltetraeder.
Berechne R und zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U. .

& =t P 4

s:;l;('A+B+C+D)=-§|2J S@alol1)

- I ‘_\ - . — Tl 25 1 |’J_8 -

T=-2(A+B+C+E)=1 o} (-2 0] 1)
'\4)'




IV. 3. Schwerpunkt B

Die Strecke [ED], die die Spitzen E und D verbindet, h’tt che Lange 12 und ist
senkrecht zur x,x;-Ebene, in der auch das Dreieck ABC liegt. Der Abstand (4)
von D und der x,x;-Ebene ist halb so groB wie der von E und der xyx;-Ebene.
Die Pyramide ABCD ist also halb so »hoch« und damit halb so voluminds wie
ihr liebes Gegenstiick ABCE. Folglich gilt fiirn Raumschwerpunkt R

SRS N, LN -4 S\+2T 1'('—3\ i
BR=2RT, Bs- o5 =)0 [ JBELIOIL)
1+2 RB |
S 3 5 % N i A 3 (= 4 \: f
U=2(A+B+C+D+E)=z|-1| UCY%|YI%)
4 |
\ /

13, AB1010), B0|60), C—316]0) und G(— 4,516 2,25) sind Ecken
eines Spats, ABCD ist eine Seitenfléche.

a) Bestimme die restlichen Ecken D, E, F und H. Zeichne das Spat, das
Dreieck AFH mit Schwerpunkt S und die Raumdiagonale [CE]

—* b) Zeige: CE schneidet das Dreieck AF H im ’:J‘Ch'werpunhL S dL‘-: Dreiecks.
LTlp u'ltwedu mit Ansatz C‘% (6] QE odei ]1.5 =K E( ,l

a) DO|o|0)
E(1,5/0/2,25)
F(~1%|6|225J
HE-151 0l2,25)

S=1(A+F+H) s©|2]1,5)




IV. Elementare Vektorrechnung

b)

Wenn S auf [CE] liegt, dann muf} es ein Teilverhiltnis ¢ geben.

—_— — TECRLE

Losungsweg mit Ansatz: CEJ o] Sh _S_ s(A+F+H)
s(A+F+H)-C= dE—ﬂA+F+H}}”3
R+TaH —d¢= GBE-A-F-H)
A-C+F-C+H-C-o(E-A+E-F+E—_H)

CA + CF + CH = 6( AE + FE + HE )

ﬁ+_FE\+-H_E& = CE}, denn IE:E}E, FEL:.G.H\

@\E Cfﬁﬁ =2 @‘,

denn CA = ﬁﬁ-"CB\ CF = CE31+ CB und CH=CD + CG

- _— LY SRR 4 e —_—

CA+CF+CH =CD+CB+CG+CB+CD+CG=20CD +CB + 00
also ¢ =2, das heift, S teilt [CE] im Verhéltnis 2 1.

Wenn S auf [CE] liegt, dann miissen Eg und -E{f parallel sein,
dann muB gelten:

'Eé_AFC,S_1<A+i¥§fJ

— —_— —n

ES =S8-E lA+F+H-3E)
§K~E+?;E+ﬁéf)
- L\(EA+EF +EH)

3 EC , also liegt S auf [CE].

Il
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1. Stelle © als Linearkombination von 2@ und b dar: ‘

g
N s e oe —1 e —T11x :
a) a IIJ b:{ﬁ cz[l .
___l\z _kl 8 ;

Ansatz; ¢ =xa +yb; im3,2-System -11 =3x — ¥
1 X+ 2y
8 =-2x+y, istx=-3,y=2

I

11 (3 = ] bt Fe
Ergebnis ‘ 1 |=—3|1l+2| 2|, kurz ¢ =-33 +2bD
\ 8 ) —2 1
Sk i 51 | Widerspruch im Gleichungssystem:
b) a= L_gl , b = {'"“42 , € = ?} ¢ ist nicht als Linearkombination
= e i 2] b | Ty =t 3
G von a und b moglich
Gy TRy TRy cam e el
c) d:2l,b=—3,c——12|
1) | 4 16 ) |

Widerspruch! a und E sind kollinear:

s X
2 ) \3/ | b=-2a, a und ¢ aber nicht,
deshalb gibts keine Linearkombination.

_ %

LT
o
Il
paica
(=-h )=

TES RN e e RIS
f) a:‘—s =0 ,Ez[—B‘BI ‘
Jc \4) ) %) |

a, b und ¢ sind kollinear. Deshalb gibts unenendlich viele Losungen

S

zum Beispiel ¢ = = +Ob oder = 0a — = bloderc - 2% -3b
T =5;13+3y)a +yb

allgemein: 2x—3y=13, x= 5 (13 + 3y)




82 = s V. Lineare Abhingigkeit

Ansatzz d=xa +yb +z¢
Das 3,3-System 0 = 2x+ y — z
-1 =-x+3y +2z
13 =3x Z ergibt: x=38, y=<2 z-4

Ergebnis d-\ =38 —2b +47

5 1y a —1y z o N e A =
b d:‘lJ’b:“LL:_l]j dﬂ“éﬁ} | d=-5a -3b +4¢
‘ S J AT - L8
i g = BRI T LN SN T e
C a = -1 S Jos<d C = ["1_, d =|-1 g - s T
: 1\4;’ |\t i, 10 ) | d=4a +3b +0¢
L P v s e L L W1dursprmh' keine Losung
S e ; 2| e 3 | :
D [ 13}' sl " = ? Bl | ]l l | 2,bund¢ sind komplanar
1 <ot o S e e S R
= 88 +2b
L =T 0 : SRriaty o
G) E = |—=1 e b e 0 I,_(_.:- = -1 5 d — || 5 |
L4 ) L1 L6 21

unendlich viele Losungen, denn @, b, ¢ und d sind komplanar

zum Beispiel & S5 B 25T = 9b
allgemein A G-za +(1-22) b+ze
3. Untersuche auf Komplanaritiit: 4
R L A U 30 FE: S e ey ) {89
3}{1:'2;]‘0:3.?{:;8' b) a=(-2[b=|0|T=|5
L5 ) == 3 | =2 (-6
~ [ % o LY _.12\ | ) I 1 | s r'-(] 3 i 2
c) c1‘|_'“i,b‘—|2]|,éf: H| d a=|4,b=(1]T=|2
.3 ) —9 Bl \1) \0) \3,
paN B 2
e a=(1|,b=|3|¢=|1
L0 .2) (2]

Knmp]anarltata Kriterium: Drm Vektoren mnd genau dann komplanar,
wenn ihre Determinante gleich null ist.

12 38 | s o

a) | —2 i 8 |- 0; Komplanaritit b) -2 0 5 |=—73: keine Komplanarital
3 | 3 2 -6 | '
4 -12 8§ 102

c) | %7 2}} -!}4 |: 0; Komplanaritit  d) ‘ 412 = 1; keine Komplanaritét
3 =9 6 103
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|
e)

2
‘12 = 16; keine Komplanaritéat

== g
b L2 O

4 -Untersuche. ob die Punkte A, B und C auf eineL:_Gérade 1iegen:
a) A(2/0[1),B( 2]10),C1l-2]2) b) A4l4]-1),B@l2l-1),C@lo0]0)|
o ABl1lD,B(71313),clolo)  d) Aal-2[2), B-112]-2),C01010)

Drei Punkte liegen auf einer Gerade, wenn zwei Verbindungsvektoren (alle
drei Punkte miissen vorkommen) parallel sind.
e s N K A
a) AB :.ﬁ'}und CB =4 \ sind nicht kollinear,
-1

also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.

5 g == 3
b) BA = [ %3 Wund CA = [ 4 | sind nicht kollinear,
hild ) | -1,
ar also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.
VS W) R 6

~ B —_— e
c) AB =|2 ‘und CB =| 3 sind kollinear: 2 CB =3 AB

\ & |

also liegen A, B und C auf einer Gerade.

e " _2 iy e r—1 '\I R —
a) AB :| 44 Jund CB :\ 22 | sind kollinear: 2 CB = AB
N =k

also liegen A. B und C auf einer Gerade.
y

5. Untersuche, ob die Punkte A, B, C und D in einer Ebene liegen:
(Tip: Verbindungsvektoren!)

a) AW0|0]2) B(1|-1[1) ce2l-2/0) D31311)
b) Aw@|0|0) B(1]1]1) c-3lol-1) D@lolD) |
¢ A1lol1) B@2l3ley  ccililo) D@12 |

Vier Punkte liegen in einer Ebene, wenn drei Verbindungsvektoren (alle vier
Punkte miissen vorkommen) komplanar sind, wenn also die Determinante
dieser Verbindungsvektoren gleich null ist (Komplanaritéts-Kriterium).

a) AB = [1%\} : AC\ = f—jf —{]_:)x = 'r. 21 | - weil KB\ und 16 kollinear sind,
sind A_ﬁ‘,/m und\_AJfJ_\ knmplz;.na-r: A, B, C und D liegen in einer Ebene.
b) E.g = B\, Lﬁ = (‘\ﬁ}\ :]_J\; i i _D? § i = 0, die Verbindungsvektoren
At sind ko:’r:}\ﬂanar: A,_E;, C und ]f:}leg‘e]n_lgl ?iner Ebene.
c) EE: - H J ACA - |\ _1] j,_;s_,_[j = |k} ‘ ‘ ;{ _11 i - — 4, die Verbindungsvekto-

ren sind nicht komplanar: A, B, C und D liegen nicht in einer Ebene.




& V. Lineare Abhéngigkeit

%
— —

6. a=3u-2v b=n+v C =2m — ¥

4 L S .
Zeige: a, b und ¢ sind komplanar.

Uberlegung:
Sind u und Vv nicht kollinear, so spannen sie eine Ebene E auf. @, b und ¢

sind Linearkombinationen von 1 und ¥, sind also jeweils parallel zu E, als
auch untereinander komplanar.

Sind @ und v kollinear, so sind es auch a,bund ¢.
Rechnung:
- - . . .. " —5 = =

Annahme: Linearkombination ist méglich a =rb +s¢

—5 - - . —— — R} i LY y —
3u-2v =ru+v)+s(20-v)=30-2V =(r+28)0 +(r—8)+v
Koeffizientenvergleich ergibt 3=r+ 2':1

=B s

weil darin kein Widerspruch steckt, ist die Anndh me richtig.
Herstellen einer Linearkombination:

i

Aus ¢ =20 -7V folgt v =20 —¢; Vv einsetzenin b und a

. = = e ooty — Za =
in b: b=u+@u-¢)=81 —-¢
ina: a=3u-22u-c¢)=-u+2¢c, U =2¢C - a einsetzenin b

b=30%c -—a)-c =535

7. Bestimme t bis z fxo daf die Vektoren | kollinear sind:

r 2 6 £330 il b 4 N
2 | 4 ~2 L"’ [ (W (D
=1 SN oo ol 0) \2 )
k| 2]|: Y= 2k=6,k=3 y=9%k=6.z=-k=—3
= ._?‘ i
f .2 Yy |f X A / 2 % |'r u
k| 2 = | 2l::- k:—l;X:—Q:t:]_ 2 |= 1,'I_--_>k:0; u=v=20
~1 Lt ) -1) (o0 |
kl é | F '/i ‘ keine Parallelitdt méglich:
\-1) 7 I 2 ) kein k-Wert erfiillt die 1. und 2. Koord; natengleichung.

8. Bestimme a bis fso, d.lﬂ die Vektoren komplamu sind:
' e e -3 0\ b\ rl\rL\rI\

a) 4‘|a’|3 b} ],|2 c) 2J. Lg| |
S i B B o ) CU

Nach dem Determinanten-f:{mterium muB die Determmante gleich 0 sein.
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0 | 1‘
a) ‘4 a Jl=1Ta—11 =0 "= gi—=i
-1-65|
|-3 0 b |
b) |1 2 8‘:—51)—30:0,::» b=-6
2 Sy JE: |
!1c1| :
¢) |212|=2—-4c=0, = c¢= 3,dist beliebig
12d4|
‘4—3 f
d) Ige 0 |=4e+2ef=2e(2+)=0, = ¢=0,f=-2
| 1 =1

Bestimme a so, daB die Vektoren komplanar sind:

ray ran iy ra—1: 1o N a— 1y ( 1 [ SE s
a) | 1 ,[11,,(—1‘ b) | 1 ,{ﬂ-ﬁ-l A o 1 ||a+] 1
e B \s dogat e piii=a) 8 1o Jill ok a—1

2 )L 1 )\a+3 /
ANy 0 ra rit LN I('a'\ o Un
g |1 J’ 1‘|,|1 h) I'IWSia-fz 1 1,0 |__! -1 |
-1)\1)'{1 L1l s flad) = \ L alaid )
a—1y ra+ 1y 1y
])|d—21 a+2 | [1
|cl—.3j \a+3 \1) BT e s alvelae 2N T

Nach dem Determinanten-Kriterium muf die Determinante gleich 0 sein.

a) Det=a=0 b) Det=a2—a’=a%1-a)=0 = a=0 oder a=1
6) Det=al-al-da+d=ala—1—4a-1)=(a-2a-1=10
= a=t2o0dera=1
d) Det = a® + 3a2 — 16a — 48 = a¥(a+3) — 16(a+3); = (a?2 -16)a+3) =0
= a=t4oder a=-3
e) Det = 0, die Vektoren sind fiir jeden a-Wert komplanar.
f) Det=—a®+a=a(l-a?)=0;= a=+1lodera=0
g) Det = -2, die Vektoren sind fiir keinen a-Wert komplanar.
h) Det=2a%+2a%2—-8a=a(a?+ 2a-3);= a(a+3)(a-1=0
= a=0 odera=—-3 odera=1
i) Det=a?+ 2, weil Det > 2 ist, erzeugt kein a-Wert Komplanaritat.

1) wegen Det = 0 Komplanaritét fiir jeden a-Wert
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e i s
|1(J'._a:—1| h:fﬂ =111, W=z
\4,- \1 J \6:' \]'5;

a) Zeige: a, 'E‘, ¢ und a, ?, v sind komplanar.

b) Zeige: Mit a und b 1Bt sich nur die triviale Nullsumme bilden.
| Gib je eine nichttriviale Nullsumme der Vektoren &, f, e
beziehungsweise a, E\ v an.

¢) Schreibe v auf zwei Arten als Linearkombination von a,bunde¢c.

a) Det(a,b,¢)=Det(a,b,v)=
b) & und b sind nicht kollinear, also gehts nur so: 0a +0 b =

¢) DerAnsatz: xa +y b +z T =0 filhrt zum homogenen System
2x —3y—4z=0
= )
4x + y+6z=0
i o

die Losung {

Z

— iy

2 lwf'ortﬁ_lrt a2 =2 =10

g l—1I

Aﬂsat:::x?:—f+yb +zv =10

£X ran T )=
die Losung || y :t‘ 11 liefert fiirt=1: 3a + b - v = 0
ey T

d) Wegena)sinda, b, C und v komplanar

-~ s = o (XN (,_1._1,«
Ansatz: v =x3a + y b +z%¢ , LijSllTlg i y \
A 4 ; “. t 4
FE5 f 2 T
Beispiel t = 1: ¥y T=9a b +¢
ol
(X VL 4 \ 1
Beispiel t=-1: [y |=|3 V=l a%h e
A | IR
ps s N

111, Zeige: a) Eine Vo!\tmmtngc die den Nullvektor LI]Lha]t
| i1st linear abhiingig. |
: b) Eine Vektormenge, die zwei kollineare Vektoren enthilt,

i _ist linear ir abhéingig.

=i

a) ‘_"U { Aoy a, } linear unabhangxg ann ist nur dl(:‘ trwmle Nullsumme

5

moglich: L, a; +... + Aa, = 0 y Mi=...=X,=0. Fiir la. s O}
lautet die Nullsumme A, CREE T a, + 1.0= 0. Sieist nicht trivial,
wenn mindestens ein Faktor, ndmlich der vor dem Nullvektor, ungleich

- - F _— =l o 4 .
null ist. Dann sind die Vektoren 81,...,8,, 0 linear abhingig.
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b) Sei{a,,...,a, ) linear unabhingig. Dann ist nur die triviale Null-
summe moglich: A, 8, +... +A, 8, = H, LE.hed=0 k undck sind
zwei kollineare Vektoren (¢ # 1). Fiir { &y , ... ,a_nk,f, c?} lautet die
Nullshame 157 vikar Dl e o

oder Ay @, + ... + Ay @, + U+ p,gc)?: 0 . Sie ist nicht trivial, wenn

— 3 —r
1L, + Pse # 0. Dann sind die Vektoren a,,..., a,, k,ck linear abhéngig.

12, Was kann man vom Vektor x sagen, wenn

a) {x} linear unabhéngig ist ? b) {x} linear abhéngig ist ?

.

S

B % =0 B Z=0

a und b seien linear unabhéngig.

Untersuche @ und v auf lineare Abhéngigkeit:

) Tm=n4h. v R-D A T T
&) T =28i6b, 5 =~a—=8b 4 u=-dmitBb.¥ =18 tob

Annahme: & und ¥ sind linear abhéingig, Ansatz: ru + sv =0

a) r(a+b)+s(a-b)=0 (r+s)a+(r—-s)b =0
weil @ und b linear unabhéngig sind, gilt:
r+s=0
r-s=0 — r=g5=0,das heift, u und v sind linear unabhéngig.

b) Blick: T und v sind Gegenvektoren, also linear abhéngig. Rechnung:
r(2a-b)+s(a-b)=0, (@r ~98)a+(s=r)b =0

weil @ und b linear unabhingig sind, gilt:

2r—2s =10

s—r=0 — r=s, das heit, u und v sind linear abhangig.

¢) Blick: @ =-27, u und v sind linear abhéngig.

— —
x

d) raa+Pb)+syE+3b)=0, @a+ywa+Pr+db=0

weil a und -b\ linear unabhéngig sind, gilt: ro+1=0
Br+08s=0

Wenn od# Byist, dann gibts nur die Triviallésung r = s = 0, dann sind u
: : L e
und Vv linear unabhéngig. Wenn od = Pyist, dann gilty =— v x, y# 0

oder (fallsy=0) y=- g x, 8 # 0, dann sind = und Vv linear abhéngig.
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= e = z 5 ¢ 1 = ]
|14. a, b und ¢ seien linear unabhéngig.

Untersuche u, v und W auf lineare Abhéngigkeit:

LY =1 %

i, £ by 5 e B —" et
a) u=a+b, v=b+c, w=a+¢c
— S
A — R R — e p—
h) =¢—a, vebe, w=b ~a
e — - i oy
¢) u=a+b+c,vV=a+b, w=a-=1

—

Annahme: u, Vv und W sind linear abhédngig, Ansatz: ru + sV +tw=10
a) r(@+b)+s(b+T)+H@ +¢)= 0

r+t)a +(r+s)b +(s+t)c = 0
weil @, b und © linear unabhingig sind, gilt: r+t=0
r+s=0
S+t=0 =r=s=1t=0,dasheift, u, v und W sind linear unabhingig
b) r(c-a)+s(b -¢)+t(b-1a)= 0
(—r-t)a +(s+t)b +r-8)T = 0
weil @, b und T linear unabhiingig sind, gilt: —r—t=0
s+t=0
r-s=0 =r=s=-t,dasheifit, W, Vv und W sind linear abhéngig.

¢ ra+b+e)+sE +b)+tE ~T )= 0
(r+s+t)a +r+s)b +(r—t)c = 0
weil @, b und ¢ linear unabhéngig sind, gilt: r+s+t=0

r+s=0
r-t=0=r=-s=t=0,dasheiBt,w, v und W sind linear unabhéngig

— — T,
115. X = AB, ¥ = AD und 7 = AR spannen das
Spat ABCDEFGH auf mit A(1]1]0), B(5/30)
D(-1/3]0) und E(- 3| 1] 2).
P,Q, R, S, T und U sind Kantenmitten. Berechne
diese Kantenmitten und den Spatmittelpunkt M.
Zeige, daB die folgenden Punkte in einer Ebene
| liegen, und untersuche, ob der Spatmittelpunkt M
‘ in dieser Ebene liegt.

a) GT,AQ b) AGST
o d P§RSTU
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2 f=r 4 28 v =2 z gl e —df
Mitten: x = B — A L ]}IPD—A:|2 , z=E - A = 0]
0/ \0 2 )
P = A +5%, P3l2]0) Q=B +;7, Q4l4/0)
R YRS mdleln: SBaD i =il
T oiBows ais A 2] 20l =shi# gas -1 lili)

M = A +3(X+F +2),

\*vrbmdungm ektoren bucchnen und auF Komplanaritdt untersuchen

G=B+7+7%,0 C=B+7,C3l5]0;

R S S o r31
a) GT:T—G:|—3] AQ=Q-A=|3]
So \0)
wegen GT =—AQ sind die Verbindungsvektoren von G, T, Aund Q
& komplanar. G, T, A und Q liegen also in einer Ebene.
S '—1 3
I

ST T O A
AM =M - A =| ‘ AT=T-A=|1]

S

Id
det(AQ, AM AT):';S %

]

2

E, P , - \
)

wegen AC = —Z?Tx sind die Verbindungsvektoren von A, C, Sund T
komplanar. A, C, S und T liegen also in einer Ebene.

e 2_1_5 L ey (-3 ,
det(AC ,AM,AT)=|4 2 1 |=|0 4 411 ;z)g, also liegt M nicht drin.
0 1 9" 8t 2
_re 0 = U
) PC=3x+7y-= 3} SE = FE =8 =1-3|
o \0)

1

wegen L SE sind die Verbindungsvektoren von P, C, S und E
komplanar. P, C, S und E liegen also in einer Ebene.

- Y i a ""3.\ = " i A2 ’._6
PM =M —l’:[l ! PE:E—P:L-;.]
1 ! F
Gt C [0 =828
det(PC PM Ph}—‘& 1 1‘:{} also liegt M drin
|03 42
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wegen P_'.E_l‘: - Srl:, QTi: —~T U\ und RS=—UP geht es nur noch um
die Komplanaritit von PQ , QR und RS:

1-3 -4 1 -3 —4
21 -1 0 7
=1 1 01

7
1
und U in einer Ebene. Wegen PM = QR liegt auch M drin.

det( PC_Q\ ,aﬁ, RE_SA} = =0, also liegen P, Q, R, S, T

18. X,y und z spannen das Spat ABCDEFGH auf. P,Q,R, S, T und U sind
Kantenmitten. Zeige, daB die folgenden Punkte in einer Ebene liegen, und

; untersuche, ob der Spatmittelpunkt M in dieser Ebene liegt. (Bild wie in 15.)

|8 GTAQ H AGST o P,C,SE d P,QR,STU
Punkte liegen in einer Ebene, wenn die Verbindungsvektoren kompl. sind.
AM =3(X + Y +7zZ)

L
L%

2) TG -20 —x+ 5

Wegen @ = T‘(}t sind KQ\, AT und TG komplanar,
das heifit, G, T, A und Q liegen in einer Ebene.
EM sy AT Hﬁ_Q

L — =t LY ot 1w — ]__\\ ¢
2(X+y+2z)=r(z +3y)+8s(X +5¥) ”Z

X+Y +2 =202 +1y+25% 4875

=25 +(r+ S)Y +2rz
= : - 1
Koeffizientenvergleich: 2s = 1,r +s=1,2r=1 > r=s = 2
das heifit, M liegt in der Ebene von G, T, Aund Q.

W Az 3 B-A AT g il os 0 7)
Wegen TS :iﬁu’_‘ sind EC, _AT‘ und
A, C, S und T liegen in einer Ebene.
AM =1 AT +5AC

1 a s S R 1— i —_—
o (X + ¥ +2)=r(z +37 ) + (% +y) H?

TS komplanar, das heiBt,

X+y+2z =2rz + ry +2sX +2sy

= 25X +(r+ 2s) V +25z
Koeffizientenvergleich: 2s = 1, r + 25 = 1, 2r =1, Widerspruch,
das heifit, M liegt nicht in der Ebene von A C SundT.

—

¢) PC=ES=1ix+7

Wegen PC = ES sind PC , ES und PE komplanar,
das heifit, P, C, Sund E liegen in einer Ebene.
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_0b das Viereck PQRS ebenist.

PM =rPC +sPE,PM = AM - AP = X7 +7)

1 [N =Y

a(y +z —;(zx +})+s{?—zx}”
. sl N Y - — —

Yy +2Z =rx +2ry +2sz —8X

=(r—8)X +2ry +2sz
Koeffizientenvergleich: r—s=0,2r=1,2s =1 =>r=8= 2
das heiflt, M liegt in der Ebene von P, C, S und E.

d R Ly y e Q i _Srf e R
) Q =3¥ +3Z, RL.:zf."‘z}L’ =—35X —3Y
QR ~rRS +
1 1— — ) T
3Y+ 4 1(5?—3X)+S sX —3Y ) || -2
—

Yy +Z=rz-rx —sX —8Y
VT +Z=(-r—-8)X —sy+rz

Koeffizientenvergleich: -r—s=0,-s=1,r=1=r=-s=1 das hei3t,
@‘ ﬁ und E’l: sind kompianar: P, Q, R, S und T liegen in einer
Ebene. Vvegen PO = R‘% liegt auch U litgt in dieser Ebene.

PM -rPQ +sQR.PM = AM — AP = X7 +7)

(¥ +2)=x(3X +35 ) +s(37 +372) H

Y+Z =rX +Ty +8y +82

— — S

=rx +(r+s)y +sz
Koeffizientenvergleich: r = 0, s = 1 = M liegt in der Ebene.

= AB,V = AD und w = AE
spannen d. Pyramide ABCDE auf mit
A2|-3]0), B2|5]0), D(- zl—llm
und E(0| 2| 7). ABCD ist ein Parallelo
gramm. Die Kanten, die durch E
gehen, sind jeweils durch drei Punkte '
gleichméBig unterteilt. Untersuche,

S S Sy : : \
1 1 1, — =y / . =

PR =;AE +3;EC =5AC =30 + v)=: : |

J

a2

LN

PQ =1AE +JEB =i2E -2A +3B _3E)=X3B-E - 24}—4|19\
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ST e | -6 -2 2 e
det(4 PS,PR 4 PQ )= ‘ 7 S l% = 7 [”; :25’5 | = 7(- 32)
7 — 7

also ist Viereck nicht eben.

. u,v und W spannen die Pyramide ABCDE auf. ABCD ist ein Parallelo-

gramm. Die Kanten, die durch die Spitze E gehen, sind jeweils durch drei
Punkte gleichméﬁ_ig unterteilt.Untersuche, ob das Viereck PQRS eben ist.

e =i

— 1 y [ = S — | BT o 1 S iy
PQ=-3w +0 +iBE =—3w + 0 +3(W - 10)= B8u —w)

PRE w5

LN

- 1— 1 A s — I — —
hC:gw+g(—w+u+v}:g(u + V)

B3 [t
B

- _':\ = ] b =% I — 1 % e e ™
PS=5w +7ED =3w +5(-w + Vii=7(V W)
Linearkombination: PR =r PQ +s PS

3 Ly — L — — 1 ,— - o

2lu +Vv)=r-78u -wW)+s (v +W) “ 4

20 +2V =8ri —rw +8V +swW
20 +2V =8ru +sV +(s—r)W

Koeffizientenvergleich: 3r=2,s=2,s—r=0, Widerspruch, also ist die
Linearkombination nicht moglich: das Viereck PQRS ist nicht eben.
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I, Im Dreieck ABC ist AD =2AC und BE ={BC.
In welchen Verha]tniss-:in teilen sich IAEi und [BD} ‘?

S AB =740
AB+BS+SA 0

BS =bBD =hb-T +3V)

_— __\.

SA =a_EAJa @B a)
:a{g(—v-e-u}—u]
= a2V —54)
a + b(— u+qv)+a(— v——u)_u
T (15 — 15b — 6a) + v (10b — 9a) =0
10b-9a=0 a=gb
ib— 15b—6a=0,a einsetzen, b = 13
A B AS:SE =10:3 BS:SB =9:4

2 Im Dreieck ABC ist BD = y *BC und AS = 2 AD B5 schneidet AL in T
n | ‘F - ]

_In welchem Verhil tnis tult T die Strecke [ﬂt{,| bzw. S die Strecke L}‘B}I 18

G‘:AB, =Ty
AB + BT1+ TA =5
Tﬁ\ .———El?

BT =bBS =b(-0 + AD)
= b _if+l;(tf+,fBE}}
—h(-3T+5 T +V))
—h{—su +3V}

T a4bl s+ V) —a% =0

8% +b(-TH +3Vv)-8av =0

(8 —Th) + G‘t:ab—Salz )

B:AB =3:4
BT -2 BS, BS = # BT, ST = § BT
BS:ST =7:1
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Im Dreieck ABC ist M die Mitte v von |

[AC]. T teilt [BC] im Verhiltnis 1 : 2
von B aus. &Igilncidep BMin S. '

a) In welchem Verhiltnis teilt S
die Strecke [AT] von A aus ?

b) Nun sei A(0]|0]|0), B(2]2]|-4)
und C(8 | — 4| -16). Berechne S,

B = A

u =AB v = AC

a) AB+BS- AS = BS =bBM =b(-T+17)
AS—d:\T—d{llrgB(_ all +5 (s \*J)_q{qu+qvﬁ
W (6-6b—4a)+ V(8b-2a)= 0 a=3 S:ST =34

- - Ee L
.

bl 5= A iAn - i GUu +sv)=tn +3v =B +iC  s@lo]-

Im Dreieck OABist I

7= OA, b=0B OE k7 | SE
e N = / |I

und OF = mb. EB und AF I : /

schneiden sich in T. Berechne | B
PR ok | f

a) BT,

b) ET:TB, AT:TF '{\F

) Berechne T fiir A(140), | \\
s ; und B(12] 12), ‘ N

m=3.

d) zfmge: Sind AB und EF
parallel, so liegt T auf der
Seitenhalbierenden von
[AB] oder ihrer Verlédnge-
rung.

O A

El) BE\ + ?ﬁ + r_]-;l_%{ = (.f;L B-ii‘;\ — .El\ - Ex

AT =xAF =-x(-3 + mE\}; TB = y EB = y(-ka + %—\)
a-b+x-2+mb)+yka +Db)=1

_ef(l—x—kyu_lj(—l+m:~:+y): 0
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Koeffizienten = 0 ergibt: x = dok V=1 km = 1
= (mb —a) BT =1~ (ka - b)
b) km#1: ET:TB = 1—}\ =i l'l'fﬁ m#1
AT:TF =2 =17 mzl
- : , e e s N v
c) ]{:%_ln:% 'F o= +IALT::I\OJ+%AF
S 412\ (14 [2) 4y (1) P
AF =§(12]—L0 J=(18) T =0 )+s) T(1518)

d) wenn AB||EF, dann muBseink=m; T = 1,x% (2 +b)

T liegt auf der Seitenhalbierenden, weil diese die Richtung a + b hat.

Mittelpunkt von [CD | und M der
Mittelpunkt von [DA].

In welchem Verhiltnis teilen sich
a) [AC] und [BM] ?
b [AC] und [BL] ?

Sl

U=BA v =BC

%

a) é:ﬂ:+ AS\ B Bé\:_ﬁ_ls; .AJ’T.'.{ - ‘{1"\.(_:1 =gl 1\-%_\" ); BS‘ =b B\"_T = b( u+ % v)

— i Sl i 1 x —
u +al-u+v)-b{u+zv)=o0
1

B(l-a-b)+7Via—3b=0 a—3b=0, b=2a

l-a-b=0, a=1-b b eingesetzt a:%b::)
AS =1AC, BS =iBM BS:SM=CS:SA =2:1

b) ]_E-:BC\ + (_‘TT = BT\ =0 _ET\: a.-Cj:: a(-v+u) BT = bBL =b(V + i )

entsprechend a) ergibt sich: a = 1; ,b= ) AT:TC=BT:TL =2:1

Im Parallelogramm ABCD teilt T die Seite [BC] im Verhaltnis x:yvonB
aus. DT schneidet AC in S.
Mach eine Zeichnung fiir A5 | 0), B(14|3), C(918),D(015) und x:y=2:3.

_ Zeige: S teilt die Diagonale [AC] im Verhéltnis r:s= Xy +1vonAaus. |
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V. Lineare Abhingigkeit

—_n

AD + DS - AS =%

DS =d DT =d(@ - & 7) AS2AC Salo ey g
v+du -5 V) -aW+v)=T v(l-75d-a)+ w(d-2a)="
Koeffizienten=0: d=a: 1—-a= H}; a 'l;“ = f\ = xfl A: +1
l-a=1-7; == e alsoist :f+1

Im ?aralléloggmﬂB{fgﬂE
AE:EB =k, CF:FD =m. |
Mach ein Skizze: i
A(0]0), B(7,5]0), C(10| 5), |
D(2,5 9,k=1:4 m="7:8.

a) In welchem Verhiltnis

teilt S die Diagonale [BD| ? |

b) In welchem Verhiltnis

teilt T die Diagonale [AC] ? |
¢) Welche Beziehung muf
zwischen m und k beste-
hen, damit der Mittel |
punkt M von ABCD auf
[EF] liegt ? |

a) BC+CF+FS-BS=2
CF =mFD =m(CD - CF ) - m(-%)-mCF; CF =— %




=42

\\‘

V. 2. Anwendungen 9

TS =fFE :f(F]j - E}
D -1CF (-2 a)=
AT e k =y

AE -kEB =k(¥ - AE); AE =i5u
FS =fl-nm® — ¥ + 155 0) = W (fg—nm) = V)
BS =bBD =b(+¥ - o)

= Ty k 1 — — St —

V(1-f-b)+ T (1o ~ naf+h)=0

k m 1 m 1 k - r
wkfl—Tim — Tomf+b=0 b=3.o + fti;_nI —1.x ) einsetzenin 1-f=b
m 1 k 10 i R
e 1+4m = f(h-m —1+k T 1) 1+m — M\i+m +kl+k )
1+m el Sl
= Zvkem b=1-f=55km

— > ¥ — L ) ! - e —— : +k
BS =555 BD, SD =(1-515 )BD =34 BD BS:SD =1

—t -

b) TC + CF + FT =0
ﬁ =t +7V)
von a) ;
CF=-"7u
FS = {0 (- =71
(f hat jetzt einen andern
Wert alsin a) )

A E
e == m —> — k ] — —_
Ha T v)-s-—u+hulis—Tfg —¥)=0
—: 1 k 1 — =
ut-1g +lig-—ma)+ vii=-H="0, 1=t
1 25l 1 i i _m{l+k)
t-1= +t{or—132) =0 aufgelost nach t: t= Fxmekem

AT =(1-1)AC, 1-t=1- Fnriom = Bmriom  AT:TC =g
c) ﬁberiegung: Soll M auf [EF] liegen, so muf} [EF] symmetrisch zu M
sein. Wegen der Punktsymmetrie des Parallelogramms
muB dann AE = FC sein, also k = m sein.
Rechnung: irgendein(!) f-Wert muf} gleich 5 sein, zum Beispiel der von

a): o =5,2+2m=2+k+m,also m=k

8 Im Trapez ABCD mit AD =¥, DC = @ und AB =k schneidensichin$ |
die Strecken, die durch D und C gehen und zu den Schenkeln parallel sind.
. il g ——n 1
Zeichne das Trapez fiir u = ré), v =15 (ﬂ und k = 4.
i : M CNEE s
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V. Lineare Abhingigkeit

“a) In welchem Verhaltnis (in Abhéngigkeit von k) teilt S die Strecken von

den Ecken aus ?
b) Bei welchem Wert von k liegt S auf AB ? :
a) DS+8C -DC =%
DS —dDE =dCB SaT - +k

D": =d(a (k-1) — v)

S0 =L B0 =0 AD =%
du(k-1)- V)+cv —-u =0
u(dk-1)~-1)+v(e—d) =0

¢ =d: S teilt beide Strecken im selben
Verh.

d= {il , 1—d=

—

© |

S teilt beide Streci{en von den Ecken aus
im Verhéltnis 1 : (k=2).

b) Soll S auf AB liegen, so mufl d = 1 sein, also k=2 sein.

Im Trapez ABCD mit AB =1, ﬁ\_ v und -D_("\—- k1 schneiden sich die
Diagonalen in S. Zeichne das Trapez fiir A(1] 0), B(6 | 0), D(0|6) und k = 2.

Bmu,hne Ab E—;(J und Bca CSf) rm ?\bhdnglgkut von 1\)

2B+ 8B AR =%

—_—

10 Tm 'Irdpeg ABCD mit DC TE AD = v und AB = 3 u istM dlC Mlttmo:

AS :a?d —a(v +ku)
8B = dDB =d(a < v}

ulak+d-1)+ v(a—d)= 0
a—-d=0, d=a

ak+d=1, a:};'ij

AS =g AC
SC=(1-57) AC =35 AC

CS:BA =DS:SB =k:1

[BC] und S die Mitte von [AM! DS und AB schneiden sich in T. Zeichne das
Trapez fiir A(2 | 0), B(11 | 0), D( (0| 6).
B(,r(,chne Db Q'l und AT TB.

a(v +ku)+d(ad - vV)—1u =0

=1

A



V. 2, Anwendungen %

AS + 90— AT =75
———a o

:éA :E{v-ruf_;("B)

CB:—u—v+3u =27 -

%-,

(V +471)
ST =sDS =s(=v + AT)
AT =tAB =8tv
ST =sDS =8V +5t7 )
> L i4u)+s(-vV+3tu)+
B 4
-38ta=0

T (1+8st—3s)+ v(GE—t) =0

| Bl
H

t=j DS:ST =3:1 1+35-3s=0,5=3 AT:TB =4:5
DA

11. Zeige: Im Tetraeder |
halbieren sich die Strecken, |
die die Mitten windschiefer |
Kanten verbinden. i

D§+ E:i‘h +_Tf"h+-_li’D\ =0

1
: )—wW+3zu)
1 1 1
:v(gur,v—gw)

B

b

1_—‘ P 11— 1—= : R T 1 = —=
aW +xX(30 +3V —3wW)+ylzn -3V —3W)— 3u =0
— 1
Ll{h+_'y—-1j+ v(x—y)+w(1—x—y)=(l = X=¥=3

Fiir die beiden andern Kanten ergibt sich (nach Umbenennung) dasselbe.




100 _ V. Lineare Abhéngigkeit

12. Im Tetraeder ABCD
halbiert M die Kante [BC],
P teilt [AD] im Verhaltnis
2 : 1. R liegt auf [ AB] mit
AR =1 AB, S liegt auf
[DC] mit D—S\ =8 D{_j}_
Gib eine Beziehung fiir r
und s so an, dafl sich MT

und RS schneiden.
In welchen Verhéltnissen

teilen_sich [MP] wtmd [RSL

D§+§'-I-:+ﬁ\+i°D\ =0
DB=§w, PD =57

ST = xX(—Zw+u+r(-u+v)

e . S
=x(u(l-r)+rv —sw)

TR Bl el ol g oy o sU)=y(30 -3V —5W)
s_wh+x("u\{1—r‘J+rn?‘~sﬁ‘)+y(%_xf—:ﬁ?—é?}—%?z'o\
Tf(x{l—r)+éy—?ﬁ}+?(1‘X—%y}+_v;?\(s«sx—éy}:5\

rx—;%y:ﬂ, ¥ = 2rx einsetzen in s—sx«%y:(} ergibt X=5-, }::q:i

s " . 1 1 N 25
x und y einsetzen in x(1-r) + 3¥ —3=0 und nach r auflésen: r= ;1:1

ST = = i TR =(1-x) SR :;'i :SR ST:TR<=s:1
PT=05PM, TM=(1-y)PM="=2P) BT.TM = 2rs: (s¢r-219

13. Im Quader ABCDEFGH ist
K Mitte vonBCGF,

L. Mitte von EFGH,

M Mitte von ADHE.

In welchem Verhiltnis
teilen sich

a) [HK]|und[CL]?

b) [BL]und [FM]?
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V. 2. Anwendungen

b)

%

u ]

ABCDE auf ABCD ist ein Parallelogramm
mit Mitte M, S ist Schwerpunkt im Dreieck
BCE, K und L sind Kantenmitten.

a)

b)

a) Mit Kennerblick:
HLKG ist ein Trapez mit
[HC] = 2[LK]. Wer Aufgabe 9.
gelost hat, weif}, daB 2 das Teil-
verhiltnis der Diagonalen ist,
und hat die Losung:
HT:TL = CT:CM =2:1

Ohne Kennerblick:

HG + GC+ CT - HT =0
HT =hHL =h(% +3(T + V) =h(3T +37 + W)

CT =cCM =c¢(-V - W +2 (W + W) =e(30 —3W — V)

W4+ V +e(3T 5w - V)-h(FW +3v + W)=T0

S

ac—h)+v(2-2-h+ wW(@-c—2h)="0
2

¢ =h einsetzenin 2 — 2¢c —h = 0 liefert h = c=3

101

beide Werte erfiillen 2 — ¢ — 2h = 0, also ist HT:TL = CT:CM =2:1

Beim Auflosen des Gleichungssystems ergibt sich ein Widerspruch:
[BL] und [FM] sind windschief.

—

v und w spannen die Pyramide

Skizziere die Pyramide und trage alle
oben genannten Stiicke ein. (Vorschlag
A(11-310),B(31310), C(-11310)
und E(-1,51-215)) |

Zeige, daB sich ME und LS schneiden, |
und berechne die Verhéltnisse, in denen |
der Schnittpunkt T die Strecken [ME]
und [LS] teilt.

Berechne T.

Die Gerade CT schneidet die Kante [AE] |
in X. In welchen Verhéltnissen teilt X |
die Strecken [AE] und J_'S‘ 3] 2

: [‘C-'T‘] =
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b)

d)

V. Lineare Abhiingigkeit

EL + LT + TE =

EI:\ =u +;ﬁ =
Wi+ W)
LT=xLS=

x( LK +-K§J =

= x(-0 + v\+%(-- .l-,jt?+_w\,])

e 5—a 1 S

=X—-u +5v —zw )

ET=yEM =5 :(5+ %)

j . LS
a —3V +5W +
R— b—x 1 LN
+ X(—Uu +5V —FW ) —

1 1 ==
—yGu+zw)="0

o
U (6-6x-3y)+ 7V (=3+5x)+W (3—x-3y)= o0 2

X :-j einsetzen in 3 — x — 3y = 0 liefert Y= ,- s -«
Kontrolle: x und y y einsetzen in 6 — 6x — 3y = 0, alles geht glatt,

also MT: i 4 LT: TS =3:9

it . —_—

o PT“'?\+%}’?+¥?‘}: BE+2AE+CIE)
12A+2C + E) T6]-02[1)

N -0,3 -09 A4
EC - (JX - E\

L‘(—ICT—TL—VTLTJ_Hhu 4-; fu+w);—1{— w+ uJ
W +rfm§T'n+:T1"J—au =0; \( r—s)+ w (1 ——H— 0

A 5 e S :
r=;/ B=% EX:XA =2:1 CX-XT =152

SUESL ko tfereNeiGiamg
U,V und W spannen den Pymmldenstumpf | E
ABCDEFGH auf. L und M sind Mitten der
Parallelogramme ABCD und EFGH.

a) Zeige, daf sich [LM] und [AG] schneiden,
und berechne die T eilverhiltnisse. !

b) Berechne den Schnittpunkt T von [ LM]
und [AG] , falls, wie im Bild, A = 0, ‘

e e (4> ;
u:| 1, V= 2-‘ und w =| -3 |ist. !
\ 0) 0 2,5 J




V. 2. Anwendungen 3 e L5

a) Mit Kennerblick: ;
EALM ist ein Trapez mit [EM] = 4| AL].
Nach Aufgabe 9. ist 4 das Teilverhaltnis
der Diagonalen.
t"hne henner blick:

AE + EM + MT + TA =

F_\T = J{4 A+4v)=21 +2V
MT =mML=m(LA+W+EM)

v 1 e, T LY o ES
=m(-s(a+v)+ w +2u +2v)

s P L Y —_—
\_ =mip +3V + W)
\1.|.

A4 0GA —ad7 24a 2w

W +20 +2V +mGu +5V + W)+

+al-4Vv —40 - W)= 0

K L1f2+,m—4a)+V[2T)m—4u+-wt1+m a)= 0
: 1 e
m=a-—1 einsetzen in 2+§m—4a—_- liefert: a=¢, m=3

MT:TL =4:1= CT:TA
0%
9

25 )

T(0| 1,81 0,5)

—_— s S = e SR S ]l'
b) T=AT =—aGA :_rl;f4v+4u+w)zat

el |'J U "I
6 e G |- 27 =0k = \ |1md
Lo) 0

Jl spannen das Spat
ABCDEF GH auf: |
M ist Mitte von EFGH, K halbiert [GF .

— o [ 2
W= =12
1,6

a) Zeichne das Spat mit K und M.

b) Zeige, daf sich AK und BM schne1

\ den, und berechne die Verhéltnisse,

\ in denen der Schnittpunkt T die
Strecken [AK] und [BM] teilt.

B

| ¢) Berechne T und zeige, da T auf der

_ Raumdiagonale [DF] Ii‘{%_'{?"
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V. Lineare Abhéngigkeit

b) Mit Kennerblick:
ABKM ist ein Trapez
mit [AB] = 2[KM]
Nach Aufgabe 9. ist 2 das
Teilverhéltnis von [AK] und [BM].
Ohne Kennerblick:
BA\ + E‘L + TE: =0
AT =kAK = k(¥ - W -1¥)
T_B\ -m_Mf =m(—%ﬁ+%?+ W )
n +k(-u -w —5V) + m(— S0 sV e w0
u(l—k—ﬁm)+?(%m—%k)+ w(m-k)=0, m=k=1
AT:TK =2:1=BT:TM
¢ T=GK+ET =33 +1kA =3V +3(0 + W +iv)
=R+ VW =5 (T 42V + W) T(-31-512)
DF_\:'V}— - w
DT =T - D =3(TW +27 + w)—(u + W)=3(-27 +2V —2'W ) wegel
DT =ZDF liegt T auf [DF].
i_l".’. u, vﬁﬁis—pa&laasﬁctaed; =

ABCDEF auf. ABCD ist ein Parallelo-
gramm, sein Mittelpunkt M halbiert

|EF]. Sist der Schwerpunkt des
Dreiecks ABE,

a) Zeichne die Figur fiir
A(1,51-2]0), B25]0]0)
C— 13|2|0)undE{—05|0|35)

b) Inwa]chem Verhiltnis muB K die
Kante [CF] teilen, damit SK die
Dzagundf [BD] schneldet ?




2

el

b)

V. 2. Anwendungen

E_S‘+?I‘1—ET\=_‘

i‘g_q(u+v}

ST=sSK =si(W+7)+W +kT)

ﬁ‘\:?+t'BD\=_v‘+t(—\%‘+W+ﬁ}
=?+tﬁ-"‘+ﬁ‘+{—?‘+Tf)>=?+t(i‘ 2V + W)

= =
(g s+ks—t)+ v (%—§s~1+2t)+ w(s-tl=0
=t 1nsetzen1n3 és—1+2t 0 liefert s

=t= 3
g=t= 5ems.etzenm% 3s+ks—t 0 liefert k = ;
i L A e

+wW+ku)-v-ta 2v+w)="0

106




106 VI. Der abstrakte Vektorraum: Modelle
Modelle

' 1. -ieig{; . Fir i;ﬁ;;ri R und aeV gilt

a) (-p)a=—(u-a) b) p(-a)= =) o ic) (—p)(-a) = pa
pa+ pa =0, wegen M1 [epa s patien wegen der Ein-

4

(KL + (=p))-a

]

. =» i i : ]
p-a + (—u)a=0 f | deutigkeit des inversen Elements
H-a +p-a =0, wegen @ [ H-a= p-(-a) = p-a =—u-a wegen der

p-a+p-a=pu-(a +a)=p0=0 | '

b)

Eindeutigkeit des inversen Elements

¢) (—u)-(-a)=-(u(-a)) wegen a)
— (—(p-a)) wegen b)

]

Il

-a = -a wegen T‘

2 Zeige: Turalle peR und bV gilt i(a—b)= jua—ib]|

w(a—b) = p-(a +Db)

=pa+yu-b wegen D,

= lL-a + u-(=b)

= p-a + (—1-b) wegen 1.b)
u-a — b

3.  Warum ist die Menge aller Polynome von genau zweitem Grad
(Koeffizient a, # 0) kein Vektorraum mit den Verkniipfungen von V, ?

0 ist nicht Element der Menge der Pol ynome von genau zweitem Grad.

4. Zeige: M= {ax*+ X" +aglae?, i=0, 2, 4} ist ein Vektorraum tiber R
mit den Verkniipfungen von V.

a=ax'+ax’+a; €M, b=bux*+ box® + by, € M,

= a+b={(a;+bx*+ (a, + by)x? + (ag + by) € M,

= Ha=(uagx* + (ua,)x? + pa, € M,

= M ist Untervektorraum des Polynomvektorraums.

5. Im ai'_i_t}n:n_eL_iszhm{“\;’a}l;:urréur_n [R* sind geég;}he_h a=I(1 [312]-4) und
b=(217|-1|-8). Berechne a +b, 5.a, -b, 2.a— 3 .

a+b=(1]/10]1]-7 5a =(-5/15/|10[—=20),

b=(2|-7[1]3) 2a-3b=(-8|-15|7]1)




bin-

der
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VL Der abstrakte Vektorraum: Modelle

Sind folgende Tripelmengen Vektorraume mit den Verkniipfungen von V, ?

a) M={alblela=2b
b) M={(alble)la<b<e
¢) M={alble)lab=0
d M={@alble)la=b=c
e) M={alble)la=>b?

al

A

A

A

fah

a, b, celR)
a, b, ceR}
a,b,ceR}
a,b,ceR}
a b, ce R

) M={@alble)lka+kb+ke=0 A ab,ceR}
k; seien feste reelle Zahlen

a) (a/bec;) +(ajbjecy)=(a;+ajdb, +blec; +c)e M
a; = 2b; = a; +ay=2b, + 2by = 2(b; + by)
walble)=(ualpblpc) e M, a=2b = pa=2(b)
M ist Untervektorraum von (von [R?).

b) ~1ololD=]0]|-1) ¢ M, kein Vektorraum.

e) (1loloy+@|1]0) =(1]1]0)¢ M, kein Vektorraum.

d) (alala)+®Iblb) =(a+bla+bla+h) e M, .
u(alala)=(ualpalpa)e M, Mist Untervektorraum von (von R%).

e) (1/1/10)+@|110) =(2|2]0)¢& M, kein Vektorraum

f) (a,byley) + (aylbyley) = (a; + apl by +byle; +ca) e M

]‘(]ﬂl + 1&2}){ S k;;c] = 0 L

k]az =+ k:‘gbz + 1{3(‘2 - OJ =
walble) = (ualublpe) e M, .
k,a + kob + kse = 0 = k;(ua) + ky(pb) + ks(pe) =0,

M ist UVR von (von [R?).

klf.al + ag) e k'ﬂ{hi i bz} + k:j(:c} -+ (,z} = O

M sei die T‘n&ehg@él]er Paare reeller Zahlen. i
Zeige: M ist kein Vektorraum iiber IR,

wenn die Verkniipfungen »+« und » « « S0 deﬁnier:t werden:
d)=(a+clb+d), plalb)=(@alb)

a) (alb)+(c

b (alb)+(c|ld)=(alb),

u-(a |b) = (ualpb) .

¢) (alb)+(cl d)=(a+ L_|_b_ +d), p(a | b) :_mz-a I_Hz-h_}__

a) (2-2(1|1)=0(1]1)=(011) _ .
©2-2)(1]| 1) =21]1)-2a]1=@l1-@2|1=(0]0), Widerspruch

b @aln+@loy=l1),©l0)+@l1)=(0]0), Widerpruch

&) 1+ =0 D 1=14212)
(1+1)(1]1) =2.1]1)=(4]4) , Widerspruch
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8. Zéige: Die folgenden Mengen von Tripeln reeller Zahlen sind keine |
Vektorrdume iiber IR mit den Verkniipfungen von Vj : ‘

a) M={alblc)|a>0}

b) M={(alble)la®+b?+c2<1)}

c) M:[(a|b|c)!a,b,ceﬂl}

a) (-D1lolo)=@1loloyeM
b) alolo)+@l1lo)=1l1]0)¢eM
o V2aloloy=2lolo)e M

M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen. '

Eine Verkniipfung »+« sei durch (a| b)+cld)=(a+cl|b+ d), ‘

eine Verkniipfung » « « sei durch p-(a|b)= (u-a|0) definiert. |

Zeige: In M sind bis auf N, alle Axiome eines Vektorraums erfillt.

Man kann daraus schliefen, daB das Axiom N nicht aus den anderen
| Axiomen folgt. (Siehe auch néchste Aufgabe.)

© |

K] [A] [N] [1] ist erfiillt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
K il

Dy (o +B)alb) = ((a+B)al0)
_ odalb)+B@alb)=(aal0)+ (Bal0) = ((a+P)a | 0)
IDy| el(alb)+(cld)] = (afa+e)|0)

o-(alb) + ax(c|d) = (aa 0) + (o | 0) =(cu(a +¢)| 0)
(aB)-(a|b) = (af-al0)

o-(B(al b)) = a-(Ba | 0) = (aBa | 0)
1(alb)=(al0) = (a|b)

>

i

5

10. In der Menge V # {0} sei eine Verkniipfung »+« so definiert, '

5 dall3 V eine kommutative Gruppe ist. ‘
Als Verkniipfung » - « sei definiert H-a=0 fiir alle acV und pelR.

Zei_gg:_BEx_L_lf_N%iind alle Axiome des Vektorraums erfiillt. ‘

|r' \_,Ir =

K| A N| ’_T_I ist erfiillt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
ol (c+PBlra=0,0a+Ba=0+0=0

- a(a+b)=0,0a+Ba=0+0=0

A, (af)-a= 0, a-(Ba) = 00 = 0

5 l.a=0=a fiir a0
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Basis und Dimension

-i. a) Schreibe a = — 3x* = 8x +1 als Linéarimmbination_d.er Vektoren
u=—4x’+x—-2 und v=x*-2x+1
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: —3x> —8x + 1 =p(-4x® +x—2) + g(x* —2x + 1)
Zusammenfassen: —-3x> —8x + 1=x%*(—4p+ @)+ x(p—2q)—2p + q
Koeffizientenvergleich: —3 =—4p + g
-8=p-2q
1=—2p+q =p=2q=9
Ergebnis: a = 2u + 5v

'b} Schreibe a = — 3% +x + 4 als Linearkombination der Vektoren
u=-2x2+5x+1, v=—3x2+2 und w=x +3x
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: —3x% + x + 4 = p(=2x + 5x + 1) + q(— 3x% +2) + r(x* + 3%)
. : 16 M 31
Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich: p=—-13,4=13,7=13

: 16 34 31
Ergebnis: a=—j3u+3 v+ w

2 Untersuche die f'olgende;l I\'iengen von Vektoren aus dem Vektorraum der ‘
Polynome bis zum Grad 3 auf lineare Unabhéngigkeit |
a) {1-4x+2x%+3x°, x*+4x’+2x+1,2-x— 3% + 5%') |

Ansatz fiir Nullsumme: . y
p(l—dx +2x2 +3x®) + q(—x® + 4x? + 2x + 1) + r(2 — X —3x*+5x%)=0
Zusammenfassen:

x3(3p — q + 5r) + x%2p + 4q—3r) + x(-4p + 2q —D) + (P +q + 2r) = 0
Koeffizientenvergleich (alle vier Klammern (...) = 0):
3p—q+5r=0, 2p+4q-3r=0, —4p+2q-r=0, p+q+2r=0

das Gleichungssystem hat nur die triviale Losung: p=q=1= 0,
also ist die Menge unabhingig.

b) (Bx°—2x0_Bx+1, 1—dx_ 32+ 4x, 95— T~ Tx+2} |

P(3x® — 2x2 — 5x + 1) + q(1 — 4x — 3x% + 4x%) + r(9%° — T’ ~ Tx + 2) = 0,
x¥(3p + 4q + 9r) + XA-2p —3q - Tr) + X(-5p—4q - T + P+ ¢ + 21) =0,
das Gleichungssystem

3p+4q+9r=0, 2p—3q-Tr=0, bp-4q-Tr=0,p+q+2r=0

hat <! Losungen (pl qlr) = p(1 13| 1), eine nichttriviale Lisung 1st zum
Beispiel (1] 3] 1); deshalb ist die Menge abhéngig.
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|3, iﬁeige fiir den Vektorraum der n-Tupel:
| a) DieMenge {(1/0]...[0),©]1]...]10),...,0]0]...| 1)} ist linear
unabhéngig. |

p(1lol...[0)+py0l1]...10)+...+p(0l0]...11)=c0l0]|...]0)
(l0l...10)+ ©fp,l...[0)+ ... +c0l0] ... p) = (0] 0] ... | 0)
= P1=P2=...=p,=0

b) Nimmt man zur Menge von a) einen beliebigen Vektor hinzu,
i so wird sie linear abhéingig. Gib ein Beispiel an.

Nach Satz _@ ist die Menge linear abhéngig.
Beispiel: {(1/0]...10), (0] 1]...[0), ..., c0l0l ...l 1), @l 1] ... 1)}

4. Zeige: Die Vektoren a=(11315), b=(0]-1]2) und o= ©l0]1)
___ bilden eine Basis des Vektorraums der reellen Tripel. |

a, b und c sind eine Basis, wenn sie linear unabhéngig sind, wenn
p(11815)+q0]-112)+r(010]1)=(0]0]0) nur die triviale Losung hat.
Das Gleichungssystem: p =0, rp — q=0, 5p +2q + r = 0 hat nur die
triviale Losung p=q=r= 0, also sind a, b und c eine Basis.

.
o

a=(112]0), b=(-113[1) und c=(1]-13]—3) =
| gehoren dem Vektorraum V der reellen Tripel an. |
a) Ist{a, b, c} ei ne Basis von V ? !

{a, b, c} ist eine Basis von V, wenn
p(1l2]0)+qg(-1 31D+ r(1]-13]1-3)=(0]0]0)
nur die Triviallésung p=q=r=0 hat. Das Gleichungssystem
P =i =)
2p +3q-13r=0
q — 3r=0 hat «' Losungen (p|q|r) = u(2| 3| 1).
a, b und ¢ sind linear abhéngig, zum Beispiel 2a + 8b + ¢ = 0,
also ist {a, b, ¢} keine Basis von V.

'b) Welche Bedingung miissen u, v und w cr?ii_llen, damit der Vektor |
(ulv] \xdils_lineiykogl@gl@l von a, b und c darstellbar ist?

Ansatz: p (1]/2]0) + a(=1138| 1)+ r(1]-13] -3)=(ulv|w)
Das Gleichungssystem P=gr+ r=1.1]
2p+3q-13r=v II
q-3r=w III
aus I r=u-p + q eingesetzt in II ergibt IT: 15p—10q = 13u +v
I =U-—p + q eingesetzt in III ergibt III": 3p—-29=3u+w
SII=1I"15u+5w=13u+v = Bedingungist 2u—v + 5w =0




6. (gb. a=(-2| = (alb] c} aus dem Ve]&orreﬂlm der
reellen Tripel in Koordinatenschreibweise an beziiglich der Basis
a) {alolo),(]1l0), ©lo] 1)} b {alily, (1l1]0), (1lol0) |

a) Ansatz fiir a: p{1|O|OJ+q{()|l|0}+r(0|0|l)— ~2|5'.3
ergibt p=-2, q=5 und r=3,also a=(-2|5
Entsprechend ergibt sich b = (a|b|c).

b) Ansatz fiira: p(1]1]1)+q@l1l0+r(1l0]/0)=(2]5]3)
ergibt p+q+r=—2, p+q=5 und p=3 ::»F g =2 r=—{
(—2| 5] 3) in Koordinatenschreibweise (3|2|-

Ansatz fiirb: p(1]1]1) +q(1l1]0)+ (1] 0l0) = (e
ergibt T p+q+r=a, p+q= b und p=¢=p=e, q= b—(. r=a-b
(a|b|¢) in Koordinatenschreibweise (c|b—cla-
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{a, b, ¢} sei eine e Basis eines Vektorraums. Zum Vektor u="7-a—2b—c
wird der Vektor v mit v = —3-a + 5-b + ¢ addiert (uelR).
Fir welchen p-Wert ist die a-Komponente von u + |-V gleichnull? |

=1

U+ pv="Ta—-2b—c-3ua+5ub+pc=(7-3wra+Gu-2)b+—-1c
a-Komponente = 0: (7T—-3p)=0, = =3

8 {a b {.} sel eine B%ls eines Vei\tunauma WeILhel vom Vektm
u=3a+4b—2c linear abhingige Vektor hat die Komponente —2a?

X = ua = 3p-a + 4u-b — 2u.c ; Bedingung 3p-a = —2a. =il =— 3
Ergebnis x=— i; a

9. Berechne aus der Gleichung 3.a + 5:-b — 4.c=0 die Koordinaten der
Vektoren:  a beziiglich der Basis (b, ¢}, b beziiglich der Basis {a, c},
¢ beziiglich der Basis {a, b}.

Basis {b,c}: a=—2b+3¢, a:(—
Basis {a, }b:_ga-+§c b=(-3

\-.._-J\HJD"

L cofem

s Gl

(,1

. gt ;
Basis {a,b): ¢= ;b+3¢, a=(-} |3

10. a) Zeige: a=(1| 2]1) .b=@3/5/0) und c= (2] 0] 0) sind eine Basis
des Vektorraums V der reellen Tripel.
b) Berechne beziiglich der Basis (a, b , ¢} die Koordinaten des Vektors
__d=(0|-1]2). Gib auch seine Komponentenan.

a) a b und ¢ miissen linear unabhangg sein, das Gluchungabystem in
- (0| 0| 0) darf nur die Triviallésung

hdbﬂn p+ Sq + 2r =0; " 2p+ 5q 0, p=0.Und die hat es auch!
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b) Ansatz: p(1/2|1) +q@B3|5/0)+x2l0l0)= (0]-1]2)
Das Gleichungssystem p + 3q + 2r = 0, 2p + 5q = -1, b=
hat die Losungen p=2, gq=-1, r= % ; sie sind die Koordinaten von d
beziiglich {a, b , ¢} . Die Komponenten von d sind
2a=(2/4/2),-1b=(-3|-5/1) und 2.c= (1]0]0)

|11, -Bestimme die Taylnréfltwdckiung der Funktion f mit dem Term
f(x) =x° — 9x% + 25x — 24 an der Stelle x = 2 sowie die Naherungen der
Ordnungen 2, 1 und 0 von f(x) dort. Was bedeutet die Ndherung 2.Ordnung!

Ansatz: fx) = a(z-2)® + b(x-2)* + ¢(x-2) + e
= ax’ — Bax’ + 12ax — 8a + bx® — 4bx + 4b + cx — 2¢ +e
= ax’ + x%(—6a + b) + x(12a — 4b + ¢) + (-8a + 4b — 2¢ + e)
Koeffizientenvergleich: a=1
—6a+b=-9 = b=-3
12a-4b+¢=25 = ¢=1
—Ba+4b-2c+e=-24 = e=-2
Taylor-Entwicklung fiir x = 2: fix) = 1.(x-2)° — 3-(x-2)% + 1.(x-2) — 2
Naherung 2.0rdnung: gy(x) = — 3.(x-2)? + 1.(x~2) — 2 = —3x2 +13x — 16;
Je ndher man bei x=2 ist, desto besser gleicht das Verhalten von f dem
Verhalten der Parabel q,, g, ist Schmiegparabel.
Néherung 1.0rdnung: qy(x) = (x-2) -2 = x — 4
Néherung 0.0rdnung: q(x) = -2

|12, Ist M = {alalml a,b € R} mit den Verkniipfungen von V, ein Vektorraum/
|  Nenne gegebenenfalls eine Basis und die Dimension von M.

e i
v=_(ayla,lb,),w=(a,la,l Dot
| )
v+w=(a,+ay,a, +a,lb,+b)e M, rv-=(ra,|ra,l rb,) € M,
also ist M Vektorraum, seine Dimension ist 2.

[13. Es sind B?emrtﬁlﬂérﬁ?@m;aum V der reellen Tripel gegeben. PFufP
nach, ob der von ihnen gebildete Vektorraum U der gesamte Vektorraum V
ist. Welche Dimension hat U ?

L& al4l-n,@1-112),@lol1) b) alilo),l1l1), @312
a) Uberpriifung der Vektoren auf lineare Abhingigkeit:
(114]-1)=p@3|-1]2) + q2]0] 1)
1=3p+2q (), 4=—p (), —1= 2p + q (III)
P=-4 und q=8 erfiillen (II) und (III), aber nicht (I), also sind die Vek-
toren linear unabhg., d.h. U = V, U hat die Dimension von V, namlich 3.
b) Uherfriifung der Vektoren auf lineare Abhingigkeit:
(11110)=p0]1]1) + q3] 1|-2)
1=3q (), 1=p+q @, 0=p-2q (III)
q=3und p =§ erfiillen die drei Gleichungen, also sind die Vektoren
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14, Ist jedes Element des Vektorraums V der reellen Tr‘ipel darstellbar als
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linear abhiingig, das heiit, U # V. Weil die Vektoren nicht Vielfache ein
und desselben Vektors sind, hat U die Dimension 2.

Linearkombination der Elemente (1 14]12), (6 | |.1) und (315/2)?

Uberpriifung der Vektoren auf lineare Abhéngigkeit:
p(1/4|2)+q6l1|1)=(3]5|2)

p+6q=38 (I), 4p+q=5 (1D, 2p+q=2 (II)

die Losung von (II) und (ITT) p=1,5 und q=-1 erfiillt (I) nicht,

also sind die Vektoren linear unabhéngig und deshalb eine Basis;

jedes Element dieses Vektorraums ist darstellbar als Linearkombination der
drei Basisvektoren (1]4]2),(6|1]1)und (3|5|2).

15. Zeige: Die Vekturmen_ge {al1l1ln,l1l1l1),@lol1l1),0l0l0] 1)}

des Vektorraums V der reellen Quadrupel ist eine Basis von V. !

(l1l1l1),0l1l1l1), 0l0l1l1)und(@l0l0]1)

miissen linear unabhédngig sein:
alil1ln=pol1l1lD+qolol1ln+r@l0l0o]D

1=1p0 + q-0 + r-0, Widerspruch, also sind die Vektoren linear unabhéngig.

16. U sei der Vekturraum,.der von den Vektoren a = 2x% — 2x + 1,

___wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.

b=3x2—x+4und c=x%—Tx~ 7 des Vektorraums V der Polynome bis |

__zum Grad 2 gebildet wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.

18. Untersuche, ob die f;)]ge;iden Vektormengen eine Basis des Vektorraums V |

Uberpriifung der Koeffiziententripel (2|-2[1), (8(-1/4) und (1 |=71-T)
auf lineare Abhéngigkeit: (2|-2[1)=p@|-114) +q1|-7[-7)

2=3p+q (D), —2=-p-Tq (II)y, 1=4p-T7q (IID

die Losung von (II) und (III) p :2 und q=: erfiillt auch (I), also sind die
Tripel linear abhiingig; weil sie nicht Vielfache ein und desselben Tripels sind,
hat V die Dimension 2. {(2|-2] 1), (3| -1|4)} ist eine Basis.

17. U sei der Vektorraum, der von den Vektoren a = (1/5 |-3),b=(2]1]-4)

und ¢ =(3|—3|-5) des Vektorraums V der reellen Tripel aufgespannt

Uberpriifung der Tripel auf lineare Abhingigkeit:

p(1]5/-3)+ q2l1]-4)=(3|-3|-5) wird erfiillt von p=-1 und q=2,
also sind a, b und c linear abhéngig; weil a, b und c nicht Vielfache ein und
desselben Tripels sind, hat u die Dimension 2. Eine Basis ist {b, cl.

ol

der reellen Tripel sind e
a) {2]-11-3),@l7]1} b) (alols,el1l-1,-4l-211,©l0l3)

_ o {alol-n, 121D, 1l-4l-n} @ {al2ln,@l51D,@1418)
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Die Vektormengen von a) und b) sind keine Basen, weil eine Basis im
dreidimensionalen Vektorraum aus drei Tripeln bestehen muB.

¢) Uberpriifung der Tripel auf lineare Abhéingigkeit:
p(1101-1) + qB8l2]1) = (~1|-4|-7) wird erfiillt von q=-2 und
p = 5, die Vektoren sind linear abhingig, bilden also keine Basis.

d) Uberpriifung der Tripel auf lineare Abhingigkeit:
p(112]1)+q2l5|1)=314|5) wird von keinem Wertepaar p, q erfiill;,
die Vektoren sind linear unabhingig, bilden also eine Basis.

19. Welche Dimension hat der Véktorraum, der aufgespaﬂnt wird von: !
a) {31218, al-%,l-1) by {al1ly),@l3]-2)}
! e) {x®+2x-1,2x2+4x— ] d) [x2—4x+3,—2x2+5?<_+1} '

a) Weil das erste Tripel das —3fache vom zweiten ist, ist die Dimension 1.
b) {al1l1),@]3]-2)}
Weil kein Tripel Vielfaches des andern ist, ist die Dimension 2.
) {x®+2x-1,2x2+ 4x — 2}
Weil das Koeffiziententripel (1| 2| -1) die Hzlfte von (2] 4| —2) ist.
1st die Dimension 1.
d) {x>—4x+3 , —2x% 4+ bx + 1}
Weil kein Koeffiziententripel Vielfaches des andern ist,
ist die Dimension 2.

20. Untersuche, ob die angegebenen Mengen einen Vektorraum bilden.
| Nenne gegebenenfalls seine Dimension. |
a) Die Menge der Lésungen des Gleichungssystems
! Xl o 23{2 — X3 = O |
| 2%; + 5%, +2x; =0 als Teilmenge von IR ° |
b) Die Menge der Losungen des Gleichungssystems

X‘l <+ 2){2 = - Xa = 2

2% + 5% +2%, =9 als Teilmenge von R ®

a) Die Losungstripel (9| —4 | 1) bilden einen eindimensionalen
Vektorraum.

b) Die Losungstripel (- 8|5]0) + (9| - 4| 1) bilden einen zwei.
dimensionalen Vektorraum, eine Basis ist {(-8]5]|0) ,(9l-4| D}

121. a) Welche Dimension hat der Vektorgum_v :—[(a I-E.O) !_a—b_e [E’l’ i
L b) Zeige: _ {u,v} mit u =(2 | 5| 0) und j.v_:_{_(}l_lf 0) ist eine Basis von V. |

a) Einfachste Basis {(1/10/0), (0] 1| 0)}, die Dimension ist 2.

b) Zeige: {u,v)mit u=(2|5/0) und v= (0111 0) ist eine Basis von V.
Kein Vektor ist Vielfaches des andern, also ist {u,v} eine Basis.
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22, Untersuche auf lineare .Abhéngigk.éit:

a) Vektorraum der reellen Tripel
{@l-510),11817),6l1]1),(3[4]|9)}

b) Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2

{ox,2-x2,-3x2+x+4, lx‘z—ﬁx}

Die Tripel und die Polynome bis zum Grad 2 gehéren einem dreidimensiona-
len Vektorraum an. Eine dreidimensionale Basis besteht aus drei linear un-

abhéngigen Vektoren. Vier Vektoren sind dann linear abhéngig (Satz g}

93,

Im Vektorraum V = R* sind die Vektorenu = (1]/2al0[1),v=(al0|2al 1
und w=(al1lal0) gegeben.

a) Fiir welche Werte von a ist {u, v, w} linear abhéngig ?

b) Wiihle fiir a einen Wert so, daBl die Menge {u, v, w} linear unabhéngig
ist und erginze diese Vektormenge zu einer Basis des R o

a) Ansatz fiir lineare Abhéngigkeit:
p(1]2al0l1) +qal0l2al1)=(al1]al0) J
p+ag=a (1), 2ap=1 (II), 2ag=a (III), p+q=0 (IV)
aus (ITT) und (IV) folgt q =3 und p=—3,
(I) und (II) sind erfiillt, wenn a = -1 ist.

b) Wahl a =0, dann gute U_'berschaubarkeitl, :
u=(1lolol1),v=(lolol1),w=(0]1/0/0) werden ergénzt durch
einen Vektor, der an der 3.Stelle keine 0 hat, (0 lo]1]0).

24, Zeige: Ist {a, b} eine Basis eines zweidimensionalen Vektorraums, so 1st

(w, v} mit u=Aa+ b und v=o0-a+ b genau dann eine Basis,
wenn Al # oT ist.

Wenn {a, b} Basis, dann {u,v} Basis:
{u, v} muB linear unabhéngig sein. Ansatz: ru + sv =0
es mulB gezeigt werden, da8 (r|s)= (0]0) ist:
r(Aa + ub) + s(ca + th) =0 — (rA+so)a+(rnu+stb=0
weil {a,b) linear unabhéngig ist, gilt: TA+so=0 und ru+s1=0.
Die eindeutige Losung (r|s)=(0|0) gibt es genau dann,

| x|

wenn | i | 2= i 0, g.e.d.
Wenn {u, v} Basis, dann {a,b} Basis:
Das System u =Aa +ub
Ao

_ At—po =0 eindeutig auflosbar

v=0a+1h istfﬁrD:‘

| =2

: n o . X
nachaundb: a=gu-pv b=-pu+pV

[
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T
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; Din-D _ 1
aus a) folgt die Behauptung wegen o A |T ST DY
TENETLY

[25. Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren a = (x+1)% und

' b = (x-1)% aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2 ist auch

ein Vektorraum. Den Termen (x+1)* und (x—1)2 sind durch x s (x+1)
und x - (x~1)* Funktionen mit den Gleichungen y = (x+1)? und y = (x-1)
zugeordnet, deren Graphen Parabeln sind.

a) Beschreibe die Graphen der Funktionen, die den Elementen von M
zugeordnet werden konnen. Zeige, daB gilt: Es gibt
genau eine | . X2+ 1
Troine j Parabel(n) mit dem g4 gl

unendlich viele Scheitel (x,|y,), wenn =y =10

b) Zeige: Durch Ubergang zur neuen Basis {a + b , a — b} vereinfacht
sich Aufgabe a).

¢) Zuden Elementen des Vektorraums M gehoren die Vektoren
u=x?+ 1 und v =2x% + 2. Warum ist {u,v} keine Basis von M ?

a) Die Linearkombination p(x+1)? + q(x-1)* ist wieder ein Parabelterm
P(x+1)* + q(x-1)% = (p+q)x® + 2(p—q)x + p + g, solang p #—q ist.
Im Fall p = —q ist 2px der Term einer Gerade durch den Ursprung.
e 3 i U D (O : = Ap
X =S+ — pigq Cingesetztergibt y, = s
X, =+1 = p=0,q#0 = unendlich viele Parabeln mit vo=i0
X, =-1 = q=0,p#0 = unendlich viele Parabeln mit =
Der 2.Fall x,=+1 Ay, #0 ist also nicht moglich.
Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit ¥. =0, wenn x, =+1 (3.Fall
X, #+1:x, = -F'::; auflosen nach p oder q: p :]1—::" q, fiir jedes x, # +1 gibt
es eine eindeutige Bezichung zwischen p und g, also genau eine Parabel.

b) NeueBasis{a+b,a—b}=(2x2+2 » 4x}, noch etwas einfacher {x2 + 1, 2%
Die Linearkombination p(x? + 1) + 2qx ist wieder ein Parabelterm
p(x® + 1) + 2qx = px? + 2gx + p, solang p # 0 ist.

Im Fall p = 0 ist 2gx der Term einer Gerade durch den Ursprung.
S : 1 .
X, = — eingesetzt ergibt y, = = (p?-q?)
X=+1 = p=-q,q#0 = unendlich viele Parabeln mit y, =0
Xs=-1 = p=q,q#0 = unendlich viele Parabeln mit y, =0
Der 2.Fall x,=+1 Ay, 0 ist also nicht moglich.
Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit ¥s =0, wenn x,_ = +1 (3.Fall
X, #*1: p# ¥ q liefert genau eine Parabel.

€) uund v sind linear abhingig: v = 2u.
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96. Zeige: Die Vektormenge {(x—1)% x%, (x+1)?} ist eine Basis des Vektorraums
der Polynome bis zum Grad 2. Das heilit:
Aus den Termen (x—1)% x2und (x+1)* der zugehérigigen Parabeln
148t sich jeder Term ax? + bx + ¢ der zugehorigen, beliebigen Parabel
p durch Linearkombination erzeugen.
Stelle mit der Basis {(x=1)%, x2, (x+1)’} den Term der Parabel dar,
die die Gleichung y = x* + 2x + 2 hat.

Linearkombination: p(x-1)* + qx® + rx+1’ = (p+q+1)x® + 2(r —p)X +p + T
Koeffizientenvergleich: a=p+q+r, b=2(r-p), c=p+r

l=p+q+r, 2=2(r—p), 2=p+r = r=§,p::§,q=-—1
Ergebnis: x®+2x+2=3 (x-1)?—x2 + % (x+1)°

2. Jedem Vektor u=ax +b des Vektorraums der Polynhme bis zum Grad 1 |
wird durch y = ax + b die Gleichung einer Gerade zugeordnet. -
Man spricht von »Geradentermen« ax + b.

a) Gib 2 Geraden an, deren Terme so beschaffen sind,
daB sie eine Basis des Vektorraums bilden. .

|
b) Nenne 2 Geradenterme, bei denen diese Forderung nicht erfiillt ist.

a) y=x+1 und y=x—1, Basis {x+1,x-1}
b) y=x+1 und y=2x+2, Basis {x+1}

28. Welche Dimension (in Abhéingigkeit von pelR) hat der Vektorraum aller
Linearkombinationen der Vektoren a, b, c und d aus R *
a) a=(1/11010),b=(0l0l1l1),c=l1l1lph,d=lp?l1lp
b a=(0l2l4/1),b=(2lpl4ulD,c=0|-pnl-310),d=@]0l1[1)

a) p1l1loloy+qololtln+rl1l1lp®)=alpl1lw

p+r=1 (I),p+r=p% A0, g+tr=1 (D), q+mp’=y AV)

aus (I) und (II) folgt p®=1, p==%1,

aus (ITI) und (IV) folgt p = 1. :

u#1: Es ist keine Linearkombination von a, b, ¢ und d moglich,
a, b, ¢ und d eine Basis. Die Dimension ist 4. '

w=1: ¢ =d, die restlichen Vektoren a, b und c sind auch abhéng‘lg a—lrh =c;
jetzt sinds nur noch zwei: a und b sind unabh., die Dimension ist 2.

b) p0l214]1)+qol-pul-3l0y+ralol1l1)=2lpldplD
r=-2(I), 2p—pq=p (D), 4p-3q+r=4p (D), p+r=1 (Iv)
aus (I) und (IV) folgt r =2, p =3, eingesetzt in (I1I) undi (III) ergibt
6—pug=p (II'), 10 - 3q =4p (III') aufgelost nach p ergtpt ;
4p® — 13y + 18 = 0, hat wegen der neg. Diskriminante keine Los%ngf,
fiir kein reelles p ist eine Linearkombination von a, b_, c L1H(;1 d mughch,
also ist a, b, ¢ und d Basis fiir jeden Wert von L. Die Dimension ist 4.
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129,

1'30.

a=(1/-112),b=(0[2]1),c=(1184),d=(l1]0)

Bestimme die Dimension des Vektorraums aller Linearkombinationen von

a)ysa b e V) b) d V,) i AR

a) Sind a, b und c linear abhingig? p(1|-1[2)+ q(0]2[1)=(113/4)
p=1(D, p+2q=3 (dI), 2p+q=4 (III)
die Losung p=1, q=2 von (I) und (II) erfiillt (III); weil a, b und c linear
abhéngig sind, a und b aber nicht, ist die Dimension 2.

b) Die Dimension ist 1.

¢) Istd auch als Linearkombination von a und b méglich ?

p(1l-112)+q@l2[1)=(1]1]0), wird von keinem Wert p, q erfillt,
V.V, ={}, die Dimension ist 0.

a=(1[-1[1), b=Alplp),peR
Ergénze {a, b) zu einer Basisvon R®.  zB.: {(1]-1]1), (1] wlp,@lol 1))
Fir welche Werte von i ist die Ergéinzung nicht lésbar ?

Die Ergédnzung ist nicht méglich, wenn (1| p| ) eine Linearkombination von
(1/-111) und (0| 0| 1) ist, wenn es einen Wert fiir p, q und y gibt in:
p(1|—1| D+q0l0]1)= [1.!,Li|p,},wird erfilllt von p=1, p=-1 und q=-2
Nur fiir p=-1 ist die neue Basis dreidimensional.
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1. a=(2|-1]-4) und b=(-3/0/2) spannen den Untervektorraum U
des Vektorraums V der reellen Tripel auf.
a) Welche Dimension hat U ?
b) Welche der folgenden Vektoren gehoren U an:
Ll u=(0|-3|-8),v=(-1/-113),w=(1]0/0) ?

a) Weil a und b linear unabhiingig sind, hat U die Dimension 2.

b) Uberpriifung mit dem Komplanaritits-Kriterium:

2 -1 —4L 2 =-1-4
det(a,b,u)=|-3 0 2 |=0 det(a,b,v)=|-3 0 2 10
|0—3—8] i B
i
g det(a,b,w)=|-3 0 2 | #0 ugehértzuU,vundw nicht.
L=g03.:0

L 2, Zeige (siehe Satz @h :
on p=(1|-"2,]3) ist auf mehrere Arten darstellbar als Linearkombination von ‘
_a=2|-1/4),b=(-3/0/1) und c=(-4[-1[6).

2. Xxa+yb+zc=p g5 = Ly 0
2x —3y—4z=1 Lisungen: (y |:}LL£1!+‘—$F?7|
; = \Z) o
. = izzﬁ’f?_—_’( zum Beispiel
4x + y+6z=3 0a-b+%c=p oder
6x -3y ~*Up=1 lf?a—l-bJr'Lfn,c:p

2% +y +%%, =3 [y_' = 2}{_—@
6x—6x+2,-2;=1 [0=0

3 ZBIg_e a) Jede Obermenge einer line;r_abhéingigen Vektormenge ist |
ist linear abhéngig. J

b) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Vektormenge
ist linear unabhéngig.

a) Wenn {a,, a,, ..., a,} linear abhingig ist, dann gibt es ein m-Tupel
(W Iyl .. ) #(0101...10) , so daB gilt pya; + HeBp + oo + Hin8m = 0
Dann gilt auch in der Obermenge (e as s B} U By sces )

(18, + PoBg + ... + Pp8p) + (085 + ... +08,5) = 0,
es gibt also ein n-Tupel (; | g | ... [fin 101...10) % (O 0l...10),
so daB gilt p,a;+ lofy+ ... + Hpdy=0.

b) Kontraposition von 3. a)
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4 Zeige: Sindaund b Vektoren des Vektorraums V, =
dann ist U:= {Aa + b | AunelR } ein Untervektorraum von V.

Welche_]?imension kann U haben_ ? ;

U ist ein Untervektorraum, weil mit u= Aa + ;b und v= Aa + b auch
jede Linearkombination ru +sv = (rA; + sAy)a + (sj; + riy)b wieder in U ist.
Die Dimension kann sein

0,fallsa=b=0

1, falls {a,b} linear abhéngig, a oder b ungleich null

2, falls {a,b} linear unabhiingig

(9. Untersuche, ob mit den Verkniipfungen von von V,, die folgenden Tripel- |
mengen Untervektorrdume des Vektorraums V der reellen Tripel sind:
a) M={@albl0o)|abeR}
b) M={@alblc)la+b+c=0nrab,celR}
e) M={@lbl1)labeR) d) M={2alo0l3a)lacR}

e) M={(a-bla+bla)|abeR} f) M={4al3ala?|acR}

a) u=(a;|b;[0) und v=(a,lb,|0)e M
= Au + pv = (Aay+ pag| Aby+ pb,/ 0) e M = M ist Untervektorraum.

b) u=(a;lb,le) und v=_(aylb,lc;) e M und a,+b, +¢, =0
=> Au + pv = (Aa;+ pag| Aby+ pby| Ae,+ pey) € M, denn
(Aa; +pas)+(Ab +uby)+(Ae +Hiey)=A(a, +b, +¢;)+(ay+bg+ cp)=A-0 + -0 = 0
= M ist Untervektorraum.

¢) M ist kein Untervektorraum wegen (00| 1) +(0|o|l1)=(0]l0]2) ¢ M

d) u=(2a,/0[3a,) und v=(2a,|0]3a,) e M
= Au+ pv = (2(Aa;+ pa,)| 0] 3(ha,+ pay)) e M = M ist
Untervektorraum.

e) u=(a;-b;|a;+b;|a;) und v =(ay-b,|a,th,|a,) e M
= Au + pv = ((Aa;+ pa,)— (Ab,+ pbg)r(laﬁ Kay) + (Ab;+ uby)| Aa;+ pay) €
M = M ist Untervektorraum.

f) Mist kein Untervektorraum wegen
(4|3|1}+(453|1):(8|652)=(4-2|3-2|2)$M

6. Zeige: Die Schnittmenge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V
ist wieder ein Untervektorraum von V.

; Gib ein Beispiel dafiir an, daB dieser Satz fiir die Vereinigung von Unter-
vektorrdumen nicht gilt.

Schnittmenge S=U,nU,; abeS
=abeU;argbel, =Aa+pbeU;ada+pbe U, = Aa+pub e S, g.e.d.

U, = Aal AeR , a # 0) Us={ubl pelR,b#0}, {a,b} linear unabhingig
aelU,;ulU,,beU,uU,,a+beU,u U,, sonst wire a+b = A,a oder a+b = b
beides im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von {a,b}, q.e.d
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7. Sei V der Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.
Zeige, daB die folgenden Mengen Untervektorrdume bilden, und gib jeweils
eine Basis und die Dimension an.
a) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit der Nullstelle 0.
| b) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit den Nullstellen 0 und 1.
| | ¢) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit den Nullstellen 0, 1 und -1.

a) p;(0) = py(0) =0, = (Ap; + kp2)(0) = Ap;(0) + pp,(0) = 0, also ist die Menge
ein Untervektorraum: allgemeines Polynom: x(ax+b) = ax® + bx
Basis: b, = %, b, = x? , Dimension: 2

b) p(0) =0, p1)=0,ie(1,2)
= (Ap; + 1py)X0) = Apy(0) + up,(0) = 0,
(Ap; + Upo)(1) = Ap;(1) + up,(1) = 0, also ist die Menge ein
Untervektorraum; allgemeines Polynom: ax(x — 1) = a(x* — x)
Basis: b; = x% — x, Dimension: 1

¢) p(x) =0, nur das Nullpolynom erfiillt die Bedingung.
[0} ist ein Untervektorraum der Dimension 0.

8. Beweise den Satz oder gib ein Gcgenhei'spiel an:
Wenn die Menge von Vektoren {a, b, ¢l a, b, ¢ # 0} linear abhéngig ist,
| dann ist ¢ darstellbar als Linearkombination von a und b.

Gegenbeispiel: ¢#0, a=b=0.

[ T . - . = :
J. Essei(a,,ay, ..., a,} linear unabhéngig, aber {a;, 2, ... , n, b} linear
|

__abhingig. Zeige: b 148t sich darstellen als Linearkombination dera;. |

m
2%8; + pb = 0, mindestens ein Koeffizient ist ungleich null
i=1

: & A
# 0, weil sonst {a;, ay, ... ) linear abhéngig ware = b= Z— T:ai
j=1

10, Zeige: Ist {b;, by, bs} e-ine Basis eines dreidimensionalen Vektorraums V, '
dann ist auch {b, + Ab, + pbg, by + cbs, by} eine Basis von V mit
beliebigen reellen Konstanten. Lilerao =

Annahme: x(b, + Ab, + pibg) + y(b; + obg) + zbg =0
= xb; + (XA + y)by + (x|L + yO + z)bg =0
{b;, by, b} linear unabhéngig = x=10
A+y=0 =2y=0
xp+yc+z=0 =2="0
= {by + Aby + by, by + Gbs, by} linear unabhéngig, = Basis, g.e.d.
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|11. a)

b)

Zeige: Im Vektorraum der Funktionen tiber IR sind die
Funktionen mit den Termen

fix)=1
g(x)=sinx
h(x) = cos x linear unabhéngig.

Sind im Vektorraum der Funktionen iiber R die folgenden
Funktionen linear unabhéingig ? '
fix)=1
g(x) = (sin x)?
h(x) = (cos x)?

a)

b)

Annashme:
X =1} =
X= o o=
X=1 =S

=5

a-l1+bsinx+ccosx=0

a+c=0
a+b=0
a-c=0

a=b=c=0, qed

Die Funktionen sind linear abhingig wegen
(=1)-1 + 1-(sin x)* + 1-(cos x)* = 0 .
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Gruppe und Korper

1. Zeige: Legtman in der Menge R der reellen Zahlen beziehungsweise in
der Menge @ der rationalen Zahlen die gewthnliche Addition und
Multiplikation als Verkniipfungen »+« und » . « zugrunde,
so kann als Vektorraum aufgefa3t werden:

a) Riiber R b) IRiiber @ ¢) Qiiber Q@

Warum ist @ kein Vektorraum iiber R ?

a) [Risteine Gruppe beziiglich der Add1t10n
J und D, | gelten wegen des Distributivgesetzes in IR.

rAl gilt wegen des Assoziativgesetzes in R. 1-a = a gilt fiir alle aelR.
Dim [R/IR = 1, weil 1 eine Basis ist 1.a = a fiir alle aclR.

b) IR ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
:| und |D '—] gelten wegen des Distributivgesetzes in R.

|_I gilt wegen des Assoziativgesetzes in IR. 1-a = a gilt fiir alle aelR.
Dim R /@ = «, weil @ abzahlbar, R aber iiberabzéhlbar ist.

¢) (@ ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
:\ und U gelten wegen des Distributivgesetzes in Q.
|A | gilt wegen des Assoziativgesetzesin Q. 1.-a=a gilt fiir alle ac(@.
Dun @ /@ = o, weil 1 eine Basis ist 1-a = a fiir alle ae@.

d) @ ist kein Vektorraum iiber R, weil z. B. a\ [2 ¢ fiir ac@ \ {0} gilt.

2 Gib fiir die Vektorriume, wenn moglich, die Dimension und eine Basis an: ..
_a) Quber@ _b) Riber R ¢) Riiber @ : |

a) Basis 1, Dimension 1 b) Basis 1, Dimension 1
¢) Basis {1,4/2, ... ()}, Dimension e
{1,42, ... ()} kann nicht explizit angegeben werden.

% Z;gé; Im Vektorraum IR iiber @ sind linear unabhéngig
a) die Vektoren 1 und \2 _b) die Vektoren 1, \,f2 und \,F‘

a) Annahme: a-1+b\2=0, b#0, abeQ = \2 = =% 2e@ § (Widerspruch)

b) Annahme: a-1 + b\@ + C\IE =0, c =0 liefert Widerspruch, siehe a)
c#0 = V3=0+pV2, Pl = 3=0"+ 20fV 2 + 2%, —+/2e0 §

=5

4 G sei die Gruppe der Kongruenzabhlldungen die ein Quadrat auf dieses |
Quadrat abbilden mit der Nacheinanderausfiihrung als Verkniipfung.

L Wieviel Elemente hat G ? seb e o)
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1 2  oben stehen die Urbild-Ecken, unten die zugehorigen Bildecken
4 Drehungen
(1234 T 9 84 [1234\ ('12341
L1234l [2:—541]r \3412} (4 123)
4 Spiegelungen

1 2 1523401 93 4 (1,93 4 £1 9843
(3214} L1432J’ [2143_} [4321__]

Die Gruppe hat 8 Elemente.

V sei der Vektorraum der Tripel iiber dem Korper {0;1} ‘

(siehe Gruppe und Korper)

a) Gib alle seine Vektoren an.

b) Welcher Vektor x ist Losung der Gleichung ? |
o) X+x=0 B) x+(1|50|1}:(0!1|'.O_J_

a) 8Vektoren (0/0]0),(0/0]1),c0|1]0),(1]0]0)
alily,©lily,al1lo),alol1)

b) o) x+x=0 giltfﬁrfedenVektoraL}sV. .
B) x+@lolD=cl1lo) J+aloly =x=@]|1]1)

‘G. Restklassenkérper modulo 3 ]

Zeige: Die Menge {0 : 1 ; 2} bildet einen Korper,
wenn man die Verkniipfungen so definiert:
a + b = Rest von (a+b) bei Division durch 3

BB oS 7 A D e _ =
Additionstafel Multiplikationstafel
+]0]1]2 *loj1 |2
~Suol1f2 _0.1.0}0:]0
B EREIED Sl T2
2201 2o 21
K ist beziiglich + eine K\ (0} ist beziiglich * eine
kommutative Gruppe mit n,=0 kommutative Gruppe mit n, = 1

Das Distributivgesetz gilt in Q (sogar in IN),
also sind die Reste bei der Division durch 3 auch gleich.
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@ | 1. Gibeine G]eic}:ung der Gerade g an,_die durch A in Ric-htung v lauft:

LRy SRR fey :
a) A[3[1) v=[2J b) A@2l4]6), v:[4J .
-1 6 ;
o -1 &3 rl
¢) AW|0]0) v:{gJ d A-1|-2|-7 v:{f]
£ 5 {
s 0 2N 2 1
:X=ﬂx2 b X 4@(2
i s s il
X 2 ¥ 103 ;\,é (3)
X_ — L 2 X — -, =
o oXfl] e ex= ()l

oy 2 4
e e X :[0]+h[—-2]
-1 1

Berechne die Punkte P;, die zu den Parameterwerten A; gehéren ‘
M =1; X%=0; A3=-15; Ay=100.

P,61-2]0), Py2l0l-1), Py—413]-2,5), P,(402]-200 | 99)

3 Stelle die Cleichuﬁg der Gerade g auf, die durch A(1| 2/ 3) geht und
parallel ist zur

Sy ey 9
a) x;-Achse b) xg-Achse ¢ Geradeh: X =2 +A| 5
SEey NG
=g el l\ o iy v S r,‘j\.
a)g: X = 2]+r‘u(ﬁ' 2+1‘LU| c}g:}(:l%hl ‘1‘
3 ) \0) '3 3 ) =)

b Gleichungen dor drel Koordinatenachsen an. |

—k, ff'l . 0 = 0y
X]:X :}LU t X = (1 X.:X :\,’[U
'.\0_] %3 !—'-\01 3 1}‘

5 Gib Gleichungen der Geraden an, 7
__die den Winkel zwischen x;- -Achse und xg-Achse halbieren. |

— 1
X :l{o] und X =1 01
1 l\]

%
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|6.  Beschreibe die besondere Lage der Geraden im Koord-inatensystem

co 1 5 — -"0 .r"
a) a:xz{t)}r;ufo b) b: lel}w 0|
| _0/' i'\O G \._1'
I = fl P - ."0\._ —
c) c:}{:v,lw d) d:X:p(l)i e) e: X =owW
| I'\]f N2
| =0 — f0\1 9 1 1\|
! D £: X = P 1|1} g g X = (014-;1(0,-
\\O‘, 1) 2y

a) aist die x;-Achse.

b) b ist eine Parallele zur x,-Achse durch (0] 1] 0).

¢) c geht durch den Ursprung, die Schnittwinkel von ¢ und den
Koordinatenachsen sind gleich groff (Wiirfeldiagonale!).

d) d ist die x,-Achse.

e) e ist eine Gerade durch den Ursprung.

f) fgeht durch F und ist parallel zur x,-Achse.

g) g halbiert den Winkel von positiver x,-Achse und positiver x,-Achse.

(7. Gib ein-D_Gje{Zh_ung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten |
geht und mit ]edel Koordmatcndchse denselben Winkel emschheﬁt
)
_} =1
L 1)
[ L T (—3) 2N
| 8. g: X:[”: +G‘--« R X: —5’+T!4 I
\ 6 ) =l k—?_; kb

Uhu erlege dir an einer Skizze den Cﬂumlttpunkt von g und h.

6 =1 = 1, Schnittpunkt (-1 |-1|-1)

9. A1l2l3),BGlel7) CiEE R
a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.
! b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB. |
c) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB]. ‘
b) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB] |

e (l“ lfT il 71y 1y
a) AB: X =24 -1} AeR b [AB: X =|2l+al1] 0<n
|\§ I'\_]',) 3/! ].J,.
: (L 1 = A% g | 1y
¢) AB]: X = 2J+A[11 A<1 d [AB]: X - |21+}L[l 0<Asl
3 1 l\d, l\l:]

¥

o
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10. Gib Gleichuﬁ-gen der Geraden a_ri,“auf denen die Seiten des |
Dreiecks A(0,25|-1,5/3) , B(4|6/-7), C(1]0/2) liegen.

o B 33 = ik ¢ 3 e R r 1
AB: X :‘6’?14-1[6J AC: X :[g +H’ GJ BC: X :tg|+v‘ 23]
imad! o \ J ¥

P 8 i #

| 11 ab E}_lt-ai_c};ungen de“r-' _Geraden an,_.éuf denen die Seitenhalbierenden s_, ‘
s, und s, des Dreiecks A(-5,5|4]-3),B(7,510(9), C(11,5]2|9) liegen.

Aufpunkte sind die Seitenmitten M,(9,5]1/9), M(3|313) und M(1]2]3).

& rah 5 ) Ls iy 3 o Al (A
=i Ve St %-?J-—I S: X =3 |+ —‘2‘ 8 X :LE +v!0
e S SRS

12. A2|10]15), B4]8]0,5), C6|6|-2), D~ 8] 4] 0) ist ein Tetraeder. Stelle
eine Gleichung der Gerade auf, in der die Schwerlinie liegt, die durch D geht. |

i 3
I e
Dreieck ABC hat den Schwerpunkt S(4|8(0). DS: X = | g [+ ,u[é
AR e

13. ABCDEFGH ist |
ein Quader; K |
und L sind Kan- |
tenmitten, M ist '
Flachenmitte.
Gib Gleichungen
der Geraden an:
a) EF und FG
b) BE und BG
¢) DF und AG
d) CM und BM
e) KL und LM |

A4]-8]0)
B(7/1|0)
C(1/3]0)
D(-2 [-6]0)
E4|-8]6)
F(7/1]6)
}1]3]86)
H(-2 |-6]6)
K(1]/3]|3)
L5,5|-3,5]6)
M1 | -7 | 3)
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R A 1 s 75 3
a) EF: X :[1J+l 3] FG: X :[1 +p[—1J
6 0 6 ) 0
WEN T 1 3 il (—3
b) BE: X =[1'+\: ?] BG X:L]%.E_‘Ll
0) —2 0) 3 )
— ? 9 i 1\1 _3\
DF: X =|1 7 AG: X =|3[+o| 11 |
R ) m g c
£y (1 0 e 7 6
d) CM:X:-BMT 10) BM: X =1 |+y| 8
L0 =3 0 -3
— s 1 9y Ll 1 79
e) Kl X = 3]+w—13‘ LM: X = —TJ+G)L?J
3 G 3 6
= R Bl Thag 3 1 =
14. g: X :[2J+ai o} h: X :[OJHH] |
i -1 \2 5 \2)

| Welcher der Punkte A(3|2|-5), B(-1]2/3). 20| 5) ]
| DAl1l1)und E(-1|-2|3)liegt auf welcher Gerade ?

Aund B liegen auf g, C und E liegen aufh.

115. P(-7112]18), Q|- 81 8). Welcher der Punkte A4]-10]7) B(1]—4]10),
| C-1]0]-12), D(-9 |16 20) und E(- 6|10 17) liegt
| @) aufderGeradePQ? b) auf der Strecke [PQ] ?

S o AR E —1x

POEE - L_aa\ml' 21 QA=0) PM=10)
J \ J

AA=-1),BA=2),D(L= 12), E(L = 9)
a) alle auf PQ b) keiner auf [PQ]

e T

s L S

llﬁ.a:X =G +uv b:_X'\:ZI-@\ﬁ-u? c:§$=6+u-2_v‘1
(17-}{_‘:26\4-“-2"5\ e:iszﬁx—p?\ £ -0t +UV

! g: R LV Welche Geraden sind identisch im Fall

a) G=z0, _é\,"'vi nicht parallel b) GzO, G parallel v

—

a) a,c,unde——bundd—fundg b) alle: X =¢v
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2 8 = = 3 v oy = 6
17. X = .r éJ+ A {...23] und X = ( ‘+ p,[ 4} beschreiben dieselbe Gerade. :
|k : [ > J k\ |

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fir A=17?
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir p=-27

¢) Welche Beziehung besteht zwischen A und p eines Geradenpunkts ?

a) A=1=AG|-2|2hatp=-2; b p=—=2=B@B|-5/4) hat1=2;

2 3 (—4 =
¢) fiir jeden Geradenpunkt X gilt: (1}&,[—3} =| 7 ]‘H»l[ 6 }
L0 2 M k=4 —4

6\
{ 6J+}|— }ru( J 0 :A+2u+2=0 erfiillt alle drei Gleichungen.

s

G AR EB
18. Wie bewegt sich der Punkt X mit dem Ortsvektor X =—3 eI
wenn | alle erlaubten reellen Zahlen durchlauft ?

1L ist das Verhiltnis, in dem X die Strecke [AB] teilt: AX =pXB
X lduft auf der Gerade AB, trifft aber nicht auf B,
weil 1 nicht den Wert —1 haben kann.

19. Zeige: Ein Punkt P mit dem Ortsvektor P =0A+ LL.-]_?; liegt. |
genau dann duf der Gerade AB wenn gl}t A+ p = i |

Aus }, + H = 1 fol gt A=1-—p, emgesatxt in den Ausdruck fiir P argibt
—{l— )A +L1B 2 s p,LA +;1B A +MB - A)— A +uAB
P =A + I} AB ist die Gleichung einer Gerade durch A mit Richtung AB.

20. Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A + AT +pV

(W, v # 0) beschrieben, wenn

a) X konstant ist, wihrend y die reellen Zahlen durchlduft
b) u konstant ist, wihrend % die reellen Zahlen durchlduft

¢) T und Vv linear abhiingig sind und beide Parameter die reellen

Zahlen durchlaufen -
_d 2 A konstant ist, wahrend p die nicht negativen reellen Werte annimmt. |

a) Gerade mit Richtung v durch den Punkt (a; +Au, | ap +Aug | ag +Aug)
b) Gerade mit Richtung u durch den Punkt (a; +Hv; | ap+ vy | ag +p1vy)
¢) Fiir Au +u v schreibt man einfacher v = (oder V).

Die Punkte X liegen auf einer Gerade durch A mit Richtung .




|23. Kugeln mit Radius 23 rollen auf der Gerade r der x:_;.xj-Ebene; £ gCElt

B
24, g: X = 5J+a{—2\

L 1y
B X :(2%0

VII. Geraden im Raum

e |
d) Halbgerade mit Richtung ¥, Startpunkt (a; +Au, | &g+ Ay | az +Au,)

—1y

a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der X,X5-Ebene ? ' |

b) Welche Punkte von g haben von der x,X3-Ebene den Abstand 8 ? |

¢) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der X,Xo-Ebene ? )

a) x3=2,2=1-0=0=-1,A(2|4]-1) e) alle
b) Xp=%8, +8=2-20=06,=5,0,=—3; BI(—4|—8'—1),BE(4i8;—1)

. Auf der Gergle_durch A(l?

24[36) und B(12[42] 63) liegen |
die Mittelpunkte von Kugeln mit Radius 12. ‘

a) Zwei Kugeln beriihren die x,x;-Ebene.
Berechne die Mittelpunkte M und die Beriihrpunkte B. ‘

b) Wo beriihren die Kugeln die X;Xg-Ebene ?

o 0
a) AB: X = (34 ‘+ t[g , die Mittelpunkte haben von der x,x,-Ebene den
, i Sl
Abstand 12 (=Kugelradius), ihre X,-Werte sind also £12: +12 = 24 + 2t.
Kugel 1:t=-6, M,(12]12]18), B,(12]0] 18)

Kugel 2: t =18, M,(12|-12|-18), B,(12|0|-18)

b) Weil alle Punkte auf AB von der XpX3-Ebene den Abstand 12 haben,
=E 0y
liegen die Beriihrpunkte liegen auf: X =s [é J

durch P(0|5[6) und Q(0] 6/5). Wo liegen die Kugelmittelpunkte ? |

Die Mittelpunkte liegen auf zwei Parallelen, dazwischen ist die x,x,-Ebene

AR -0 . =23 0
e e T e —]W g: X:[ 5 W-}-s(—lw
\6) '-\]‘z' \6_.;" \_],f'

-4

3 )

Ala, | a,]8), B(-12| k| k), C(e, | 1] 1),D(2k | - 8k | k) , E(4k-3] 1] 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E so, daB diese Punkte aufg
liegen.
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A 8=-4+30,=0=4; a,=13,a,=-3 -318)

B -12=-7+50,=0c=-1; k=7 B(-12 | 7]

C: 1:ﬁ4+3c5,:>(5=g;1:5-—2(},:p0:2 C liegt nicht auf' g
D

k=-4+306,>0=3(k+4);-3k=5-2.3(k+4)=k=-1,6=1

k = -1 und ¢ = 1 erfiillen auch 2k =-7 + 5¢ B2 |81
E: 1=5-20=>0=2; 2k=—4+30, =2k=1
c=2 und k =1 erfiillen 4k — 3= -7 + 50 nicht, E liegt nicht auf g

2. Liegen die Punkte P, auf einer Gerade ?

Stelle gegebenenfalls eine Gleichung der Gerade auf. i

a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a)
¢) P(al1]0)

b) P, (3a-2|4|- 6a)
d P(1+all-ala+l)

_© Pa®lala+l) H-PslolD) i
=0 1+2d \ . [f3a=-2y = iy
a) X—[ 1 J+a[ 7 b) X =| 4 ‘ [4 +al U‘J
] -:}., I 2 I\—Gd; U "b
S AN 1\ = 1+a] 1Y 1y
c) X =11 |_ +a 0| d) X :(l—d = 1 +a|—'|
l 0 La+1) \I) L1
e) gehtnicht
5 sz’d\, 2.
g =0
L’d; )

sie enthalten den Ursprung nicht.
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1. Gib eine Gleichung der Gerade g durch P(1|-2| 3) an, fiir die gilt:

a) gist parallel zur x,-Achse b) g ist parallel zur x;x,-Ebene

¢) gist parallel zur x,x,-Ebene d) g geht durch den Ursprung. |
% 1 0 s ( 1 ek b
a) X =[-2|+(1 b) X=|-~2W+l 1
SJ UJ L 3) 0
1y 0y .
¢) X = {2\+}(]J d X =Av
b5

2. Bestimme die Spurpunkte und den Oktantenverlauf der Geraden a bis m:
ES AR . =13

- 9 3 s 8y 4y
a: X :L1J+0‘_L1 | b: X =[—21+B[—2} c: X ={'“3 e
Ju==1 ._4 : - 8) & __2_-"__23’. |
VIl \'4 I Il
!
A Sx(310[-2) Ss2l1]0) S,(0/314)
v I Vv VI
|
B S,(610]4) Ss312/0) S;(0]4]-4)
vV I II
| _
c S,(4]0]2) S.(013]2)
£ RO = e '._ e S ST P e < ? 8 _[‘ 4
‘d.X = —§J+5\or e: X = 3‘+s‘1 Ak :‘—3|+@|3
e \ I_)_I___ e 9 J \ 3 J 9 y _ES_I
111 | VII 8
| !
=4 =5l0) D
VIII I 11 .
_ |
S,3(4/0]0) S,(012]6) E
I I I v e
[
13 S,(—4]0]6) S,(01313) Ss(41610)

Ny 2 e EL R gy T i
‘g:X :L J-Pg’ 3] h: X = 6J+WL—3 i X =(8 |+1—]
: 2 o s '
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VI VI I I

| | l
Ss(41610) G S,(3/0[4) S,014,5]7)

v I 1\
|
Ss(6/6]0) Sy(610]4) H
VI I IV
|
I S,50/4]0) Sy4l0]4)
= B B Tl A L T Sl =t i
J:X:|--2+1<|1 k: X = —21:—+l[31 l:X=[0 +u[0]
v \ 4 \—2 s k 14) —2) __3._3_ = ! |
v V
l
| Sg,:a(3|0|0)
111 \4
E
K S125(010]0)
| | o
L S..0l0/-2) S,5-21010)

3. Welche besondere Lage im Koordinatensystem kann eine Gerade haben

a)

0

a),b), ¢) Gerade liegt in keiner Koordinaten-Ebene

a)

b)
c)

a)

b)

ngcge besondere LE-lgB im KOSY kann eine Gerade haben, wenn sie genau
181 b 26 | 9oike 0 A0

: . - : 9 |
mit genau zwei Spurpunkten ? b) mit genau einem Spurpunkt * |

_mit keinem Spurpunkt ? . |

1) ist parallel zu einer K-Ebene, aber nicht parallel zu einer K-Achse,
2) schneidet eine K-Achse und die dazu senkrechte K-Ebene

1) geht durch O 2) ist parallel zu einer K-Achse
so was gibts nicht !

geht nicht durch den Ursprung und ist weder parallel zu einer K-Achse
noch zu einer K-Ebene (allgemeiner Fall)

1) ist echt parallel zu einer K-Ebene und schneidet eine K-Achse

2) ist echt parallel zu einer K-Achse und liegt I']'tCht in einer K-Ebene

3) geht durch O und ist nicht parallel zu einer K-Ebene _
so was gibts nicht! d) Gerade in Koordinaten-Ebene (oder K-Achse)
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8y s
!5. B :{—34]+p[ﬂ]

| 6 2
R‘ g ..'.I . .
Gib die senkrechten Projektionen von r in die drei Koordinatenebenen an. |
= 0 » 0 S |/3‘, M T 3
1‘:X:—4+[0}, r.:X:|0+ 01,r3: X =|-4|+p|0
) {BJ pxzi : \6_2 p'\gxl ; "\U p G
3 i (2 \
6. Gib Grund- und Aufri an vons: X = 2 l+o| 1 | ‘
- 2 el
i Y 2 A 0
52X =|2|+0 i3l 8;: X - |5k +o| 1
0) 0 =1 =

: 1 -
7. Regentropfen, die in Richtung [ 13 Jans X;X3-Fenster klopfen, hinterlassen
=2)

L auf der Scheibe Wasserspuren; welche Richtung haben diese ?
P

Richtung der Wasserspuren ‘ U.g

N

8. Eine Leiter lehnt an der x,Xs-Zimmerwand, A(2| 10| 0) und B(0| 10] 10)

sind die Endpunkte der Leiter. Welche Richtung haben die Sprossen ?

Die Leiter kommt ins Rutschen und klatscht so auf den x,X;-Fuflboden,

daB sich die Richtung der Sprossen nicht éindert.

Auf welcher ( Gerade liegen die Endpunkte der Leiter jetzt ?
0 =

Sprossenrichtung L[]J Gerade: X =

70y G
10(4+A10
o) o

_i 9. t 15?:}1'1;(1@ t, ist AufriB der der Gerade t. ‘

| Gib eine Gleichung von t an:

sy sl Tine gl e LN
' a) $:X =(0]4+A|0] tanX :(2‘+u(—1 a) tX=t2|+‘~|'1"
\]; 1. \DJ '\_0;' | 1/" it
AR N e L T S ot L 4;
b) tr,;IX :|1‘+?‘» —3,t2ZX = U-'+|_1 0 B S X :‘ 1.|+V _.;;
e Sl =) 25
B e e e
10. Spiegle die Geradeu: X = —2]1-‘{) 2 }
' L 3 ) |& 3 )
a) an der x,x,-Ebene b) an der x,x,-Ebene

c) ander xg-Achse d) an der x,-Achse e) am Ursprung.
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=Y =0 .L] (._] D =1 |f_1'\
a}X:[ZH(xi—? b) X = —2W+|3|2J
\ :] .'; k 3 _3). L‘—'S
R ) £ e r1y = 3 =13
¢) X :L2|+Y(--2J d X = 2J+5|;z\ e) X :[QJ“‘\ zJ
3) 3 \—3 \3) =3 1 i
| e, B gains o
11, Spiegle die Geradev: X = {‘}Jﬂc[gj
o i ,
a) an der x;x;-Ebene b) an der x,x,-Ebene !
¢ ander xg-Achse d) anderx;-Achse  e) am Ursprung. 4
T 70y Ak b g 0 3
a) X = |-4 +o¢—-2‘ b)X:(*l +P «3]
|3 0 ) —3 0
L 0y (3 -7 0 3 L 0 J-"B\
¢) X = _4|+YI 2 d) X =+ +5[—2W e) X = (—4W+£| ZJ
2 )1 28 = \0) \=8) \0

12, Welche Richtung(en) kann eine Gerade haben,
| wenn sie bei Spiegelung an der x;x,-Ebene in sich iibergeht 2
0N
Die Gerade ist senkrecht zur x;x,-Ebene: Richtung H i

f'vi'\.

Die Gerade liegt in der x;x;-Ebene: Richtung ‘ 'B:;

4

13. We]_chu Ric:htlmg_l_l-at eine GErade, die parallel ist
_zu ihrem Spiegelbild beziiglich der x,-Achse?

0
Die Gerade ist parallel zur x,-Achse: Richtung [ 1 J

o

Die Gerade schneidet die x,-Achse senkrecht, ist also parallel zur x;xg-Ebene:

¥
Richtung ( 0 ]

\ Vs

14, Die_x]_xu—Ebene und die x,x3-Ebene seien Spiegelebenen, die x;x;-Ebene sei
durchsichtig, also keine Spiegelebene. ; _
Auf welcher Gerade verlaft ein Lichtstrahl diesen Winkelspiegel, wenn er

von Q(9| 4| 3) in Richtung v = [—3) einfillt ?

== e o e s e
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) 9 (—3°
Der einfallende Strahl liegt ina: X = (é J+ o —g W . Spurpunkte von g; |
b =g
S1(01-2[-8) fiir & = 3, S,(3/ 0] - 3) fiir o = 2 und Sy(6 2 0) fiir 0. = 1. |
o = 1 ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft zuerst die
x,Xy-Ebene in (62| 0); der dort reflektierte Strahl liegt in
= 6y {(—3
b: X = [{2} j+ BLﬂ‘Z ]I Spurpunkte von b:
3

T\ (0] -2(6) fiir = 2, T3/ 01 3) fiir B = 1 und Ty(612] 0) fiir p = 0.
B = 1ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft dann auf die
x1Xg-Ebene in (3| 0] 3); der dort reflektierte Strahl liegt in
e A =3
e X = t 2 4 ",f[ 2 J Spurpunkte von c;
3

U,(0]2]6) fiiry=1, Uy3| 01 3) fiiir y = 0 und Us(6 | -2 0) fiir y= —1.
Y= 1ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft schlieBlich auf
die xyx3-Ebene in (0| 2| 6); der dort reflektierte Strahl ist der ausfallende

S 0N 3
Strahl, er liegtinc: X = | 2 |+8(2).
I'\6) \3/I

l15. Das_Ko-tﬁi.nEdnS;ttgguign Tr_n)els_piege]. - : _i
| : =1 .
Von Q(4 | 5] 2) llt ein Lichtstrahl in Richtung v :l =1 Wein. f
-]

|_ B%Chﬂ? eine %i@p@eﬁraﬂ auf der er den Spiegel verlafit. ‘

Langgr Rede kurzes Bild aufm hintern Umschlagdeckel der 2. Auflage:
Der einfallende Strahl ist der linke der dre; einfallenden Strahlen.

cERai A 1
Der ausfallende Strahl liegt auf der Gerade: X = | 0 W +y| 1 W

=)
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1 .
f; 1 Welche Lage hat g zu
4 g und a schneiden sich

= plye - el e in (-1|-1]-5)
: — -5 | T+ —2 = — -5 | —2 : =02
RS {\1])' : aL 9 ] o 0 /,+ B[ 2 J g und b sind windschief
‘ e s B sl 2y | gund csind echt parallel
¢ X =|-5 |+ -2 d: X = 1|4+3]|4 | . . z
‘\ A ] Y[—AJ [_ 5 ] ( J | g und d sind identisch.

2. Untersuche die Lage von g und h und bestimme
gegebenenfalls den Schnittpunkt:

o " T & 2o 1 2 '
a) g: X = [ 2 W+F‘»(—3 he = —81+p 2 windschief
5 \ 1) kl _1) —6 !
i e S 2 fady =2 1y
g X = 1]+a[1 h: X =0 +u[0= S(-110/2)
3) 1 3 1)
IS g =l +;L[1: h: X = D]Jru(n windschief
3) \1) 0 0
% 2 -3 i 5 —3-‘\_ G
d g: X =|-2 +l[ 5 h: X =| 5 +u(—1OJ echt parallel
d 1) 1 =
o -2 3 A 7 —6 : ;
e g: X =|1 +Ar(}1 AT WHL[ (}] identisch
2 2 =5 -13) {10

3 AC5|4]—2) B6|—3]4),C(10]—6]18), D(0] 0] 22); zeige durch Berech- |

__nung des Diagonalschnittpunkts, da§ ABCD ein ebenes Viereck ist.

= —B .3 WEEr 6 b =2
Die Diagonalen AC: X = { 4 J+7L[_42W e EDEa S [_43%“1[ é 1
& ) Sl /

schneiden sich in (4| -2|10) (A =3, u=1).

4. Zeichne g und h ins linke Muster-KOSY, untersuche ihre Lage zueinander |
und ihre Lage zur x,;-Achse. Zwei ungewohnte Ansichten von Geraden ent-
stehen: mach dir klar, woran das liegt. Zeichne dann zur Verdeutlichung g
und h ins rechte KOSY. (Das rechte KOSY entsteht, wenn man das linke
KOSY 37° um die x;-Achse weiterdreht, die Blickrichtung ist in beiden

~ KOSYs 30° gegen die x;x,-Ebene geneigt, geneigter Lsgerl) “oas, , 3
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X, 'y linkes KOSY rechtes KOSY &8 X3

.........

g und h sind windschief
(g zeigt sich als Punkt,
weil man in Richtung '
von g aufs KOSY peilt)
und die x;-Achse sind windschief, o
ﬁ und die xs-Achse sind windschief b) linkes KOSY
(auch wenns zu sehn schwerfillt:
h liegt waagrecht, parallel zur

H
i
X;Xo-Ebene!) X3 ‘ /

g und h schneiden sich !h
in S(-6/0]-3), .
g und die x;-Achse sind windschief,

h und die x;-Achse sind echt parallel.

X, % a) linkes KOSY
h
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9.

wE By
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5. Beschreibe die moglichen Lagen der Geraden v und w im Raum,

die bei bestimmter Blickrichtung so ausschauen:
\ad
4 ;
c) e) . g B
W Vv
v

a) vund w sind entweder echt parallel oder windschief (Aufgabe 4.).

b) vund w sind entweder identisch oder echt parallel (Blickrichtung
parallel zu der Ebene, in der v und w liegen).

¢) vund w sind entweder windschief oder schneiden sich.
d) vund w sind windschief,

e) vund w sind echt parallel.

f) v und w sind identisch.

(Eindeutigkeit dann, wenn man mindestens eine Gerade als Punkt sieht.)

6. Die Ortsvektoren von A(6/0]3) | |

B(6|12]0) und C-3|0]8) Epan—!

nen ein Spat auf,

M ist Kantenmittelpunkt,

S ist Mittelpunkt der Deckfliche.

a) Berechne den Schnittpunkt
T von [AM] und [0s].

b) Berechne den Schnittpunkt

__Uvon[CT] und [oD]

R S Lo Sl RCdy 5D (2
a) S=C +5B +;A:|‘ 6 OS: X =1| 4
l\]5;2f l.\ 6 J
s LY ,”'—6‘\ /EI". ’—2"
AM =| 6 AM: X =[0|4+p| 2
3 ) 3} L
OS und AM schneiden sich in T(2| 4 | 5).
=i 74 SR
b) OD:X:»FM CT:‘{:‘U‘HTI-‘*‘
\1). \ 6 J \_]f'

OD und CT schneiden sich in U = D(12 | 121 3).
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7 K, L, M, N, Pund Q seien Kantenmitten
im Quader (rechts).Untersuche die La-
ge folgender Geradenpaare und berech-
ne gegebenenfalls die Schnittpunkte.

a) PL und EM b) PL und NQ
¢) KM und NP d) HQ und NL

D(01010) Y Bl

e) HQundKP A ;_;ﬂgglom) Q "t
K(4]4]0), L4|0]2),M2|0]4),N©|4]4), g 7
P0|8]2),Q4|8]2), HO|0|4) S I
ST 0 f—l\ s 4 1
a) PL: X = 8]-}-[1 2 |, KM:X:[é +[3[2]
2 0 ) _ 0 -2
PL und KM schneiden sich in S(312] 2).

i 0 2
b) NQ: X = [4}_,_?
4

e ﬂ\l -2 —h {
d NL: X [4'|+s,[ 21 HQ: X = |
4 ) 1 ) i
NL und HQ schneiden sich in U*/3] ¥/311%3).
= 4 —2
&) KPP X = {4 J + "f[ 2 ]; HQ und KP sind windschief.
L0 1

8 Kund L sind Kantenmitten der vierseitigen Pyramide ABCDE. .
a) Zeige, daB sich CK und DL schneiden, und berechne den Schnittpunkt S. |
b) Untersuche die Lage von AC und ES. Schnittpunkt T ?
¢) Untersuche die Lage von DK u_nd_C_-L_._ﬁlhlifitﬂﬂk‘E_If [

E01016)

< A(61-1210)

—
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R s a2 L /2
a) K@|-6/3),13/0[3),CK: X = l : Lnbz', DL: X = HL@H
- A o ) \ .-'I
CK und DL schneiden sich, weil sie die Diagonalen im ebenen Trapez
DKLC sind; S(1|-4/2).
b) ES halbiert [AC], T(1,5|-6]0)
— (=8 2 =N (@Y _
c) CL:X =10 [+ 1{[0 [ ,DK: X = |-12 ‘4—}, 2 |, Schnittpunkt U(9 10]6)
.O.J 1 l'\D.f \1/|
| (2 =2 FoaE 2 o0 0
9. e:X =[0]4+g| b 5 S GW+¢:[5W g:X:y{SW
5 ) Lo \3) 1) i)
a) Welche besondere Lage im KOSY haben e und g?
b) e und f'sind windschief. Stelle eine Gleichung der Gerade t auf,
die parallel zu g ist und e und f schneidet. Berechne die Schnittpunkte.
_ Bei welcher besonderen Lage von g gibt es keine Lésung ? e .|
a) e ist parallel zur x,x,-Ebene, g geht durch den Ursprung.
b) Der allgemeine Geradenpunkt von e sei Aufpunkt von t, t ist parallel zug |
—a (2-2e) 10y a1 72
tX = L 5e J+-1:(5 geschnitten mit f: X = [g +(p‘? | fithrt zum
5 1 4 AR W |
Gleichungssystem 2-2+ 10t =2+ 20 es hat die Losungen |
5¢ + 51 = 50 T=l; 0=3 =
B + . T =3+ 4
Y —2 710y
t: X = [1;} ‘+rt ’]3 , tschneidet fin (8] 15| 6).
J J
Geht nicht, wenn die Richtungen von e, f und g komplanar sind.
—_ - S R .

— iy 3 i "’lﬁzl\
. A2|-1]0) g: X =| 6 [4A]-1 h:X:!rU!{r,u. 4
S Wirllet

TQ (2

a) Zeige, daB g und h windschief sind.

b) Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g
und h schneidet. Berechne die Schnittpunkte. Bei welcher ‘
besond_eren Lage von A . gibt es keine Losung ?

s i B L T ot b 2 -2 | 5 0-2
a) }H:'—S},det{GH,g_‘h): -6-1 4 —‘—634‘
L—sj -5 3 5 —5'8 5 |

= 9(15 — 32) + (-2)(— 48 + 15) # 0, also windschief



ooy
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b) Die Richtung von k ist der Vektor, der A mit dem allgemeinen Geraden-
punkt H(3 — 2u4pl— 4 + 5u) von h verbindet.

L - 121 Y

X = [—-1 [+ x| 1+4p |, geschnitten mit g fithrt zum
L0 ) —4 + 5 )

Gleichungssystem

24+ K—-2k0 =2+ 2A
—l+xk+4xpu= 6 — A

—4x +5xu=1 + 3A mit den Losungen A =1, K:%, =2
a - 2 F— 31
ol g f—l}rxl 9 | schneidet h in S(-1/8|6)und gin T(0[5]4) .
0 =6
S \ /

Die Sache ist aussichtslos, wenn der Verbindungsvektor A, g-Punkt

oder A, h-Punkt komplanar ist zu den Richtungen von g und h.

11.a) Begriinde, daf sich die folgenden Geradenpaare
schneiden, und berechne die Schnittpunkte S;:
ACund UW, S, — BCund VW, S, — ABund UV, S,

b) Untersuche die Lage von |
S]SQ ‘LlI‘J.d 3283 == 8953 Llﬂd 8381 - 8381 und S,_Sz
_ (DESARGUES a8t griifien!)

a) Jeweils zwei Geraden schnei- ADO10110)
den sich, weil sie in einer Sei- VAR
tenfliche der Pyramide liegen Al
und nicht parallel sind. Weil | \'\‘_
das Grundflidchen-Dreieck in e ol
der x,x,-Ebene liegt, miissen U(41017,5) g, '
dort auch die Schnittpunkte /
sein. Die dritten Koordinaten

der Schnittpunkte sind also _,-*"r

gleich null, die Schnittpunkte
sind also die Spurpunkte der / \

Geraden UW, VW und UV: / O =N

S,(-21010), Sy(—4 -2/ 0) -

e f i A

und S4(4/610). /

A

b) S,, S, und S; liegen / B(418 m]\
auf einer Gerade
(Satz von DESARGUES).

A(161010)
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12. A(1[-3 | 8), B(3]1/-3), C(1/-1/8) und D(1]313) bilden ein Tetraeder.
Zeige durch Rechnung: Die Strecken, die die Mitten zweier windschiefer
Kanten verbinden, schneiden sich alle in einem Punkt S.

In welchem Verhaltnis teilt S diese Verbindungsstrecken ?
(Diese Eigenschaften hat Jjedes Tetraeder!)

Zwel Geradcnglelchungen aufstellen, Schnittpunkt S berechnen und zeigen,
daB S(1,5| 0| 1,5) auf der dritten Gerade liegt. S ist Mittelpunkt der Verbin-
dungsstrecken, das Teilverhiltnis ist 1.

. : e — -
13. a: X ~(1'?J+Cc‘ Jb X -_—[' [ J
-9 3

a) Untersuche die Lage von a und b.

b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von a und b.

¢) a entsteht, wenn a eine Halbdrehung um b macht.
. Bestimme eine Gleichung von a'.

d) b’ entsteht, wenn manb an a spiegelt.
_ Bestimme eine Gleichung von b'.

a) aund b sind parallel, sie sind sogar echt parallel weil sie nicht parallel
sind zum Verbindungsvektor Al AB.

b) m geht durch den Mittelpunkt M der Verbindungsstrecke [AB].

== . —% == - 21 i 21 5 e AT
M:E(A-PBJ:[']?. i 9,8 :(12 +“r 4 =11 4
-9/ -9 —3J .‘3.J
¢) B ist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [AA']: ﬁ %{ A o A
s I g 51 e, "Dl P
A'=2B-A =[—3W a: X =|-38l+c| 4
d) A ist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [BB']: E = i (T?: +_E'\)
—= —a & =0y o -9 e
B:ZA—B:??f b'-.:(_ zrm ‘
-9 ol Slod
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14 a) Zeige: Die Punkte A(6]-1[6),B(7[1[8)und C(4]-5/2)
liegen auf einer Gerade g.
Gib eine Gleichung von g an.
e —ial 2
b h: X =P +p.[—11

. P(7|-4|5) . Zeige, daB sich g und h schneiden.

s

¢) Bestimme Q und R auf h so, da CQ parallel ist zu AP und CR
parallel ist zu BP. Zeige, daB AR und BQ parallel sind.

(Diese Behauptung bei beliebiger Wahl der Punkte A, B und C auf g und P auf h. |
Das hat der griech. Mathematiker PAPPOS um 300 in Alexandria bewiesen.)

L Pt S 75 NG
ayb) g X =|1]ey|2] h: X =|-#|+p|-1| HG :{5}
g) {2 L 5 1, -
i A i 012 [010
det(HG,g,h): 52—1‘: E2-H61=0
132 1 32-3
Weil g und h nicht parallel sind, schneiden sie sich.
T+ 20
¢) Qund R als allgemeine Geradenpunkte von h: —54— .U-]
i
= ——x r3+2u\|
CQ und CR als allgemeine Verbindungsvektoren: | 13—# |
{ 3+1 )
AhEE - (34210 -1
CQ =k PA : | 1-p =k 3}—:;1{:1,“:—2 Q3 |-213)
| 3+4 ) 13
T 5 3+Z'L“I 0y 1 3 - £ T
CR =k PB : 1-p ':k[t’)i = k=5, l=—3 R(4|-2,513,5)
3+p ) \3)
- s =2 s
BQ =‘ -3 ], AR = -‘.—1,5}; BQ und AR sind parallel wegen BQ =2 AR
-5 -2,5
1\ J s
5. AG]2]0),B614]9),C- 61216 |
-~ A +pB
a) X = sl beschreibt bis auf einen Punkt (welcher?) alle Punkte

= 1+
der Gerade AB. Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter p ?
Ebenso lassen sich die Geraden BC und AC darstellen: |
g }_3\-1-0(3 o C+TA_
BC: X N L (JJ'S:X:'_I_‘_T

b) R liegt auf AB mit p =2, S liegt auf BC mit ¢ = .
Bestimme den Schnittpunkt P der Geraden CR und AS.

¢) BP schneidet AC in T. Berechne T und den zugehorigen Wert T.
(1647 bis 1734) hat bewiesen,

Der italienische Mathematiker Giovanni CEVA onel
s auch in diesem &m_gel "_ =

___daBin einer solchen Situation gilt: pot = 1. Stimmt
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16.

_©) durch W(w, |- 4]5) geht, berechne W. ]

VII. Geraden im Raum

S PR p'ﬁ‘ A+ pE\— p?ik\+ p_ﬁ A1+ p)+ p(_l@—-_;i}
a) X :_1'+p—:- 1+p- = 1+p K
T T D S e s e T B %
_A+1+pAB_A+_LtAB,1mtp_ 1+p‘p¢ 1 |
Weil p nicht den Wert 1 annehmen kann, erfaBt diese Darstellung nicht |
den Punkt B. p ist hier das Teilverhiltnis.

b R =3(A+2B)R6l216); S=2B+{C) S6/5|250):

i £33 il 3
CRX = 1[1 |und AS: X :Hf—ﬂ schneiden sich in P(0| 0| 0).
3)

\0 )
—a 7B — -'f‘—ﬁ N ( \ E i
c) BP: X = v‘ 4lund CA: X =|-2 |+x%| 0 | schneiden sich in .
L 9) -6) |6) |
5 Vi \
) \ L 1% 1 5.8 1 I
T(-8|-2]|45),v=—y;,k=1= Tz = T=3; pOT=2-5-5 = 1, stimmt!

sk el A
g X = [ 3 [+l a ) Bestimme a so, daf} die Schargerade
5 | 7
A N 4
a) parallel ist zur x,x,-Ebene b) durch den Ursprung geht .

a) g, ist parallel ist zur x,xgEbene b) g, geht durch den Ursprung
(-—14 +ij W1y

) | 2+an |=|-4| =3 a=9 w,=—35
\ 2—”. ,-| \ 5 g
g, geht durch W(- 35| - 4| 5).
= — ( 16 R _r 4a b SRS LEes B : o
17. h,: X = | 4 || 4 ! Bestimme a so, daB die Schargerade
|11 (13—6a |
a) parallel ist zur x,x,-Ebene b) die x,x;-Ebene nicht schneidet

¢) durch den Ursprung geht
d) die_x;,fﬁhﬁstﬁnei_det,_imrechne_chan Schnittpunkt.

a) 3.Richtungskoordinate=0, = ga-= %3
—

b) 1.Richtungskoordinate = 0
( 16+4dap ~ 0y

c) | 4 +4y = 0| Gleichungssystem enthalt Widerspruch,
\11+13p—6ap (0

a=10

:

keine Schargerade geht durch O.
¢ 16 +4ap } 0

4+4y =‘0] =W=-1, a=4, z=22; h, geht durch (0| 0|-22)

d) .
\11+13u—6ap) |z




VIL 3. Lage zweier Geraden 147

18, Aa|—2]8) und B(a + 4] 0 5) legen die Schar k, fest. Welche Schargeraden

schn_eiden die Koordinatenachsen ? Berechne_ d_i_e Schnitt;__)unkte,

=i a {23
et X = [—32 4 u{ 1 keine Schargerade schneidet die x;-Achse
: 1)
ks schneidet die x,-Achse bei — 5, k_,schneidet die x;-Achse bei 5.

—

18.

20,

A 2 Pl 2y 1N

g: X :\—1J+}{2i h,: X :[UJHJ[?-B]
2 -1) & —_a

a) Beschreibe die Schar h, . i
b) Fiir welche Werte von a sind g und h, parallel (identisch) ? |

¢) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h, ? '
d) Fiir welche Werte von a sind g und h, windschief ?

a) h, ist ein Geradenbiischel mit dem Trégerpunkt (2|0] 1).

s e 2y : )
b) Parallelitit: 2 = 2 GH = l 1 }#[ 11J, keine Identitdt moglich
2= 43
-1 = -2a = fallsa =%,darm echt parallel
: . = AR | | 0 0 1-2a A
¢) det(GH, g, h)=|1 2 2a|=[1 2 2 |=(1-2af-1+2)=1-2a
) =g ‘—-1—1 —a |

Bedingung fiir Schnitt: det=0,= a= j leider schon vergeben!
keine Schargerade trifft g.
d) Fiira#3 sind g und jede Schargerade windschief.

. ik O ek
A(l|2]2),B@|-1]1) g-ﬁ:X:‘ﬁ+l —g]
e, \ e

a) Beschreibe die Schar g, .
b) Bestimme k so, daf g parallel zu AB ist.

_¢) Fiir welche Werte von k sind AB und g, windschief ? |

a) g, ist ein Geradenbiischel mit dem Tragerpunkt (3 1412).

i 1 A 2 2 .y —
b) AB:{—al Aez[z AB # AG
\_lj O.
Pl I 2]-'.'\] :
Parallelitit: 3 L— 3 J = [— 9|  ABund g5 sind echt parallel
-1 =
It iy e 917 2k o e S
¢) det(AG . AB gk‘): 2_3_.9‘: 0-4 -9-2k |= 2(12-9-2k) = 2(3-2k)
' 2 ; 0:=1-=% 0-1 =8 |

Bedingung fiir Windschiefe: det # 0, = k# i, i
aufler g, ; sind jede Schargerade und AB windschief.
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VII. Geraden im Raum

— : =
Sty (2+t°

P Pt 1 =2 \I
llw :X:(t'+.{t_
L \\—2 ) B, T
a) Beschreibe die Schar g, .
b) Fiir welche Werte von t sind g, und h, parallel (identisch) ? :
¢) Fir welche Werte von a schneiden sich g, und h, ?

Gib den Schnittpunkt S an.

~d) Fiir welche Werte von t sind g: und h, windschief ?

a) Die Parallelenschar g, bildet eine Halbebene, weil die 1.Koordinaten der
Aufpunkte mindestens den Wert 2 haben.

5 2442 \
b) HG = ( 2-t ‘; fiir t=-1 sind die Richtungen beider Scharen parallel,
-2 )
—C AR
fiir t = —1ist HG :‘ 1
1

, das ist die Richtung vong,; = g, =h,.

BT ) 2 -21+t*| |2 0 21| :
c) det(g,,h, HG)=|1 t 2-t|=|1 t+1 2 |=2t+ 1)t2=1)
-2 2 -2 -2 0 0

Bedingung fiir Schnitt: det = 0,= t=+1
t =—1 ist schon vergeben (Parallelitit)
Schnitt: t=1, g; und h, schneiden sich in (1] 1|2) .

d) Fir t#+1 sind beide Schargeraden g, und h, windschief.

n Ve O -._.I ek .'. ] % |'r ‘_ \
-212),B(1]2]-1), g:X = L—2 +9L{ lJ' h,: X = | 2 +pf-2-2
2 ] =1 \—1 | 1+a )
a) Fir welche Werte von a schneiden sich gund h, ?
b) Fiir welche Werte von a liegen die Schnittpunkte T, im IV.Oktanten ’
Fiir welche Werte von a schneiden sich gund h,in A ?
¢) Bestimme den geometr. Ort der Schwerpunkte S, der Dreiecke ABT,.

4

R I -2 0 0 |
a) det(GH,g, ha}:‘ 4 1 -2-al=|4 12-al=-2@-2+2-a)=0
-3 -1 1+a =i a-—2|

Die Determinante ist fiir jeden Wert von a gleich null, keine

Schargerade ist parallel zu g; deshalb schneiden sich jede Schargerade
und g.

b) Diel. Koordinatenglei.chunF‘im System » g = h, « liefert p = 1 und damt

die Schnittpunkte T,(3|-a|a): fiira > 0 liegen diese im IV.Oktanten.
Fira =2 schneiden sich g und h,in A.

i . = S COR F P e TS 0
c) S“ZE%A+3B+_§T,:§—€I}:[O +a[—]]



4 ____VIL 3. Lage zweier Geraden : 3 149

o mTTEwmTEe el

M X o= |5—-58J+!_L‘ a—1
N U I

1
\ .
a) Welche Schargerade geht durch P(- 45/0|5) ?

21 o
b) Welche Schargeraden sind parallel zu v = {1 s W= ( i ?
1
/ Lt S
¢) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die zum Parameterwert u = 2 gehoren.
d) Bestimme den geometrischen Ort der Spurpunkte in der x,X5-Ebene.
e) Zeige, daB je zwei Schargeraden sind windschief sind.

(=45 (. Hp-—ap
a) [ 0 l:l”} Sa+ap—pu|, u=5,a=-10
D37 4 K
rky  rl-an e
b) }i I: a—1 J , Widerspruch, keine Schargerade ist parallel zu v
L 1
k ) hS
=k rl—an e
| k ‘:! a-1| k=1, a=2,j,ist parallelzu w
X 1“ P L. 1 o
- p—ap (2-2ay 2y —2
¢) p=2: X :(5—53+au—p,.,: 3—3a|=|3 |+a *3J
\ K ) i\t P 0.
alle Punkte mit |1 =2 bilden die Gerade: X —LU
'_._ B () .':']-"""-
,JE:X:.E—S:{J.\ho’ a—l‘

hyperbolisches Paraboloid
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d)

e)

M )

el I(‘S—Sa\ 5" F—5

= =0 J:|OJ+ai o}
T =8

LS 0 rl
die Punkte mit p =5 bilden die Gerade: X = [2}+ v g]
A

X ( HL—al _
[ 0 ] = ,5—5a+au—uw , 0 = 5(1-a) — u(1-a) = (5—u)(1-a)
\
il

[ 0

0 \

R 0 0
i beliebig,a=1: X = I( 0 ] =1 [ [f]' , das ist die xg-Achse.
o

zwei verschiedene Schargeraden (a # b):
cY 0 fl-an ;

ja: X = f5—53 +u|a—1
LROECIE = L=

Sl )
Verbindungsvektor AB = _f5—5h}
b
1

det(:AB, 3,5, )= | a

=—(a-b)Xl-a-1+b)=(a-by

(= =]

fiir a # b ist die Determinante ungleich null, j, und j, sind windschief.
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i B r 0 - 1+a
kX = LE’U ]+ T 2—03131 . Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden
a LY

auf, auf denen die Punkte mit jeweils gleichem Parameterwert T liegen.

A T+atT ©) (at’ e Y }f T
X =|2t-3at|= |2t |+|-8ar h:X =|2t|+48-3t
5a 0 5a 0) \5

| -_\ 0 f1+a-\
e b 0]4-1{2—3%1{
| ba 0o J|

hyperbolisches Paraboloid

|
A
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_\. 1_ '1\- i D
125.g: X :(014“}& 1‘ h:X :(11-%]1
: \0 ) 2)

1
—2

ot

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf, ‘

die g und h treffen und zur x,x,-Ebene parallel sind. |

= ko) (14A p—1-A
Im allgemeinen Verbindungsvektor GH = | 1-2u |—| & |= | 1-2u-2
L L 23 B2\
AN f-BFL \
muf} die 2.Koordinate gleich null sein, = A=1-2u, GH = '3;? A

allgemeiner Aufpunkt der Schar k sei der allgemeine Geradenpunkt von h:

—— u B Bil
k:X =|[1-2p +K[ 0
y =l 5u—2

_\- 0y _-. 1
.aIXZOC[OJ b X :[0
0

0 T s iy | |
+PB| 1 es X7= 1i+y{0}
\ 1 y 0 \ \0)
Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf,
diea, b und c schneiden.

J

AB sei der Vektor, der den allgemeinen Punkt von a mit dem allgemeinen
Punkt von b verbindet

o 0 1
AB=|pl-lo|=]p
0 o — 0
LY U ] .\I
sq,p Sei die Schar der Geraden, die a und b schneiden Sap: X =|0 |+0C| P
% —a)
ey e
Verbindungsvektor CS =| o || 1 [=] _
o -1 o+

8.3 S0l ¢ schneiden, also muB sein: det(Ea_'E, ©,C8)=0

15 [
‘ B 0 -1 =_1{ﬁffi+ 1}—{_,.‘.):0 =% :'u‘_ o=-1
|—a 0 o+l , : ks

= 0 it 2l 0\ ot

S: X =| 0 |+0 % = UJ+}.. o o #—1

o -0 o —o(o+1)
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A G1b eine . P uametvrglelchung der Ebene E an, die den Punkt P(-2]1]7)

r—3
enthilt und von den Vektoren u ~‘ l | und v :‘ ? 1 aufgespannt wird.
) L) 1
\ i 2] Ir,z,‘ |'_3"
B X _:| 1 |+A1 T |+l 5
Sk L3/ 1

|
i |
i |

A, (1 —2
%, Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E: X = ‘ ‘15 + '}u; §]+ pl 0|
: 3]
LY

J \

liegen und die Parameterwerte haben |
__:-*&['l:(_ﬂ_u=0}_,B(;‘\.:0|_EL:l},C(}L‘—jllp:O),D(l:lm:1}__. _ |

B(O|1]8) D(1/8]10)

3. Untc-alrsuche: ob die Punkte A(1|4]6), B(5]-710) und C(14 |2 | 7) in der
B K 'l —2 5 !
Ebene E: X :{ J+ A '3 ‘ liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-

3

3
|+LL

_gehorigen Parameter werte

Ak=1lp=1) B llegt mcht drin CA=8lp=-2)

4, S_telle-_z eine Pa;;metérgleiCh;g (k-TEb@:eEABCJ auf mit den Punkten
a) A(2|1/8),B-1[0[5b
b)) 3), B(7 |-

O

i

B Y .-'U\
H}F‘X_L1|+ﬁ. +L!’|H
(

'\)’

b) Geht nicht: AB und BC sind parallel: A, B und C liegen auf einer Gerade.

3
0
—2

5. Gib eine Parameterg]eichuﬁﬁe?ﬁbae;n,_‘
die festgelegt ist durch

1 r?\
’ st ;
a) Ulol-n, vololo), weal-4lp | BX= ~L_“J+PL_1J
1% 2 e Lo
b Pal2l-1),g:X =0 a | E:X =[0 +h—2J+u\ 2 |
0, 1 . 0) . R
: |
e 1 2 N Py 1 If.l\ = 1 l.,?:\l - ‘-l »
¢) g:X = [DW [_z ,h;xz[ﬂhp 2‘ |E;X:(U +l—12'..+u[ 21|
\O} ]f}. ,\U —]__. '\U; et N
_— 1 9 o 3 9 s 1 l,-' P 14 l] 5
d g:X = 0)+1‘(2Wk X:[HHLPW 3X=[U +1L'2‘+“|g
s - 0) 1 WA L0 18] L (1)
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Wi e el e =81 | 76\ | [Bestimme eine Parameterglei-
6. g:X= [--2]+ A4 f:X = -,2}- Hl 3 | chung der Ebene E, die g enthilt
LT -12) , BB AN =B parallel ist zu f
= g | ,’2 (2 \
E: X = +All ‘+ ;LI 1
-y R o

| : ST G Sl
7. A(Tl-115), a:X = |1 |+r{‘}. b:X = L qu| 1 | Gib eine Para-
| (i 13

9. Welche Punktmcngen beschreiben die PdrameLLrglemhungen W, V0

8. Welche Punktn‘ienge

metergleichung der Ebene E an, die A enthélt und p'alalle] ist zu a und b.

|‘\5.»' WY ‘\53

2 x f?' T 1
BaX == 1+Af5i+_uf1.|

: : 2 offen__..
beschreibt die 1) . A
: \

Gleichung . _Halboffener \

r9 . :
=l Bilea E ! |+ur al L'-”:”Tf.’ N\ ParallelStmlfen

o 13 \ (e "wism .
wenn gilt: ‘ . .
—oe < A <+ und 2
“lsu<l? | = i

—

8) X =P 430,120 b X =% 1

—_— —

c) X =A1u +U.v }4u—1 d X _}u+pv ﬁ+p<]

a) Wegen # 0: Bis auf P alle Punkte der Gerade durch P in Rlchtunff n

B u-lf.l_ Sl
b) T 1+“];-11

Bis auf U (U =) alle Punkte der Ursprungsgerade in Richtung 0

2

¢ A+p=LA=1-p; X =AU +UV =(1-WT +pv =0 +w(v-1)

Gerade g durch U (U =% ) in Richtung v -0
d A+p<li, A<l—yp,
A=l-p-p,p>0
X =AW +uv €N

=(l-p-pu +uv

= (lpu + (v -1)
Offene Halbebene durch
O mit Grenzgerade g
von Aufgabe ¢)
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10. ABl0[2)

e 1y
g = {11-%?&[0
3 ) 1)

Bestimme eine
Parametergleichung der
Halbebene H,

die den Punkt A enthalt
und von der Gerade g
begrenzt ist.

R B 1y
X :‘[3‘+“_|1|+\;‘ﬂ‘
.\2;‘ kl_g \1,,
p <1 (Bild!)
oder
x A A 1N
X :|1|+h 0J+G|1J
] |1
o<0

11. Fihre die Parametergleichungen iiber in Kgrdﬁat.e?g_leichungeﬁ:

s 0 70y —2 PR | 5 ri3\ |
a) X = ].14-:-” 6 [+l 3 bh) X :|{L|+_1[—l]+“ 2
\UJ \1;'| D. '\2") 3 \UJ
=10 15 (0\ 2 Ty 1y 1y Ir"l’Z
¢) X =|[-3[+Al1l|+ (-—1} d X :(2 +?\‘L1 T 1
ZJ I\_-i} H.\_UJ =3 —2J Ll |
L 10 3 3l o lw 4 76
e ‘X =5 +?\_(—5 +u(15| ) X = [2 -1-?«[9 +HL9} ,
B 2 J —2) \6) g _\3_J P T
a) 3x; +2x,—12x;3-2=0 b) 6%, — 9%, —5%3 +52=0
e) 2x; +4x,-x3+12=0 d x+X+X=0
E) 23(2—-5}{3:0 f] XE-—Q:O

12. Welche der Punkte A(1|2]-2), B0/ 0] 0) und C(2|0| 1) liegen in der Ebene
_8) E:x+2x-2x3=0 b) F:3%-%=5 Ity = Uit S|

Bund C Aund B B und C

13. Bestimme den Paramter so, daB P(1] 2| -5) in der Ebene liegt
W E x-25+x%-3=0 bFag+n=0 o& 2x, - 3%, +aX; = 22 |
1-4—-5=a a+2=0 ‘2-—6—53:2&

—8:3 ﬂ:—2 'r:].-':—=
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114, Gib Komdmdte.nglelchungen der Koordnmtonvlwnm an. i

X;X,-Ebene: x3=0 X;Xo-Ebene: x,=0 Xy,Xg-Ebene: x; =10

15. Gib eine Kﬁordmatenglmthunu der Ebene an, |
die festgelegt ist duth '

'L'

& ,fl\ \ -5
a) X = +A.( L[+ S J a) X; —4x, + 3x3—-11=0
\GJ L rg |
| (9) | .
| b e, e X = (2] | b) 3%, —x3+6=0
- L6 )
oAty B(0|.2|]p ua —2) | € 2%, —3%,+x%x3+5=0
B U“ J-]‘. i .-'0‘ 2\ :
d gX =(2|4+A|2]|, : X = 2‘+u 0 d) 2x, + 5x; —4x; + 14 =0
ls)" |3 L6 ) 1
e) gX .—:|2 +A|2 ], k X |U|+g 2 | e) 4x; —5xy + 2%, —2=10
\ 6 3) \1) 3) |
R ST s e |14' (2 B |
|16 i = : Il""“'L =24 ke X : p ';‘
'\_HJI '8." |1f J 4 J

Zeige, daB3 sich g und h schneiden, und glb eine _
_Koordinatengleichung der Ebene an, in der g und h liegen. |

— 1 i &% el 155 2
GH 2{—9},de’c(GH,'g,h}: =9 -2 -51=0; 323 —dx,—~ 2%, — 128 =
2 20 8 4

.E Die Wiirfelecken A,C,F und H sind |
die Ecken eines regphnaﬁlgen Tet-
raeders. Bestimme Koorqutenglu—
chungen der Ebenen, in denen die
Seitenflachen des Tetraeders liegen. |
FAC: %,-%,—-%,=0
FCH: x;,+%,+x;=0
ACH: x;-x,+x,=0

HAF: %, +%x,-%x,+8=0
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VI 1. Ebenengleichungen

18, In einem Wiirfel liegt eine regelméBige|
sechsseitige Pyramide. Die Ecken ihrer|
Grundseite P, Q, R, S, T und U sind
Kantenmitten des Wiirfels. Bestimme
Koordinatengleichungen der Ebenen, |
in denen die Grundfliche und die

Grundfldche: x;—x;+x3=0
Seitenflichen: AQR: x3=0
AST: x2 =4 AUP: x1=-2
ARS: x; + 2%, —2x3—-6=0
AUT: 2%, —2x;—X3+12=0
APQ: 2x; + X+ 2%3=0

19, Die oberen vier Ecken des Sechsflachs liegen gleich weit iiber der x,x,-Ebene. |

a) Begriinde, daB das Sechsflach ein Pyramidenstumpf ist,
und berechne die Pyramidenspitze S.

b) Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen,
in denen die Seitenfldchen des Sg:hsﬂ_achﬁ_h&}glcn-_

a) Das Sechsflach ist ein Pyrami-
denstumpf, weil sich die Gera-
den AE, BF, CG und DH 1m
Punkt S(— 3 |- 3| 8) treffen;

S ist die Pyramidenspitze. Das
kann man sich elementargeo-
metrisch (Strahlensatz!) an
den Trapezen ADHE, BFHD
und CGHD klarmachen.

3

=<

b) Grundfliche ABCD: x3=0
Deckfliche EFGH: x3=4
Seitenfldchen:

ADHE: x,=—3

ABFE: 4x; +3x3—-12=0
BCGF: 4x, + 16x, + 15x3—60=0
CGHD: 4x;+x,+15=0

=1
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20. Die Ebenen E und F haben eine besondere L age im Koor dmatensystem
Beschreibe diese und stelle Koordinatengleichungen der Ehemn auf.

W 3 ]\ ."'D".I f(}
E: X :(2}:% +p‘o} s el
=l 0 —2)

+ u| 1 |
E ist parallel zur x,x,-Ebene, die 2. Konrd allcr Punkte in E ist 2 Xy — 2 =0
Die 1.Koordinate aller Punkte in F ist 0, F ist die x,x,-Ebene: X, =0

21. Gib eine Koordinateng’te_ichunﬁer Ebene an, die
a) durch P(1]/2]|-2) geht und parallel ist zur x;x3-Ebene
9+

b) die Gerade g: ® L (1 |+l(

| [enthilt und parallel ist zur x,-Achse

¢) durch denII. Oktanten geht und den (rechten)
Schnittwinkel der X,Xg-Ebene und XgXg-Ebene halbiert.

a) x,=2 ¢) X +X=0

4 2 0
b) [%x—-1d DI = (%3—-4)-3 — (x5— 1)-2 + (x3—8).0 = 3x, — 2%, — 10 =0
3-11

22. Gib Parametergleichungen an von:

_2) E:2%-%43x-6=0 b) F: x=x, e) Fix;=5
. ."'3\ r"l \ 70 Ty I"I .‘ll a0 1 NET al l\‘
X=|U FA| 2 |4+p ?J X = ]'TH[D X = U‘+ 0 +u‘1
L0 ) \0) 1 L0) 17 5 ) {0) |0
EEaeew e sy =
| 23. f: X = [8+3al+2] 1
! va=al -1

a) Zeige, dafl die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Pﬂ'ar_ne_te_r—gyd_k_lpord_i natengleichung dieser Ebene E an. |

{ 1 ) —2 \
a) f, (bloB anders geschrieben): X I/

|_‘ - ]. )

das ist die Parametergleichung der Ebene 5
b) Koordinatengleichung von E: 2x, — 3%, — 7':':3 +28=0




Bild zu Aufgabe 23.

a)
b)

Y

b)

c)

= ; X f 1+a 3y (—2
e h=0 A3 f,: X = [3+3a| +A 11

VIIL. 1. Ebenengleichungen

=1}

\3-a |

Parallelenschar

g X 0 |+ pn|2a+2
2} \—a

Zeige, daB alle Geraden der Schar in einer Ebene F liegen.
Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.

e {2\1 a'_d.—l‘\l
|

2N 1y =1

g. (bloB anders geschrieben): X = ZJ +ua| 2 J+ “ &
\

-1 .

\ y
das ist die Parametergleichung der Ebene F,

ua kann man als eigenen Parameter A deuten

Koordinatengleichung von F: 2x; + Xp + 4%3—12=0

o

In der Schar gibts keine Gerade mit Richtung 21 P ErIS
é

aber zur Schar gehoren die Punkte von h: [g % G

mit Ausnahme von (2| 0/ 2).

o

- o1
Welche Ebenenpunkte kommen in dLr_(ielgh‘-Ethdl nicht vor 7 |

159




160

Bild zu Aufgabe 24.

S X = ;(5--:351

VIIL Ebenen -

= Ay
Ea: X = |D| + L
2)

ra=11
2a+2 |
|

ebenes Geradenbiischel

rl—an
a-—1

+ O

& e
Zeige, dafl die Geraden der Schar nicht in einer Ebene liegen.

2 ey U b 1 kY ST 0\
joo X = f’i +ﬂ"—]; X = G[U‘
\0) o, 1)

W.Eﬂ jo und d_i(]lx;_;—AChSe (= j,) windschief sind, geniigt schon dieses Gerader-
pa_rchen als Beispiel fiir die Behauptung.
(Bild der Schar bei Aufgabe 23. im letzten Abschnitt des vorigen Kapitels)
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B ‘ E VIII. 2. Lage im Koordinatensystem _

1. Welche besondere L_.age im Koordinatensystem hat die Ebene
A: X, + 2%y + 3% =0 B: x,+2x,=0 C: x,=0
D: x,-2=0 E: x,+2x3-4=0 F: x=%

A geht durch den Ursprung.
i B geht durch den Ursprung und ist parallel zu x;-Achse,
enthélt also die xg-Achse.
C ist die x,x3-Ebene.
D ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
E ist parallel zur x,;-Achse.
F enthilt x,-Achse und halbiert die Oktanten I, III, V und VIIL.

]

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene: _

a) A ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1 |2]-3)
b) Bist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1/ 0/ 0) und Qolol1)
¢) C ist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und P(O| 1] 1)

]

=k (1
2 d) D ist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X = [g ]+ 1| 113
% \
: .__e) Eist senkrecht zur xs-Achse und geht und P(r | /17 | 4)
i'l A: X3+3:O _B X1+K3—1=0 C.‘ XQ_X:;:U
D: % —x%3+1=0 E: x3-4=0

3. Welche besondere Lége im Koordinatensystem hat die Ebene ‘

|

|

| 7 3 r1 0 =

| A:X:[f&}yl](} +p({} B: X =
o) 1

0 0- 70
3}%7\, l}}p,i—q
1) —2) 1 fldy i
o el 3 14 i 3 4
C: X = 0%—1 1J+p =2 DIX:}L{—1|+,LL[1|
\3) 0 0 2O

S| (3: 0
E:X=L0]+?\, 1 +.u,(1J |
e A Aglles 1

A ist parallel zur x,x5-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
B ist die %,%5-Ebene. -
C ist parallel zur x;x,-Ebene und schneidet die xg-Achse bei 3.

D geht durch O. :
E ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die xg-Achse bei 3 ,E =C.

4 Begtigmé_dgﬁch-s}mpunkte urﬁ gt? eiaungen der Spurgeraden an

1
A: Tx, — 14x, — 63— 42 =0 B: x, + 3%, —B5X3+15=0
C: 2% + %, —x%3=0 D: 2%, — X +4=0

L 2% =Xy ) _F_x_"ﬁz_o___—— ]
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VIII. Ebenen

A 6]0]0),0]=3l0),0|0|-7)

ek {fﬁ‘ 2\ % E‘\\I IG 5 -"U'\ |
s.dszlﬂ +c5‘]' 8.0 e {‘l(+p.0| 8: X =]|0|+71]3
o) o) 04 AT \=17) il
B: (-15/0]0), (01-5/0),(0]0]3)
=3 _15\ 3 =18y By a0 1
g: X = ﬁﬁ(ﬂ B X =] 0 +p[0‘ SI:X:{UHTﬁ
UJ L 0 J \1_.* 3)‘ \ 9
C: (0|lo]0)
ER ] = S 1y Lall 1]
L9y \2) (1)
D: (-2/0]0),(0]4]0)
a DY 7l N -2 70 s (D"._ 0y
&13X=|41+G'2 sz:Xsz +p'0w 8;: X = |4 |+10
o) Lo Lo 1) il
% If’]\ — .." U g
E: (0]0]0) sﬁszg:BJ Soqt X :p'()‘
l\ﬂz I'-IJI
y o R ol S
F: (0]-2]0) S: X =[-2|+0(0]| si: X =|-2[+p|0
I K ] o) {1
5. Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleiéhﬁng‘en der ‘%ﬁﬁrgeraderl_mi
i 9 (=3 73 - S e | -2 I
[ EE . ( J+nt J ] B: X = L4|+,-L[ 2 +u£l| |
¥ =7 14 __\: _ 3) [ O
A: 14x, +21%, + 6x,— 42 = 0, 3lolo), (0|2|0J lol7)
SR s (3\ 3 3 wr Gy e
SL:.'?X:“'J-FG —2‘ S.J:Kz( +p 8: X =|2|+7|-2
0 l'\UJ \0 ? "w.nﬂl \ !
B: 3x, +2x3-8=0, (1lol0),0l0]1,5)
— (1) 0 PO < B (R 1 a0 Sl
8: X =|0 +p(1] sz:X:ffJ&d 0 $: X =|0
0)" "o, (o) " 3 ws) L0
iﬁ. Bestimme die Achsenabschnittsform und die Achsenpunkte |
A: 3% — TxXy + 6%, —42=0 B: x,-Tx,—-3%;+21=0 ‘
: C: 2% +3%,+1=0 D:gX + 3%+ 2Xs+ & =0
N X1 +Xp+X3=0 F: 17x,+10,2=0 r
X X X o,
AGi+og =1 (1410l 0),0]1-610), (0l 0]7)
.S X X

& 31 te to=1 (-2110]0),0[3l0), 0|07
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G-+ 1, =1 (- Y1010y, 01-"]0)
=g i3
D F-+ e+ =1 %l1010),01-%l0),©l0]-%)
= — D —7h
E: bei Ursprungsebenen gibts keine Achsenabschnittsform, (0 |0l 0)
F: =1 ©0l-%510)

7. Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene mit den Achsenpui]kt-en:
a) (110l0),(012/0),(0[018) b) (-2/0/0),012|0),©[0-2) |
¢) nur {0!-—3|O)Lmd (0|(_]]5) d) nur (0/0l7) |

X , % X

a) 7 +3 +3 =1 6x, + 3%, + 2x3—6=0
b) f‘é+§2+§'—§=1 X, —Xp+Xg+2=0
c) f§+};3=1 5x, —3x3+ 16=0 d x;-7=0

8, Die_Ehenen E, F uﬁd G sind festgelegt von zwei Spurgeraden:

s =13 1 e | 1
E: g:X=|0 ]+r1(2] 52:X=[0}+|3[UJ
o) Lo} 0) "\2
S g R (1
T S U}ry 2 | 8 X = OJ+6{O}
\ 0 ) \0) 0 &

—S7Y lw i et 1 1 |

G 8 X=|0[+g]2 SQZX:[U}i";{D} |
o) (o, \2

a) Beschreibe die Lage von E und F aufgrund der Spurgeraden.

b) Beschreibe die Lage von E und G aufgrund der Spurgeraden.

¢) Stelle von E, F und G eine Koordinatengleichung auf.

d) Veranschauliche E, F und G als Spurdreiecke in unserm iiblichen

~ Koordinatensystem.

a) Weil sy und s, parallel sind und ebenso Sgg und sy, ist auch E parallel F.

b) Weil sgz und sy Symmetrisch sind zu O und ebenso s,z und Spp, sind auch
E und G symmetrisch zum Ursprung.

= X X XS Al
¢) E: j+§2+2‘“=1 2}(1—){2‘1{3“?'2—0
X X X
F: :32+'f+'_f:1 2!{1"1‘(2—?{3"‘4:0
X > X ¢
G: 'f‘+%+3=1 2%, — Xz —Xg—2=0
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Bild zu Aufgabe 8. Ax,

VIII. Ebenen

P

5
A

oo - a —..1% G
8y X :l[b]undsg: X :g{ﬁJmita,b,C,d%U
0

seien Spurgeraden einer Ebene U. Bestimme eine Gleichung |
der Spurgerade s; in Abhéngigkeit von a, b, ¢ und d.

5 0 "\ ac
g A =V {u [, fiir die Koordinaten u und v muB gelten lé g uwi==10
v ) | ¥
also ad-u + be-v = 0, einfache Losung von ad-u + bewv = 0:
=} 70
u=-be, v=ad, s; X = v |-bc]|.
{ ad

Eine Ebene sei so festgelegf, daB ihre drei Achsenpunkte vom
Ursprung die Entfernung e (>0) haben.

a) Wieviel solcher Ebenen sind méglich ? ;
Beschreibe sie mit Koordinatengleichungen. '

b) Welchen Kérper begrenzen diese Ebenen ?
Berechne sein Volumen V und seine Oberﬂ_a’_iche F.

a) Es gibt 8 Ebenen: Jede macht sich in einem Oktanten bemerkbar als
Punktmenge, die begrenzt ist von einem gleichseitigen Spurdreieck der
Seitenlinge s = eV/2:

X X X

El'?"' pat =l X;+X,+Xs—e=0  (I.Oktant)
X x( X_I
E'!:__Jé +f':'3 +:f§‘=1 X]+Xo+Xs+e=0 (VIL.Oktant)

E; und E; sind symmetrisch beziiglich 0
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Ey: — Lk 2 = 1 X, —X;—Xg +e=0 (IL.Oktant)
By ko8l % —X,~Xs—e=0 (VIILOktant)

E, und E; sind symmetrisch beziiglich O
El,:,.'._x—t3 + f’; +% =1 X, +X;—Xz+e=0 (III.Oktant)
E;: il - % + _E:J =1 X, +X—X3—e=0 (V.Oktant)

E, und E; sind symmetrisch beziiglich O

X X; X

Ey: E] - :i‘ + 'eﬁ =1 X, — Xy +X3—e=0  (IV.Oktant)
X X X

Eﬁ:_—;+—;+_'ie=1 X;—Xp+Xg+e=0  (VI.Oktant)

E, und E; sind symmetrisch beztiglich O

b) Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelméBiges Oktaeder.
V = 2.PyramidenVol. = 2- s -Grundfl.-Hohe = % 2e% e =36
F = 8.Seitenfléiche = 8. 15235 =2V3s’ = 2V/3 2e*=4V3 ¢’




VIII. Ebenen

S 3 1y
E:X =2 m[o +p -1
2 1 3 )

N N,

LD S S e T ( 0 N rgﬁ (3
g:X:|2|+U 0‘ h:X:Iﬂ‘+r.1 i:X = |-1l{+p|-1}
\1) \ 3)’ \-2) \-2) \ 6 ) vo)

Bestimme die Lage von Ebene und Gerade.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

5 GegéBen sind die Ebenen und Geraden:

_Berechne_gegeben_e_nfails den Schnittpunkt.

Koordinatengleichung von E ;: x; = 2%, — %3+ 2 =0,
g und E schneiden sich in S(0| 2| -2) , h und E sind echt parallel, j liegtin E.

E:x-2%x+x%-1=0 F:2%-x%-%-8=0

% G' _1\ e iy
a:X [4%&(3 =
_6_) \ 4)|

I

= ;’4\ 1
d: X 2 +6[1
\1) L

,———L
. o ok
Sl
—
:_,ql
b
I
e
o0
N ——
+
S
o
b O

Bestimme von jeder Gerade ihre Lage zu E und F.

_.;_g_

a schneidet Ein (1/1|2) und Fin (2|-2|-2),
b schneidet E in (3| 1] 0) und ist echt parallel zu F,

c ist echt parallel zu E und F,

d liegt in E und ist echt parallel zu F,

e liegt in E und F (ist also Schnittgerade von E und F),
f liegt in F und schneidet E in (3] 0] -2) .

Parallelprojektion
Gegeben sind die Ebene E: x, + 2x;— 6 = 0 und das Tetraeder ABCD mit

A2|0/5),B(-1/2/0), C(~1|4|8) und D(2|0] 8) . Das Tetraeder wird in
Richtung P = ( 2

\=2)
_Berechne A', B, C' und D' und zeichne die !—\_mordnungin _ein KOE)Y 22

In C’ schneiden sich E: x, + 2x,—6 = 0 und die Projektionsgerade durch C

in E projiziert, dabei entsteht das Bild AB'C'D'.

! i ./1 7y = _I 3 1
mit Richtung p = 2]:}{ = 4J+p(2 ;
—2/.' 8 l\._?'
Nach Einsetzen ergibt sich: p = 3, C'(2| 10| 2).
Entsprechend gehts mit den andern Ecken.

e
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DEI0Ig) m i Bild zu Aufgabe 3.
~ \
~ \
R
> £y 2
B-11215) \\-2
4 []'5““}:3?-. ‘\
\ y. :':1- T 3
f L \B(01418)
/ e Eixi+ 2X9=6
'.?—...q____\_\_

il

S .r"l;f\-‘l'\t
Vo = X,
.‘x —
D6I8I0) — X,
ek AD@IR1e)

E: 2x +m=6

— . = =

4 Zentralprojektion o i
Gegeben sind die Ebene E: 2x, + x,—6=0,das Projektmnsz;entrum
7(1118| 0) und das Tetraeder ABCD mit A©|610),B(5517 13),
(66| 1) und D(8| 6 2) . Das Tetraeder wird zentral in die Ebene E |
projiziert, dabei entsteht das Bild AB'CD'. g i !

__Berechne A", B', C' und D' und zeic@ﬂi@n_ﬂijd_n‘-ﬂg_l_ﬂ_eﬂzg_osz _‘

In D' schneiden sich E: 2x, + X, — 6 =0 und die Projektionsgerade DZ:

| =% (g edy sx el w@lalg
£ = ‘ 8 W+ w2 ‘ Nach Einsetzen ergibt sich: L =— 3,D 2l216).

I e

‘ Entsprechend gehts mit den andern Ecken.
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VIII. Ebenen

‘5. Die Wiirfelecken A, C,Fund H sind die Ecken eines regelméﬁigén Tetra-

" a) ACF: X; —Xs—X3=0 und

eders. (Siehe Aufgabe 17. im Abschnitt 1. Ebenengleichungen)

a) In welchem Punkt schneidet die Raumdiagonale HB die Ebene ACF ?
b) In welchen Punkten schneidet die Gerade durch die Kantenmitten von
[GC] und [AE] das Tetraeder ?

S0 Tl o
BH: X = [_4J+”f 1 J
s

schneiden sich in
= %)
b) Gerade k durch die Kanten-

e 0 1
mitten: X = [0]+LL[1}
2 0
FCH: x; +X,+%X;=0 und k
schneiden sich in (-1]-1]2),

HAF: x,+%X,-%3+8=0 und k
schneiden sich in (-3 | -3 | 2)

= Y 2 ik /@ 7=
6. A@2|-1]0) g:X:[G +l[—lw hy X =[O +;,Ll4
\_ 1 ] -4 L 5 .

Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g und h schnei
det. Berechne die Schnittpunkte. Ein méglicher Losungsweg fiihrt iiber eine
Hilfsebene H zum Ergebnis. (Tip: H geht durch A und durch g oder h).
H gehe durch A und g:
= -2 2 —4
X = [ 6 J+ R[--l]ﬂ.l[ 7 ]

1 3 1
11x; + 7%y — 5%3 = 15
k mul} durch den
Schnittpunkt S von H und h:
S-1/8]6),p=2

s 2 -1
k=AS: X = (_01 1+ v{ 3 }geschnitten mit g liefert T(0|5/4), A =1,v=2)

3 J
i i 1 = A ]
i : e AT 1|+ =57 . i (1 =
[—IJ [0] M(S] g X G.\_ 151]

Welche Schargerade ist parallel zu E ? Ist sie echt parallel zu E ?

Die Schargerade a = ; liegt nicht in E, sie ist echt parallel zu E.
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= |

B 2—-a a—2y
Eb:ZKI—x2+b:O h,: X :[4—23}4_1( g J
) 9

2 ) ‘
a) Fiir welche Werte von a und b gibt es genau einen Schnittpunkt ? |
b) Fiir welche Werte von a und b sind E, und h, echt parallel ? i
¢) Fiir welche Werte von a und b liegt h, in E, ? ‘

h, in E, eingesetzt: 2(2-—a +p@a-2))-(4-2a)+b=0
2W(2—-a)=Db
a) eindeutige Losung fiir p, also Schnittpunkt, falls a # 2, b beliebig
b) a=2, dannist p-0=b ein Widerspruch, falls b # 0 ist,
echt parallel, falls a=2 und b#0
¢) a=2 dannist p-0=D>b eine Identitit, falls b = 0 ist,
Drinliegen, falls a=2 und b=0
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VIII. Ebenen

2%, —Xg + 2%3— 12 =0

2X1_X2+2X3"12:O
2‘5{1’_:{2"“‘2]{3 g 830

; 1. Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls
; eine Gleichung der Schnittgerade s auf.
|
| a) B 2X1+x2—'22{3“3:0 h) E 2}(1—}{220
| F: %-%+3%-3=0 F:
¢) E: 2x,—-%, — X3 + 6=0 d E:
| F 2}{1 — X9 + 2}{3 —12 = 0 F:
e) E: 2% -x% +2x3;=0 f) E: 2x%,-x-%=0
E‘: 2}{1 -t XE — X:Jr + 6 = U F 2X1 = 4 XQ e n
g E:2x%-% —x3+6=0
P x+%-3=0 -
d) E und F sind echt parallel. — E und F schneiden sich in zum Beispiel in:
s 2 =1y e 1y ~
a)X:f—lJru 8 | b) X = 0J+H 2 | ¢) X
\0) \3/] \ 6, \0
- 1y o= 1y I
o), X s 4“%2; nx =ul2] g X
\ 2 A \ 0 7 L- 0 Jl
2. Bestimme eine Gleichung der Schnittg_(_}rade- von E und F
a) E: x+x=0 b) E: x=0 c) E:
! F: % +x3=0 F: 2%+ x3=1 F:
| d E:x=x e) E x=x; f) E:
F: X2 = Xa F‘ Xl = Xa __1‘:_
e by = 70y i
a) X =.u(—1' b) X =|[0]|+p]l-1 e) X
(1 J 5.\] | |\ 2 J
e 1 3\ — 3 | N s
d)qu[l! e) X =pl1 f) X
\ 1 ) . /‘
3 E x+%+x=0, F: 2xL+xé+x3+4:ﬂ
| Wahle der Reihe nach x, , x, und Xy als Parameter und versuche, |
| Jeweils eine Gleichung der Schnittgerade zu bestimmen.

/0
2

W-l—}.l.

2

Xy + Xp +Xg=1

J ko

X +X=1
O
};922 =
1y 71y
| 0 +Lf-1|
o) "lo)
£ 0y
:3|+!~-' 0
\ 0 ) 1)

Xq = A

. i —4|
3 L:X:(‘L

2
[+ A

0 )

%

x, als Parameter geht nicht:

Xp= X =] 0

=N

:\4,.'

die Schnittgerade ist parallel zur x,x,-Ebene,
x; hat konstant den Wert — 4.
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4 Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebénenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.

a) E: 2%, - %, +2x3—-4=0 b) E: x;+X+3x3-6=0
BT 1 1\.| KQ-‘] = s b i 1 3\ e
F:X:(z +A|0|+p1] F: X = 1+A,(U +|=3|
£ \ 2 kl,J ]\U.J \ 0 1 \1)

— 4 1 &)

a) EundF: x, — 2%, —x3+5 =0 schneiden sichins: X = (E}Jﬁu 41
2 -3
N ¥y
3 g 5 S (1?'1 f:}\l
b) EundF: 3%, + 4%, + 9x; = 7 schneidensichins: X = L—lljﬂl'] 0 |
0 \-1)

[zub) In der ersten Auflage sind die Koeffizienten der Ebene E 1, -1, 3 und -6; 3
dann &ndert sich nur der Aufpunkt der Schnittgerade, zum Beispiel (31/71-11/710).]

5. Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von Eund F

S o 70> e O 2y (1\
a) EX = UW-{-?L ‘+p‘ I] b) E:X:L01+}L:—1J+u_‘1
Lls' 1,.’ \D;? l; Lz Lng
—3 9 Y P Tk (1Y “~|
F: X :Il}i—cﬁ 1'|+T‘UW F:- X :lU]+G|a—]J+’c =1
Lok ol TN )il K2
Sem ey 2\ =15 Y 1y Ly
¢) E:X =|-1|+A[-2|+p 1J F-X =0 2J+TIEI
=i=ai L\] 3 2_ Rt i\]._ '\:_—1_ Finel o el & SRR
e .n'—-]. |, 1 A
ar Bok=xg F: x,—%+1=0; g X = | D]+|.1|I]
= E -1 | 1
J Vel
L ,"']‘\l 1’2\
b) E:5x,+4x,—3x,+83=0, Fixy—x3=1 s =!_—2J+!J=|—1
; - I\O-' \2!
s i r0
¢) E:x,+x =0, B =X s X =u|ﬂ
\1)

% Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.

- 2
AL | -2 4 ~ e 2 1y W
a) EX:E—-31+?\,[5 +p[4‘ b) E;X:LGW+}L{1'E+|,1—14
I\Z \3 \_1; 6)‘ 1!
e ) 2 6 5 e W s .r'L\I l.f [dl
FZX:|3J+G[1W+T 1 | B X = —3‘4-5 14I—r’E;—O
\7) 1) 4) L8 ) o AR R
==y 2 \ ..’—3 \ / \L =t 2 r—1 "1I ”I.f—i 3
¢l B X :(.'3 ‘-t-}b 1 |+LL 1| X ::[2 .-i—(j 1 |+ -.|%
. \2) \1 \_i_s',____fL_k_l_»._ ARSI
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VIII. Ebenen

a) E:3x; —2x, + 43 = 17 und F: 3x, — 2x, + 4%, = 22 sind echt parallel. 9
b) E, F:5x; + 3x; + 2%, = 22, E und F sind identisch.

¢ Ex +2x,+%;=10,F: 2%, + X, + X3, =8; e S [4]+ui ISJ;

O..
In einem Aufga-ba;,_nbuch zur Hoheren Mathematik aus dem Jahr 1960: ]
» Man ermittle die Ebene, in der die Geraden
[ 2% + 38X, -%x3—-1=0 _"x].+5x2+4x3—3:0,)_l 3
{ %+ Ege By = i BOA B L onf L 0?1 g lisgsn. 3
=iy 8 — =i S ; X
g X :L 1 J+ k[—5jund h: X :L 0 J+ p.[ 2 ]heg&nm: X; + 2%, + 2%3—1=0
0 1 1 1

F: 2% +%-2%,=0, G: 2x, + X, — 2%3= 10
a) Bestimme die Symmetrieebene A von F und G.

b) Gib eine Gleichung der Ebene B an,
die entsteht, wenn man F an G spiegelt.

¢) Gib eine Gleichung der Ebene C an,
die entsteht, wenn man G an F spiegelt.

d) Gib eine Gleichung der Ebene D an, die entsteht,
wenn man F an der x,x,-Ebene spiegelt.

e) Gib eine Gleichung der Ebene E an, die entsteht,
wenn man G an der x,-Achse spiegelt.

E G )
Am besten findet man die o
neuen Achsenpunkte mit
Symmetrietiberlegungen, o _ - . ;
=5 0 25 /5 !

zum Beispiel mit Skizze: g

a) A: 2% +x%,—-2x,=5 C B ‘
b) B: 2x; +x,— 2%, =20

¢) C: 2% +x,—2%x,=-10

d) D: 2% +%X,+2%,=0

Ein Punkt (a|b|c) in F hat seinen Spiegelpunkt (a|b|-c)in D
F: 2x3 = 2% + x, , also muB fiir D gelten 2x, = — (2%, + X5)

e BE: -2x; + x5+ 2x, =10 - ,
Achsenpunkte (5| 0/ 0), (0] 10/0), (0| 0| -5) von G an x,-Achse spiegeln ‘
(-51010),(0110/0), (010 5) in Achsenabschnittform verpflanzen. ‘
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9 E: '3x-i - :2;42 — X3 + 18 = 0. Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E, - ‘
indem du E zum Schnitt mit den Koordinatenebenen bringst.

e .'/O {]W e _5- rl\ iy _4 _2_\
sl:X:i--?}rp[l &;X:[D +0|0 S X =|-3 +T(3 |.
L4.f ?'Jl 3 3 0 \OJ

10.E: 2%; — Xy + 2x3 =6
+) Bestimme die Hohenlinien von E in den Hohen ~1, 0und 5 therder |
X,Xo-Ebene. '
b) Bestimme die Schnittgeraden von E und Ebene F.: x; + 2%, + ¢ = 0 mit
c=-1,0und 5. ‘
¢) Zeige: Die Spurgeraden von F, in der x,%,-Ebene stehen senkrecht
auf den Hohenlinien der Ebene E. .
(Betrachte die Spurgeraden im ebenen x1xg-_Koordinatensystem.J J

- by e : 14 A = 7B
a) h_l:}iz{_ﬁl}+p[\éj hD:X:[§J+G[§J hJX:{g]+I[ﬁ]

J+c

e SRS R —4
b) Schnittgeraden-Schar: t: X =| 0 J-b-c[ é 1

0O oy
thL\.:'.;'.:L
=S

Tl r—4 = I('O —4\] = by
t:X =|0|+p| 2 | A 0+G{2 | tg X =| ‘i+t(
L2 5 L?r 5) \ 8)
¢) Spurgeraden-Schar von F, in der X X,-Ebene: X, + 2%y + C = 0,
Spurgerade von E in der x,Xy-Ebene: 2x, — Xp = 6,
im ebenen x,x,-Koordinatensystem schneidet die Gerade 2x; — X3 =6
die Parallelenschar x, + 2x; +¢ =0 rechtwinklig.

)I
\

S —

11. A@T-1T2), Bo]=21-1),C611]1) ,
R(-8[1]|-8),8(-2]2|-1), T(-4 | 2| -2). Die Abhéinge eines Bergs seien |
angenghert die Ebenen ABC und RST. Wegen der langen Verwitterungist
der Grat g nicht mehr vorhanden. Dank analytischer Geometrie 145t sich
sein Verkauf rekonstruieren: Bestimme eine Gleichung von g. Berechne die

__Gratpunkte in den Hohen 0 und 9 iiber der XjXBbene. . .d- x50

)

S o T i

ABC: x, — 2x, =4, RST: x; + 3%,— 2% =6; & X :'L01J+p!
S

N bo =
.

die Hohe 0 hat (4,8]0,4| 0) , die Hohe 9 hat (12 14]9).

12, Deute das Gleichungssystem 3x; + 2%, — X3 = 0
2%, + X +4x3 =0

X, — Xp +2%3 =0 hyade = i |

geometrisch (zwei Méglichkeiten!). Zeige, dafi es nur die Losung (00| 0) hat. |

__ Was bedeutet das in de@eid_en_lr;@rgﬁ'aﬁﬂﬂcgl S A G SIS ey




VIII. Ebenen

Das System 148t sich deuten als Schnitt dreier Ebenen

oder als Linearkombination : i( 2

2
X] &+ ( ]
(-1

(0] 0] 0) erfiillt das System, (Be)Deutung:

die drei Ebenen schneiden sich im Ursprung,
die drei Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.

18. Deute da-s.G]ei.chungssystem

1

b4

=1
Xo+| 4

A

2

Wx_q': _0

geometrisch (zwei Moglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Losung ?

3x; + 2%, — X3
2%; + Xp +4x;
Ki — Xz + 2}{3

]

Das System laBt sich deuten als Schnitt dreier Ebenen in (1|4 | -2) oder als
13

Linearkombination :

\ 1

f3
2}xl+ | 1

N

)

bedeutet die Koeffizientenwerte der Linearkombination.

—1
]XE-I-{ 4 X3
| 2

[In der ersten Auflage sind die rechten Koeffizienten 13, 3 und -7;

der Schnittpunkt der Ebenen hat dann ekelhafte Koordinaten (2/7117/31-17/21) ]

Keine eindeutige Losung: Der Schnittpunkt S(1|2 | 6) liegt auf der
Schnittgerade s von D und X = [ 0 J +p

HOQWp

2x,

X1
2%,
23,
2%,

+

Xg
Xg
X
X
Xy

+2x; —12=0
= 3=0

- Xg + 6=0
=10

+ X — 6=0

Bestimme eine Gleichung der Ebene F,

die durch die Schnittgerade von D und E
geht und den Schnittpunkt von A, BundC
enthilt.

0

6

IT 5. A:

B:
&%

D'.__

2%, — 8%, + X3—8=0

5)&1—}(2 —-5=0
3%y —2%3 +2=0
X, +% —% =0

|

1
2
0

|

L_zJ, die Losung (1/4-2)
o E

Zeige, daB sich die vier Ebenen in einem
Punkt schneiden, und berechne diesen

Punkt.

A., B ur}d C schneiden sich in S(1| 0] 1), die Koordinaten von S erfiillen auch
die Gleichung von D. Also trifft sich alles in S.
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chung der Ebene des zugehiorigen Biischels an, die nicht in der Schar ist.
a) E: ax; +(1+a)x;—2x3=6 b) E;: (1-a)x; +(1+a)x,=a
¢ E; x +(2-3a)x, - (3—2a)x3 =0

i _Besun;nu e in—e-('J‘zleichuﬁg;r der Trigergerade t der Scl‘lar E,. Gib eine Glei- ‘

=2 ST -6 -." —2 b
a) Epxp—2x3—6+alx; +%)=0 Trigergerade t: X = ( g ]+ p| 2 ‘
\ j L% 1 4

nicht dabei ist F: x; + X, =0

N i — ,5 0
b) E:x; +Xs+a(-x+%x,-1)=0 Triagergerade t: X = D{,)f’ L L ({ﬂ
J )

nicht dabei ist F: —x; + X, —1=0
s 75y
¢) E.x; +2x,—38%;+a(-3x,+2x3) =0 Trégergerade t: X = L Lj |
4

nicht dabei ist F: —3%,+ 2x3 =0

2 Die Schar B, werde aufgespannt | @) EgiX +X+X3—2+4 a(x b 2)=0
von den Ebenen E, und F. P einsetzen ergibt a =-0,5.
Bestimme in der Schar E, die =
. B b) E.: 2%, +X,—Xg—2 + a(x + 2%, +%3) =0

| a 1 2 3 % 1

hhfhn"c]’ die den Punkt P(1]-1/1) | P einsetzen ergibt 0 +2a:0=0
R jeder a-Wert ist Lésung, das heifit,
a) Ep x+x+%3=2 jede Ebene enthalt P.

F© ox+% =2 5 P liegt also auf der Trégergerade.
b) Eg 2%+ %—%3=0 ¢c) E,;2x,-2+alx-1=0,

F: x +2x+%3=0 P einsetzen ergibt a = 0.
¢) E; 2x, =2 d) E,:3x, +4%,+2%3—2+

e X =1 + 8k — 3%, 2xg=2) =0
d) E; 3x; + 4%, + 283 =2 P einsetzen ergibt —1 + a0=0 ¢

 F % -38x,-2x3=2 es gibt keine Losung fiir a.

=y Keine Ebene enthélt P,
denn P liegt in F: x; — 3% —2X3 — 2=0

3. Stelle eine Gleichung des Eb_engbu_sﬁls—ﬁ'.:azf i ‘

) 1 r 1y |
a) mit der Trigergerade t: X = (% }+ o L 0 J :
ks 5

— 1 |

b) mit der Trégergeradet: X =1 ( 8 |
\

¢) das alle Ebenen enthilt, die parallel sind zur Ebene X, + ;¢ 22, =1902 !

1
d) das alle Ebenen enthalt, die parallel sind zur x-Achse und zu [I_BZ] |




176

a)

b)

c)

d)

4. Von Ebenen, die in Parameterform vorliegen, findet man die Schnittggéd_ﬂ:
wenn auch mithsam, durch Gleichsetzen. Jemand will dieses Verfahren auf
die Koordinatengleichungen anwenden und setzt die beiden Gleichungen
gleich:

VIII. Ebenen

Jede Ebene muf durch (12| 1) und (212/0) (6 = 1)
Elosoﬂchuth (1]0]0): 2%, —x%, +2x5,— 2= 0
15011durch(0|0|0} X;—Xg+Xg=10
i M2%; — X + 2%X3 - 2) + WX —Xp +X5) =0

Die Trigergerade t ist die x;-Achse. In ihr schneiden sich die x;x4-Ebene
%, = 0 und die x;x,-Ebene x; = 0. Diese beiden Koordinatenebenen sollen
das Biischel aufspannen, E; ;: Ax; + ux3=0

B Mxp + 3% +2x3) + u(x; + 3%, +2x3+ 1) =0

,also 3x, + 2x3=0

g e s
HWine Ebene der Sthar: ¥ = ) Ln
0

0

By M3x%y + 2x5 ) + p(3x, + qu +1)=

E: % -X+2x;-4=0
K028 — ‘%5+4=0

Gleichsetzen: x; — %y + 2% —4 = 2%, — X, + 4

a) Was hat er wirklich bekommen ?

b) Stelle eine Gleichung der Schnittgerade von E und F auf.

¢) Bestimme eine Gleichung des Ebenenbiischels, das von E und F
! aufgespannt wird. Fiir welchen Parameterwert ergibt sich die Ebene
. H: x; + X, — 3x3 + 8 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zu a) ?
' d) Zeige durch Rechnung, dal die Schnittgerade von b) in jeder Ebene des
| Biischels liegt.

a) ZusammengefaBt ergibt sich x, + x, — 3x; + 8 = 0. Was er kriegt, ist die

Gleichung einer Ebene.
—— LY 0 1
b) t: X =|4|[+A[5
4 2
) E; x—-%+2%-4+ax,—x,;+4)=0

(1-1-2&)){1 — X, +(2—-a)x;—4 +4a=0

H: — X9 + -31{3 = 8 =0
Koefﬁzmntenverglewh l1+2a=-1, a=-1
2-a=8, a=-1

' —4+4a:—8, a=-1
also ist H die Scharebene E .
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X, +axy+ (2—a)xg=2a +4

et |

VIII. 5. Ebenenscharen : 17

S T

X = L4 |+ [ 2 |m E, eingesetzt muf die Ebenengleichung erfiillen:
23 0
50+ 8 +4x\. _4 +a(2h—4 -2\ +4) =0 +a-0, also Erfiillung!

Welche Scharebene geht durch den Ursprung,
welche durch (11111) ?

Welche Scharebene ist parallel zur xs-Achse ?
Welche Scharebene hat ein gleichseitiges Spurdreieck ?

Welche Scharebene steht senkrecht auf der X,Xy-Ebene ?

¥

—x ‘3 3
Welche Scharebene ist parallel zur Gerade X = LJ ( 11 J
\

J

e)

durchO: 2a+4=0, a=-2
durch (11111): 1+a+2-a=2a+4, a=—05b

ng=2-a=0, a=2
Ky X X

Achsenabschnittsform von E,: PSR T e g;+ =1

Das Spurdreieck ist gleichseitig, wenn die ﬂchasenachhmtte gleich lang
sind: 12a +4| = 21: B ‘ = 1 2—;% | Die Nenner miissen gleich sein:

lal = 12—al,alsoa=+(2-a), a=L

Die Ebene ist parallel zur x,-Achse, also muB sein: ny=a = 0.

Die Schnittpunktsuche muf scheitem Einsetzen:
1 + 21 + a(—) + (2—a)2+y) = 2a +
2U(2 — a) = 4a — 1; weil sich fur a= 2 ein Widerspruch ergibt, ist die

Gerade parallel zu E,.

X + (1-2a)xy + axg = =1 __Fb_xl_-vixz_-}-(_1_—_21:-)&J =

Begriinde, daB keine Scharebene E, durch den Ursprung geht.

Bestimme die Tragergerade von E,. Welche Ebene fehlt in der Schar ?

Die Schnittgeraden s, von E, und F, bilden eine Schar mit d(?m Para

meter a. Bestimme eine Gleichung von s,. Was ist losbeia = 3

Fiir welche Werte von a und b ist die Schnittgerade von E, und ¥, pa
rallel zur x,-Achse ?

Kann die x;-Achse | C%Lhthgerade von E, ,und F, ¢ SO ¢ -




178 - VIII. Ebenen g
a) (0]0]|0) erfiillt nicht die Gleichung von E,.
oy A =1y
b) E;: x;+x—-1+a(-2x,+x3)=0, &t X = % ;+ut ; ‘
S y
nicht dabei ist F: —2x, + x5 = 0.
¢) Schnitt von E, und F,:
E. % +(1-2a)x, + axg=1
Fo: x; +ax; + (1-2a)x3 =1
(1-8a)x, + Ba—1)x3 =0 ; X, = Xg, falls 1-3a # 0. Wahl x; =4
—_— ; 1 ‘\ a _] ™
g X =0 |+wl 1 | Eis = Fis
o) 2]
d) E, und F, miissen parallel zur x,-Achse sein
Ey np=1-2a=0, a=0,5 Fy: np=b=0
e) Weil der erste Koeffizient von E, und F,, gleich 1 ist, liegt weder eine
Scharebene von E_ noch eine von F,, parallel zur x,-Achse.
1. B x+ % =0 3 ESVSY ]
F: Xg +X3 =0
G 2%, -X,-X%X;,=4
a) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiindels H, , , auf, das von
E, F und G aufgespannt wird. Gib den Trégerpunkt T an.
b) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels K, . auf,
das im Biindel H;, , , steckt und den Ursprung enthalt.
c) Bestimme eine Gleichung der Trégergerade t des Biischels H; o, -
d) Bestimme eine moglichst einfache Darstellung Lopyvon H; . - |
e) Welche Scharebene von H, , , ist parallel zur x;x,-Ebene ?
Welche Scharebenen sind parallel zur x,-Achse ? )
a) Hy,,: Mz +%)+Wx, + %) + V(2% — Xy — X —4) =0
E, F und G schneiden sich in T(2| -2 | 2).
b) v=0, Kﬂﬂ: O(X; + Xp) + T(X; + X5) =0
¢) Hyoy: Ax;+X) + V(2% —X— x3—-4)=0
Sy P IS
H, o0 und Hy,, schneiden sichint: X =| 0 ‘-{- m ‘—1 |
=i e
d) Lyg,: olx;—2)+Blxp+2) + (%3 —2)=0
e Hy: A+2v)x;+ A+ p—V)xy + (L—V)xg = 4v

parallel zur x;x,-Ebene: A +2v =0, A = -2v

?‘..+].1—V:0,]_J.:V-—}L=3V; H.QV_'_:,\.,\-:X.¢=2

parallel zur x,-Achse: A = —2v: H 500 (L= 3V)xy + (L — V)Xg = 4V
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1'_Berer.hne die Betréige von '
\I 4 12 (1 =14 56 ‘

a) ( 4 b) |-12 c) —15 0 e) | -2 W f) ( 17 |
2) 3 % 2 5 ° &) |

a) 13 b) 13 c) 25 d 5y2 e 27 f) 81

—_

a(a+1)

a
2. Zeige, daB fiir rationales a der Vektor { a+1 }eine rationale Léange hat. ‘

\

—HQ+(3+1}E+82(a+1)2=ﬂ‘1+2a3+332+2a+1={32+ﬂ+1]2

a+1
kd|c1+].JJ
3. Berechne die Einheiﬁsvektoren in Richtung l
(L 7 0,5 0 r—1 8}
a) 2] b) (14] c)| 1 d) -2 e) —1] ) [—_1
2 o L.l"-l- ) 1 ; 0 =1 4 _,';I
8 il e 715 (=1 r—3a .
9 131 b [1 V= ) 9[ B wilil nlze)
i 14) 2,3) (112 \ws) — \ua)  \32%)
(1IN0 1y FTN0 180 1 0,510 1y0 1y
a) |2 2‘%2 b) Ild. :IEWZQZW c) (1J:L2}=§|L2}
2 Q_J |14 Lz; 2 | 1 2 2 )
030 £0 150 ] 810 (8
@ [2]=[2] o (-2 o [3]=3Y
O)'l k_UJ L‘_]J \'3\—’1. 4 | 4.
r 80 840 r 8y r 130 1040 10
g) |13|-1] :(4]:%._1 h) [IJ:(LU\IZE%HUJ
L (4)) L4 L 4 | 28] |23) (23
SR B e o RN —12 .r’ra\,U #1470 (14
i L o ul_”\_u‘ i 9|uz| 5|=1 5 |
l \,1}"12 L 1 _' L 1;‘“5 2 )1 X! 2 J
.r’—l- 0 I,r_..:;\ﬂ _-4'\ _.33 0 -30 \\G -15 \.0 1 (—1‘_5"\1
k}}ﬁ—l =|-4 =é--4 D B An = %J:[ .|:gtlz
\7/4 L 7 | 7 3,2a 2 16 ) 16 )
e RN L e ]
| 3a a | 11/5 a |
a) ‘f-sa)'izm b) \(za e o |[re }l:z a |( al=3 |
\ 2a ,\ \a-1 2 | la-1)
' l(a2-5 |
(34-9 |r 28 a \'1 =
e) |.' a ||l=15 |l fati=9 g) ‘ a+l |= 31 h) 2 = 13
|La_3 -3l 4a+10 )| __i+3),| |

a) 49a%=14%2 a=+2 ¢) keine Losung, weil schon der kiirzest mogliche
Vektor (a=0) langer als 11/5 1st.




180 e e, IX. Skalarprodukt =

b) 6a®—2a+ 1=49 d 3a2-2a+1=9 e) 6a’+12a+90=2%
Ga’—-2a—48=0 3a2-923-8=0 324(-4&—45_:(}
8a’-a-24=0 . a=2 oder a=—3 (a+9)Na-5)=0

3:3()[131'3:—3 a=-9 oder d=9
f) 6a’—6a+9=281 g) 18a2+82a-860=0 h) 2a*—3a®+135=0
6a’® —2a — 72= 0 9a® +41a-430 =0 a?=9, a=13
a’-a-12=0 a=5 oder a=—%
(a—4)a+3)=0
a=4 oder a=-3

5. gX—!r4|+f|1 ; e X = |18 +u[—1} !
' T 5 \ 5 )

Berechne die Entfernung der Punkte A auf g und B auf h,
| die zu den Parameterwerten A = =2 gehoren.

A-12]6|5) B(13|8|15) AB =97

|6. Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:
| a) A6|3|-4),B@l6l2),C2]9]8)
| b) Al|-6/-6),B@2]2]-2),C0[-2]2) |

¢) AQ|9/0),B(-6/3|9), C{0|—6'—6) Umkreisradius ? |

|fz3\ rf 4\‘
a) u= AB + BC + CA = 3 M 6ll=7T+9+14=80
IG .\6; -12 )|
1
) u= AB +BC : CA ‘[s} [ Sioha oS0y
/1 LS
= D —15 | 9-\ |’ =%
¢) u= AB + BC + CA = (—6 ‘ ] = 3.3\/38 =9V 38
ks 9 ).i ]‘J,/ 6

Dreieck ABC ist gleichseitig, Seitenlange 8= 3'\;"3—8
Hohe h = ; \V3s :% \'rl—lél , Umkreisradius R = j h=+114

’ﬁé T e T 3 3 e ___i

= ige, daB die Punkte auf einer Kugel um den Ursprung liegen, und
: berechne den Kugelradius r.

a) A(26|-7(2), B25/10|-2), C(2]14]23), D(-7|-14 | -22)

b) A(12/4]39), B(33/4|24), C(32|9]24), D(31]24]12), E(23| 24 |24) |
a) OA =27=0B =0C = OD =r

b) OA =41=0B=0C =OD = OE =r
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& Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(-20|-20|-4) liegen, |
und berechne den Kugelradius r. A(12 | <12 | —8)., B(124=13 |0)5
c@8l-310),D@(-418),EG |0/ 4) und F(0| 0] 13).

i R — 732 g ‘rzw
MA =1| 8 || =33 MB = 71‘=33 MC =| 1?J:33
\1) '\_4J' IS
=0 | /28 o TR 20 |
ID =| ]_6J:33 ME:||‘20\:33 MF.—.(mJ‘=33=T
& \ 8 17 )|

9. Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(30| 20 10) liegen, |
und berechne den Kugelradius r.
A-18|11]6) , B(~6/-1316), C(=6]-12] 1), D(-11|-4|-2), |
B(-6|-11|-2), F(-10|-4|-5) und G(-6 | —4[-13). ‘

: 48 B e — |38y == |4l
AM = [q \l_‘ 49 BM=||33 [=49 CM:H 32J:49 DM=|| 2 ||=49
4 )| 4 I\ 9 | 12 )
: ¢ 36 e R 28T - Talea8
EM:[31]=49 M = (24| =49 GM =|| 2 | =49=r
12 | I 15 | .23 )

10. Durch A4 | —5|3) und B(6|—312) geht die Gerade g. =)
Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben ‘
_b) die von B die Entfernung 9 haben.
2

Richtung von AB: T :[ 2 1T =3 Streckenabtragen:
\—1)
— s = (2 |
8 P=A+9pl=( 53 2} P,(10]110) Py(-2|-1116)
3) L—lJ
ey - 6 2 : 1
b) Q=B iQ?U:{«S}tE‘,{zJ Q,(1238[-1) Q,(01-915)
p —1

li._[_)urch P(-2|5[1) unda—ﬁﬁ| —_'B)EEE d_icEerade h, _F{G EAEAN
liegt auch auf h und ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 18. |
___ Berechne die Schnittpunkte von G_LI'E!.D_UH_(].EUELI_ e e Y]

D 1- : e
h X = 5]”1_[8 },ﬁirpz2liegtF(m21|—7}aufh;Rlchtung. IT1=9
& 4

fihrosh 0 r1 =
Streckenabtragen: S=F 18T "= [zﬂt 2[ 8 |; S,(21871-15), 842 1511)
i —4)
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12.

13.

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4|1]7) und B(~ 8| Ly
gleich weit entfernt sind. |

P(p| 0| 0) auf x,-Achse; Bedingung: AP = BP, AP = BP 2

p’-8p+16+1+49=p°+16p+64+49+1=p=—-2 P(-2/010)
Q(0| gl 0) auf x,-Achse; Bedingung: AQ = BQ, AQ?= BQ?
16+q°—2q+1+49=64+q*+14q+49+1=q=-3 Q(0|-3/0)
R(0| 0| r) auf x;-Achse; Bedingung: AR = BR, AR %= BR?
16+1+r°—14r+49=64+49+r’ - 2r+1=r=—-4 R(0|0[-4)

Berechne Mittelpunkt und Radius des Umkreises
vom Dreieck A0 0/0),B(7|110),C@3|9]0).

Umkreismittelpunkt U(u, | u; | 0), Umkreisradius r

AU 2= u? +u’=r? I
BU?=u?-14u, +49 + u? 2w, + 1 =12 II
CU2%=u,>-6u, +9 + u,>— 18u, + 81 = r? I1I

I-II Tu;4+u,=25

I-III wu +3u,=15 w, =3, u,=4, UBl4]0), xr=5

. Berechne Mittelpunkt und Radius einer Kugel durch

= ak
|

A(13[13|14),B(-1|1[2), (12| 16/ 10) und D(O| 2] 6).

Kune eindeutige Losung: A, B, C und D liegen auf einem Kreis um
(67| 8) mit Radiuis 11.

Mit A(2/0/0), B(-111]4),C(|1]0) und D(-3|7|6) klappts:
Kuge]mlttelpunkt M(x | y| z), Kugelradius r
AM?2=x*+y?+22—4x+4="r> I
BM?=x"+y*+2°+2x -2y — 82+ 18 = 2 IT

CM2= Y+ -2 -2y +2=1" ITI

DM?= 2+y+22 +6x—14y-122+ 94 =12 IV

I-II 3x-y-4z+7=0

[-TIT x-y-1=0

ETNE 51—7}"—624—45:0 X:S,y:'??z:B’M(8|7;6J,T:ll

. Berechne die K('l-drdinaten.eines Punkts S, der vom Ursprung

die Entfernung 50, von A(7| 1| 0) die Entfernung Vﬁund
von B(3 /9| 0) die Entfernung 62 hat.
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0S2=82+8,+8° =50 I

AS2=g2—14s, +49 +5.° 25, + 1 +5°=38 I

BS2=52—6s; +9+8,°— 185, + 81 +8,°=62 TII

[-II 7s;+s8;=31

I-III s,+3s,=13 8, =4,8,=3, 8,°=50-16-9=25, 55=%5
S,(41315),8,(413|-5)

16. Welche Punkte der Gerade g durch A(8 |3 |10) und B(5 | 12| ~9) |
haben vom Ursprung die Entfernung 117 ‘

2 8" 1 8+
RS = (3J+p(_;ﬂ= [3-3H}

\10 L4 ) (10+4p
X 2=64+16],L+p2+9r18u+9p2+100+80u+16u2:26p3+?8;J.+173

Bedingung: X 2=121:  26u%+78u+173=121
26p% + 78+ 52=0
W+3u+2=0 |
E+2p+1=0 = p=-2 G.,619]2)
ij_ o —']., G’_l[;? | 6 | 6}

il & 13 E\
17. P2 18] 7) g:X=[2J+u|2 :
\0 \‘IJ |

a) P ist Mittelpunkt einer Kugel K mit Radius r = 3\14.
Berechne die Schnittpunkte von K und g. ‘
b) Eine Kugel um P beriihrt g Berechne Radius und BerGhrpunct. |

— =1y 05 =ty
PX:{—-G +pf2 =|-6+2u

PR 2= 14536 24 + 4% + 49 + 14y + p* = 5" — 100 +86

a) Bedingung: PX?=914=126
5u? — 10 + 86 = 126
5puf—10p—40=0
w?-2u-8=0

(L—4)Xp+2)=0 = p=4
p=—2

S,(-112]1-11)
S_,(-1]-101-5)
b) Berithrpunkt p = 0,5-(4 + (-2)) = 1. Sy |—41-8)

el 1 4 — 3|2 1712 =T
=P8, %= (_m]‘ = 3% [4]' = 9-42; r = 3\42

-15 | 5_1

Y,
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18. Ein Wiirfel hat die Ecke (1/111), seine Kanten haben die Lénge 2 und sind
parallel zu den Koordinatenachsen. Ihm ist ein regelméfiges Tkosaeder so

(19,
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einbeschrieben, da8 in der Mitte jeder Wiirfelfléche eine Ikosaederkante

parallel zu einer Wiirfelkante liegt.

Berechne die Koordma’ren der 6.2 hcken des Ikusdeders

halbe Kantenldnge des
Ikosaeders: h
A(1l0|h),C|h|1)

=
AC?%=|| h W =2 4+ 2h%®=2h
1on)

Bedingung: AB 2= (2h)? = 4h?
2 + 2h%—-2h =4h®
h>+h-1=0

:>h—‘(\,'5— 1)= 0,618

(Goldener Schnitt!)

Ecken A;(1|0|h), Ay1|0[-h),
B(h|1|0) B,(—h|1|m
1u:}lhln Cy0|-h| 1),

ALIOIRY ™

Ay(-110|h),
Byth|-1]0),
@00 [h|=1),

Bestimme die Winkelhalbierenden w; und wy;von e und f und

A -1]0|-h),
B,(-h|-1]0),
C,0[-hl1)

zeichne diese vier Geraden in ein ebenes x;x,-Koordinatensystem.

) 9_.}{\:(3\]”,;1 £ % IB]HL.(B}

0 0)
\. ‘3 1\] —
b) 1 2 fo X
. 0 \D

0 )

‘\
11
( ]+fJ, _.a|

a) dle Richtungsvektoren von e und f haben die Lénge 5

4 3
Richtungsvektoren von w; und wy,: (3 £ m4w
\ 0 0)
1
1

i 3 Fid :
w: X =|-1|+p|-1 Wo
o) le

b) r, =5, r =55 = br,

w]:"_‘: (%H»pﬁ]
0)

— : 3 N
X =|<1{+0|7]

0 0)
Richtungsvektoren von w, und w,: 5T, + T; = [

i rg —1
Wy X = |3}+o 2]
L0 . 0

5
10
0

2
0

18155

i

)
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%0, Bestimme die Winkelhalbierenden w, und w,von e und f.

N 1 r2 - I,"I 16
ax = 2]+:‘L'3 £ R =2 +}l[11}
SiE 8

: Ny N

——

Lingen der Richtungsvektoren von e und f:r, =7, ry=21=3r,
. 6y rib

11

\ 8

Richtungsvektoren von wy und wy: 3T, + Tp = 98 li
| 1 |

21, AG|3]6), B_4|—8|8) und der Ursprung |
sind die Ecken eines Dreiecks. Bestimme
Gleichungen der Winkelhalbierenden des J

__ Dreiecks OAB und den Inkreijmﬂzte_lp_lﬂll-i .

Wo halbiere <AOB, 1o, = 9, I'os = 12

ey S e = r24- —12\ !', ]2
Wo =4 Ty, +3 76 = 12] =+ _24J = L_IE]

l24) |2 48
S 1
Wo: X ZD[—])
(4)
—, If-—lO 3
w4 halbiere <0AB, r,, =9 T = —‘:131 J Eyp = 15
LY

c an- . 6 Y

0 (=30 —30y (—60 < ) W e

W, =BT, +3 Ty = |-15 | + |33 |= _48] Wyt & = 2J+G|’;]
: - —30 L 6 —24

4
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10
wy halbiere <OBA, rp, = 12, 1, = []_1

/

: 0\ (40 60 -
W —br tir - [4@ ; 44]: 84 ] o
—40) (-8) (-48
W, und w, schneiden sich im Inkreismittelpunkt I
6-56-p=0
3—4c+p=0

6-20-4p=0 = o0=1p=1, I(1|-1|4)

schneidet u im Ursprung.

Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.

¢) Durch C(?|?|-38) auf u geht die Gerade f mit Richtung

Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.

- 1R/
Ye = 16

Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.

a) M(10|?|?) auf u ist der Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 9.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u.

b) Eine Kugel mit Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und

7],
\ 4

= 2
1 R u[»z] | v, |=3 (Lénge des Richtungsvektors)

a) 2u=10,pu=5, M(10|-10]5) Streckenabtragen:

— i = 10 % 2 \
S=M 19T, :(—10 ‘13 =3 S,(16 | -16 | 8)
N\ 5 J 1 7'
b) zwei Kugeln sind méglich:
M =+27,° M,4|-4]2)
T, = M, +2T,° T,(8|-814)
T, = M, -27,° To(-818]|-4)

¢) C(-6l6]-3) | T, 1=3

Richtungsvektoren von w, und w,: 87, + T, = [

g -6 \I f‘l{]\ s = 6
wi: X = 6 |+p|1 Wo: X =| 6 |+0
—~37) 7 (-3

o

LS

S,(4|-4]2)

My(—4|4|-2)

6
—6 |+
3)

2

—-13

-1

4
(f
e
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—

1. Berechne den Winkel ¢ zwischen a und b

LAy 2y L oeies e S
a) 32(5 b=| 9 b) a= 4‘1): -5 ¢) a=| b6 b:(i&
|3 \ GJ 9 8 —mJ &

(=1

N 1 e \ Lo s A
d) a:(ﬂi b =|-70 e a=|17| b=|-23 f) a=|+3 b:[z\fg
\-88 56 =5 23 —4 \1) |
- o —3-20+172 1
a) cos o 5:[:{;15“15 =2+/2:0=45" b) cos@=- T 33 0=60
~1+10-30 1 : s
= =g =120 cosp=0 =90
) coBP= e =—3 ;0 f) ¢ P
d = H(l 13| 1o cos = 2=50=8 _ 22 ¢ = 135"
2 _‘] ’ % s '\.Ir_ﬂ V245 2
\ 8;’ \ 8
» 1 — 1'\, L
e a | 1], b || —1.‘ c~:ns<p=1—r_1 L ¢ =109,5
~1) \1) V343

P Welche Winkel schlieBen die Gerade g - g und die lie Koordinatenachsen ein ? |

i 0
a) g X :p[—?‘ b) g X —p[ \I
—4 3___J

a) cosd(®,e)=3 X(2,6)=636
cos¥(@a,e,)= l.gi; X(a,e)=1411
cos < ( a,e;”:—%; X(a,e;)=1164"

| \-DI'\

b) cosX(d,e)=0; <%(&,e)=90
cos <(a , €p ) = -i—' i(E‘,FQ\) = 1084

Y10’
cos 4(7,8) = 1= £(@,6) =184
3. Zfﬂge daB die Ortsvektoren K B und C einen Wiirfel aufspannen
= 1 — 2 — (z — ].D — —-11\1 —x‘— 2 ‘
a) Az[‘z B2 1] C_.z] b) A:[—S] —\—2| C—I.54 .
L2 =3 L) 10 L 10
e i SR A a+l \ — ra(a+1) \|
¢) A=| a+1 B:‘—a{a&-l]-: = a< | J
| Al L\a(a+l)J a ) 2% &F_a—lj L 540 ol S A

Bedlngung1A1—|B[-—|C\|undr_"‘:°B::’&OC:BOC=0
a [A|=[B|=[C|-3 b [Al=[B|=]C]|=15
¢) |.A‘|=|E|=!-6|=az+a+l
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4. Fiir we Lhe Wcrte vonuist a.Llb ,alwe, bLT

o EEA ...~ r—u\ ., 1 o fusly a0 sy 230y
| a) a=|u : ‘ b) @=|2-u| b=|us2| c=| u
| \2u —ur \ | —1 ey 2+2u |
A aad ] b:—u+ ld4u—2u?= 0,u(2u—-13)=0; u=0o0deru= f'
a L¢: 2u—4u+ 2u = 0; jeder Wert von u tuts
€ lb:—2u’-u-56=0,2u’+u+56=0,D <0 :kein Wert von u tuts
b) 2 Lb: u(u+l) — (u+2)(u—-2) — (u+4) = 0 ; jeder Wert von u tuts
a Llc:—u+1)Bu—2) +u(2u)—2—-2u=0,udu+1)=0;u=0o0d u=3
¢ Lb:-u(3u-2)+ u®+ 2u + (u+4)(2u+2) = 0 e —ﬁ

|6, Fiir welche Werte von u hlldet jedes Vekmrpaar einen Winkel von 45

| { "]‘\l. e r]‘\rl‘\ rl‘.#J-.

‘ a) 2“ b) (u ,(D o) I S d [ul,|2u

. IJ ; e .‘-1_ 1\_u), kQUJ 1 _'~_B.-’ \__S Al
_az.c_}:" o

_‘.

Bedingung: cos ¢ = —7— = 3V2, 2(@eb )?=a%h?

a) 2(ob )?=8u?+24u + 18 a’h? = 9u” + 18
Bedingung: u(u — 24) = 0 u=0oderu=24
b) 2(2cb)?=98u®+28u + 2 a’h? = 100u® + 50
Bedingung: u® - 14 u + 24 = 0, (u-12)(u-2) = 0 u = 12 oder u = 2
¢) 2(@eb )%= 8u-40u®+50 a’h® = 4u* + 25u + 34
Bedingung: 4u® - 65u® + 16 = 0, D = 632 [u=+t3] u=%4

[Fir u=+0,5 ist der Winkel 135°.]

d) 2(F b )?=8u’+440u2+ 6050 a?h? = 4u* + 4050 + 9425
Bedingung: 4u® + 35u® - 3375 = 0, D = 2352 u=+5

§ TS o
6. a= ‘ ‘2}8“- X =10 }+ p.{ 1 ‘ K sei ein gerader Kreiskegel mit dem Off-
\ /

nungSkael 90°, seine Splm. liegt im Ursprung, seine Achse verlauft in
Rlchtung a.In welchen Punkten schneiden sich g und K ?




(8

IX. 2. Winkelberechnungen 189

1y
Der Schnittpunkt S liegt auf g: S :(u lund '0S und & bilden 45°.
1)

2 y
Gesucht ist m fiir den Fall, daf3 (.2 \'und { Jéﬁ bilden. Diese Aufgabe ist die
L 1 _J.‘ 1

geometrische Einkleidung von 5. a)
Losung: i = 0 oder p = 24 Si(1l0l1) Spu(1/24]1)

Fir welche Werte von u bildet jedes Vekto_rpaar einen Winkel von 60° 7

oy (7 1y (-1 -8
a) ul‘,m l:.){1}u c)|4!/\i

\2 ) \~u Lu Ll L9 1\11/'

-"SW iy AR /4'1 i- A
d) |5 e}|4|_.u f}[!—],u|
o he) el \Su fi |4 \ i 2u+l

_a_.\o b l Y

Losungsschema wie in 5. : cos 9 =" =32 4(a °b P =2a’b
a) 4(Zeb )? = 900u? aZb? = 2u? + 302u® + 596

Bedg.: u* — 299u’ + 298 = 0, (u* — D(u®-298) = O;u=+1 oder u = + 4298
b) 4(&ob )%= (4u-27 aZh? = (u? + 2)°

Bedingung: |[u?+2|=|4u-2|,u*+2=%(4u-2)

o —4u+4=0,(u-27=0 u=2
"t +du=0,uu+4)=0 u=0oderu=-4
¢) 4(Eob)?=36u+16 aZh? = 98(11'3 +73)
3 709

Bedingung: 113u’ + 144u — 3545 = u=5 [u=-135]

[Fiir u =-709/113 ist der Winekl 12(1
d) 4(“'51‘0-1; )2 = 4(u + 25)° a2b? = 254(u® + 50)

Bedingung: u®—4u + 4 = 0, -2)*=0; u=2
e) 4(@ob)?=4(13u) o%b? = (10u + 16)(u® + 25)

Bedingung: u® — 41u® + 40 = 0, (u2-1)u?>-40)=0;u==%1 oder u = £ 24 1(
f) 4(Fob)?=4(11u+5) a%b? = 98(5u? + 4u + 2)

Bedingung: u®’—8u + 16 =0, (u - 472 =0 u=4
_ XN T I,I\,_ ___m_f:'i_\__

U = Y ;]_ ~= 2 | b = L].J
2 J \, CJJ 0

—

] Bestimme W so, da T auf a un r:i b enkrecht steht
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uca =0: 4x+2y+9z =0

. 3 9
ueb =0 3x+y =0 T =p [—-27]
2
o 3 e, e TR 2R BEBR 7 T
{9, a:(:z-i b:[l e = 8
. A 4 ’II \‘I t

Bestimme r, s und t so, daB a, Fund ¢ paarweise orthogonal sind.
ach =0 —-r+6=0 _b\={ﬂ ?=£2521
acc =0: 2+2s+4t=0 1 13

ckogz& —2r+s8+t=0

!
/

Tﬂ. Berea::hne die W{I:Lkgl des Dreie;ks ABE‘

a) A6]3]|-4) B@8|6|2) Ci2|9]8)
. b) A(l|l-6|-6) B@2l|2]|-2) co|-2|2)
Lo A@lglo) B(-6/3l9) col|-61-6) |
R e T \I -2 a ;
a) AB=|3| AC=]¢6 ||J(3 CoS O = 33 o= 33,2
\6) e
s -—2\ e f—{“l' 2‘-. 1 e
BA=|-3] BC=|[ 3 ‘H(l ‘ cos B = B=121,6
-_6 \ 6 o \2/'
zur Kontrolle:
s Ty r 2 = BN 19 =
-6 ~2
o .f]\ % f--]. ¥
b) AB =8 AC:-«;W boRiti= L o= 38.9°
\‘4 '|l 8}.
e i =1 =i T f_‘?‘ bt =1 1 .
BA = [—SJ BC = |4J|I 2] cosB=3 p="705"
= 4 LY 4 \ 2 .
zur Kontrolle:
o (1 & 2 1 3\ 1 3
CAll[-4] TB ||[ 2 | by y=PB =705
= \ =4 )

c) ABC ist gleichseitig, also o.= f = y= 60",

|11. Berechne den Winkel zwischen
' a) einer Raumdiagonale und Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonale_r_l eines Wiirfels.
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»hmf‘acher Wurfel« Wiirfelzentrum O, Ecken A(1 |1/1)und B(1]1 | -1)
a) o=<(0A, x,-Achse); coso= = 0= 54.7°

N
b) [OA] und [OB] sind halbe Raumdiagonalen; cos B = : =705

2. A4l113) B@&l-2l6) caliley Dbpel2ln |
a) Zeige, daB ABCD ein regelméfiges Tetraeder ist. '
Berechne den Schwerpunkt S.

—

)
c) Bcrechneo‘. i(SA bB)-—‘i(S_A\,_SE)

— 0 == s =3 = e el = -3y — = s 1 LY '4‘\.
a) AB:(-:& AC = D} AD=|1| BC=| 3 BD:[4 CD=[1I
\3 3 ) H -
die Kantenvektoren haben die Léinge S\E
also ist ABCD ein regelméifliges Tetraeder.

s e Y 14 _
b) S=2(A+B+C+D)=4 2) S(8,510,515,5)
22 )
—5 | fog e ARl = s i By Al 1 -
e) SA=7 2 [ll] 11 SB = 3|-10 ||[—5|L cosoe=—3 o=1095
\-10)" (-5 (2 ) (1)
: Eowras 3 5 yity ST 3. ) |,2\| b
13, g X :‘O | =4, h X =1E~3 +HI—3 | cosc=3 0=21
\'"1z \ OJ 5 '\1-’||

_ Berechne den Winkel zwischen g und sl

S ot T ! :
4, &= X :L 3|+A ll AGG1110) '
A |
Verbindet man den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durch die Gerade h
Bmu:hm. den Winkel zwischen g und h und | gib eine ( Glelchung von h an. ‘

L S XY 9 Sl 4 a

Gy81-112), GA = |2 |;h: X :[1 |+ & 1J coso= 7= 0=1995
i&—zJ to,j -1
. T “ 1\ o R '—1}
B g X =[ +}1 1 k= -—3‘-+1.L[0;
0 \'—',l 2 )

__ Zeige,daB g und h windschief sind, und b berechne 4 (g,h). |
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RN r 4 \ y ; . — . Tt : i
HoHy =[-8 [; 8 h windschief, wenn G H,, r, und r; nicht komplanar

g
\ i)
: 4 1—3‘ _ _
det( GoH, ,T;,le‘) = ‘—3/9" 0 i (=3)°2 # 0, also nicht komplanar
- : 4 U 2 : ‘.-,_h
4 = 1D
cosc= —; 6=T16 4
V10
I AR I(']'\,I iy 3 l/lx_
116. g X :|1‘+A 2J h: X :(1|+;L:—5J
(1) A3 \1/ \10

ilT.

a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.
b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w; und w, von g und h auf
und zeige, dafl der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90" ist.
¢) Berechne J(w,, g), <(w;, h), <(w,, g) und KL(w,, h).

1 e
a) cosc=3; 0=60

: = i L S

b) |7, l=v14, [T |=3V14; W, =Ty £3T; = |_5!:_+-_ s]

' s
N — 45 3 \ == rl\ 74 i ey F 2
w+:(—1' W :{11|,w5:)( =|1|(+0 11,%2 X =|[1|+p|1
—19) -1} \1) 19/. 1) \-1)

W, oW, =0, also <}:f'lw1l, Wy) = 90°
c;(“’]_ 3 g} - 300
cos L(w, , h) = i\"rS L (w, , h) = 30°

e
(s

e) cos<(w,,g) =33

cos L(wy, 8) = 3 L(w, , g) = 60°

cos L(wy, h) = 3 *(ws , h) = 60°
e r;5 ' s pi= 1 i
a = | 1J b = |-1

IL\_] % 1 g

a) Bestimme a, ,die Projeltion von b in Richtung a .
b) Bestimme b_a , die Projektion von a in Richtung b .

c¢) Welche Besonderheit haben a und E‘-, wenn gilt b_u\ = b

L b _
d) Zeige allgemein: a, = o
a:B\E h:\,‘fg QD—*-'{fé\,b) cos-:p::é'
et >0 1( 5 \\- e _\\j l )
a) a; =bcospa’=3 1| b) b, =acose b :{—L
= 1
ST /

¢) a und b spannen ein rechtwinkliges Dreieck auf,

_5‘ und TJ; —a sind die Kathetenvektoren.

|
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d) ergibt sich ganz zwanglos, wenn man in a, =bcos¢ a°
e

U
aoh

das Produkt b cos ¢ ersetzt durch

i

—

. = 11—
(zur Erinnerung: @a°b = abcos ) und a° durch ;a.

18. Deute geometrisch |

a) ABoAC =0 b) ABoAC = AB-AC
& ABSAC =-AB. AC d | AB-AC | # AB . AC

a) E und AC sind zueinander senkrecht,
ABC ist ein bpi A rechtwinkliges Dreieck.
b) AB und AC sind gleichsinnig parallel
A, B und C 11-::gen auf einer Gcrade/}’(mcht zwischen A und B.
¢) AB und AC sind gegensinnig parallel,
A B und C liegen auf einer Gerade, & zwischen A und B.
d AB und AC sind linear unabhingig,

A,B und C liegen nicht auf einer Gerade.

19. Welche Winkel bilden der Vektor & und |
die Richtungen der Koordinatenachsen ?

o V2 0y |
a) a = 1_| h) a=|0 {IJ _
S \-\II‘ 7, \"IQ _D_ =41
a ( U2\‘- 1 o L =
a) P2 cgsalzcnsmzzg,fxl:mfﬁﬂ;605‘1325“\'2' 05 = 49
(V22 )
o 262 — 90°
b) a°%=| o ceba,_cosa3—2N2 oy =0g=45%c0s0,=0 03=90
V2/2
= 0 1 _ 0
c) a{’:[lJ cos oy = cos 0y =0, 0 = og =90"; cos 0 = Ol =
0

2, Bestimme die feh]en-den Ri-cﬁﬁn_gswinkel eines Einheitsvektors,
von dem bekannt ist:

a) o, =60 b) ;=90 ¢) ay="7 d a,=0,=03 .
oy = 120° o =7 g =7 wie groB} ist o,
— og="? az = 30° B - AR i

(cos 0y)? + (cos 0ip)” + (cos o)’ = 1dem jeweiligen Bedarf anpassen
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e ||

9 1 1 1 il
a) (cosog)=1-(cosoy)®+(cosaf=1-3—3=3; cO80y=15V2;
oy = 45° oder oy = 135°

b) (cos op)?=1—(cos 0)? +(cos 0)°=1—0~3=7; cosoy=1
o, = 60° oder o = 120°

¢) (cos oy)? + (cos ug}?‘ =1—(cosog)®=1-1=0; cosa; =cos0y=0
0y = 0y =90°

: . 5 1 P
d) (cosoy)® + (cos o) + (cos 0,)® = 1; (cos o) =3, cosoy=+3V3
o, = 54,7° oder o; = 125,3°

bS

j21. Will man die Rich_ﬁung eines Vektors mit den Richtungswinkeh_l_féstlegzi!
so sind diese nicht beliebig wihlbar.

a) Fir welchen Wert von ¢, liegen o, und o4 schon fest ?

b) Welche Beziehung besteht zwischen o, und ., ;
wenn durch sie o4 eindeutig bestimmt ist ? Wie grof ist o3 dann ?

¢) Welche Beziehung miissen o, und o, erfiillen, damit fiir o; mehr als ein

Wert existiert ? Wie liegen dann die zugehérigen Einheitsvektorren ?

a) Die Wahl o, = 180 erzwingt o, = oz = 90°, vergleiche 21. ¢).
b) Die Wahl (cos 0;)® + (cos o)? = 1 erzwingt s = 90°.
¢) Die Wahl o, + 0, > 90° erlaubt zwei zur x,x,-Ebene symmetrische

Einheitsvektoren.

In den folgenden Aufgaben bedeuten A und ¢ sphirische Koordinaten.

| . —_—
cos k cos @

|22. Zeige, dafi der Vektor a ° = [ sin A cos ¢ | die Lénge 1 hat.

sin @

(cos A cos ¢)* + (sin A cos @)? + (sin 07 =
= (cos 9)? [(cos L)% + (sin 1)%] + (sin ¢ =(cos )’ [1] + (sin@)* =1

|23. Bestimme einen zu A und ¢ gehorigen Richtungsvektor

| &) A=90",¢=60° b) A=120", ¢ =45°
¢ A=-115,¢=481 d ¢=-90°
|" D )
a) i 1
{

(=L - 6,544 0
} b) ' \E3} c) [—1,331] d) [OW
3 7" 7.443 1

\

%
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24, Wie mulfl man A und :ml%h_]en damit die drei -Ri;:htungswfink_e;-i oy, ug_n:md Ol |
gleich grof sind ? (L] @) ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fiirs
Normalbild in Isometrie (gleiches Mafl auf allen Achsen).

Vergleiche 21. d)

coshcos@=sinAcosp = tani=1 A = 45°
sin A cos @ = sin @ = tan@=sinA ¢ = 85,26°
e =
25. Der Vektor p = [ 4 | erscheint in einem geeigneten Koordinatensystem als
b
b
_ Punkt. In welcher Richtung (Al ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ? |
. 5 s sin A cos 4 e | _op p®
p=V105 sing=r=, ¢= 29,2 e > =5= tanh=3 A=266

%, Bei der Dimetrie glcit-:hes MaB auf x,- und xs-Achse) ist der Projektions-

(
[7
vektor p = \1 |. In welcher Richtung (A |¢) schaut man aufs KOSY ? |
. 1) e |
: Z il b =
p=3 singp=3, p=195° sinlees® oo tanh=  A=207
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1. Begriinde: Die Axiome (A r I| gelten fiir kein delarpmdukt
i auller in Vckmnaumen der Dimension 1.
@ gilt nicht, weil schon (a * b) = ¢ ein sinnloser Ausdruck ist.
|I'\l gilt nicht, weil schon g = b eine Zahl ist, also weder gleich a noch b ist.
1I| gilt nicht, weil [N ’_ nicht gilt.
'2_ Welche der folgenden Terme beme}jun_g:wwe Gleichungen sind mathema-
g tisch sinnlos, welche Umformungen sind giiltig ?
’ a, b und ¢ seien Vektoren, o,  und yseien Zahlen,
auflerdem sei g * b ein Skalarprodukt, o- a eine S-Multiplikation und
o-p eine Zahlenmultiplikation.
a) (axb)+b = a«b’ b) (a*b)-b=a-b?
| © asb=v,= a=j d a@xb=p= 01:32},
! e) (a*brc+a(b=xc)=a(b= *c+b*¢c)=2a(b+c)
a*bh _ e Eni
il SRl Lh il LTS i z
a) (a+b)+b ist sinnlos und damit die Gleichung.
b) Beide Terme sind sinnvoll, aber die Umformung ist im allgemeinen
ungiiltig, denn (a +b) - b ist ein Viefaches von b, wihrend a - b® ein Viel-
faches von a ist. Die Umformung ist nur dann richtig, wenn a und b
linear abhingig sind.
¢) Die linke Gleichung sinnvoll, die Folgerung daraus sinnlos,
weil man durch einen Vektor nicht dividieren kann.
d) Gleichung und Folgerung sind sinnvoll. falfs @ ¥'e # O
e) Der linke (Summen)Term ist sinnvoll; die Umformung zum mittleren
(sinnvollen) Term ist falsch. Die Umformung vom mittleren zum rech-
ten (sinnvollen) Term ist richtig.
f) Ein Bruch mit einen Vektor als Nenner ist sinnlos.
g) Der Bruch ist sinnvoll, aber Kiirzen ist unméglich.
Die Gleichung ist zwar sinnvoll, aber im allgemeinen falsch.
h) Der Bruch ist sinnvoll, aber die Gleichung sinnlos.
3. Beweise: G =0 ' Es gilt El (a + b)+c = a*c+ bxc
Q+¢c=(a—akc=g+xc—a*xc=0
(4. Untersuche, ob mit f'olgender Definition ein Skalarprodukt im R® fes-tgiegt:

a)
b)
c)

ax+b=ab, —3ab, - 3a,b, — ash,
g * h = Balbl s 431b2 — ‘132}31 + 83.b2 — alba = aﬁbl + 483[}3
arb=a"+a"+a’ +b’+ b,% + by’




a)

b)

[IV] nachpriifen: a + a = a," — 3a,a, — 32,3, — a,” = 8,% — 62,8, — 8,
a + a kann negativ sein, zum Beispiel a,= 0 und a,# 0.
Kein Skalarprodukt liegt vor.

IV nachpriifen: a*a = = 3a,” —4a,a, —4a,a; + 8a,2 — 8,8, — 48, + 48,
= Sa; —8a;a, + 8&13 — 2a,aq + 485°
(zurechtkneten:) = 2a,° - 8aja, + 8a,” + af = 2&133 + 8,2 4 3as"
= 2a, — 2a,)* + (a; - a5)°+ 3a,°
der Ausdruck kann nicht negativ sein,

er ist gleich null, wenn a, = 0 ist; dann ist auch a; =a; =0 und a, = ; a,=0,

alsoista*a>0,wenna=#0.
i@ nachpriifen:
(pa) *b = 3pab, — 4pa;b, — 4pacb; + 8uab, — pa;bs — pagb; + 4asbs
=a*(ub) =pl@a=*b);| Iﬁ‘ ist erfiillt.

ist erfiillt, weil nur Produkte zweier Koordinaten addiert werden.

!I; ist auch erfiillt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

V] ist erfillt.
!III nachpriifen: (ua)*b = p* B 42 + | aq 2B+ byt by
u(a *b) = pa,’ +mﬁ + pag? + pby2 + pbg’ + pbg’
fiir p# 1 gilt !III nicht, es liegt kein Skalarprodukt vor.

me iberhaupt ein Skalarprodukt vor ? BL‘StlITlITlL gegcbencnfalls
die Struktur kumtdnten des Skalarprodukts im R?

a)
b)
c)

a)

b)

axb=2ab, + \J5 (a by + a,b;) + 5aghy
a+b = 2a,b, — 3(a;b, + asb;) + 5ash,

__Q * h — 4albl + Dtdlb?‘ - azl]1i3@2_ R _|

; : [ A2 T
I\ﬂ as qu’ o 24\.{_3 a, + 5a,’ = a;” + (a; + 2V5a,)" > 0firaz0

ch erfiillt, also liegt ein Skalarpr odukt vor.

el CJ_'_Z 9""(‘3—{) 01*92—'\5 i
alle andern Skalarprodukte der Basisv ektoren haben den Wert null.
S L e
Iﬂ . a+a=2a,"—6aa,+ 5ay? = 2(a,” —3a;8, + 4 a,%) 5a," — 3 8
a=2(a’- j'i Y+ ,az >0fm~af0
II_I_I. und !II sind auch erfiillt, also liegt ein Skalarpr odukt vor.

€, %8 =2, g+ 8o =D, &1 *€ =—3 Fo
alle andern Skalarpr odukta' der Basisvektoren haben den Wert null.
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c) W a*xa=2a>+3a,°>0fira=0
L] ist erfiillt; e +@; =4, %€, =3, e1%€;=5, gy*e; =—
E ist nicht erfiillt, also liegt kein Skalarprodukt vor.

‘6. Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a) e’=o;undo >0, g+g=0fliri#]

i b) e’=1¢+g=0aund lal<l, e+e;=es+e; =0

| c) e’=1, e?=2,e2=3, gxg=1fliri#]j

I d e’=1, 81 %8 =2, Co*3=g3*+€ =0

a) d*h 0,a;b; + 0,a5b, +

5,

a+a=0,a,> + 0,8,° + ... >0 fiira #0, ein Skalarprodukt liegt vor.

b) a *b = albl =+ aribr_; T aabﬂ + flalhz
2 . B u
ITVET :gl*a:ﬂlz‘i‘ag-+E.13A+aa]ap‘+[m?_al

e 2. 2% b S s B 2 2 o - ik
= a,% + 20,3, + 07a,” + 8, — 028, + a5 = (8,2 + aa,)? + a,%(1 — o) + a,
axa>0fiira«0, falls o* < 1, also liegt ein Skalarprodukt fiir| ol < 1 vor.

¢) asb=ab, + iflazb.,3 + 3agbs + a;b, + ashy + asbs + agb, + a;by + ash,
|—J ar*ga=a +2a, Jri»euj + 2a,8, + 2a5a5 + 2333,
2 ¢ 2
= a]_ + r_lg = :’;13 N Zalaz + 2(_121:13 + ngd] + g + 2513
=(a;+ay+ag)+a," +2a,°>0flira=0
d) as+b=ab;, +asby + ash; + 2a;b, + 2a5b,
:| ar*a=a,°+a,°+ag +4a,3,= (a; +ay)* + a5” + 22,8, > 0 ?
Gegenbeispiel suchen: a; = —a,#0, ag = 0 liefert a+a < 0,
P i 9 3
also liegt kein Skalarprodukt vor.

—|

|7. Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term !
: — XY + Xp¥e —Xg¥g + ... + ('—l}n}(m n I
| die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ? .
e, * & = —1 < 0, Widerspruch zu , also liegt kein Skalarprodukt vor.
|8 In einem Vektorraum mit der Basis {e;, &5, €5) sei ein Q‘.kalarpmdukt

bestimmt durch die Strukturkonstanten

g]—l CJ:J,;},—E LI*E'J‘]- ekes_pg*p]_ﬂ

a) Gib die Knnrdmatendal stellung eines Skalarprodukts an.
b) Zeige:a®> 0 fiira > 0.

4 i B
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren a = ‘{— 3] 2h=lbg |
2

d) Berechne die »Léngen«von aund b.
e) Berechne den »Winkel« von aund b.
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a) :.':1 * I_] = a]})'l + Qagbg + 333[}3 + albz + th]
b : « A 2 Vs

b) a+a=a2+2a.2+3a.%+2aa,=(a, +ay)” +8,° +3a,°>0fiira+0
1 3 ! b 1 2 2 3

X T
c) | %J [z !:4+2[ 3)2 +32(-=5)+42+(-3)1=-33
L 2

\-5)
d) lal*®=(4—-3872+(=3)? +3(27°=22 lal* =22
Ib1*2=(1+2?2+2% +3(-57=88 lal* = 2v22
: _ 5 3 : -
e) CUS(PIA":‘?,.‘::‘.; |.:H o¥ =414

9. Berechne im IR® einen Vektor 1 der »Lénge« 5, fiir den gilt
a+n = b +n = 0; verwende das Skalarprodukt von 6. ¢). i
(n ist »Lotvektor« von a und b.) |
3N

73
g:{oﬁ, l_u:|--4.
A=) \ 4 ) e

c) a

ﬁ- * 1:_-) = Eﬂ.]i.jj + za-_zbz -+ 333[]3 -+ ajhz + azbl + agb_'j + asbz + ﬂ1b3 -+ agb!

1y

0 ‘

3\ ~
4|+ =8n, — 8n, + 12n, + 2(3n, — 4ng + 4ny) = 110, - 2n,y + 4ny

\ "1 )

n=n,+0—3n;+2Mn,+0-n;)=—n; +2n, —30g

J

II 1ln,-2n,+4n3=0 zum Beispiel n = I 2 l
ety

10, ée}gv die (:ult:gkut der CAUCHY- H(ﬁHWAR/ Lnolmchumg fiir das 1
a) Standard- ‘-;Lalarm odukt sl o1 e %{dlarpmduht von 6.¢). |

=L

a) (a-a }(bob )~ (Bob )=
2 2 21 2 2 2 212 et
= a,%b,2 + a,°b,” + a,2bs% + 85 2h% + a,°by” + 85Dy + 83 b, +a5°b," + 85°bg
e S 5 : e
T ali‘b]z = agzbzz . 213‘51}3“ e 2111821]]b2 — gagaahgbu i 2aia;jb]b3 =

: ) 5 by 2 i
= (ajby — ayb,)? + (azbs — ashy)? + (agh; —aby)” 20 qed

b) Zu zeigen wire (a+a)b=b)—(a+* b)? > 0 ; dazu miiite man den Term

+2a,” + ag” + 2a, a, + 22,85 + 2a,3,)(b;? + 2by? + 8by” + 2byb, + 2b; by + 2b;bs)

— (a;b, + 2a,b, + 3azbg + a,b, +81bg + agb, + asbg +asb; + agh,)”
so umformen, daB er als Summe von Quadraten zeigt, daB er nicht

negativ ist. Aus naheliegenden Griinden verzichten wir darauf und

raten von dieser Aufgabe ab.
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1. Bestimme drei Normalvektoren von a , von denen jeder zu einer
| Koordinatenebene parallel ist:
2N R a2
a) a=| 3 b) a = c) a=|0 |
4 ._'1 LT
0 2 3 (U'\ 1 rON 1yl
a) (4],({}},[2] b) |1 [0] ©) 1J, o|.|z
2. Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
| ganzzahligen Koordinaten:
e o e s S s Y B
a)a:%—l},b:l] h)a:[—z],b: s} c)a:\ULl::[U‘
e ke el oty (®)
Ly 2 0
a) |8 b) |1 ¢). |1
L._ i "l l\ fl 0 )'l
8. Zeige: Sind W und v linear unabhingige Normalvektoren von &, dann
i ist auch jede Linearkombination von @ und ¥ ein Normalvektor
von a.
s (=Au+pv)a =Auca +pvea =A04+p0=0
o . (2) %,
4. Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a = M_z ’
1 /
mit ganzzahligen Koordinaten. ‘
i \ ey
5| 1 t| 2 s=0 t#0
QJ (2]
'5. Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu & und v , und untersuche,

welche der Vektoren a, b, ¢ und d komplanar sind zu & und 7 :
— i 3 e 2 5 = ( 7 \ = 1 \ 3 1y o FaiT
) S Uy \-7) 3) (1)

4

\

Normalvektor von @ und v: 1 =
s

== T s - ; . LS
a°n =den =0 = a,d sind komplanar zu & und v
cen #0, bemn %0 :>/?,ﬁ sind nicht komplanar zu w und v
-
=3 2
G b
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20 rl

=1 i
6 g X =| 1 |[+p|l-4| P(418]|-8)
12 L‘EJ

a) Berechne den Fuflpunkt F des Lots von g durch P
und den Abstand von P und g.
b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.
> ™ a7 0 R

allgemeiner Geradenpunkt von g: G, = | 1-4u J
\ 12 + 3
Rl & [ | R
a) PGy ol-4 :‘—?_4p;o'_ﬂ= 104+26},1:0:>p=—4,F{16|17|D),d:17
3J k_20+3“_J Lg,}
_______ . {'1 r 20+ 1 1
b) OG,o|-4|=| 1-4p |o|-4 =52+26u=0=p=-2F(18|9/6),d=21
L3 ) (12+3z) {3

7. Gib die Gl.eichﬁug einer Ursprungsgerade u an, ‘

— S (2
dieg: X = [5 i+g.1t.l_1 senkrecht schneidet.
=y 3+u\_'2' _ - ﬂ"1“|
OGI,_O(I =| 5—4p|e| 1 :14+14u:0=>u=—1,F(1|4|—2}, wX =A| 4
|3 1+3u) |3 —2)
| ST D TR B
B g:X_:[l}yu(lJ I)L'li~1|l}
"»._If \2

a) Berechne den FuBpunkt F des Lots von g durch P.

b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.

¢) Berechne den Abstand von P und g.

d) P und P sind symmetrisch beziiglich g. Berechne P" Gl

s 0 { 2 \ frO\l 2 i * 0
a) PG, o 1\“:|z+p;=n N ogstu=0=p=-=f  Fsl05102
2 | 2w Jal2)
Al r'] i A SRS
b) n=PF: X =[-1] +1 4J ¢ d=PF =
\ ] ..JI —2
d P-F+PF=2F-P P(5]22|-0,6)

Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von P aufg;

9. Berechne den

el o
a g X = ‘ —10 ‘+_L1 —21 P(50!55|Dli
L= ) 5




202 : ) _IX. Skalarprodukt

.« 0 S0
a) PGHO(—2‘ | 65— 2y |o[—2 | =29p=0=p=0,F-20|-10|25), d =
- \5) (-26+5u) \5)
s (111 =999+ 11ipy (111 111y /111y
b) PG,°| 11 ‘: ~99 + 11y r 11 |=<—9+u)\ ol 1 |=0=p=9
KA =8l s o) oA kT

F(1000|110/120)=P, d=0

SR 8y (B> 1
10. g X =p|1| hX—‘zw} 5 | P(1)2|3)

\ 1 /I -1)
a) gan P gespiegelt crgibt g Glb eine Gleichung von g' an.
i b) P an g gespiegelt ergibt P'. Berechne P'. ‘
| ¢) han g gespiegelt ergibt h'. Gib eine Gleichung von h' an.

a j 1 1 i
a) G0 0l 0) an P spiegeln: G'(2|4/6), g: X = |4 -m[ 1|
8. sl
] =1+ uy 1y
b) PGJla I‘: -2+ ple| 1 —-{'J:'sp-:z F2|2|2)
1 _—-$+|_l| .\1|
PP=F +PF=2F - P P32 1)
¢) Hy=P,also Hy(1/2|3) =P
noch den Punkt H,(8| 7| 0) an g spiegeln:
3 S ,f—-8+|,1'\! 1y
HiGuo|1l|=|-T+plo|1|=0=p=5 F(515]5)
by i J I_J
H' =F + HF =2F - H, H,2|3]10)
— 1 Ir’l N
h'=HyH,': X | 2 |
3 ) 'J,.-
R e e ke SSI
11,2 % = t: l+ A —2\ h: X =3 |+p|-1]| Berechne d(g,h). |
‘ ‘ ]J \ 1 s "\3 4 Urr}_f' J|
gund h elnd pcnalloi d(h,g) = d(H, ,g)
— 31—kl i T 2 N\ 5 e | 1/3
HU(,T L—2|:| 3TLL-’"2]-—]_2+qu. O::’IJ— ,H,JCT,;';:.- )Id
\1) (2+p) (1) | 2/3

d(H,,g) =1

— ||
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12. A(20 [-5[—-4), B(-3[-27[12), M(16| 11 [- Ts1) |
g ist die Gerade durch A und B.

a) Bestimme den Punkt N auf g, der P am néchsten liegt.

b) g ist Tangente einer Kugel um M. |
Berechne den Beriihrpunkt T und den Kugelradius r,. '

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehn und deren Mittelpunkte auf g liegen.

d) Berechne Radius ry und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehn und g beriihren. Berechne den Bertihrpunkt T.

e) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch O gehn und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel;
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

f) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.
g Qan g gespiegelt ergibt Q. Berechne@.

= =3 16
EH gl

" 8}
2 16 |"'—|" + 1(J|.l " 716 ¥ !
a) [11 55+11uo 11 |=—441 +441u=0,p=1; N(13 | -16 | 4)
-8 —'}'—Hu ) \-8)
~ (16 —19 + 16py (16 3
b) MG, e (111 38.+11_u]c 11 |=—882 +441p=0,pn=2; T(29 |-5|-4)
R \ 20—-8u ) \-8

r,= MT =21

c) M, ZQ|—J:—4} r, = 21

d M(16|11|-8) und T(29 | -5|-4) sind die Endpunkte des Kugeldurch-
messers, My(22,5 3| =8),1,= 291

e) M, ist die senkrechte Projektion von O in g:

S [T -3 + 161 16 _ [
OGHS{H]:[—ET+HFL]L{11 =—441+441p=0,p=1 Me{13|—--16i4]
-8

: 12-8u ) (-8)
= OM, =21 Schnittpunkte mit Streckenabtragen:
; B0 13y 16 \ : 5 jin
S M +21{ 11 ‘ :(_.m | +nll] i S,(291-51-4), S.(-3]1-27112)
A 4 8 =t

0OS_S, ist ret.hi,\mnld ig bei O und gleichschenklig: 0S_ = 08,
f) Q,ist die senkrechte Projektion von Q in g:

L 716y ~4+16py (16 o
' 8

l=8 ! |=19-8u
3 k 4 iy r—a\ rdn
D00 X :l_z? +V BJ
QQﬁ KIZ_J \19.

e XS — —

g) Qx—;‘;(Q+Q} Q =2Q.-Q Q(-71-351-7)




204

Q'{.—Tl—asu'y‘

_IX. Skalarprodukt

4 Q(11-19131)

[13. g ist die Gerade durch A(8] 13

3) und B(14]20]-3),

h ist die Gerade durch C(10] 19| 12) und D(-8| -2 | 30)

a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.
¢) gan h gespiegelt ergibt u, und h an g gespiegelt ergibt v.
; Bestimme Gleichungen von u und v.
! d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und h beriihren ?
|
! e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinst moglichen Kugeln,
: die gund h beriihren ? :
— s Nrﬁ' st e 76y
g: X = [13 +Al 7 1 1, | 19 (+p| 7 | g und h sind parallel
|3 -6) Glbn s 2y
a) d=d(gh)=d(G,,h)
C SweBae A g
GOI'IPC‘ ? — 5+Til]3 ? :121”:0:‘“:0 d: GﬂI{ﬂ — 11
-6) (9-6u) -6
ETIEE R RS
b) My=3(Go+H,) My9|16]|75) hex =]l
17,5)
~ 1], = — 5 B ~ 6 \ 2 f 6
C) G'_r’. = 3( _[_I(; + -'\'TU }, TVT[] = 2 [}l] —_— H[I 1 7 j Y. X =0 "'_
\— 6___] s ﬁf.l
— — ——= T iy T i 12 3 = s I,-r 12 "\_
H[_I:E(I_I(}+Dﬁ}, Uﬂ '—'QII(I,‘—(}Q:!Z'}i UJX:‘ZS.‘FG
\ 21 ) Woan
d) in der Symmetriebene S von g und h,

e)

S enthdlt m und steht senkrecht auf der Ebene, in der g und h liegen.

auf m
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= _r'?\ r]\. =
aeZ, M(-5|5|5), V(6l18]|6), W(-6|12]0)

g X = | 1 ‘+]_1-f—-'2 !
\ a ) \ 0 J
a) Beschreibe die Schar g, , welchen Abstand haben benachbarte Schar
geraden ?

Welche besondere Lage im KOSY hat die Mittelparallele von g; und g 7 ? .
b) Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ? :
¢) Welche Schargeraden beriihren die Kugel um M mit Radius 9 ?
d) Beziiglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ? |

a) g, ist eine Schar von Parallelen zur x,x,-Ebene. Mit jeder Anderung von
a in Einser-Schritten verschiebt sich die Gerade in x-Richtung; benach-
barte Schargeraden haben den Abstand 1; sie sind parallel zur x;x,-Ebe-
ne und liegen in einer Ebene, die auf der x,x,-Ebene senkrecht steht.

Die Mittelparallele von g; und g ; hat den Aufpunkt (7 | 1| 0), sie liegt in
der x;x,-Ebene.

S o 4 Gl s P R
b) 0G,,c°|-2|=|1-2u|c|-2|=5+5p=0, p=-1 F.6/3|a)
- &()' i ) lO.

N

Bedingung d(O,g,) = OF, =7: F,?=49,45+2a°=49 = a=12

— 115 { 12+ g e
c) MGn,u"‘[—2]='—4—?H}°[—2J=20+5.U»=0= p=—4 F.3|9]a)
I \O/I . a-5 \0_
Bedingung d(M,g,) = MF, =9: MF, *=81
64+16+a2—10a+25=81, a°—10a+24=0
(a—ﬁ}(a—4):0:>a:60dera:4

d) Die Schargerade muB} durch den Mittelpunkt der Strecke [VW] , also

Oy Ty ey
115 |=| 1 +!.I.'—2‘ w=-7 a=3
|3 [{Jg

\ a,

15, Untersuche, ob g und h wﬁsﬁe_tgngbaacﬁeglé&ﬁaﬁﬁden
Abstand d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsamen Lotstrecke.

S =4 . ~3 o (4 (4
a :X —] 1 = =] 2 — +},ll¢
e¥=| L i
=g ol i gt 0- 0N
b) ¢ X = —21+}5!1I h: X =[5 +pt0|
3 ) i\U,ﬂl 8) 1)
e ."7‘. 4 =S 1
c) g:X=|8 +A| 5 hX:u[-&W
\9 _6_ C;f
= 2 2 A rfh\‘ —2
d gX =|0 +?;(—2W h: X =|6|+K|-1
3 1 G) 2;' __'
—— e \7 2o IR . - e e
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ST 1y R
e)gX:[Tﬁle[B‘ h:X:;“-+1I~1J
\ 8 ) 4 ) 19 ) | 4
2 VS (.J =1 6 f—
P X = 2%?&'—1\ h: X :[15 +L1[4
\0 ) \ 7 o ; ]TJ _5:1_.,4

Die Geraden sind 'mnd%chlef wenn sie nicht parallel sind und wenn sich bei

der Berechnung des Abstands windschiefer Geraden ein Wert > 0 ergibt.

=2 =8}

a) G,2[3/-1) Hy4l1lo) d=3  windschief
b) Gy4]1]8) H.(0|5]3) d = 42 windschief
e) G.(-1]-2|-3) = H_, d=0 Schnittpunkt(-1
d G,0/2]2) H, d=3  windschief
e) G.,0]0]0) H,4|-4|7) d=9 windschief
f) Gy (14|-1|21)=H_, d=0 Schnittpunkt(14 |-1]21)
TV - _ " If-;1 T8 2
g X =L\|-10] h:X:ilﬁ +u(lﬂ|
3 )l' | ? \ 1 .'.u

g ist die Achse eines Zylinders Z mit Radius 11.
Berechne die_Schnittp_unktg von Z und h.

o ARl —I—Bu—ﬁ?‘») 6 -

G,—,_Hpo{—l[}’: 16 + 101 + 10X (1 = —145 — 145 — 1454 = 0,
Sl e s B

s Sy -1—-8u+6+6u ° r5—2u

G H, :(1s+ 10y — 10 — 10 Bicel
L LA 3431 10 + 4p )

—— %

allgemeiner Verbindungsvektor (hH, =

—1—8p—6A

7+ 1w— 30

16 + 101 + 104

Bedingung: G, ] H, 2_191
(5 —zmg + 6%+ (10 + 4p)% = 121

u_z+3p+2:0::(u+1)(p+2):0---;»_LL:—lodeI'p:

Schnittpunkte: H_,(7]6]6) H ,(15|-4]|5)

A=-1-u

-2
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S II'-. 0y .(.- \'II > _?\'. — 3
1. g X =|17|+A|8| X = 9'+.u‘4
e l(:‘-,‘ \ 4

a) Die Kugel hat ihren Mittelpunkt auf h und beriihrt g. .
Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in Abhingigkeit von p. |
Fiir welchen Wert von p ist der Radius minimal ? |

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.

¢) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und g als Tangenten hat.

a) M, (7-3ul9+4pul16 +4p)

. (D T+L+8L \ A1
M,Gyo[8]=| 8+8h—4p n[s]z 97 + 810 — 45 = 0, 94 =51 —3
\4 11 +4?-_—4u. \4
e 63 + 5uL—3+ 27 1 60 + 324
MHG-,Lza! 72 + 40p — 24 — 36p :5[ 48 + 4p 1
“{-99 + 20p - 12 - 364 \-111 - 16y
60+ 321 \2 ; 3
48 +4u | = 129612 + TT76p + 18225 = 81(16y* + 961 + 225)
(111 - 16p
M, G, =r=116u*+ 961 + 225
Radikand R ist minimal, falls R'= 0, also fiirp =-3 Imin = 9

sy T+A+30 \ /1
b) P"‘IHG}.Ci8|= 8 +8L—4u 0[8}:27+81k—45p:0) 3+90—-5u=0 (I
\4) | _11+40-4p

M,Gyo| 4 |=| 8+8h—du [o| 4 i:—33+45l—41u=0 (ID)

/=11 +4)-4p )
aus () und (IT) folgt u = — 3, A =2, M = H42[-814), G5(-2/1]-83)
r=MGa =0

¢) Der Durchmesser dieser Kugel hat die Endpunkte H_4(2 |-314) I{Hd
G ,(-2| 1| -38). Kugelmittelpunkt ist (0| -110,5), der Radius ist 4,5.

s (3 T+A+3p [ 3y
| o
|
!

(=TT
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Beweise folgende Siitze mit dem Skalarprodukt

1.

Injb-(ier Raute stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht.

Die Vektoren, die die Raute aufspannen, sind
gleich lang: | w I=1+¥ | (Vor.). Das Skalar-
produkt der Diagonalvektoren ist deshalb

nmll:(W-V)XW+V)=1u’-v2=0.

Also stehn die Diagonalvektoren
aufeinander senkrecht.

= A~
UV .= ‘—;\H
s //
.'/
e -
A o

[2. Thales-Satz: Wenn ein Dreieck OVU ﬁéhtwimklig bei O ist,

[ - F

Wegen 1 o v =0 (Vor.)ist
Uov =(m-T)(m+T1)=0
2

also m >~T%=0,alsom=r, q.ed

- 'Umkehrung des Thales-Satzes:
Wenn O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] liegt,
dann ist das Dreieck OVU rechtwinklig bei O.

Wegen m = r (Vor.) ist m %= T 2

3

o PR ", .
also m 2

z — — iy — s ks —
—r“=(m-r)(Mm+r)=Tuev =0,also u.lv ged.

N

Satz iiber die Hohen im Dreieck:

; Die drei I_-I_tihen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

V()r.:_h;o? = h—b\o b 0

Beh.:h_C\cE\ =0, bzw "1'1_(;0 (E@FJ =0
Beweis

h; = E‘+E: || oa

= B, 6% = boa + BB =0 I
Eon vl

= Byob = h,eb=-TReb =0 I
I ho=(aib)=0 qed

dann liegt O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] .

M_ ——
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5. Satz i;ber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Jede Winkelhalbierende teilt die Gegenseite
innen im Verhéltnis der anliegenden Seiten.

Vor.. 1all=1b%l=1c’%=1
und a%b %=1

Beh: v:w=b:a

Beweis

vel=k(a%b%-bb"®
ve% (2% b9 =
=0-bb%(2’-b"
=b(1-D %2 =Z
wel —aa—k(a%b?
we b(a - b\U) =
—aa%(a%~b%-0
= a(1-b% 2% =N
ZN=v:w=b:a ged

Auﬂerdem mub ge}tenj'(;oc {—a‘U_ E{J) - 0, dElS helﬁlt, _C}U darf nicht senkrecht

sein zu (& °- b %), also nicht parallel sein zu (2% b?), weil ja (@ °-b°) auf
(a “—G‘G) senkrecht steht; das aber bedeutet, da die Winkelhalbierende w,
die Seite [AB] schneiden muf.

6. MITQUADRATEN _~_ MITQUADRATEN
[OP] und [0Q] sind gleich lang /° \.CP=CQund CPLCQ
und stehn aufeinander senkrecht. 3 SR

| Sk - ; NGO~
Vor: u'eu=0und 'f\\ S deat . Quadrat

1 —_, = ' g “"L

u'=u,v'ov=0undv=v A \, Z.

Das Dreieck OUV und das s e NS

Dreieck mit den Seitenvektoren oA 1B,

u', v'und w sind kongruent, H,w"” X

aber um 90° verdreht. P 4 Quadrat -+ "‘%

e —— B ,p{ 3
Beh: OP 1 0Q und OP = 0Q e N Q
Bew.: OP =—-0 '+ 0+ W = =

—

2

i A N U — —_
=—u'+u+u'-v'=u-
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0Q =V'+V+wW =

—a, g sy i Beweisfigur
=V+v+u'-v=v+u
— =, — —_ o et i, it
OP-0Q =(u-v)e(v+u)s=
—— L L N S S o
= UoV+Uueu —Voev—-—uov'=
=TV WV
(wegenu °u =0 undv = v =0in Vor.) |
=Uuvcos ®—uv cos =0
(wegen u'=u und v'=v in Vor.)
PERE— S —_—
also OP L 0Q q.ed.
=2 — — o E
OP?=(u-v'f=

T

FTE
= u® + v2 - 2uv cos(90°+ ®)

OQ_\E =(V+u'P=vi+u 2 2von =
= u® + v% + 2uv cos(180°— 90°— @) =

= u® + v2 + 2uv cos(90°— ®) = u? + v — 2uv cos(90°+ ®)

also OP = 0Q g.ed.

Beweisfigur v

7. QUADRATMITTEN
X, Y und Z seien der Mitten i '

der Quadrate iiber den Sei- | ®)
ten eines bei O rechtwink-
ligen Dreiecks UVO., / X .
[XY] und [OZ] sind gleich | u :
lang und stehn aufeinander

genkvepht.™ - - U T

Vor.: u'>u=0undu'=u, 573

V'ov=0und v=v |

— —

Das Dreieck OUV und Vi L5 Lt T S
das Dreieck mit den i

(]

Seitenvektoren u', v

und W sind kongruent, | \

aber um 90° verdreht.
Beh: XY 1 OZ und XY = 0Z
9XY = =T e T T

_I,_-l Y e 1 — il ok =
OZ =0 + W +5(-W+v-00)
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" - —_— R =Y — — —_— ety e, — .—L. _LI
90Z =20 +2W —WH+V—U =L +WH+V=u+v+u'—w
------- e peps —y St S e it e = e
I9XY20Z =(n'+ v+ v—-—unkp(a+v+u —v)
= S == Lo S et T
= ueunl +UeV+Uuou— UoV
e LY —_— —_— —_—y
+ VouUu + VoV + Vol —V oV
— -

Vol — Vov.

s - —i
+ Vou + VeV +

v (]

LN LY L% .

—— —_
— MNoll — UeV — Uell + Ueo
=20V +2TWoV ' =2uvcos 0 +2uvcos 180° =0

.

also XY L (')Z‘,q.c.d.
CXY R =(T'+ T+ 7 ~0P=02+ V4 Vit nl+

e By —_— e i N . Npp— N il
+2Uu v 420 v —2u'ou +2Vviev —2veu —2uecV
_\‘: - e el __qu ;I__\

=2+ vV visuis2uv —2v e
Q20ZY =(u+V+u'—V
42TV #2010 —2UWevV +2Veu —2Vev' —2uV’

II —— i _hl 4"
=02+ Vv%u Apapidy

A —n —) ¢ Elei T S
- w2i v a4+ vi=2uov +2Vvon

also XY = _Cﬁ,q.c.d.

8 Der geometrische Ort der Punkte, deren Entf’ernungsverhéltnis zu zwei |
_ festen Punkten O und P gleich 7 (= 1) ist, ist ein Kreis. (Apollonios-Kreis)

X I PX I=1, Itl#1
X2=%X -P )

X 2(1—2) + 2P X =7 P?

L%

iy R 2
e R

X+ P

=1

Nt
- [-1—’:2 P

Tt —

R sy
Kreisum M =12 P r=l—==a P

1-1°

9. Injedem Spat sind die Quadrate iiber den vie

__ genauso groB wie die Summe der Quadrate iiber den zwdlf Kanten.

T = r Raumdiagonalen zusammen
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Quadratsumme der Raumdiagonalen: =
(B+D+C)P+(a+b-T)+ /\\\
+(B-D+CI+(-B+b+T 2=

432+ D2+ 7TY

Die 12 doppelten Produkte fallen weg.

Die Hohen eines Tetraeders treffen sich genau dann in einem Punht
wenn je zwei Gegenkanten senkrecht stehn. (Eine Hohe ist das Lot
von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfléche.) |

Wenn je zwei Gegenkanten senk-
recht stehn, dann treffen sich die

Hohen in einem Punkt. Beweis: der Grundrif zeigt Paare C
CO'LAB,BO'L ACund AO'LBC senkrechter Kanten

auch AA'l BC, weil die Ebene AQQ' OA 1 BC

senkrecht ist zur Ebene ABC, also OB L AC

schneiden sich AA' und OO’ in H. OC L AB

Dasselbe gilt bei Projektion in Rich-
tung jeder der vier Tetraederhshen,

es gibt also nur einen Schnittpunkt H. A

Wenn sich die Tetraederhshen in H
treffen, dann sind je zwei Gegenkan-
ten zueinander senkrecht. Beweis:

OB B0 = E <(C-B =0

AH o B—O AIIr(‘
H A}n —{I—I A}DQ

He-BiAB-H 0 'A}c’f

iy _

vegen( )ﬂ)lgtA B « C
A {B C)-—O::» ALCB
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1. Berechne
e B L I ek 7 10y
a) [2|x[ 2 h}(zxé!s o [8]x[1
1 o) 13) |6 9 12J
rohy - 4 ( 5 4 a a+ 3y
d |-15 xf 12} e) |-15|x|-12 f) |a+l|x|a+4
k (%5 ) (-16) \%5 ) \®  la+2) (a+5)
=1

'ﬂ

2N =5 70 ik
a)3‘.._1 b) 3| 2 ‘ c) 3 2] d) 60(% | e)|o f)3{2}
kz,J =15/ -1, kzz' 0 1,

\

2. Berechne mit dem Vektorprodukt einen Normalvektor der Ebene: ‘

= I 17 it ?\ = 1\| =T
a) X =|-21|+A|2 |+H|8]| b) X :G[{Jl-l-’t[ IJ
ol 13 3 9)‘ : 1)

a) Berechne (E\XF) x¢ und a x( be'c\).

b) Stelle (a x b )x¢ als Linearkombination von @ und b dar.

s =1y 73y (—2 e een 2N 8N =13
a) (E‘xh}x‘é‘:ﬁ(—a x| 1]=10] 3 ax{bxc}z(—i]x GJZ{L.J’
| 3 1 |1 5 15

1 =2 \ /
X a o .-"—2 If].\ 25 5
b) {axb}xu:lﬂ‘.ﬁ :8:2J—14 _1|=8b =147
(1 \3 )
= — e e e T —'—l
(=B T Ay ‘ =L e _‘iz_fghg |
4 Bestitige fiir a=| 3 ],b:r—?ﬂ die Beziehung(a~b )*+| axbl“=a"b"
= Lf-; | 5 e e A R Y P R St e
i i SN2
(_ETch)2+|'§xb|2:(-74)2+[£} _ 5476 + 16133 = 21 609
108

a?b? = 49. 441 = 21 609

5 Zeige:

a) u, v linear abhingige uxv =
S — " —
b) T,V linear unabhingige u, v, uXV

e

inear unabhiangig.
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—

—s A o, e . —
a) Wenn u, v linear abhingig, dann uxv = 0
- A —_— [R— R — — —
WSy, WXV Iy xXy =0
— —_— — —tn — i W .
Wenn uxv = 0,dann u, v linear abhingig:

L(w,v)=0"oder <(u, v)=180": u, Vv sind parallel, also lin.abhg.

b) Wenn u, v linear unabhiingig, dann u, v, u xv linear unabhingig:
U XV ist senkrecht zu der Ebene, die von @ und v aufgespannt wird,
ist also keine Linearkombination von u und V.
Wenn U,V , U xV linear unabhéngig, dann W, Vv linear unabhéngig:
Widerspruchbeweis: Wennu und v sind linear abhéngig wiéiren,
dann wire uxv =0; u, v und U XV wiren
dann — entgegen der Voraussetzung — linear ab-
héingig. Alsosind U und ¥V linear unabhingig.
Algebra-Beweis: Wenn T, v , U xV linear unabhéngig, dann ist
AU+UV+VvaxV =0 nurerfiillt fir A=p=v=0

Au+pv+vauxv =0 | (T XV)

AO+ 0+ vWUuUXxV)2=0 ev=0
& AU+ WV =0,das aber geht nur, wenn A = p = 0 ist,

weil U und Vv ja linear unabhéngig sind.

|6. Welche besondere Lage haben T und v, wenn gilt:

| &) BV =uy B o7l =l5o5] |
a) | WxV | =|uvsing|=uv, also ¢ = 90", die Vektoren sind orthogonal
b) |uxv| =|Wov | ,also |uv sin tp] = |uvcoscp| . also| sin (p| = |cosfp|

cos @ = ir% 2, 0 und v bilden 45° oder 135°

|[7. Berechne (Vv +W )x(v =W ) und deute das Ergebnis elementargeometrisch. |

o = ZH — —= e R Al _rh B e L ] e,
(VAWIX(V-W)=VXV —VXW + WXV + WXW =2WXV

LS e : 1 ; . —a =
v+w und v —w sind die Diagonalvektoren einer Raute, die von 0 und v

aufgespannt wird. Diese Diagonalvektoren spannen selber ein Rechteck auf,
dessen Flicheninhalt doppelt so grofB ist wie der der Raute.
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8. Wo liegen die Punkte X, fiir die gilt:

2. X 2 RA-w by X o(AxB)=0 i
2 o X xAl=]X |=l A= d Xx(AxB)=To

a) Wenn A nicht im Ursprung liegt, dann sind X und A parallel;
die Punkte X liegen auf der Gerade OA.

b) Wenn A und B nicht auf einer Ursprungsgerade liegen,
wenn also AXB # o ist, dann sind X und AxB orthogonal,
die Punkte X liegen in der Ebene OAB.

¢) 2| X xAl=2|X |.|A |sing=211]sing|=1,
= sin @ = 10,5 = ¢ = 30" oder ¢ = 150°,
die Geraden OX und OA schneiden sich unter 30°, die Punkte X liegen
auf einem Kegel mit 60° Offnungswinkel im Abstand 1 vom Ursprung;
das sind zwei zum Ursprung symmetrische Kreise mit Radius /5 um

M mit M =+ cos 60‘"_:5: =1/, ‘\EE\ senkrecht zu A.

d) Wenn A und B nicht auf einer Ursprungsgerade liegen,
wennalso AxB # 0 ist, dannsind X und A xB parallel,
die Punkte X liegen auf dem Lot der Ebene OAB, das durch O geht.

—

9. Zeige: Die Punkte X, die der Gleichung v x AX =0 geniigen (V#0),
bilden eine Gerade g.

3 — ( ]
Stelle eine Parametergleichung von g auf fiir v = k Ozwund A@2l3l-1).
)

v und AX = 3{_\ aK sind parallel, also liegen die Punkte X auf der Gerade

s 2 1
durch A mit Richtungv: X = [3 }+ 1[02]
= =

10. ‘Berechne die Fléche des Paralle]oggnmCD
a) A(0|0l0),B(1l0l-3),C4l6]-1)

Lo Alel=D,Ba =3, €6I812H """ |
e Tt S 2 & =4 18 Al
a) ABxAC =|0 |x| 6 |= 13‘ F=| ABxAC |=23
-3) (-1 ﬁJ
ABXAC <[3)x[3)<[ 6 ABxAC |- 29
b) ABxAC =|-3 X(:j': 16 F=| ABx -
4 | |3) (12
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13

BeI;echne die Flache des Dreiécks ABC
a) A(-2(2/-3),Bml|0]l0),c@3l-2]0)
b) AB|2|1), B-2]1), C{TI—EI—SJ

12,

SN - 3
a) BAxBC = [ } [2\: F=3 BAxBC |=55
), k—2)
E— — 2 G 1 — _—
b) CAxCB = ] [o] 4[3} F=3| CAxCB |=14
6 2 J
S -5
g:K:[G +p[3] P(1l1]1)
11 1

Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g, indem du den Flédchen-
inhalt eines geeigneten Dreiecks GHP (G und H liegen auf g) und die zuge-

_horige Hohe h berechnest.

Das geht so dhnlich wie in der vorigen Auf'gfibe

gX ._G+pu Punkt H (u = 1): H= G+o
die Hohe h durch P senkrecht zu g ist gleich dem gesuchten Abstand d

Flicheninhalt: 3| GPxGH |=1hGH,| GPx% [=du d=1| GPx%|

.2.6' —H N To E 39550
GPXLI—‘ 1 [8 :[24 u:\‘.% d= Va9 —‘\|44l“21
\-10 1) (183, Voo

| AP % AB |
mit der Formel d = ————

- N 12
Berechne damit den Abstand von Ursprungund g: X = {—JJ 3 1
4 )

Der Zelgefmger steht in der vorigen Aufgabe was dort G ist, ist hlez A; was
dortw = GH ist, ist hier die Richtung AB.

=18y 12 104 4y
AOXAB =| 2 ‘x 31:(—312 :26[12 = d =26
=92) A P TE \ 3

14.

Zeige: Der Abstand d der Parallelen g: f = 6 +2A0 und h: “}ix = _I‘f +pu

errechnet sich mit der Formel d = sl GHx7 |.
Berechne mit dieser Formel den Abstand von

g X :[S}J,;L(ﬁ 1 undh: X = {E}WLJ

3 1\—~

g Zeiée: Der Abstand d eines Puilkts P und einer Gerade AB errechnet sich
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T 6 -99 -9
GHXx w =|6 x| 7 |=]| 66 :11(6 =d=11
9) \-6) |-22 -2

TS i 3 - 3 :
15. Bestimme die Losung von X X| 1 ] =[ 5 } falls ;= 1. |

B fahiakin 1 4
1l 3 =0 F— W =3 =" a8
|v]>< 1}: 5 1::- 3w—1 :( 5 |=>w=2 v=-1 X = —1‘
KW 1 4 Ij I—SV \ 4 2)
6. AGGI2]6) B(7/0/9) col-211) |
__ Bestimme die Lénge der Hohe h, im Dreieck ABC. =
ch=%|ﬁxm‘|“—‘%hcﬁ
g N Dt A
AB x AC :[_5) h,= | AB xAC |: AB =833 :y17="1
~18)
17. A6 |3]6) B4 |8|-8) g X =u[—2

2 )
_Bestimme C auf g so, dal3 das Dreieck ABC den Flécheninhalt 54 hat. _J

Fugo = 1| AB x AC | =54, | ABx AC |=108, ABxAC *= 108"

L et u 2y [ U=6 5(2L — 6) + 14(-2p — 3) —18u— T2y
AB x AC =| 5 xt—Qp—3 = —14(;1—6}+2(21L—6)]=(-—10}.1+72
-14) | 2p-6 J —2(—21—-3)-5(n-6)) | -p+ 36 |
AB x AC 2= 425u%+ 1080p + 11664 = 11 664 = 5(85 + 216) =0
: 3 | 432
p=0oderp=— “,ff CI{O|0|0) Cg(—gsl_ss w | =% )

18. Zeige: (WXV)XW = ux (Vv xw) < u und w sind kollinear,

wenn kein Nullvektor darunter ist. 7

S PO — o — SURUL R “a e,

GraBmann: (uxv)xw = (wou )V —(wWev)u
I i M N B e e e e

Ax(V xw)=(now )V —(uev)Ww

(WoB)V —(Wev)u =(uew)v —(u oV )W
e 2 el % N,
(Wev)u = (uev)w g.ed.

19. A(T0]0) . B619]-6),C(613]6), D(-4]-818)
| a) Zeige: Das Viereck ABCD ist eben.

b) Zeige: Das Viereck ABCD ist nicht iiberschlagen,
das heiBt, keine Seite kreuzt eine andre.

¢) Berechne den Pkch_emn_haﬂ_tdi‘ﬂlﬁ%cﬁséBED_ B2
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e e

a) Das Viereck ist eben, wenn die Vektoren AB x BC und BC x CD
= = e T B 6 0 (2 2
parallel sind: ABxBC = | 9 |x|—6|=36[_2
=gl 12 J =
e e 0 =107 2 F——> —— ’
BC xCD = [—GJxl ~11 J: 60 (—2} =3 AB x BC , also Parallelitit
12 2 -1

o A

b) Das Viereck ist nicht tiberschlagen, weil die Vektoren AB xBC und
BC x

CD gleichsinnig parallel sind.

¢ 9Fips=| ABxBO |2 363, 2F,pc= | ADXAC | = 36.3
Fapcp = Fage + Fapc = 36-3 = 108

a) IstP,P,P,P,P; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzpro-

dukte P—j};j+1 xTF’IMPj;Q aufeinander folgender Seitenvektoren gleich- |
sinnig parallel. Stimmt dieser Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?

b) 1Iliege im Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P,P,P; &
fiir alle Ecken P, mit P, = P, gilt:

— %

EPJ-H b -PjI ist bis auf einen positiven Faktor gleich PiPs X PoPg.
Wie merkt man, daB ein Punkt auf dem Fiinfeck liegt s

lE= A
Konvexes _ Konkaves 42

Vieleck + Vieleck :

Mindestens eine

. . i Anderung des

Die Drehung eines ™\ =
Seitenvektors in die EJA Dreliginns

Richtung des folgenden = =

Seitenvektors verlangt Pj PJ-+1 X P}deJrg
P:) immer demglben Dz*ehsiﬁn. Pﬁ sind nicht

G
S sind gleichsinnig

gleichsinnig
parallel.

Alle PP, x P

J 1t j+2

I
\ parallel.
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b) Positiver Durchlaufsinn: Die Vektoren P.P;,, xP—jI‘ sind gleichsinnig

il B s

parallel, denn um den P,P,,; in P;I zu drehen, ist der Drehwinkel

positiv, es wird also immer linksrum gedreht. Bei einem konkaven Viel-
eck stimmt der Satz nicht: hier gibt es mindestens einen Knick nach

innen, dort ist der Drehwinkel negativ, Pﬁ:\x P;I zeigt in die Gegen-
richtung oder ist gleich null. Liegt der Punkt auf dem Vieleck, dann ist
ein Vektorprodukt gleich null.

21. A4]1310),B610l1),C-4/0l6),D-8l6]4),E©|6]|0)
a) Zeige: ABCDE ist ein ebenes konvexes Fiinfeck. -
b) P(-8|3|8), R(-613]5),S0/0/4),T©|3]2),U-613]4)

Welche Punkte liegen innerhalb oder auBlerhalb des Fiinfecks ABCDE ?
___ Welche liegen drauf ? |

LN

2 N = 10~ 3 = =10 | 35
a) ABxBC = L&Jx‘ oJ [4\ BC x CI :(0]:&(6}:—10“
=5 J- 122 6
1
6

) e 6 )

e
[ 0 W: BL
6 s
alle Pmduktvcktoren sind gleichsinnig parallel, also ist das Fiinfeck
eben und konvex.

CD x DE :t

/z v ,(_]0_\ |,3 2 e -3 1{} f—-iq'\ r"g‘.
b) ABXAPH‘ 3| |:—6|41 BC xBP = (DWX =-5|4|
) 6 ) LBz 5 L 6)
e --4 ,._4'\ 3 _ .
CEhix P =88 ]x 3 ‘:2 4] Gegenrichtung: P liegt draufien
-;\1_2. \ 0 / b,
2 r—6Y (3 e I( 10y b\ FAL
ABx AQ = 31>{| 0 |=6 41 BC x BQ = ‘x[ =i
TSR L 2] 16 )
Gegenrichtung Q liegt draullen
2 -10 (3 ST I = (AN 3y
ABXAR:—E;\X( 0 :—5‘4 BCXBR:[O B SJ:—H 4
1) lih L6 5 ) | 4 L6
gl = 4 _2 S —— . . .
CD xCR —‘ 6 ]x( 3 1:0 CD und CR sind parallel, R liegt drauf
-1
R 2 —4 3 =10y .-’—6*,!
ABxAs:[_;;‘xf_g}:_su} BCxBS=| 0 |x| 0 |=0
| 1ol Eiads \6) Ledalbon & )

BC und_Bg sind parallel, S liegt drauf

G N 3 S liE=r s Ve 2 (3
ABxAT:_st[ =_2{4] BC x BT = g ‘x[ia Jz—u f,
\ g ; ; e
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DE xDT

T liegt drin

|
=[ 0 |X
\~4)

22. A(1[-2[0),B(3]-616),C(3[10]12). DG |6]0)
Zeige: ABCD ist ein ebenes konvexes Viereck.

a)
b)

a)

b)

P(0[2|9), Q-4|-18]|-9),

32| 2] 3)

2

8 3
&

|

2 ? .

3 y U liegt nicht in der Fiinfeckebene !
5 v

Welche Punkte liegen innerhalb oder auBlerhalb des Vierecks ABCD ?

Welche liegen drauf ? _

3 (6\ I
AB xBC =(_41|x _—20{3
l\_6 \2_
—_ 2\ I-‘ﬁ"
CDxDA =|-4
5\

sinnig parallel, also ist das meck eben und konvex.

1s- V3 "1\6). 9/ \2

BC und BP sind parallel, P liegt drauf'!

,_4 -5 6
%XAQ : }x(-lﬁ}:m —31

L 6 S k__QJ 2 J
drauBen

— S _4' _] 2
ABx AR = {— 1 err 2 J: -6 [ 1 ] R liegt nicht in der Viereckebene
. 0 2

: r-—4 | (8‘\ LS AL ne Y G
ABXAS X 4}:—12;—3 BC x BS = 16]>< = —?|
\6 3 ) | 2 6) 3
= { e B I(ﬁ )I A& f—d r—3 (
CD x CS _|_ ‘ ]_8 =-10(-3 DA x DS = \_s X 4!—3
12) | -9 sz 0 SJ \

S liegt dﬂn

s . If -1 s
AB x AP :.—4}([4}:—]0 —3} BC,XBP

— %

—

76
:'16

-"I%\X
L6

(s

-

3
3

Hi

:

G .

= —28

i

x( J: —-16 | | -3 |, alle Produktvektoren sind gleich-
—-12 0

Gegenrichtung: Q liegt

:—4[4
J -\G;

2

|
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X. 2. Spatprodukt und Spatvolumen

1. Berechne das Volumen V des von 1,V und w aufgespannten Spats:

R o L R
(i) » =iyl
0 3 3 4 1

—2
-

0

i S An e
o BRI TR B 9
2)

—

—4
a) uvVw-= g =72=V b) U VW=

SO b b

5. Ber.echne das Volumen V des Tei;éeders ABCD
a) A(1]1]/1),B(1]4]4),C4|1|4),D4|4]|1)
b) A(-1|-1|-1),B@l|0|-2),c0]-2]0),D(-2[0]|0)

e Awlolo),Bal2l8),c4l516),D(7]8]9)
Y a 0:3:3 54
a) AB AC AD =|303| =54 V=7 =9
3
o ge S 1 1 -1 i :
b) AB ACAD =|1-11|=—-4 .V=6:§
=1 1 1
e e KA
369
3 _a) Begriinde: Ein Punkt P uhd eine Ebene ABC haben den Abstand ‘
| det( AB, AC , AP ) |
d = - G W
| AB x AC | !
b) Berechne mit dieser Formel den Abstand von P(—4133|25) und der |
~ Ebene durch A(=7|4/-17), B(-71/-13) und C(=8[7]-14).
AB,AC, AP )
a) Die Formeld = el iB.\’ — '~ " istdie vektorielle Fagsung der alt
| AB x AC|
: Spatvolumen
bekannten Formel fiir die Hohe h eines Spats h = g0 auche
Das Spat sitzt mit einer Seitenfldche auf der Ebe}ne ABC.
P ist eine Spatecke, die in dieser Seitenflache nicht vorkommt und von
dieser Seitenfliche den Abstand h hat.
i oy o 0 4 -34
b) det(AB,AC,AP)=|-833 2 |=1682
4 3 4
; : e e 1682
' 3 ABxAC| =290 d="5 =58
3
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4. AQl1l5),B51115),C2[515),D03]5), Spitze S| 1]-D) ‘
' Berechne das Volumen der Pyramide ABCDS
| a) durch Zerlegen in zwei dreiseitige Pyramiden
| b mitder Formel V= ; Gh

R meh LY 141 3 ‘
a) Tetraeder ABCS: %det{AB,AG_AS}: %|gg 06' =—-18
o R e | £153%§
Tetraeder ABDS: ¢ det( AD,AC,AS)= 1 2 4 05‘26

Pyramide ABCDS: V= 16 + 6 = 22

b) G =Flache(ABC) + Fliche(ADC)=8 +3=11;V= 1 Gh=1 .11.6 = 22

|

= G det(P W, ¥) - Pet(q,W,7) |

I'ﬁ.-_Z_eige mithilfe der G'rdEnamﬁE]eritEiE:
(PXQ)X(UXV) = Wdet(p,q,v) — vdet( p,q,0)

GraBmann: & x(WXV) = (FV)W = (Be0)"
(PXa)x(WxV) = (pxq)v)T — (( pPXq)eu)V

(Pav)n -(paga)v

=det{Pqv)u —det(pgqu) v

GralBlmann: (Pxq)xa = (a-p)q — (a-q)p

(Pxq)x(ax¥V)

((axv) af) qh —((WxV)o q> )f;\
(Tvplg-(¥vq)p
(Puv)g -(qdu+v)p

detP U V)q —det(q u v)p

— e s ——

6. Jacobi-Identitit Zeige mithilfe der GrafBmann-Identitit .
(WXV)XW + (VXW)XT + (WXB)xV = j

a

—_— i — —_— % e 3 s i o e B T =T S T — -
{ucwJv—{Vcw)u+tfv:u}w-(wou)v‘+(wuv)u‘_{uev)w: 0

=
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.. a) émg(, D][. windschiefen Geraden g: SEE N und hX =H + v

| GH|

haben den Abstand d = i
| u x V |

b) Bestimme mit dieser Formel den Abstand von ‘

T =N 4~ r8 4 |

g X :[9 J+A[ Jundh == L4]+u[3}. ‘
s S oY LV le G s 4 G

Der Abstand d(g,h) von g und h ist gleich
dem Abstand der parallelen Ebenen, die

—_— — -
von u und v aufgespannt sind und

durch die Aufpunkte G und H gehn. In
diesen Ebenen liegen zwei Seitenfldchen

eines Spats, das von u,v und GH auf-

gespannt ist. Der Abstand dieser Seiten-
flachen ist gleich einer Spathohe h.

Spatvolumen
Seitenfliche —

h= =d(g,h) , wobei
Spatvolumen =| w v GH |

Seitenfliche =| WxV |

(11 A PR 4 4 11
| =5 uav GH =|-13-5| =-324
8§ 4 4
S el 324

;HXV!:BG d{g,h):E:g

8. Zerlegung eines Vektors v in seine Komponenten in Richtung a,b,c:

a) Zeige: Sind a E\ ¢ linear unabhingig, so gilt

—

V h (' o RS e o S abv o I
V = Sea i e R i s e T ’
abe abec 2 b ¢

(Tip: Multipliziere die Gleichung v =0a +p b + yc mit geeigneten

Vektorprodukten oder erinnere dich an CRAMER!)
72y
b) Wende diese Formel an,um v =|-3 jals Linearkombination von
-1
L8 A
-4

und T :L 5 qu schreiben. .
1 .

. (3y= (0
a=-1|,b=f2]
2

’

| |
——— — _4)' L )_ Fol J e R —
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a) v=oa+pb +yc |-(axb) 1
"R;"\u("ethJ:U+f}+y?o(_§xbj odler vab=ycab
T;{h “avb abv
’\I' = i = .~ 0 - = _-:_H' 2 \_
Lab —ach abec
— - = LS e — o o LY L % _\;—‘ }J E\
viEaa EPpbhiEye lelbXe) = T b =ua b e, t=s——
abwe
Vv =aa +Bb +y¢ [o(@xc), => vac=Bbac
vac AV ave
B = g Y = _-;_'\_‘. = \_‘::x
bac -abwc abec
L \.\ 3 0—4 g % = 2 0_4 b‘
b} abC: i =—4 Vb(..: -3 2 5 =—8 [‘,(:':".':';:2
| =€ -1-2 1
et | 2—4 3 1
v'ca=|-3 5 -1|=12 f=—17=-=3 ]
(23R, —4 |
ESSEne s o T TR §
vab=(-38-12|=-4 Y=g =1
3 _-4-9 *

9. Rechtfertige die Gleichheitszeichen

(axblelexd) =abtxd bcoxda
['b\x(?x'd_\}'j:_‘ Ub d)c-(bac)d|°8
(@) (bod)~(&ed )(boT)

1}

]

1. Zeile: Kleu.cprudukt skalar mal Vektor = Spatpmdukt
Sbexd-—hacrt = hexds)

3. Zeile: ausfiihrliche Schreibweise der vorigen Zeile, danach GraBmann
5. Zeile: Distributiv-Gesetz fiirs Skalarprodukt
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10. Quaternionen
William HAMILTON hat 1844 die komplexen Zahlen durch die Definition der
Quaternionen erweitert. Eine Quaternion q ist ein Term der Form
8, + a4 + 85 + ak mit ap, ay, 8y, 85€R , ==k =-1
und ij=-i=k, jk=-Kkj=1i, ki=-ik=]
Hamilton betrachtete eine Quaternion q als Summe einer Zahl a,
aq b

(Skalarteil) und eines dreidimensionalen Vektors a = [32 J?also q=ay+a.
\ a3

Zeige: Multipliziert man zwei Quaternionen g, = 8, +1undqgy,=by+b,
dann entstehen alle uns bekannten Produkte:

agby Zahlenprodukt

a,b,bya S-Multiplikation

aob Skalarprodukt

a X b Vektorprodukt |

und es gilt: (ag+a ) = (by +b)=agby+ayb + bya —aeh + axb,
» « « bedeutet (distributive) Multiplikation zweier Quaternionen.

(8 + a1 + agj + agk) + (by + byl + bgj + bgk) =

aobg + agbyi + aghy + aghsk +

a,b,i — a;b; + a;bok —a;bg) +

a,b — asb;k — agbs + asbgl +

agbok + agb,j — aghsi — agbg j
agb, — [a;b; + asb, + asbg) + 8ol byi + baj + bak ]+ bolayi + agi + agk] +

o+ lagbg = aﬂb'd ] 1 0 [asbl — alba JJ + [alb?_ e a2b|_ } k

+ 4+ +

1




Normalvektoren sind sehr gefragt — das Kreuzprodukt erleichtert ihre Berechnung,

1.

)

a) Xy —

2 Stelle vektorielle Normalformen der Kf_)_n_r_dinaié-x_wbenen auf. |

Gib eine skalare Normalform an von
{ 3 | 2

7&3+ 12=

i

;
X;Xs-Ebene: |

a)
b)

c)
‘ d)

e)

a)
b)

c)

d

S’

E enthélt g X

E enthilt g: X

b

), F— X f
o X =0 x;x3-Ebene: | 1

l:-j. Gib eine skalare Normalform der Ebene E an, von der man weill

E enthilt A(1]|0|-3) und hat die Normalrmhturlg -2

E enthalt A(1]1]-2), B(-2|1/0) und C(0| 1] 2)
E enthilt A(1]|-1|-4) und die Gerade g:"Xm = [

E enthilt A(1|-1|-4) und steht senkrecht auf g:fx =

|

1

: = .r—d,
»‘-\FSXAC L Jx
2

11 »

P

1 ]
-
\ Al

4

=5

_XI. Normalformen

0 b) 2%, +5x;—x3=0 ¢€) 6%, + 3%, +2x;3—-49=0

|x 2 xzxu-Ebene

+ A —1 und hX = u {H |

]und h: X

X — 2% +3x3+7=0

4 |

X+ Xg— 4% — 16 = 0



XI. 1. Normalform der Ebene 227

. B TA iy
e) gund h sind echt parallel, HG X1, = | 0 ><.~1): ~As [=14e- X =0
\1) (3) 1 g

s

x,rxg—xﬂzﬂ

f) g und h sind identisch, es gibt keine eindeutige Losung.

E: 3x, +x,— 6 =0 enthélt P(1] 78), aber nicht Q2| 2| 1)
a) n sei das Lot von E in P. Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot von E du rch Q. Gib eine Gleichung von m an.

1y .r' =P 25 3
2 nX {‘? +L1 b) mX = 2|+]_1‘{}
3 ) Aale ok

Stell_e eine Nm'mz_ﬂfbrm der Ebene F auf, die auf E: 8x; — X5 + 2X3 — 3=0
senkrecht steht und g enthalt

5 41 f2\, R e 3° ‘
a) gX =|[1[|+H b) gX =1 [+p|-]
3 LJJ o aiiaD 2 Foris _[

. — — ——— | —— SR
F wird aufgespannt von T und 1, ,also np e

s e 3 i 2 3\ 1 N\ f l A iy 4\1
a) T_"IEX[}, :( I]X'—llz 1 D{X—(l,:[) X]+X2—x3—2=ﬂ
: L 1 | -1) \ 3 /I
See Nuies : FEL, Aty
b) ngpxr, = [—1 f—l |= 5, g ist Normale von E, keine eindeutige Losung
2) \2)
Alle infrage kommenden Ebenen bilden ein Biischel mit g als Tréger-
gerade.

Bestimme eine (rlemhung ng der Ger: terade g, - die A(1 (1l213) ) enthalt 1t und |
parallel ist zu E: 2x, —3%; — 4x3+4=0 und F: X —Xp+X+1 1=0. |

g ist parallel zur Schnittgerade von »n E und F, also parallel zu Tig X Op

won= () T (0

___ __x 2 3 L __.\-_3 2 i
X = ( +l(1 h:X:(U}-i-p(l] '
1\‘3 ‘\1 \2 \3 ‘
Bestimme eine Normalformen der Ebene, :

a) die durch den Ursprung geht und parallel ist zu gund h |
__b) die g enthalt und s senkrecht : steht a auf der E Ebene von £ i mal

a) _‘i’l-a\:r_\x'r—;: | x{}]: =i - (_1]-5}{ =0 2)(1_)(2_}(3:0
: : 1 \3} -1 \-1




X1. Normalformen

W 00 (M 7 L 0 T R
b) Hb=Tg><ﬂa=[lJ><—1‘=3[1W E:[]Wn{X—W}]!:O, Xo—Xg+3=0
1 1 ] 1
N

) =1l |3 )]
S 'Y f:l R, .f—'?\l
3. X =k 4} e X =i 8
8 lk.f

| g liege in E und hin F. E und F bilden denselben Winkel wie g und h. ;
! Bestimme Normalformen von E und F, eine Gleichung der Schnittgerade s |
von K und F und den Schnittwinkel Von Eund F. '

E, F und s enthalten wie g und h den Ursprung.
E wird aufgespannt von der Richtung von g ?; und der Richtung, die
senkrecht ist zu gund h: T, xT1y, :

oo e ,1 I/_? 3 ."-—4 = J- f I/ 8

o ={4 x| 8 :9|-7 i;nE:-4Jx{— :9‘—4 ; B 8x —4x, +x3=0
\8 l 7 / s \8 \ 4 \, 1

F wird aufgespannt von der Richtung von h T,, und der Richtung, die

5

senkrecht ist zu gund h: T, >< Ty,
w i O Ly =7y |”'_4" e I8
T, XTIy —(4‘ ‘3 =9 =7 ;nF=‘8|><|---? ‘:81‘0| Fix; +x%x3=0

8 ) | 4 =5 4 1)

=i —4 5
Schnittgeradevon Eund F: X =1 [ )
| 4
E und F schneiden sich unterm selben Winkel ¢ wie g und h:
asiy o iy P\l ] Fs
T o, =81  ror,=99y2 cos Q= ——= =52 p = 45°
g°Th g'Th N ¢ PP 5N q

— 1y (3 1 \ e ol
9 gX =X|2 hX—'2'+p
| 3 \1) 3
gliegeinEundhinF. E u11d F haben denselben Abstand wie gund h.
Bestimme Normalformen von E und F.

Auch E und F miissen parallel sein. E und F werden aufgespannt von der
Geradenrichtung T und der Richtung 8, die senkrecht ist zu T und GH:

S=T | ’3\ (_11 — -3 = . 1 _] ."r_.i\"
XGH 2|XI2 4| 2 | HE,F: TXT: :[ ]X*’-i 2 :8|'] |
\3..*" \1 \"1J 3 kl L2)
4 PG g
E 4}(1""}(«2—2}(3—0 F (IJ X —-*[2]]:0 4}{1-}—}{2—2}{3—12:0
=2 1)

10. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene
von A(3|-1[4) und B(7|-5]-2)




XI. 1. Normalform der Ebene 29

Die Symmetrieebene hat die Normalrichtung AB und geht durch den Mit-

r 2 — rihy
telpunkt von [AB] : [— 2\]{ X — L—-‘]H =0 2%, — 2%, — 3x3— 13 =0
-3 £

11. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von ‘

% <o) 1} dhX—M (%)
g _L +/»L un = |+H|\4J

1) 4 )
Die Symmetrieebene S zweier Par‘allglen enthélt deren Mittelparallele m
und steht senkrecht auf der Ebene E, in der die Parallelen liegen
oder enthilt das Parallelenpaar oder steht darauf senkrecht.

-11 ‘2 F—2
4] 10| 1J
_ lﬁ

L%

Ealmeal r1 G atapln
m: X :'z%v;zw ng :Lz x GH =
4

4)

e AR ep s (—2 -4
nsztlexnﬂz 2 xlO‘ 1}:10 —8)

[ 2
WCIX—(z‘I]:O 4X1+8X2“5X3"‘24=[}
L L0

12. Bestimme eine Norma-a]fhrm der Symmetrieebene von
E: 2%, - %, +2%3—3=0 und F: 23, —-X% +4x;—-8=0,
die durch den Ursprung geht.

Die %Lhmttgemde s von E und F steht %nkrccht auf der Symmetrieebene S.

z i gy =1 il e
Ts =|-1|%|-1|=2] -2 | S: 2}31 =0 Xy + 2%, = 0
L! ) k_.d, L 0} 0)
e e e e
13. ¢ X = l+uf 8 P(1]1]1)
\ 11 ) L 1
Bestimme den Ab:.mnd von Punl-.t Pu und Ger: 'id{‘ g

=5

Hilfsebene H: ( 8

1

0’7 -—‘11] O —5X1+8}{2+X3_‘1:ﬂ
\ 1

Schnitt von H und g: B ‘J" _5u) + 8(6 + 8u) + (11 + 1) — 4=0
180 + 90 = 0, p=—2 in g eingesetzt: Q(-15/-1019)

= a3

e 16 =
QP - [1 | ar@=QP =21
\ |

oo




XI. Normalformen

TN r’l .\I A
14, Welche Punkte der Gerade g: X =|2 |+u ( 0 | haben

i {
\ 3 ) \-1)

a) vom Ursprung die Entfernung 2\-"?‘? ‘
b) von der x,x,-Ebene den Abstand 3 ?

¢) von der x;-Achse den Abstand 2,5 ? ‘

2 B

3 |

il

+V
L

d) wvon der der Gerade h: f =

1L —
1 | den Abstand 2v/3 ?
0

a) Bedingung: (X 2= (2y11 )2
(L+pP+22+@-pw?=44 2—4pu+14=44 p2>-2u4-15=0
(L+3)Xu=-5)=0 p=-3, G4-2|2/6) p=5, G(6|2]-

b) Bedingung: x; =+ 3 (dritte Koordinate d(,r Ger adenglemhung)
3—pu=%3 un=6, GJ(712/-3); pn=

¢) Ebene durch X (a|0|0) mit Normall"i(:htung der x,-Achse: x;=a
schneidet gin S,: 1 +p =a, p=a-1 8S,=G,,@l2/4-a)

U

Bedingung: X, G 1 5 beziehungsweise X,G, ;%=6,25
02+922 4+ (4— —623_>4 a=+15 W =45 Hp=15
Gy (55|2|—1 5) G,5(2,5]12]1,5)

Andre Moglichkeit: Der Vektor v , der den allgemeinen Punkt G, von g
verbindet mit dem allgemeinen Punkt X,(a |0/ 0) der x,-Achse, muB die
Lénge 2,5 haben und auf der x,-Achse senkrecht stehn

T e [ ISR 1+u—a\ i B
v = X,G, :I 2 ; Senkrechtstehn: | |0 |=0=a=1+U
e T L '-J—u J 0
_ & B
v z{ 2 | Lénge: v%=6,25=3— L=t15= u; =46 W=1,>5
\3 —H)
Gys(5,5121-1,5)  G.x2512]15).

d) Der Vektor v, der den allgemeinen Punkt G, von g verbindet mit dem

allgemeinen Punkt H, von h, muB die Liange 2\."5 haben und auf h senk-
recht stehn

= flTj.L—v\ L+ =V 1S
v=H G ' —v |; Senkrechtstehn: [ Jev 2=l ]: 0, = pu=2v+2
) it 1 E AT .\ 2-p _ri. i\ 0
l+v
V =|-1-v [;Linge: ¥2=12 = 6v2+4v—10=0,83v2+2v—5= 0,

= 4 G,(S | 2 -1) Vg = -—% Us = "'j G_4_;3(_]'f3 | 2 | 13’I3-’l'




15.

16.

[17.

XI. 1. Normalform der Ebene 231

_\ 2
In welchen Punkten schneidet die Gerade s : [ 2 W [ ]
5 )

— 70y 2 '
den Zylinder um die Achsea: X =|-2|+L [—2} mit dem Radius 6 7 |
—1 1 '

LR \osbhe |

Hilfsebene H senkrecht zu a: 2%, — 2%, + X + ¢ = 0 schneidet s
% r6—4den
2(2+ 40) - 22 + 20) + B +50) +¢=0 = A=-3(8+0) inS, 8 = 4 Lu 2c

12 - 5¢

H schneidet a: 2(21) — 2(-2-21) + (<14 +¢=0 = p=—3@B+c) inT

» 4 (—6-2c) R (1Y

T =3 [-12+2c TS =3 2f1—4c]=qL12—-2c} 2 |

“|-12-¢] (24—4c) ° 2 |
Bedingung TS =6: TS = |.3=6 =2c=12%18
e =15 S,(-6|-2|-T) cy=—3 S.,2|2]3)
g X =|4 +p.‘il| P(14 (6] 3)
\6) |4

a) g ist Tangente einer Kugel um P.
Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.
b) Auf g liegt der Mittelpunkt B der kleinsten KUUL] durch P.
Berechne B und den Kugelradius r;, und die Schnittpunkte S
von Kugel und Gerade. i
¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel, :
|

die durch P geht Lnd gberihrt.

a) A ist die senkrechte Projektion von P in g; [PA| steht senkrecht auf g, ist

| ._s !
der Kugelradius. Hilfsebene H: | 11 - ‘ 6 J]. =0, 8%+ Xy+4x3=130

schneidet g in A: _ e
8(2 + 8) + (9 +1) + 46 +4) =130 =>p =1 A(10]101 10)
= —4 A
I’A:(ﬂ: r,= PA =9
i

b) B=A, ;'b =7 Strecken der Linge 9 von A aus abtragen:

— 8 10 /8 -
oS =Azo1] [10\;‘: 1) s.18|11le) s«zl9le)
4J (10) \%)

¢) [PA]ist Kugeldurchmesser c(121816,5) r,=4,9

Spiegle den Punl'{t"ﬁm'ﬁerﬁaegé E:

Ve
a) Pa4|2l1), E:8x,-%=0 b) P11]11]3),E L




[18.

XI. Normalformen

e 14 » 35
a) Projektionsgerade p: X :{ 2 |+_uf—1 ‘ schneidet E in P";
1 e

4

314 +3W)-2-wW=0, = pn=—4,P(2/6/|1)

SpiegelpunktS: S = P' + PP' =2P' - P,  S(-10]10| 1)
Sty Tin. 3 _ )
b) Projektionsgeradep: X = [ 11 JJ+ [T W schneidet E: 3x, + 3x, + 2%, =6
S 2
inP: 3(11+3uw) +3(11+3w) +28 +2u) =6, = p=-3,P(2|2|-3)
SpiegelpunktS: S = P' + PP' =2P' - P,  S(-7|-7|-9)
E: x; + 2%, + 2%5 + 30 = 0 PoO[2]1)

a) Eist Tangentialebene einer Kugel k, um P,
Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) InE liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r,,. i

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel, |
die durch P geht und E beriihrt. '

d) E ist Symmetrieebene der Kugeln k, (von a)) und k'
Berechne den Mittelpunkt M' von k'.

e) Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die k, und k' beriihren ?

f) Die Kugeln k, und k' lassen sich durch eine Halbdrehung ineinander
tiberfiihren. Beschreibe in Worten die moglichen Drehachsen.

g) E und die Kugel um P mit Radius 13 schneiden sich. ;
Berechne Mittelpunl_ct M und Radius p des Schnittkreises. .

e 0 b
a) Projektionsgerade p: X = (2 +1f 2 ] schneidet E in A:
X 1 J \ 2 g

L+22+21)+2(1+21)+80=0 = p=-4 A(-4|-6]|=7)

— { 4 A\ S—

AP =l g Y= AP —19%

\ 8 )!

b B=An—r ¢) [PA]ist Kugeldurchmesser, C(-2|-2|-3),r,=6
d) M und P liegen symmetrisch beziiglich E

M=A+PA=2A-P M(8|_-14|_15)
e) InkE

f) Die Drehachsen gehen durch A(—4|-6|-7) und liegen in E, bilden also
ein ebenes Geradenbiischel mit A(—4|—6|-7) als Tragerpunkt.

g) A(-4|-6|-7) ist Schnittkreis-Mittelpunkt.
Pyt:p?+122=132=p=5




XI. 1. Normalform der Ebene 233

19, B: dx, + 4x, + Tx;— 81 = 0, k ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 41. |

a) Berechne Mittelpunkt A und Radius p des Kreises,
in dem sich E und k schneiden.

b) Verkleinert man den Schnittkreisradius von a) um 16,
so ergibt sich ein Kreis, in dem sich E und Kugeln mit Radius 30
schneiden. Berechne die Mittelpunkte M dieser Kugeln.

¢) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen von k,
die zu E parallel sind.

e T ;i -
a) Projektionsgerade p: X :u(zi ‘ schneidet E in A(4|4/|7)
7)’
P+ OA2=41% =p=40

b) (40-16)7%+ AM2=30"= AM =18
Strecken der Linge 18 abtragen von A aus in Normalrichtung von E:

LN

M,, = A +18T;%= A +271; M (12]12|21) My(-4|-4[-7)
¢) Auch die Beriihrpunkte der Tangentialebenen findet man mit Strek-

=tk g e ey B A= 41
kenabtragen: B;,=0 4l ng =%7g 4J', Tyg: g ofl X —(£73)
: \r'? Lot

T]: 4}{1+4X2+7X3“4120 T-‘g: 4X]+4XE+7){1+4]:0

r

s

e \

/ r2
20,01 X =7 +].£!3J PO |-8]11)
a) Berechne Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
die durch P geht und ihren Mittelpunkt auf g hat.

b) P sei die Ecke eines Quadrats, von dem eine I_":'iagona!e in g liege.
Berechne die restlichen Quadratecken und eine Gleichung ihrer Ebene.

¢) Wo (Punktmenge, Gleichung!) liegen die Mittelpunkte der Kugeln,
die das Quadrat in b) b@hrﬂ‘{__ L AT i ]

\
b

a) M ist die senkrechte Projektion von P in g:

-0 e g . .
Hilfsebene H: {;5 W{ X - [_3 H =0, 2x, + 3%, + 6%, =60 schneidet g in M:

6 11 ) |
2(1 + 2) + 3(1 + 3w) + 6(1 + 6 =60 = p=1; M@3|4|7),r= MP =14

b) PanMepiezelnergibtP: Pi=M + PM =2M ~F = F(=3 116/3)
die andern beiden Ecken Q, ,liegen in g, also Streckenabtragen:

e 50" p8Y R : : o
Q=M imfﬂ] ali 12[3} Q7110119  Qy-1[-21-5)
\.6.: \? 6




XI. Normalformen

e e E 7 Y
Ebene mit Normalrichtung MP xT, :|—12 IX| 8 |=| —28 | durch M
S el { 42 )
6y U |
| 2 o X —[4|l=0 6x, + 2%, —3x3—5=0
\—3) L \7 A
] = { 3 { 6 o
¢) Gerade MP: X = | 4 ‘—I—G‘ 2 I.
i b 5

————

|21. Spiegle die Ebene E: 2x; —3x, + 5%, —7 = 0
' a) am Ursprung b) an der xg-Achse ¢) an der x,x,-Ebene

X%/ %) in E & 2%; — 3% + 5x3—T =0
gespiegelte Ebene E': n;x, + nyX, + ngxs + ny = 0

a) X(-x;|-x|=x,)inE' & —1; Xy — NoXy — NgXg + Ny = 0

=0 =-2, np=3, ng=-5, ny=-7 B —2x; + 3%, - 5x3—-7=0
b) X(-x;|=x,/%)in B & —1;X; — NgXy + NgXq + Ny = 0

=>n;=-2, Ny=3, ng=5, ng=-7 E" 2%, + 8%, + 5x3—T7=0
) X(x,l X,| %) inE' < N;X; + NoXg — NgXg + Ny =0

- H] = 2‘ Il? = _3: n;j . '_5, n“ - _7 EI 2}{] e 3‘5‘:2 T 5}[;:‘ f— 7 = U

22, Spiegl_u die Ebene E: 3%, + 2x5 — 1=0

\

a) am Punkt P(1]|2|3) b) ander Gerade g: X u | ‘
(3 )

b =

) euderbbene B 2% + 856,20 o o Slaggllgobes ¥

a) Bei einer Punktspiegelung macht die Ebene eine Halbdrehung, édndert
also ihre Normalrichtung nicht; man spiegelt bloB einen Punkt der

—_— — LS — — I-"] A
Ebene, zum Beispiel A(1/0|-1): A'= P+ AP =2P — A = | 4
L7
'\ .'l
fiet B —s 1y
0 IG[}& —‘ 4”:0 E:3x; +2x,-17=0
| 2 ) i

b) A(1/0[-1)von E an g spiegeln ergibt A’(—g-;- [— rf, | l )

B(1|-1|-1) von E an g spiegeln ergibt B'(-1|-1] 1)
E und g schneiden sich in S( % | :; 3 )
E'geht duch A', B'und T: 12x, - 18 X—13%3+7=0

Fa

e

e) A(1[0/-1)vonEanF spiegeln ergibt A'( 2 i

=)
=

1

s i I A ey
E und F schneiden sichins: X =| 1 ‘+ G| -7 |

l=1} | 6,
E’ geht durch die Punkte von s: P(1|1|-1) und QG5518|-7)

E' geht duch A', Pund Q: 12x, - 18 X—13%,—-7=0




XI. 1. Normalform der Ebene 235

a) E: x;+10x,+9x3-4=0 F: 11x; + 19%, +8x3—-4 =0
b) E: 2x; + 4%, + 5x3—4=0 F: 8%, + X, +5x3—4=0
c) E: 3x,—-4%, +5x;=0 F: =%, + 3%5 + 3%3—-9=0
d) E: x;+4%,+9%3,—-1=0 F: 3%, +5%,— 8%+ 1=0
. - =5 o 3
a) ngenp =273, npnp=182VY3 cos@= SLEE s @ =30°
1828 °
b) Tgonp =45, NgNp = 45V 2 COS Q== Lf Q=45
452 &
¢) Tmpenp =0, = @=90°
d) Tgoenp =-49, ngnp=98 cos § = i ¢ = 60°
Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und g:
_a f 3\
a) E: 5% +5%,+2x3-6=0 g X =p|12
|3
LY .I"' 13\. 3 A
b) E: x;+x,—3x3+13=0 g X =,LLi-Tf+[—7
2k A s |
& 1y ( Oy ;
¢) E: —=x;+5%x,—10x3=0 FoX :u|§!+,—17| |
a| |
T S e
= Feb [, l-" 1" A
d E: x +%X+4x3+111=0 g X =pf4 |+ 7 !
§ —8) \-1) |
a) Mgor, =81, ngr,=54\3 sing=—_"= s ¢ =60°
b) Tp rF; = =ar=A)
¢) TpeT, =-21, npr,=42, sin @ =3; ¢ =30
N d Sl P L ity el = 457
d) mper, =-27, npr,=Vy18.9 smne= P ¢

Berechne die Schnittwinkel vonE: 12_xi vT2x2—+17x3 = 0 und den 5

a) den Koordinatenachsen

a) x;-Achse: ngoe; =12

LY — Irl._a—_
x,-Achse: Tipe€; =—12 nge;=Y577

xs-Achse: ngoe; =17

T
ng-e; =\Y577

T
ng-es ="Vo77

a) den Keordinatenebg_rle_n J

sin @) = LS gy=29,97

N a7
. 12 Fre
Sy =—FT— = 29,9?
A BTT
: 17 A
s @, = I_rq—_ Py = 45,05

o




XI. Normalformen

x,X,-Ebene: g oe; =17, nge; =577 CoS @ = ,:T Py =
44,95°
x;xg-Ebene: mpoe, =-12 nge, = \ffS_TT cos @ = %7 @; = 60,03°
Vb5
XQX:;'Ebcne: n_E\G-Ei\ = ]2. l‘}.E-el = \III5T7 Ccos (p] = .‘,_rr_g'?".r l.p] —
60,03
26, H: 2x,—x,+x,-4=0 A(-1]2]2) B(3[-3]1) o

a) Bestimme eine Normalform der Ebene E,
die auf H senkrecht steht und durch A und B geht.

b) Bestimme eine Normalform der Ebene G,
die AB in A senkrecht schneidet.

¢) Bestimme den Schnittwinkel ¢ von G und H. |

d) Bestimme eine Gleichung der Gerade g,
die durch B geht und parallel zu G und H ist.

e) Bestimme den Schnittwinkel v von g und F: X; + 8% —%X3=0. |

-

a) E wird aufgespannt von iy und AB , hat die Normalrichtung ny x AB

s —— -f2\ (4 r 1y i B P L
fig X AB =[-1|x[-5]=6(1); E: u} X - 2U:U,x1+x9—x3+1ﬂﬂ
\1) |'~—1,..5 i) \-1) \ 2)
/ b 1 ey - 1 ‘-,_'
b) G:|-5|0 K—| 2|J:0 4% — 5Xp— X3+ 16 = 0
)17 {2
¢) Tmgeong =12 nn-nH:G'\ﬁ r:ns:p:% ¢ =40,9°
: . S S L e 4 If'l" SR ol i B
d) ghat die Richtung Tig x7g =|-1 x[—S;:Ga 1 l g X =|-gl+u| 1 |
e el \-1) S o
—t A la . 5 ~ o
€ Dper, =5 Np-Ty = 32 Sin Y= - W = 60,5

127. AB|113),B614]5),C(75/1]6) und Spitze S(4 | 1/ 8) bilden ein Tetraeder. |
' a) Berechne das Volumen. ,
| b) Berechne den FuBpunkt F der Héhe durch S und die Linge dieser Hohe. |
| ¢) Berechne den Winkel o zwischen der Grundflziche und der Kante [AS] .

i d) Berechne den Winkel p zwischen der Grundfliche und der Fliche [ ACESJ_-_

1345 1
30 0‘:9,75

a) V=_lldet(AB,AC,AS)|= !
2 3 &




X1. 1. Normalform der Ebene i 27

3y 4.5
W EABC:2X1_3X15+3:U

b) Tape = ABxAC = L ‘x'
2

\ 3 J o 3;’:

LN (4 2 i
Hohengerade X =1 | \' u[ W schneidet E pc im FuBpunkt F(6|1]5)
3

o SEC 8;’ o
h=8F =13
L‘] .ﬁ!\.}.g-c\U_A_S = 13, NAge * AS = '\l|26 13 sin o, = 9 \J_ o= 45"
B S S el B i o r‘ T,
d) Tacs = ACXAS —|OJ>< OJ:—13L 1]; TapcoNacs =0 P =90
5 0
28. A2[-3 i

a) Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks ABC.

b) A, B'und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in die
x,X,-Ebene. Berechne den Fliacheninhalt des Dreiecks AB'C'.

c¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen E,pc und der x,x;-Ebene.

Ty 3 —2
a) E;‘\BC—1| ABXAC| ﬁBxAC ‘ r Wx(—Z}:Q[S } Fapc =7

/ k‘z, -6

b) A{zl|—3|[))_.B{_—1;3|0)und0(5|—

e = o (3)_1o( 0
Fypo =3l AB'XAC | =& AB «A'C =| 6 |x|-2 Z[UJ Faypgc=6
\afg\ 9 5
Lo 2 e 6 a
€) TNagc :(3J Napco€3 =6  Dapc-e3=7 cosQ= 3 ¢ =31
6

kS
Zusammenhang zwischen a), b) und ¢) :  Fape = Fapc - €05 @

29, E: 2x1+3x2+4x5+5 0, A(1]2]4),B(-2/21-9), c-2719)
A', B' und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B undCin E. |
a) Bestimme die Bildpunkte A', B'und C'. -
b) Bestimme die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und AB'C.
¢) Bestimme den Winkel ¢ zwischen F und Exgc und bestétige die

_ Beziehung Fg¢ = Fapc - €08 . AP T araim g e =
S = ' 2 ' 2

a) Die Projektionsgeraden a, b und c gehn durch A, B und C in Richtung | 3 |

/

und schneiden E in A', B' und C"

— e | 2

a X :;r ]+|)L \EmEemges-:—tzt = p=-1= A 1[-1]0)
4

\ 4
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b: X :{ 2 i+d 3] in E eingesetzt = 6=1 = B'(0[5|-5)
-9 ] 14,
~ '/_.2\' “n ' : al \
G :i3 7 |+0| 3 |inE eingesetzt = 6=-2=C'(-6/1|1)
X 9 S 4/'
D e s m a . =3y r—38y 6 \ y e—
b) Fapc= 3l ABxAC|,AB><AC:‘ 0 [x| 5 |=|5t| Fapc= ;7366
\_]3 |‘\ 5 / \'_lﬁx .
lfm“' -\l 5 '_I\ I,r]\ (—5'1 (2, s
FA'B'(:': ?I AB' =< A'C [, AB'xAC =| 6 2 :8; 3 “ F;\'RC _/1\39
; l'-;‘5. \J :'\4
— % r%‘ e S 2\ — — .8
C) Tapc :LEJ‘; Nage —[i Nppc® Dpape = 232
=15 )
nan i oa 230 [2
s Dage =N T -\ 29 COS () = — — =4\ [—=
HABC ” TABC VTa00 2 ? V7366 - 29 127 €

cos @ = Fape _ 8V
' Fagc /7366

Il
H
_G
I
) |
©
e
=3

30. Die sechs Punkte auf den Koordi-
natenachsen, die vom Ursprung
die Entfernung k haben, bilden
ein regelméBiges Oktaeder.
Berechne alle Winkel zwischen
den Kanten, zwischen den Fli- B'
chen und zwischen den Kanten
und Flédchen.

Kantenwinkel

Der kleinste Kantenwinkel ist
60°, weil die Seitenfldchen
gleichseitige Dreiecke sind.
Der grofite Kantenwinkel ist
90°, weil die Flichen ABA'B'
und AC'A'C Quadrate sind.

Fléchenwinkel
Seitenflédchen mit gemeinsamer Kante, zum Beispiel ABC und ABC'":
Firk = 2 ist M(1| 1/ 0) die senkrechte Projektion von C(0| 0| 2) und

e S (—1y
C'(0| 0| =2) auf die Gerade AB. Die Vektoren MC = [—IW und MG' = (1]

2
2) et

bilden denselben Winkel 8 wie die Seitenflichen:
MCoMD =-2 MC-MD =+6-16=6 cosd=—3 &= 1095
Seitenfléchen mit blo gemeinsamer Ecke bilden den Winkel 180°— & = 70,5".
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Kanten-Fliachen-Winkel
zum Beispiel bilden die Kante [AC'] und die Fliche ACB' denselben Winkel
wie T(‘\ und die senkrechte Projektion _E-”\ von E in die Ebene ACB'.

E(01515)

: — ==So TeI r’—] _,"0\ r—1 N
E.‘\CB': Il :A{:M‘XBIC :'-2 wagll‘:‘il 1 XI—Xz"i"Xg:z
‘\ i kag ety
: =5 = AU S onl ¥ e e 1 N e 4
schneidet Projektionsgerade X =| 0 ‘+ r|-1}inC(3 (= il = h=3
I\—Q}. I\ ! J :
ST = AR R /—2!’3 A\ —2 B - — 2 —— 8 -
AC" « AC =| -4/3 | |=§ AC".AC = 268 = 23
3 3 3
=93 j 2 |
1
cos w=—, ©=54,74"
V3 l}fs
spesl e e ns F(-51015)
Bei dem Quader- | Goi-sIB._————1 %
stumpf ABCDEFGH ‘ -

sind Grundflache
ABCD und Deckfla-
che EFGH quadra- |
tisch. Berechne den |
Winkel zwischen

a) den Seitenfla-
chen HGF und HGD

b) den Seitenfld- |
chen AHD und AHE |

¢) der Kante HD

Die Dreiecke, die mit
der Deckfldche eine
Kante gemeinsam ha-
ben, sind gleichseitig.
Deshalb ist zum Bei-
spiel die Kantenmitte
M senkrechte Projek-
tion von D in GH und
die Kantenmitte L
senkrechte Projektion
von E in AH.




b)

c)

XI. Normalformen

= a5 OB ey .\ (—5". r—1
M©2,5]-2,515), MD :[_2,5]:‘2,5 |, Mv=HE =[5 |=5[1 1
=B -2, \OJ LGy
MDo-MV =255(2), MD.MV =25+6542=255.243
oS 0. = --_,é o = 125,26’
V3
R s (2N, —maty O 0
L5125/25), LE :[2,5|=2,5 i | HD =2k :5[. 1]
T oty )l
LE-HD =255(2), LE.HD =25v652 = 255243
=1
cos fi=— =126.26" =0
B 7 B :

An einer Skizze macht man sich klar, daB die G_rcrade HD Grund- und
Deckflédche unter 45° schneidet, die Kante [ HD | mit der Deckfléiche
180°- 45° = 135" einschlieft.

. ABCDS ist eine viersei- |

Xy
tige gerade Pyramide | A

mit quadratischer
Grundfliache.
Berechne den Winkel
zwischen

a)

b)

c)

a), ¢) Der Winkel o zwi-

Grund- und Seiten-
flache

zwel Seitenfldchen
mit gemeinsamer
Kante

zwel Seitenfléchen
ohne gemeinsame
Kante.

schen Grund- und
Seitenfléache ist 45°,
weil das gestrichelte
Dreieck rechtwink-
lig (bei S) gleich-
schenklig ist. Der
rechte Winkel f ist
der Winkel zwischen
den Seitenflédchen,
die keine gemein-
same Kante haben.
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b) Die Seitenflichen sind kongruente gleichschenklige Dreiecke, deshalb
haben zum Beispiel B und D dieselbe senkrechte Projektion L auf AS:

S—N 0 15
AS: X = [0 1 - u( 1 ]geschnitten mit der Hilfsebene H durch D
5 -1

1 S 5
senkrecht zu AH: [ 1 ]{ X - [—5}} =1 X;+Xy—Xg=0
-1 0

ergibtp=2,L2[2|2)

—— 1 —a “2 ey e e (S R
LD z?(—E},LB =-§—”[1J ID.LB =2¢3) ID-LB=2%
3 |2 1

Seitenflichenwinkel: cos y=- é v= 120"

133. Der Korper ABCDEFGH |
entsteht so: man verdreht 2
kongruente Quadrate 45° ge-
geneinander und verschiebt
eines so weit nach oben, bis die
Seitenkanten so lang sind wie |
die Quadratseiten.

a) Bestitige die
Koordinaten von

H\2|015V242)

b) Berechne den Winkel
zwischen Grundflidche
und einer Seitenfldche i
mit gemeinsamer
Kante

¢) Berechne den Winkel
zwischen zwei Dreieckfla- |
chen mit gemeinsamer

| Kante. |

a) H(h,|h,|hy), h, ist 0, weil nach
der 45°-Drehung die oberen
Ecken genau senkrecht iiber
den waagrechten Koordina-
tenchsen liegen, h, = 52, weil
das die Liange ZH der halben
Quadratdiagonale ist,

H(54/2| 0| hy), die Strecke
[AH] ist so lang wie eine




c)

c)

XI. Normalformen

= (25 T
AH =| _s W Bedingung: AH® = [ 5 T = 102
hg ) | hg )

50 — 50v2 + 25 + 25 + hy’ = 100 = hy?= 2522 —hy =+ 5\ 22
L(510(0) ist die senkrechte Projektion von H und O auf AD,

— 5-\II§_ 5 = — [ 5'\. e — —— - e

i P ST T, ={ [, LHoLO =-25(y2-1), LH -LO =253
5\2v2 S

Seiten-Grundfldchen-Winkel: cos p = — Y2=1 B = 103,84

B ;
Weil die Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind, ist M senkrechte
Projektion von H und B auf AE.

AG51510), E0]5v2]5V2v2), M( | 52+ 1) 3\/2@}

: 1-2v2 = 3 i 2
MH =7/ ¥2+1 |, MB = 2|V2-1 | MH.MB = 25(1-22)
2 — 9 ==
~V 2v2 \G\fz

MH.MB =535y3=75
Seitenflichen-Winkel: coso=-1(2y2-1) ¢=12755"

T e

g.: X =|a+1
i)

Untersuche die Lage von g, und E.

Welcher Punkt B in E liegt A am néchsten ?

Welche Schargerade liegt A am néchsten ?

E sei Tangentialebene einer Kugel k um A.

Berechne Radius und Beriihrpunkt.

Bestimme eine Gleichung der Ebene H, die die Kugel k von d) halbiert

und auf den Schargeraden senkrecht steht.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von H und E.

0y

+}1‘1‘ E: 3%, - 6%+ 2%, +4=0 A(15[1]3)
.3 )

Gemeinsame Punkte suchen, g. in E einsetzen:

3(2a)—6(a+ 1+ 1) +2(1+3u) +4=0= 0 =0 ist erfiillt fiir jedes a und y,
die Parallelenschar liegt in E.

B ist die senkrechte Projektion von A in E:

—= 159 33
Projektionsgerade p: X zl 1 |+b (— 6 |schneidet E in B :
IS, :
3(15 + 3b) — 6(1 ~6b) + 2(8 + 2b) + 4 =0, = b=-1inp: B12|7|1)
Die Schargerade muf durch B; klappt fiirpu=0und a =6

g : f:fl'iz%u[?]
L \3)

|
#
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|35.

Beriihrpunkt ist B(12|7|1)vonb), r= AB =7

d)
70 Yo[=> 1567
e) H: 1.{){—(1]:0 H: x,+8%;—10=0
3 ) L 3)
3 - 0 s 2 =t 12 1 A
f) s geht durch B mit Richtung| 1 |x|-6|=| 9 |: X =| 7 |+0| 9 1
Biier [l 1 =5
ST IS | . = : ]|
= I —21+p—'ﬁ M(-1|0]-1)
1) a
a) Beschreibe in Worten die Geradenschar und bestimme
eine Gleichung der Ebene E, in der die Schargeraden liegen.
b) Welche Schargerade geht durch M ? |
¢) Welche Schargeraden beriihren eine Kugel um M mit Radius 2 ?
Welche Schargeraden sind Sekanten der Kugel ?
d) Welche Schargeraden halbieren die Winkel der beiden
Kugeltangenten g, und g, ?
e) Welche Schargerade hat vom Ursprung den kleinsten,
welche den gréfiten Abstand ? 2
a) g, ist ein ebenes Geradenbiischel durch (1|2 | 1) parallel zur Axge,
weil sich nur die dritte Koordinate im Richtungsvektor éndert.
. % o N e BN AL Iov fesiair 1)
7w < (A(A(F] B HE- (3]0 menereo
:I\D.f[ 1); -'\D_,r’ U‘) l\]-‘.’.l
=1y 1 ) / ~ 1 i G
b) 0 :[—2 sitl=t| =S pu==2ra=1; Mheg‘aaufgl:}x:|—2 +‘u{—1!
I\_IJ I\.I,' \ & l.]_f 1.."
¢) Die Beriihrpunkte B, sind die senkrechten Projektionen von M in g,.

Bedingung: der Vektor, der M mit dem allgemeinen Geradenpunkt

PRl 3

X JJ. e T
verbindet, hat die Lidnge 22 MG, =|-2- Ll} MG, *=4
2+ap)

(2 + )2 + (=2 —p)? + (2 + ap)® =4 diese quadratische Gleichung soll fiir p
genau eine Losung (Berithrung) haben, also auflésen nach p: .

(a2 + 2)u2 +4(a + 24 +8=0 (&), Diskriminante D muB gleich 0 sein

D = 16(a + 2)* — 32(a? + 2) = 16(a® + 4a + 4 — 2a° — 4) = 16a(4 —a)

D=0 =a=0 oder a=4

: 2
(%) aufgelost: p=-2 T 2: nw=-—2 oder p=—73
a“+2
Bt il !F']
A=O =0 B L —2|—2'—1W By(-110/1)
by B
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. ] 41 5
3 IIEJ {—]J B4(q|"_|_)

3 3
\ 4

Sekanten liegen vor, wenn D > Oist, also a(d—-a)>0 = O<a <4

d) Weil M auch in E liegt, E also mitten durch die Kugel geht, ist eine Win-
kelhalbierende diejenige Schargerade, die durch M geht, und das ist g .
Die andre muB} drauf senkrecht stehn (und freilich in E liegen!), ihre
Richtung T ist also senkrecht zu g, und Tip :

=% 1y 1 S 1 S e
1‘:(—1 xdt go b= 1= go: X =|-2|+p|-1
Lol il ()7 )

e) Senkrechte Projektion O' von O in E liefert den Geradenpunkt, der dem
Ursprung am nichsten ist: Die Schargerade durch O' hat den kleinsten

e fl 55

Abstand vom Ursprung. O' ergibt sich als Schnitt von E und u: X = 6|1
\ 0

g 1
a=4,p=-2. B, :,(—2]—

Calba

F

1 i ; e R T 15 3 5
o+0+ ]:0,0:—;;0'(—5 |—§ [0); | -1/2 |= —21+u -1|= p=-3, a=;
" 0 /l 3 a 3
S e oS ER il i
Gerade gy, mit kleinstem Abstand vom Ursprung: X = {—2 + ;Li —1 J
1) \2/3
Die Schargerade mit dem grifBten Abstand vom Ursprung steht auf g,
: . 75 Ky (]~ 1(3\ .rl') =2y __2,f'|‘
senkrecht, hat also die Richtung [y x| 1 |= -{— 3|x|1|=3| 2 |=3[-1 ‘
| 3 3 3 |
\2/3) \0 . \ J 6 =2

b

0 )
) — 1y 50
Gerade g 3 mit groBtem Abstand vom Ursprung: X = (—AJ +U -1
1 \—3
\ \ B

36. Bestimme von E,: x, + ax, + (a + 1)x3 — 6 = 0 die Biischelebenen,
| a) die mit der x;-Achse 45° einschlieBen
b) die mit der x,x,-Ebene 60° einschlieBen
i ¢) die mit der x,x;-Ebene 30° einschlieBen
| d) die 30° mit der Ursprungsgerade durch (6| 7| 1) einschlieflen
- e) die senkrecht sind zur Gerade durch (2|4 |2) und (40| 0)
| f) die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1] 10[-7)
g) die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1] 1]-1)
= h) die senkrecht auf E, stehen
! i) die mit E; 45° bilden

1 =
TR no=\2a dias 1)
la+1)
[ | 1 TN
— & | I ;
a) Mm.oe =| a }aiU}:l ng-e; =\2@%+a+1)
a -+ I.J" '\U_r"
- | E\O e;\| = ) 4 ST\ 1 |
Bedingung: - = sin 45° | A, 0% | =242 n,e
n,-€ % 2




b)

c)

d)

e)

g)

h)

i)
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1_—\n2\,’2(a +a+1} = 1= \G‘+a+1 = 1=a’+a+1
a(a+l)=0; E;:x; +x3—-6=0 Ei:x—-%-6=0
SN W e 1 \‘ O
Nyeeg =| a |o/0|=a+1 n,e;=y2a%+a+1)

a+l 1
T 1
Bedingung: nges = o8 60° | o, o ey | =5 N,
a+1l|l = V2a*+a+1 = 2@+1)y=a‘+a+
la+1] = 2+/2(a? 1) 2@+1P=a’+a+1
2a+4a+2=a’+a+1 = a’+3a+1=0 = a=1(-8:v5)
Nisse 4t o SF
n,oe, =| a G{O =1 n.e;=\2(a%+a+1)
a+1/ (0
| ;, oe |
Bedingung: i 91 = cos 30° | o, oe; | = \'EIL1 €y
a <1
1= %\’EV?(az-havfl) = 4=32a%+a+1)
3a®+8a+1= 0 hatkeine Losung, das heifit,
in der Schar ist keine Ebene, die mit der x,x;-Ebene 30" einschliefit.
— I/ 6 1 3 --6 Il_—.i | e
ns 7 |=| a s( 7 |=8a-5, nﬂ-rg:w2(32+a+1}\f86
!\ 1 a+1) (1
‘ Tﬂ‘o.r_g\ ’l : - S e 1
Bedingung: S = aiatk | B, o, | =5 Daly
na'lg el |
|8a-5| = 1y2a®+a+1) {86 = (Ba-57=43(a"+a+1)
21a?-8la—18=0, 7a®-27a—-6=0, =>a=6odera=—;
EG:X1+6X2+7X3—6:0 E_lf-?:Txl—Xz'i'ﬁXa_{lZ:O
- 'r_2' f{] Wby
ry = Jibtpmallel zuL 2]: n_, Eoix—2%—%3—6=0
2 -1
1
_11_,:{}0]20 —1+10a-T7a-7=0 = a=2 Ep:x+2x+3x3-6=0
7

r 1

Eﬁt 0= 1l+a-a—1=0 istfiirjeden a-Wert erfiillt, das heifit,
1

die Gerade ist parallel zur Trigergerade desEbenenbiischels.

il 1
Fﬂ\u-n_ﬂ\zosl a o 0\1:0, :>3.:-2 E_E:Xl_zxia_xs'_ﬁ
la+1) (1)
< W 1 1N e e
71;01'11=[a 10 1|=3+3a rnﬂ||n1|:'\42(a +a+1)y
a+1) .\QJ
| n, oy | it B 5 R EaS
. csds W e l=3v2lE A

=i
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|3+33|:%ﬁ\’%2+a+ij\ﬁ = 3l1+al =V3v2@2+a+1
3(1+af=2a%+a+1) =a’+4a+1=0=a=-2+3

87. E. @+Dmg+a—1x=a ‘

a) Bestimme eine Gleichung der Ursprungsebene,
die alle Scharebenen senkrecht schneidet. i
b) Welche Scharebene steht auf E, senkrecht ? . ‘

b)

| 38.

a) Die Normalrichtung u der Ursprungsebene U muB senkrecht sein zu

psate T B a+1 u ;
jedem Normalvektor T, : 1, s @ =0, {a— 1}0{-« J:O 1st erfiillt zum
0 W
o oy e
Beispiel firu=v=0,w=1, U: (DJ:X =0, x3=0
1
fa+ 1y ra' + 1y
la—1]e a'—lI:aa'+a+a'+1+aa'—a—a'+1=2aa'+2:0,a':-1;‘a
l'\ 0 / 0 J
auf E, steht senkrecht E_,, : (- i + 1)x; + (- 11 -Dx;=a

Ea:(ag—a {X —L~]J,=U
\a—4 3 J
a) Bestimme die Achsenpunkte Aj,A;und A; von E, .

Welche Scharebene hat nur einen Achsenpunkt, wie liegt sie ?
Welche Scharebenen haben nur zwei Achsenpunkte, wie liegen sie ?

b) Welche Scharebenen gehen durch den Ursprung ?
¢) Welche Scharebenen enthalten den Punkt P(1|1]6) ?

d) Bestimme a so, dafl die Scharebene parallel ist zu einer
Koordinatenebene.

e) Bestimme a so, daB die Scharebene parallel ist zu einer
Koordinatenachse.

f) Welche Scharebene ist parallel zu F: x, + 3% —18x3+10=07?
g) Welche Scharebene ist senkrecht zu G- 3%, — 2%, + x3=2 7

s 1
h) Welche Scharebenen sind parallelzug: X = (2 ]+ p[—z

£ 377 3

1) Welche Scharebenen sind senkrecht zu S X = |{ 2
1

| 1

j) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E, und E,.
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a)

b)

c)

e)

g)

h)

i)

J)

E,: axl+a(a—l}x9+(a—4}xd-a +4a—12

a -

ALtV g o)) Adofs s g plgle - 0
E; hat nur den Achsenpunkt A4(0| 0] 3), ist also parallel zur x,x,-Ebene.
E, hat nur die Achsenpunkte A,(~7]0/0) und Ag001}),

ist also parallel zur x,-Achse.
E, hat nur die Achsenpunkte A,(2 [0]0)und Ay(2 [0]0),

ist also parallel zur xz-Achse.

a’+4a-12=0 (a+6)a—-2)=0 a=—6 oder a=2

Pin E, einsetzen: a1 + (a®-1)-1 + (a—4)6 =a®+4a—12
a’+a—-12=0 (a+4Xa—-3)=0 a=—4 oder a=3

In T, miissen zwei Koordinaten = 0 sein, nur moglich fiira = 0

|| x,-Achse: 1. Koord. von T, muB 0sein, a’=0 a=0
|| x,-Achse: 2. Koord. von T, muB 0 sein,a(a—1)=0 a=0 oder a=1
|| x5-Achse: 3. Koord. von 1, muf 0 sein,a—4=0 a=4

a—a
\3_4_

Gleichung: a>—a=3a? a(2a+1)=0 a=0 odera= %

die Probe in der 3. Koord.Gleichung klappt nur fiir a = — § ,also FI| E g5

a” 1 g
[ ey ]: k{ 3 ], k = a® (1.Koord.Gleichung) einsetzen in die 2. Koord.-
18

2
BT 1 .
{a—a [ J 0,a®—14a +48=0,(a—6)¥a-8)=0 a=6 oder a=8

a_

s

(a_ H‘zJ 0,a2+3a-4=0, (a+4fa—-1)=0 a=-4odera=1
4

2y =9 ]1
Normalrichtung von S: ( 1 ]x‘ 2 J: 3[1;}
St \

2
} [1\1_0 a’+a—-6=0, (a+3Xa—-2)=0 a=—3odera=2

Ez: 2:‘(1 + Xg—“ X3=O
— 2 [’3)
E,: 4%, + 3%, =5 gy X :{—1]+LLL—4/f




XI. Normalformen

a)

b)

c)

d)

e)

E: 3%, — 6%y + 2x5 = 42 R (—23} + u[z—-ga}
a

In welchem Punkt schneiden sich die Ebene E und die Schar g, ?

Bestimme eine Gleichung der Ebene F, in der die Schar g, liegt.

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und eine Gleichung der

Schnittgerade s von E und F.

Bestimme Gleichungen der senkrechten Projektionen von g , und g,

inE,

Welche Schargerade ist identisch mit ihrem Spiegelbild beziiglich E ?

E ist Symmetrieebene der Schargeraden g, und g, .

Driicke a' mit a aus. |

Die Geradenschar ist ein Biischel mit dem Trigerpunkt B(4 | -3 6).
Sollen sich Ebene und Biischel in einem Punkt schneiden, so kommt nur
B dafiir infrage: 3-4 — 6:(=3) + 2.6 = 12 + 18 + 12 = 42, na also !
Das Biischel ist eben, zwei Geradenrichtungen gekreuzt ergeben die

B e T e i 25
Normalrichtung der Ebene F: 1, xT, = L 2 J’x'l 0 J:fﬂj
GesheiC 43 X

T \ —— r4 \_f

F:| 3 o{X——SF:G 2XI+3X2+6X3:35
6 6 ||
B2 AT 3 3 (‘2
nE”nF:(—S 'J.SW:-O (p:905
\ 2 l\ 6 J
Schnittgerade ist die Schargerade, die senkrecht ist zu 1y, :
A i s T 3
|2-2a 0|6 (=0 —21+14a=0 a=; s=g;
\ a 2.0
—_— i 3 \' .
5 = [ 6 Jmt senkrecht zu E, B(4 | —3| 6) ist die senkrechte Projektion
)

T, ist nicht senkrecht zu E, also ist g, ;5 die senkrechte Projektion

g5 ist Normale von E, also zu sich selber symmetrisch beziiglich E

allgemeinen Scharpunkt, zum Beispiel p = 1, G(1|-1—-2a)|6 + a)an E
spiegeln. G,' sei die senkrechte Projektion von G, in E

S 1 3

Projektionsgerade p: X = _(—I—Qa\%ﬁ- cs[~ GJ schneidet E in G,

\6+a | 2

3(1 +380) —6(-1-2a 60) + 26 +a+20)=0 o=1(3-2a)
— [].G—Ea

5

G = % —25 — 2a] G," sei Spiegelbild von G, beziiglich E

48 + 3a
A o —— ¢ 25 —12a }

G,'= 6, +26,G, =2G,"- G. =[-a9+10a
b4 —a

1
7
\
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: = —— 4 _3 — 12& )
gespiegelte Gerade BG," X = [— 3} +1 [—22 + I{JaJ
6 12—a

a

; ) 25—12a -3 12—a
soll Schargerade g, sein: k|43 + ma}: 2-2a'| =a'=7,3
Ed-. g }J 1 + 4a

e —s yi2A 2
Q6|16!8), M(14|5|-2) g.: X =[a]+p(2]
a) Welche Schargerade geht durch Q ?
b) Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Schar g, liegt.
¢) Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
beziiglich deren Q und der Ursprung symmetrisch sind.
d) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und F.
e) Bestimme Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢ von s und g .
f) Berechne die Punkte von g;, die von M die Entfernung 15 haben.
g) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen T,
die eine Kugel um M mit Radius 15 in Q und O beriihren.
h) Bestimme eine Gleichung der Gerade t,
die in beiden Tangentialebenen liegt.
i) Berechne den Abstand d von t und g e
I,(}_B 3 ,/Zb‘. 7 2
a) |[6|=|a |[+p|2| =u=8 a=0
(2)-(5 ). =
= {’2 2 (2y (2 r 13
b g X =a|l W + u(? ist auch Parameterform von E 1 } X 2—]: 2. |
LO) | 1 e k 2)
E: x;—2%X,+2%3=0
¢) F geht durch die Mitte (81814) von [0Q], die Normalrichtung von F ist
gleich der Richtung von 0Q. F:2x, + 9%, + X3 —36 = 0
= 12 -21
d) E und F schneiden sichins: X :[g}+0[ % .
7 “
— e
e) g:X=p [‘3) und s schneiden sich in S(81814) unter 90°
lf'
2 14+ :
D \p(2]ﬂ[5J =15 =>9u(u-8)=0 G,=0 G4(1611618) = Q
1 -2
g) Ty 14x; + 5x;—2x3=0 Ty: 2%, + 11%5 + 10x;—288 =0
i 0 1
h) t: X :(8]4—1[—21 i) d=16
20 2

r
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Bild zu Aufgabe 40.

A\
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1. Gib die -He"s-serForm ﬁn | ‘

a) Tx,—2x,+26x;+ 54 =0 b) 6x, +8x;=-50

¢) 15x;+6%,—10x3=0 d 3x3=3

e) :ixl—éx.ﬁ%xgzl ) x=0 ‘
a) — g (7%, — 2%, + 26%5) 2 =0 b) — (3% +4%)-5=0
e) = (15x, + 6%, — 10x,) = 0 d x-1=0

e) éx,—§x2+§x3:1 Yy =0

(2. Gib die Hesse-Form der Ebene E an,
| die durch A(1]1]5),B(9/1]1) und C(11]4|-1) geht.

S S BN [ 3 (_\ 1]
ABXAC =[ 0 |x| 3 |=4|2 E: |2 X = 1“:0
'1\---*41-_'f = 6 6] | 5
E: 8%, + 2%, +6x3—35=0 By %{3x1+2x2+6x3)—5:0

3. Welchen Abstand haben der Ul?prun_g, A(12 |W~2T3-f_1-|- 0l-2) |
und C(-9| 1] 2) von der Ebene E: x, + 8%, —4%,=9 7

By £ (x; + 8%, —4x5)—1=0 d(0,E)=|E0)|=1
d(A, E)=|EA)| =3 dB,E)=|E®B)|=0 d(C,E)=|E(C)|=2

4 “Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1 [—2[2) und B(=111[-1)

| e 0y 2
von der Ebene E: X = 01+?&[1‘+p'11?
b H_L&__

—

71 ) = / D \- : A > =
E "2!°[X_[(] |:“, X1—2K~2+2K3'2=D, EH:%{KI—'ZXQ-FZX::[-';)—U
\2) \1 A
d(0, E)=|E0)| =3 d(A, BE)=|E@)| =] d(B,E)=|E®)| =1
(5. E:x +2x,+2x, + 3 =0 Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H
| F: x, +2%,+2x, — 6 =0  (als Strecken) mit den richtigen Abstandgn, !
| G X, +2%,+2%x; — 9 =0 die Normal- und Hesse-Vektoren von E bis H |
| x,+2%+2x+12=0 mit den richtigen Léingen, Mafistab: 12 9,525,
Ey: —é[xi + 2%, +2%3)—1=0 Fy: +é{x] + 2%, +2%3) —2=10

Gy +%(x1+2x2+2x3)-—3 =0 Hy: —'2(31“'232*2}‘33'4 =




252 . X1. Normalformen

Skizze zu Aufgabe 5. Pad T
H
H
ﬁ;:)T
E Ny
________ ._.
O
6. Al0[-2) B(-174[-2), C(0[6]0), | F Jr
D(?|?]?),S(318|-3) Die Pyramide A s
ABCDS hat als Grundfléche das Par- | G J, g
allelogramm ABCD. Ao
| G hres
! a) Berechne die Linge der Hohe h. Ng
' b) Berechne das Volumen der e
L Pyramide. = :
el i .,:"-—1 A =25 ‘2
AB x AC = x‘ 4 |=—4 11
\ 2 J \ U A \—2),1
(2) [= (O]
a) Grundflichenebene G: | 1 J X — 16 ||= 0 2% + X, —2%3—6=0
-2/ | Lo )]
G 5 (2% + X — 2%5) -2 =0 h=|Gu(S)| =3

b) Grundflicheninhalt F = | T&B X A—(f |=4.3=12
Rauminhalt V = E;Fh = g 123=12

| - <ol 0 3 ;2 3
7. E: 11x;—10x, + 2%3 + 75 =0 g X =r—5J+u 5 | |
| 157)% =l jae) |
Zeige, dafl E und g parallel sind, und berechne den Abstand d(g, EJJ
e o] 2 o 1 o
DpoT, = L—lo} o| 5 W: 0, also gl gy und damit g|| 1
2 14

Ey: — & (11x, — 10%, + 2x;) =5 = 0; d(g, E) = | Ex(G)|=9

_—

8. Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:
Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E, die die Gerade g enthilt und

| parallel ist zur andern Gerade h: berechne dann den Abstand, den irgend ein |

I Punkt von h und die Ebene E haben.




e | 1y Yook r0y 0 |
a) g X = —2}.—1[1; h: X =[5 |+p|0 '
\Bf \O_a' L8)| 1!
NS T R e e 9 e |
b) ng:l?JJrﬁ 8 | hX:[ﬂﬂt 4
5 \ 4 ) \ 16) 4
BEE T 1 70 raliy el R (1 1
a) Ny = Iy Xry :(1% O]: —1J E:|—1'|:[X - —21 =0, X,—-%-3=0
\0) \1 Lﬂ' \0) LS}
By = (5~ %, - 8)=0; d(g,h)ﬂEH(H;I:ﬁ-sz@E
a R Iy =8 ) (43 4 sl
b) ng = r;xry, :(8-)(!_4 =44 | E:|l-4o X —[17]| =0
(4] (4 L7 ) 7 5

E: 4%, — 4%, + TX3+ 33 =0 By — 3 (4% — 4%, + x5+ 33) = 0
d(g, h) = | Ey(H)|=581=9

9. ~ Stelle -Gleichun-gen der Ebenen auf, die von E: 6x; — 7%, + 6%3 +55 =0
den Abstand 33 haben. |

Eg: — 17 (6%, — 7%, + 6%5) =5 =0 I -{‘I (6%, — Ty + 6x3) -5+ 33 =0

0 —-fT (6%, — Txy + 6x3) + 28 =0 F.:- ]—11 (6%, — Txy + 6x3) — 38 =10

F,: 6x,— Tx, + 6x3—308 =0 F_: 6x, — 7%y + 6x3+418=0
; 10. Bestimme den g;feometrischén ()rﬁ der Punkte, die von der Ebene '
| E: 7%, - 6%, +6%3=17 den Abstand 1 haben. 2P Wit

Der geometrische Ort besteht aus den Ebenen,

die von E den Abstand 1 haben

Byt o (Bx; — Tx, + 6%3—7) = 0

F,: & (6x;— Txp + 6%, -7)£1=0 F,: 6x,—Txp+6%;—T£11=0

F,: 6x,—7Tx,+6%x3+4=0 F: 6%, —TXy +6x;—18=0

11. Bestimme den get)metr:ischen Ort der Punkte, ]
die in der Ebene E: x, — x5 + 3% = 0 liegen
und von der Ebene F: 2x, + X, — 2x; = 12 den Abstand 3 haben. |

By ,]I-(Qx] +X,—2%x5)—4=0 F;fé(le + X~ 2%g)—4 13 = 0
F, und F_enthalten die Punkte im Abstand 3 von F: :
F,: 2%, +X,—2x,—-3=0 F: 2%, +X,—2%;,—21=0

die Punkte solln auch noch in E liegen, also Schnitt von I, und F_ mit E:
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_b)  Wo ist der Mittelpunkt M des gréfiten Schnittkreises von K und E?

XI. Normalformen

1
Schnittgerade von F, und E : X = E 1 + ?-.{ 8 W
Lo} 3 )
% f T W i ] \
Schnittgerade von F_und E: X =| 7 J + u‘ 8 ‘
L0 3
E: 15%, + 12%,— 16x,=15 F: —9x, + 12x, — 20x5= 35 |

Welche Punkte der Xg-Achse haben von E und F denselben Abstand & |

Die Punkte mit gleichem Abstand von E und F liegen in den
winkdhaibierenden Ebenen W, von E und F:

Ey: o (15%; + 12){2 ~16x3-15) =0  Fyix (—9x; + 12x, — 20x,— 35) = 0
W — FH '+ _BH qr (bX! + 2’4}() I dGXJ TR :-JD:J 0 W 3}&1 12}:2 = 18}{:{ T 25 = 0

W:EH—FHZ(24M+4)\ +20)=0 W_:6x;,+x3+5=0
W, geacthth mit der X& Achse ergibt die gesuchten Punkte P, :
P.(0]|0]—25/18) 0lol-5)
Sk ¢ 39 713 3 2
. E: 6x; + 9%, + 2x3 =11 g X = m]w. 20
gs] " 1-8)

Eine Kugel K mit Radius 22 bewegt L:l(_h so, daf} ihr Mittelpunkt auf g l4uft.
a) In welchen Punkten beriihrt die Kugel die Ebene ?
Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?

Schnittkreis B,

a) Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als Schnitte von g und zwei Ebenen
F., die von E den Abstand des Radma 22 haben.
h.—Fx +9%,+2x5) - 1=0 (6x1+9x2+2x}—1+‘)2 0;
P Gx] + 9%, + 2%; + 231 = 0 schnmdet g(p = —4) in My(- 13|-19 | 9)
F_schneidet g in “‘uiz = M +2’\£E M =0 = Ml , M,(13 |21 |-

L= BT DES ips 135 125

B = M, +227g0= M,; +2ng°= [—19J+[1& | By(-1|-1[13)
i

e B P Ly i 7 1

Bg = MQ —22 ‘DE = B-'Iz ’—2]]!1:0-_' W F B2{1|3|_11}

_)kl
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Andrer Losungsweg
Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als diejenigen Geradenpunkte,
die von der Ebene den Abstand des Radius 22 haben.
Bedingung: d(G, E) =| Ex(G)| = 22, Ex(G) = + 22
L [6(39 + 13y1) + 9(61 + 200) + 2(-23 — 8)] — 1 = + 22
[787 + 242u] —11=4+22.11 = 2421 =+242 - 726 5> u=+1-3
dann gehts weiter wie gehabt.
b) M ist der Schnittpunkt von gund E, L = -3 M@ |1]1)

- F_ 6 3 i
g, sei die senkrechte Projektionvon g: X = | |+ | 2 |
1\—8 ),l ]U',,l
in die Ebene E: 2x, —x,+3x3—4=0.
Bestimme den Schnittpunkt von g und g, und eine Gleichung von g, .

g eingesetzt in E ergibt | = 1, Schnittpunkt S(1 | 4]2).

d(G, E) =| Ex(G) | = | - 42A[14] , G und O liegen auf derselben Seite von E:
= = 49 1 (23 =0 ?‘ 0 1y ,-”1‘1

G, =G =l :‘ 2 |+3[-1|=]-1 g : X =|4|+7]|5|
W 14 "14'\_3,. k_g} 9 .1 '._\2), \1)

Die f)-'l-l_l’lkt{ﬂ P(l"w'“—-é | lij Imd P' seien symmetrisch beziiglich |

der Ebene E: 7x; — 4%, +4x%3—7=0. Berechne P'. ‘

d(P, E) = | Bx(P)| =] +18| = 18 E liegt zwischen P und O

hogthal ; 1) (15 17 - _ ‘

P'=P -2d@, E) nyg :| b' —2-18- q ‘— \I 4|— } P'(-13|10|-6)
| 10 ,-| Y 4 R . | L4 )

T: 3x;—4x,— 12x3=0 sei Tangentialebene einer Kugel K

um M(7 [-1]-12). !

a) Berechne Radius r und Beriihrpunkt B von K. ‘
|
|

b) Bestimme eine Gleichung der andern Tangentialebene T' von K,
die zu T parallel ist.

S Al B -r‘ Sy CE :
a) r=dM,T)=|TgM)|=13 B=M +13.-|-4 B(4|3]0)
—12
\
b) AnsatzT: (35{1 —-12x3) £ 213 =0
weill BinT hegt miissen M und B auf derselben Seite von T' liegen,
also Vorzeichen von n, so wihlen, daB T'(B) und T'(M) dasselbe
Vorzeichen haben: T: 3x, —4x, — 12x5 - 358 =0

H: 10x; — llx-2 -t-éx;g _ 1 halbiere die kleinste aller Kugeln, die durch |
P(21 | —2_1| 5) gehn. Berechne ihren Radius r und Mittelpunkt M. |




206 XI. Normalformen
e 1 ( 10 » e
r=d(P,T)=|Hy®P)|=|-30] M :Pnao-ﬂ_ug M(1 | 1] 1)
2 )
18. Bestimme G.leichungen der winkelhalbierenden Ebenen von |
E: % +2%,-2%3+5=0 und F: 5%, — 14x, + 2x3—4 = 0. :
Ey: — 3 (% + 2% —2%;+5) = 0 Fi: 5 (5%, — 14%, + 2x;—4) = 0

Wi =En+F: — (% + 2%, — 23 + 5) + = (5%, — 14x, + 2%, —4) = 0
24x, — 12x3 + 29 = 0

WQ:EH—FH:—%(x1+2x2~2x3+5}ﬁ %{5}(1—14&(2-&2}{3—4}:0
10x; — 4%, - 8x3+ 21 =0

l19.

E: 2%, +%-2x3+3=0, F: 6x;,-2x,-38%;+21=0

a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von E und F denselben Abstand haben.

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, i
deren Abstand von E halb so gro8 ist wie der von F. 3

| 20.

B —3 (2% +%,-2%,+8)=0, Fy — 2 (6%, — 2%, — 3%, +21) =0
a) W, =Ey+Fy:—5 (2% + Xy — 2x3 + 3) — = (6% — 2%, — 3%; +21) =0
32X, + X, —23x3 +84=0
Wy = Ey—Fy: - = (2% + X, — 2%, + 3) + = (6%, — 2%, — 3x5 +21)=0
4%, — 13%, + 5x3 +42=0
b) |Ex®X)|=3IFaX) |, 2ExX) =+ Fu(X)
2-Ey(X) - Fy(X) : — (2%, + X, — 2% + 3) + = (6%, — 2%, — 3%, +21)=0
10%; + 20x, — 19%3 - 21 =0
2. Eg(X) + Fp(X) : - 33 (2%, + %X, — 2% + 3) — 2 (6%, — 2%, — 3%3 +21)=0
46%; + 8x, — 37x3+ 105 = 0

E: 4%, - %, + 8%+ 18=0, F: 4x, —x, + 8%, - 36 =0
a) Gib eine Gleichung der Ebene S an,
die von E und F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,
deren Abstand von F doppelt so grof ist wie der von E.
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E, F, S, G und H
(als Strecken) mit den richtigen Abstdnden im MaBstab: 12 lem.

By —3 4%, —%,+ 8%, +18)=0, Fy: 5 (4%, — %, + 8%; — 36) = 0

a) S:EH"—FH:4X1—X2+SX3—9:O
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b) |FgX)|=2EgX)]| FuX) = + 2E4(X)
H = Fy(X) - 2Ey4(X) (4%, — %, + 8% — 36) ~2 (4%, ~x; + 8%; + 18) = 0
H: 4%, - %X, +8x3+72=0
G = FyX) + 2E4(X) 1 3 (4%, —x, + 8%3— 36) + 2 (4x, — X, + 8%y + 18)= 0
G: 4x%;,— %, +8x3=0

o) H | e F
i b
: ]
a 0% |
: ol
iz e e [ a4 kS =]
8 7] 2 1 0 1 2 3 4

[21. E: 8%, —4x;=0 F: 2% —%p + 2%5=0 ' 3 1

Eine Kugel vom Radius 4 rollt in der von E und F gebildeten Rinne hinunter. ‘
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der xg-Richtung). Bestimme eine Glei-
chung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

Die Rollgerade ist parallel zur Schnittgerade von E und F: T p.[m

3

A

E, und E_seien Ebenen im Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene E
E,: 3x;—4x%;+£45=0
F, und F_seien Ebenen im Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene F
F.: 2%, —Xo+2%3+43=0
mathematisch bieten sich vier Rollgeraden an:

s R 4
Schnittgeradeavon E,und F,: X = [ 8 J+ &i( 14}

2 \ 3

5 i * 4 N
Schnittgerade bvon E. und F,: X 2 |+P [14J

11

——

4
Schnittgerade cvon E,und F_: X = !—-} + y(m\l

Il

L4 to8 4
Schnittgerade d von E_und F_: X 6 [+d {14 ]
1 3
physikalisch kommt nur die oberste Rollgerade infrage:
man bringt jede der vier Rollgeraden zum Schnitt mit einer senkrechten
Ebene, zum Beispiel mit der x,x;-Ebene: x, = 0; der Schnittpunkt mit dem
groften x;-Wert ist ein Punkt der gesuchten Rollgerade
Schnitt von a und der x;x;-Ebene: A(0 | 221 5)
Schnitt von b und der x,x3-Ebene: B(0 |-22|-5)
Schnitt von ¢ und der xpxs-Ebene: C(0 | -2 | 5)
Schnitt von d und der x,x;-Ebene: D(0| 2| -5).
Weil A und C gleich hoch liegen, kann die Kugel in a oder ¢ rollen.
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XI. Normalformen

22.F: 2%, —%,-2x, =5 | F: 2% + 2% —%y=5

G % +2%,—2x,+4=0
Eine Kugel vom Radius 3 liegt in dem von E, F und G gebildeten Pyramiden- !
Trichter (der Trichter enthélt die positive xg-Achse). |
Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

In M schneiden sich die drei E', F' und G' mit den Eigenschaften:
E'ist parallel zu E und liegt iiber E,
F' ist parallel zu F und liegt iiber F,
G' ist parallel zu G und liegt iiber G,
die x3-Achsenpunkte von E', F' und G' haben x,-Werte, die griofler sind als die
entsprechenden x;-Werte von E, F und G.

EH: %(2}{1‘-}(2—2}{3‘—5}:0

E’:%(2X1—-x2—2x3—5)+3=0 2%, — Xy —2%3+4=0
Fy: 5 (2% + 2%, - X3, —5) =0
Fl:é(2X1+2X2—X3—5}+3:0 2% + 2%, —X3+4=0
G}IZ-—%(X1+2}{2—2X3+4):O
G':—%(x1+2x2—2x3+4}—3:0 X;+2%—-2x;+13=0

F-E: 3%+%3=0,—%3=3%, in F: 2x,=-5%,—4 in 2G'
=%X=-2,% =3 M@3 |-2|6)

: =
. Et _X]+X?+X3_1:O

2
Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft
wirkt entgegen der x;-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade,

auf der der Kugelmittelpunkt 14uft, wenn er in S(D| 0| m) startet. 5l

Die Gerade, auf der die Kugel rollt, liegt in E und in der Ebene F,
die durch S geht, parallel ist zur Xg-Achse und auf E senkrecht steht.
E: %) +2%,+2%3-2=0

: BN e

Normalrichtung von F: np :LO]XLE J: 1 J

1 2

: B Sam el -2 (1 20

Rollrichtung der Kugel: T = np xng :{ 1 ]Xl: 2]:\ 4 J
0) \2 — D

der Startpunkt S(0| 0| m) muB von E den Abstand 4 haben

und iiber E liegen: Ey: %(xl + 2%y + 2x3 - 2) = 0, Bedingung: Ey4(S) = + 4:

%{2m—2}=i4,:>m=i6+ 1, wenn m = 7, dann liegt S iiber E

H e | b 2
der Kugelmittelpunkt lduft auf X = { 0 ] + p[ 4 J
7 -5
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1. Gib die Hesse-Form der Geraden a bis f an |
|
a) a: -3x+4y+15=0 b)' bi x4+ y=1 ¢) c —-2y=0
d d 5y = 0,25 e y = £% = (Daa) |
‘_ ) x+0_,.foy_ , e ey m?:+t f) | (lj_+p[123| |
a) é(Sx—4y)-3=D b) ~(x+y-1)=0 ¢ y=0
Y2
1, : i —signt % 1 (1 =
d :(4x+3y-1)=0 e) m{mx—y-{-t}-ﬂ ) & (12x-5y-7)=0
— -
2 gX :(§j+p{1§] A(0,5 | -3,5)
a) Berechne den Abstand von A und g.
| b) Berechne die Gleichung der Lotgerade von g durch A. e o
! ¢) Berechne den LotfuBpunkt F von b) und die Lénge des Lots AF . |
) dag=65 b £X=(%5)+u(33) © F-2025), AF=65
8. a) Berechneden Abstand von Ursprung und Gerade g:3x + -43; 2T
b) Berechne den Abstand von b: 3x + 4y =24, ¢:3x +4y +24 =0
und d: 6x + 8y = 24. : : _
a) d0,g)=24 b) db,c)=96 d(b, d) = 2,4 dc,d) =172
|4, Bestimme eine Gleichung der Gerade h durch H(3 | -4)
‘ parallel zur Gerade g: 3x = 5(y + 1).
h: 3x -5y =29
[5. Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die durch G(-12[5) geht |
| und vom Ursprung den Abstand 13 hat.
g:12x — 5y + 169 =0
‘6. Bestimme Gieichungeh der Geraden p und q, ]
_ die von der Gerade g: 3x +4y +12=0 den Abstand 0,5 haben. |
p: 3x+4y+145=0 q:3x+4y+9,56=0
Gib die Punkte aufh: y=x+ 2 an, _l

die von g: —3x + 4y = 3 den Abstand 1 haben. |
(012) und (-8,51-6,5)
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:[8. Gib die Punkte an, die von g:x+ Ty = 0 und der Winkelhalbierenden w |
. des 1. Quadranten jeweils den Abstand /50 haben. T <
CEiE) L GEiE T ammy o
\ ) 4 4 ) \ 4 4 )

9. Ineinem Dreieck ABC ist A(2] 1), h.: 5x— 4y = 7 und hy : 3x + 4y = 11. |
a) Bestimme Gleichungen der Geraden, in denen die Seiten liegen. ‘
b) Berechne die Koordinaten der Ecken B und C. 2 ek
a) AB: 4x+5y=13 AC: 4x-8y=5 BC: 4x+y=-17
b) B(-3[5) C(-1[-3)

10. g:x+y=2, h:7x+y+7=0 .
a) Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von g und h. |
b) Bestimme Gleichungen der Geraden, deren Punkte jeweils

von h einen dreimal so groen Abstand haben wie von g.

a) 4x+2y=1 2x—4y+9=0
b) 22x + 16y = 23 8x + 14y = 37

|11. Im ersten Oktanten liegt eine ebene, dreieckige, spiegelnde Glasscheibe ABC. |

! Von Q(16 [ L]
S
a) DBestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Spiegelfldche liegt.
b) Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E.
¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen Strahl und E.
‘ Berechne den Einfallswinkel .
d) In welchem Punkt S trifft der Strahl aufs Glas ?
| e) Bestimme eine Gleichung des Einfallslots e.
‘ f) L seidie Ebene, in der der ein- und ausfallende Strahl liegen.
Bestimme eine Gleichung von L.
g) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und L.
! h) Bestimme eine Gleichung der senkrechten Projektion 1, von Strahl 1in
‘ die Ebene E.
' i) Qund Q' seien Spiegelpunkte beziiglich E. Bestimme Q.
j) Bestimme eine Gleichung der Gerade r,
. in der der reflektierte Strahl liegt.
‘ k) Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene K von Strahl 1 und
‘ reflektiertem Strahl r.
I) Die Symmetrieebene K von k) schneide E in s.
Gib eine Gleichung von s an.

0/ 16) aus trifft auf sie ein Laserstrahl 1 in Richtung
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m) Welchen Winkel schlieflen 1, von h) und s ein ?

n) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade n von L und F (von 1)).

0) Welchen Winkel schlieBennund 1, , nund s ein ?

p) Qund Q" seien Spiegelpunkte beziiglich K. Bestimme Q".

q) Welchen Abstand haben E und die Gerade QQ" ?

r) Welchen Abstand haben K und die Gerade QQ' ?

s) U liege in E, K und in der x,x,-Ebene. Berechne U.

t) Die Ebene H enthalte 1 und habe vom Ursprung denselben Abstand wie 1.
Bestimme eine Gleichung von H.

u) Die Gerade g liege in E und habe vom Ursprung denselben Abstand
wie E. Bestimme eine Gleichung von g.

v) Der Schnittpunkt von 1 und r sei Mittelpunkt einer Kugel mit Radius
10\.{5 Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Geradenkreuzung.

w) Eine Kugel um den Ursprung mit Radius ,,7[, schneidet E.

Berechne Radius p und Mittelpunkt M des Schnittkreises.

o 15 ~151 (2
a) AB x AC = x| 0 [=-25(3 E: 2%, + 3%, +6x3—-30=0
[ 0 5 L6
L eh 3 —a 15 3y
b) in x;x,-Ebene: X :[ 0 ]I+ 0.[—2} in X X;-Ebene: X :[ 0 I+[3[U
00 0 -1

g :O { 0
in X,x;-Ebene: X = 10}-%7&—2}
0

S

-E,Lp 54" o =90°—@ =36 d S®l|2]2)

C¢) sSinQ=-

oy,

c 2
e) e X [‘ J+6[G}

g 16 5 2
fi . X =[ 0 ]+ G[—l}+’t(3] in Normalform: 27x, + 16x, — 17x3 = 160
16 7 L6

g) 1, ist senkrechte Projektion von Strahl in E
h) die senkrechte Projektion von Q in E sei Q*(~12 1614)

6 3
], =Q*s: X =[z]+st_4]
2 1

) Q=Q*+ QY Q@ l-121-8)

oo

% —_—

) X B

!\DE\DG'II

Jee( ]
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k)

D

E ist Symmetrieebene,
Symmetrieebene K steht senkrecht auf L und enthélt e

oS 6 2‘ 27
o = [2 ]+ﬂ[3 J~1— 13[ 16 } in Normalform: 3x; —4x, + x; =12
2 6 17

= 6
sist Normalevon Lin S: X :(2)4— K| 1 ]
2 |1

m), 0) s,eundl, stehn paarweise aufeinander senkrecht

n)

p)
q)
r)
s)

t)

u)

V)

—_— 6y 2
n=e: X :(2J+ \!{3}
2 6
SQ = SQ = SQ" Q' =85+ QS Q'4|16]12)
dQQ",E)=d(Q,E)= QQ* =14
dQQ, K)=d(Q, K) = SQ* =226
U liegt auf's, U ist der Schnittpunkt s und der x;x,-Ebene: U( %| % | 0)

O’ sei die senkrechte Projektion von O in 1:

16—5uy (-5 e
M of 1 :D::>u=%,0':-1£ 4
16 — T 7 -3

o] 16
H: { ] | X - [ ﬂ =0 in Normalform 5x, + 4x, — 3x; = 32
16

keine eindeutige Lisung: es handelt sich um ein ebenes Geradenbiischel,
das in E liegt und O, als Trégerpunkt hat; OE( | X | 1% ) ist die senkrech-

e _ —~ [ 60/49 3a-
te Projektionvon Oin E. g,;: X =| 90/49 |+7v| 0 \
180/49

-a)
Abtragen von Strecken der Linge 10@ in Richtung 1 und r von S aus :
e 5 .
— 84 Oxf—[ ] { J [-ul] U,16/0/16) U(-4/4|-12)
2

-

{

1 4
V= o\f( J []+z[ ] v.4l16112) V.(8l-12]-8)
2

5

w) O ist die senkrechte Projektion von O in E: O ( }90| 20

d(O,E)—‘? Pyt: p? = 57—0) —(§?9)2::>p:?
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e s -__\ T
12. a) Bestimme Gleichungen der Ebenen, diezu u =| 1 |und v =| 0 J
| |\ 2) | 2
parallel sind und vom Punkt Q(0|0| 7) den Abstand 3 haben.
b) g, sind Ursprungsgeraden durch (1|-1]e¢).
Welche Gerade schneidet die Ebene E: 2x; — 2x, + X3 — 16 = 0 nicht ?
Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen der Richtung von g

und den Vektoren m und Vv ?

c

¢) Die Ebene F enthalte die x;-Achse und die Geradenschar g, von b).
i Bestimme eine Gleichung von F.
i d) E und die Koordinatenebenen begrenzen eine Pyramide P.
o) Berechne das Volumen von P.
) Berechne die Oberfldche von P.
Y) Zeige, dafl F Symmetrieebene von P ist.
, 6) Priife, ob S(3|-3/3) und T(3|-315) in der Pyramide liegen.
| g) Es gibt eine Kugel in P, die alle vier Seitenfldchen beriihrt.
| Berechne Radius und Mittelpunkt dieser Kugel.
' e) Welche Schargeraden von g, beriihren eine Kugel um M(2 | -2 | 2) mit
Radius 2 ? Berechne die Beriihrpunkte.

ks f_U 3 —'] (2 Cr
a) uxv = L 1 jx[ 0 }: ! —2] = n ist Normalrichtung der Ebenen,
2 2 {1
S

Ebenenpunkte ergeben sich durch Abtragen von Strecken der Léange 3

L X — — f{] 2 . :
in Richtung n: P = Q+3n°= Oji[—-QW,PIQI—MB}_.Pz{—2|?-|51

k? \ 1 J
"l-aj |—_ o /2 -
El:{—g le—|—21‘|=0 2X]“"2X2+X3—16:O
1J L lkSJ
[ 2 AL —2
E: —2}:{){— zwzﬁ 2% = 2%, + X34+ 2=0
.5 1 ol 6 -
— v
b) g.: X =p L-l] geschnitten mit E liefert (4 + c)u = 16, diese Gleichung
C

hat fiir ¢ = —4 einen Widerspruch: g , schneidet E nicht , die Richtung

|
2)| {2)‘

\

< x: 1 0 A _1 b
von g, ist eine Linearkombination von U und v :L—I 1: - [ 1 |- ( 0
_4)‘

3

¢) F:Xi=p [—11-& \'L 0 | tibergefiihrt in Normalform: x; + x, = 0
£ o)
da) Der Ursprung und die Achsenpunkte von E sind die Ecken der
Pyramide. Grundfliche OA;(8|0]0)A,0|—8]0), Spitze Ay(0] 0] 16)

OA, A, ist ein halbes Quadrat von ; -8-8 = 32 Flicheninhalt,

die Pyramidenhohe ist 16. Volumen V=1 .32.16 = °2
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dp) Seitenfliche in x,x;-Ebene: 1.8.16 = 64
Seitenfliache in x,x;-Ebene: ; -8-16 = 64
Grundfléche in x,x,-Ebene: 3 88 = 32
Restflidche: F, = ]2 . 8V2. EAE-

MA, =16+ OM? =256 + 32 = 288

F =44/2.12v2 =96
Oberflicheninhalt = 256

bl =

82

g, dy F enthilt die xs-Achse und damit eine

: Kante der Pyramide, die Spur von F in
/ A der x,x,-Ebene halbiert den Winkel von
L A positiver x, und negativer x,-Achse.
E /f "‘. Deswegen ist F Symmetrieebene der
/ é‘;« | X, Pyramide.
) .

1”’ ds) Sund T liegen senkrecht tiber der Spur
A von F in der x,x,-Ebene, auch senkrecht
e {iber der Grundfléche.

) Drin liegt der Punkt, der auf derselben

T SR 8
M(-41410) \ Seite von E liegt wie der Ursprung.
X

Hesseform von E:
Ex(X) = + (2%, — 2%, + X3~ 16) =0

1

Ey(S) = }s (2.3 + 2.3 + 3 — 16) < 0, also liegt S in der Pyramide.
Ex(T) = %(23 +9.3+5—16) > 0, also liegt T nicht in der Pyramide.

de) Der Kugelmittelpunkt M muf} von allen Seitenfldchen denselben
Abstand haben.
M(r|—r|r), r> 0, M ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius r, die alle
Koordinatenebenen beriihrt.
Der Abstand d(M, E) muB gleich dem Kugelradius sein: dM, E)=r

d(M, E) = Eg(M) = 3 (2r + 2r +1—16) = 1 (5r - 16)
Bedingung fiir beide Kugeln: 3 (5r—16)=1r, 5r=16+3r; r, = 8 r =2
An der Grundfliche macht man sich klar, daf die kleinere Kugel um

M(2 | -2 | 2) mit Radius 2 die Inkugel der Pyramide ist.
e) Der Abstand d(M,g,) ist gleich dem Kugelradius: d(M,g.) = 2.
e e = p—24y2
Verbindungsvektor MG, =|-¢ + zﬁmuﬁ die Lange 2 haben: [—p+2| =4
le — ZJ pe—2 |

(2 + c2)p? — 4(c + 2)p + 8 = 0, weil es nur einen geben darf (Senkrecht-
stehn, Berithrung) muB die Diskriminante gleich 0 sein:

D = 16(c + 22 — 4-8(2 + ¢) = 16(c? + 4c + 4 —4 — 2¢%) = 16c(4 —¢)

g, und g, sind die Tangenten.
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