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HeNRI POINCARE
Der Mathematiker studiert die reine Mathematik nicht, weil sie
niitzlich ist; er studiert sie, weil er sich an ihr erfreut, und er er-
freut sich an ihr, weil sie schén ist.

PLATON
Die Bedeutung der Geometrie beruht nicht auf ihrem prakti-
schen Nutzen, sondern darauf, daB3 sie ewige und unwandelbare
Gegenstinde untersucht und danach strebt, die Seele zur Wahr-
heit zu erheben.

FriEDRICH DER GROSSE
Mathematik ist ein geistreicher Luxus.




1. Kapitel
RegelmiBige Vielecke

DURER: Knoten mit herzférmigem Schild. Holzschnitt 1507




1.1 Grundlagen

Wegen ihres ésthetischen Reizes haben die einfach konstruierbaren regelmifigen Vielecke
schon immer als Zierfiguren in Ornamenten gedient. Die dltesten Darstellungen verwende-
ten vor allem Quadrate, Achtecke, Sechzehnecke usw. Dann tauchten das Sechseck und
seine Abkémmlinge wie Zwolfeck und 24-Eck usw. auf, bis es schlieBlich den Pythagori-
ern gelang, das regelmidBige Fiinfeck, Zehneck usw. zu konstruieren.
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Mathematisch beschreiben wir ein regelméBiges n-Eck mit der

Definition

| :
| Ein n-Eck heil3t regelmiBig,

wenn alle Seiten gleich lang und alle Winkel gleich groB sind.

Ab n = 4 geniigt eine Bedingung allein nicht: Eine Raute muss nicht lauter gleich groBe
Winkel haben, und ein Rechteck muss nicht lauter gleich lange Seiten haben.

Jedes regelmiiBBige n-Eck besteht aus n kongruenten gleichschenkligen Dreiecken. Ein sol-
ches Dreieck nennen wir Bestimmungsdreieck.

Sh

F o Tt N o

{%n/ Bestimmungs- .'1| n-Eck
[ dreieck \

/ "I

Begriindung: Je drei benachbarte Ecken haben einen Umkreis (Mittelpunkt M), also gilt
AAMB = ABMC (SSS)
Verbindet man M mit der nichsten Ecke (D), so entsteht das Dreieck CM D,
es ist wegen SWS kongruent zu den andern beiden Dreiecken. Diese Uberle-
gung lasst sich auf die andern Ecken fortsetzen.
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Damit ist auch gezeigt, dass jedes regelmiBige Vieleck einen ’\
Umkreis und einen Inkreis hat (Inkreisradius = Hohe auf der / <
Basis des Bestimmungsdreiecks). Wegen der kongruenten Be- / \
stimmungsdreiecke gilt ( ;
Uy, Ll , 0 =180°—p,= 2 180° \“ ’/
n n \\ : : /.
\ h |

Lasst man auch liberschlagene n-Ecke zu, dann entstehen regelmiilige Sternvielecke. Sie
sind schon von Thomas BRADWARDINE (1290 bis 1349), dem spiteren Erzbischof von Can-
terbury, untersucht worden.

Es gibt zum Beispiel zwei verschiedene regelmiBige Achtecke. Beim iiblichen Achteck ver-
bindet man jede Ecke mit der niéchsten, beim Sternachteck mit der {iberiibernichsten
Ecke. Verbindet man dagegen jede Ecke mit der iibernichsten Ecke, so ergibt sich ein
Quadrat.

Allgemein gilt: Ein n-Eck ergibt sich genau dann, wenn man jede Ecke mit der k-ten dar-
auf folgenden Ecke verbindet und n und k teilerfremd sind. Die Verbindung der Ecken n
und k liefert dasselbe n-Eck wie die Verbindung der Ecken n und n — k.

pra— " 7 i
.Ill ! I".\\ /"’I - = \‘H\
L |
\ -~ |
%/,
n=5 4 AN\ fesl, n==6 Kein Stern!
\ - \
4 | L \‘a
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// '\.\ ._." .
' n=7 [ { n=8 )
X
1 '\ llrl
I|\. Ill.'
: - e = o
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*1.2 Konstruktionen

Ein regelmifiges Vieleck ist genau dann konstruierbar, wenn der Mittelpunktswinkel
konstruierbar ist. Kann man ein n-Eck konstruieren, dann klappt es auch bei einem mit
der doppelten Eckenzahl (Winkel lassen sich ja verdoppeln und halbieren). Am besten
fangt man mit dem Umkreis an.

Quadrat (4er Serie): Man zeichnet zwei zueinander senkrechte Durchmesser ein. Die
Lote, die man vom Mittelpunkt M auf die Quadratseiten fillt, schneiden den
Kreis in den Ecken des Achtecks.

4er-Serie




Sechseck (3er Serie): Die Konstruktion ist noch einfacher. Eine Seite ist so lang wie der
Radius, weil das Bestimmungsdreieck gleichseitig ist. Das Sechseck ist die Aus-
gangsfigur fiirs Dreieck (liberniachste Ecken verbinden) und fiirs Zwolfeck (Lote
fillen).

3er—Serie

Zehneck (Ser Serie): Im Bestimmungsdreieck des Zehnecks gilt wegen der Ahnlichkeit

der Dreiecke MAB und ABT >
r g ] h 1 . ( r )_‘, . l / r \]; r_,-'ﬁk___
= .. also rE—rs—5-, It |—= st+rs+|—) ., )
S I =8 : 2 ) o4 \
AL . \
. I I _ \
also r°+ [— = (.‘-i J iy u
. A 2 _-"] 3 2 / / .IAT
A;»_'JEﬁ_ —  i&p

- g 8 r e ; .
Nach Pythagoras lassen sich r, - und s + —- deuten als Seiten eines rechtwink-

ligen Dreiecks. Ist der Umkreisradius r bekannt, so findet man die Seite s des
Zehnecks so:
Das Zehneck ist die Ausgangsfigur firs 5- und 20-Eck.

Ser—-Serie
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Lange Zeit hat man geglaubt, dass nur Vieleckserien mitn =4 -2k n =3 -2kundn = § - 2k
konstruierbar seien, bis schlieBlich der deutsche Mathematiker Carl Friedrich GAuUss
(Braunschweig 30.4.1777 bis 23.2.1855 Géttingen) im Jahr 1801 in seinen » Disquisitiones
arithmeticae« bewies, dass auch noch andere regelmaBige n-Ecke konstruierbar sind. Fiir
die Eckenzahl n muss gelten

n=2%p p;... pn, wobei mund k natiirliche Zahlen einschlieBlich 0 sind

Pi> P2, ... sind lauter verschiedene sogenannte Fermat’sche Primzahlen (nach Pierre de
FERMAT 1601—-1665) der Bauart 2¥ + 1 mit i € N,

i 22

0 3 Fermat’sche Primzahl

k5 Fermat'sche Primzahl
2 17 Fermat’sche Primzahl
3957 Fermat’sche Primzahl

65537 Fermat'sche Primzahl

L, I =%

4294967297 = 641 -6700417 keine Primzahl
Konstruierbar sind demnach die n-Ecke mit n = 3. 4;5.6, 8, 1012, 15, 16, 17. 20. ...
Nicht konstruierbar sind die n-Ecke mit n - T2 kL, 13, 14, 18..19 .21 ..

Enthalt n mehr als eine Fermat’sche Primzahl, dann kombiniert man die Mittelpunktswin-
kel geeignet, zum Beispiel mit n = 15

| a b | 3a+ 5b
—_— =4 — als — = ——— ey =43 +
3 5 3 ilso 5 3 l =3a+35b
wir wihlen a=2 und b= —1
1 2 = . . - :
et 3605 S alen 24P =0 79% = 1202
15 5 3

s
;/ \\ 72"

/ \\ Ty / \
f % i il )
\ = 7
*\\ \\ e /

‘\\\ \ J'r L :

1825 konstruierten PAUKER und ERDINGER das 17-Eck.

1832 konstruierte RICHELOT das 257-Eck und Ende des letzten Jahrhunderts wagte sich Prof. HErMES an die Kon-
struktion des 65537-Ecks. Er brauchte 10 Jahre und beschrieb 250 Riesense
Kiste im Mathematischen Institut der Universitiit Goitingen.

Bis heute (1995) kennt man keine weiteren Fermat'schen Primzahlen.

iten, diese schlummern heute in einer
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*1.3 Berechnungen

Mit dem Satz von PYTHAGORAS konnen wir die Seiten der konstruierbaren regelmiBigen
n-Ecke auch berechnen. Weil je zwei regelmidBige n-Ecke mit gleicher Eckenzahl dhnlich
sind, brauchen wir die folgenden Rechnungen bloB am Einheitskreis durchzufiihren. Das
n-Eck kann dem Einheitskreis ein- oder umbeschrieben sein.

5:1

Einbeschriebene n-Ecke

Die Seiten der drei Ausgangsfiguren sind schnell gefunden
Sechseck s,=1

Viereck s,= \E

; 5 i O § [
Zehneck nach Seite 8 gilt 1+ (—) fs.“ e
\ 2 i "\. i 2 ') ; 1 !
/5 —1 ’
also s, = = o= By

Hat man ein n-Eck, dann ist das 2n-Eck leicht konstruierbar. Entsprechend einfach lédsst
sich die Seite eines 2n-Ecks aus der eines n-Ecks berechnen. Dazu verwenden wir das Ver-
fahren von Ludolph von CeEuLEN (Hildesheim .18. 1. 1540 bis 31.12. 1610 Leiden). Seine
Idee war es, das der Seite s, zugehorige Komplement ¢, einzufiithren. ¢, ist die zweite Ka-
thete eines rechtwinkligen Dreiecks mit s, als einer Kathete und der Hypothenuse 2. Es gilt

e e T ]
5y 1 Ch 4 ] also Sy ‘,"4 C, - =




, A C : =) :
Nach dem Kathetensatz ist c:j;ﬂ=2(i ; ,J‘), es gilt somit die Verdopplungsformel

Con = \lz—i_cn :

Als Beispiel berechnen wir die Seite des regelmiBigen 96-Ecks. Wegen 96 = 2*- 6 ist die
Ausgangsfigur das Sechseck, wir starten also mit s, = |

Co =412 = V3, wir wenden die Verdopplungsformel viermal an
Ci2 = \-‘ITC.a E 1..,?, = 1,? | k.
Cyy “fllllz TGz = 12 T \'.2 f ‘.3_ £
Cis = Y2 + Cyy "|,2 S \.2— \'3_._ . s c,
Cg - \3 T Gy = \2 + ‘\-IE =5 1‘-; \ 2 P \:}'__ g
es ergibt sich \

Cos= YA~ =V2-V2+V2+12+43 =0065438165622...

Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Seite

eines einbeschriebenen regelmiBigen 96-Ecks
3m-0,065438... = 196,3 mm lang.

Hat man die Linge s, einer Vieleckseite, dann findet man auch schnell den Inhalt F, der
Vieleckfliche. Das n-Eck besteht aus n Bestimmungsdreiecken, also ist

. 1 -

E.=n- 5 Sa’ h, Umfang u,=n-s,

] 1
n E “nhn hll 2_ (":I 2 "\ 4 3

bl " I I [
zum Beispiel F, = -5 Ugs hgg el 065y - 5 Co6 - 2ds oy

Ja—b - y"la +b = ya?—b?

Fos = 24 V2- Y2+ y2++3 = 3.13935020...



o -

Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r* multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Fliche des einbeschriebenen regelmiligen 96-Ecks
9m?-3,139350... = 28,25 m? grob.

Umbeschriebene n-Ecke

Wegen der Ahnlichkeitssitze gilt fiir die Seite t, des umbeschriebenen regelmifligen n-
Ecks
tn

C
I %8, = l:

—,; . alse =2

[ — ——————

V2-V2+V2+42+43

zum Beispiel tos = 2 = (,065473...

/ [ e
V2+ V2+V2+y2+43
Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Seite des regelméBigen umbeschriebenen 96-Ecks
3m-0,065473... = 196,4 mm lang.
Fiir die Fliche G, des umbeschriebenen regelmifigen n-Ecks gilt

i 1 >
G =n- 5 t -1 Umfang v,=n-t,
1
Gy =75 Va
zum Beispiel Gy, = 3,142714.... Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Fliche des umbe-
schriebenen regelmiBigen 96-Ecks 9m*-3,142714... ~ 28,28 m’ groB3.




Aufgaben zu 1.1

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfliges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Welche Vielecke haben keine parallelen Seiten?
2. Bei welchen Vielecken schneiden sich Diagonalen im Mittelpunkt des Vielecks? Wie
viele Diagonalen schneiden sich dann?

3. a) Wie groB3 ist die Summe der Innenwinkel in einem Zwdlfeck?
b) Welches n-Eck hat die Winkelsumme 17 640°7
Wie grol3 ist ein Innenwinkel 7

4. Wie grol3 ist jeweils ein Innenwinkel im n-Eck?

a) n=3 b)yn=4 ¢)n=5 d)n=15 e n=17
f) n=51 g)n=85 h) n=255 i) n=257

S. Zeichne ein Fiinfeck, das nicht regelmiBig ist:

a) mit lauter gleich langen Seiten
b) mit lauter gleich groBen Winkeln.

6. Wie grof3 ist im n-Eck
a) ein Innenwinkel
b) die Innenwinkelsumme
¢) die AuBenwinkelsumme
d) ein Basiswinkel im Bestimmungsdreieck
e) der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks (Zentriwinkel)?

*7. a) Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck?
b) In wie viele Dreiecke wird ein n-Eck durch die Diagonalen von einer Ecke aus
zerlegt?

8. a) Wie viele Symmetrieachsen hat ein n-Eck? Beschreibe die Lage der Achsen.

b) Welche n-Ecke sind punktsymmetrisch?




—————— e i a2 e —

9. Welche Siitze sind falsch? (Gegenbeispiel!)

a) Fiir einen Innenwinkel o im Vieleck gilt: 60° = o = 120°.

b) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

¢) Ein Vieleck ist genau dann regelmél3ig, wenn es einen Inkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

d) Ein Vieleck ist genau dann regelmilig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
grofie Winkel hat.

e) Ein n-Eck und ein k-Eck sind genau dann dhnlich, wenn n = k ist.

f) Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie denselben Umkreis haben.

* 10. Wie viele Sternvielecke gibt es mit
a) 15 b) 16 ¢) 17 d) 18 e) 100 Ecken?
$11. Zeige: Ist p eine Primzahl, dann gibt es in einem Kreis (p — 1)/2 regelmilige p-
Ecke.
12. a) In welchem n-Eck gibt es 1175 Diagonalen?
b) In welchem n-Eck ist ein Innenwinkel ¢, = 178,2°?

Aufgaben zu 1.2

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfliges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Konstruiere in einen Kreis mit r = 8 ein
a) Dreieck und Zwdolfeck b) Achteck
¢) Zehneck und Fiinfeck d) Fiinfzehneck.
e 2. Begriinde, warum das n-Eck konstruierbar ist:
a) n=192 b) n=512 e) n = 8589934594
¢) n=920 d) n= 17408
»3. Das 51-Eck lisst sich iiber das 17-Eck und das gleichseitige Dreieck konstruieren, das
85-Eck iiber das 17-Eck und Fiinfeck. Gib jeweils die Gleichung fiir die Konstruktion
des Mittelpunktswinkels an. (Keine Konstruktion!)
4. Bei der Konstruktion von Vielecken gibt es zwei Aufgabentypen:
I Der Umkreisradius ist gegeben,
[T die Seitenldnge s ist gegeben.
a) Warum und wie kann man Aufgaben vom Typ II mit Hilfe von Typ I lésen?
b) Konstruiere nach a) ein Fiinfeck mit s = 6.
5. a) Konstruiere ein Achteck mit s = 5.
b) Konstruiere ein Zwolfeck mit s = 3.




* 6. »Konstruktion« des Siebenecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)
Ein Einschiebelineal ist ein Lineal, auf dem man zwei Punkte markiert. Man legt das
Lineal so durch einen gegebenen Punkt, dass die beiden markierten Punkte auf gege-
benen Linien liegen (einschieben).
Das Siebeneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne H(—4|6) und OH.
— Markiere auf einem Lineal R und S so, dass RS = 6 ist.
Einschiebung: Lege das Lineal so durch L(—4|2), dass R auf HO und S auf der
positiven x-Achse zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(4|0) bilden eine Seite des Siebenecks.
Konstruiere nach diesem Verfahren ein Siebeneck.

e 7. »Konstruktion« des Neunecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)

Das Neuneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.

— Zeichne den Kreispunkt H(2|y > 0).

— Einschiebung: Passe die Strecke [RS] der Linge 8 so ein, dass R auf der y-Achse, S

auf der x-Achse und H auf RS zu liegen kommen.

— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(4|0) bilden eine Seite des Neunecks. Konstruiere nach diesem Verfahren ein
Neuneck.

Aufgaben zu 1.3

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfiges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Im Kreis mit Radius r gilt fiir das einbeschriebene Sechseck s,=r.
Berechne fiir diesen Kreis ¢, ¢; und s,.

2. Kreise um Quadratecken durch den Quadratmittelpunkt schneiden die Quadrat-
seiten. Zeige: Die Schnittpunkte bilden ein Achteck.

3. Nach C.F.Gauss gilt fiir die Seite des 17-Ecks im Einheitskreis

 —

|I'_ I ) -'II = |'I f / ]
V342417 ) - Y17+ 3y17 — {34 — 2417 - 2434+ 2417

Ermittle mit dem Taschenrechner einen Naherungswert fiir s;; im Umkreis mit r = 9
und zeichne damit das 17-Eck.

4. a) Wie lang ist die Seite s, des Vierecks mit dem Umkreisradius 17?
b Berechne die Seite s,,; des 128-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben ist.

16




e,
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*8.

9.

10.

Verbindet man in einem n-Eck jeweils zwei Ecken so, dass die Verbindungsstrecke
parallel ist zu einer Seite, so rahmen die Verbindungsstrecken ein kleines n-Eck ein.
Berechne fiirn=5, n=6 undn=38

a) aus der Seitenlinge s des n-Ecks die Seitenldnge a des kleineren n-Ecks.

b) das Verhiltnis der Flicheninhalte (groB : klein).

Setze auf die Seiten der Lénge s eines n-Ecks kongruente Rechtecke mit den Seiten-
lingen s und x. Die duBern Ecken der Rechtecke bilden ein 2n-Eck. Berechne das
Seitenverhiiltnis s: x der Rechtecke und das Flichenverhiltnis F,,: F, der Vielecke
fiir

a) n=3 b) n=4 ¢)n=>5 d) n=6.

Zeichne in den Einheitskreis ein Dreieck:

Die eine Seite ist so lang wie die eines Quadrats mit Umkreisradius 1, die andre Seite

ist so lang wie die eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisradius 1.

Bestimme die Dreieckswinkel und die Linge der dritten Seite.

Zeichne in den Einheitskreis ein Trapez:

Die eine Basis ist so lang wie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisra-

dius 1,

die andre Basis ist so lang wie die Seite eines Sechsecks mit Umkreisradius 1,

der Kreismittelpunkt liegt im Trapez.

a) Zeige: Die Schenkel sind so lang wie die Seiten eines Quadrats mit Umkreisra-
dius 1.

b) Zeige: Die Diagonalen schneiden sich rechtwinkhg.

¢) Zeige: Der Diagonalenschnittpunkt S hat von einer Basis den Abstand 0.5.

d) Berechne Winkel und Flicheninhalt des Trapezes.

Fiir die Seitenlinge des Zehnecks mit Umkreisradius 1 gilt s,5= —

a) Berechne daraus die Seitenléinge des zugehorigen Fiinfecks.
b) Wie lang ist sy im Einheitskreis?
¢) Wie lang ist der Inkreisradius des 80-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben
ist?
d) Wie lang ist sy, im Kreis mit Radius r?
Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und konstruiere ein fast regelmilliges Siebeneck
mit der Niherung von
I ) x
a) HERON: s; = —-s; b) ESTREMOW: ;= S;3 1

1

iy Eli

4

Dem Einheitskreis ist ein 3-. 6- und 12-Eck ein- bzw. umbeschrieben.

a) Berechne Umfang u, und Flicheninhalt F, des einbeschriebenen n-Ecks.
b) Berechne Umfang v, und Flicheninhalt G, des umbeschriebenen n-Ecks.

Berechne Umfang und Flicheninhalt eines 16-Ecks, das einem Kreis mit Radius r
ein- bzw. umbeschrieben ist.

Berechne die Seite des 15-Ecks im Einheitskreis.




14.

15.

NAHDRAN

Fiir alle n-Ecke mit n =5 gibt es bei gegebenem Umkreis folgende Niherungskon-

struktion:

(1) Ein Durchmesser [AB] des Umkreises k (Mittelpunkt M, Radius r) wird in n
gleiche Teile t zerlegt (Teilpunkte: A =T, Ty, ..., T =B,

(@ Das Lot auf AB in M schneidet k in E und F.
(3) Der Kreis um M mit Radius r + t schneidet [MB in C und [ME in D.
L
@ CD schneidet k in G und H (CG < CH).
() GT,_; ist niherungsweise die gesuchte n-Eckseite.
. P
t
R
e h‘x.\
74 L S :
/ r : (| FUR BESEMSTIELISTEN: Y
& \\G x '\\___::"ENAU Sq = 6,156,
f s \ETwa st .., )
[en m 3d 2% % 3 Ne s
A B L

Konstruiere mit diesem Verfahren

a) ein Neuneck mitr=9

b) ein Fiinfeck mit r =5 und vergleiche rechnerisch den exakten Wert von s; mit
dem Néaherungswert s¥.

Konstruiere die Figur fiir r = 4 und begriinde, dass fir die n-Ecke mit Umkreisradius

r gilt:

a) SMy=s, b) SM,=s, M,
o) SR=5, d) M;T=s,
(‘} M\R =8~ I
AL=LM
Vs fiM;
m
I
I.An I:. -B
s /r//

¢ 16. a) Konstruiere die Figur fiir r = 4.

b) Zeige: [MD] ist genau so lang wie die Seite s,, des einbeschriebenen Zehnecks,
[CD] ist genau so lang wie die Seite s; des einbeschriebenen Fiinfecks.
¢) Zeige: si=s:+sl,.

]




17. Dem Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a ist ein Halbkreis so umbeschrieben, dass

2 20.

21.

die Ecken A und B auf dem Durchmesser [UV] liegen.
a) Zeige: UA ist Seitenlidnge in einem Zehneck mit Umkreisradius a.
b) Zeige: UD ist Seitenlidnge in einem Fiinfeck mit Umkreisradius a.

Beweise die Formel von J. GREGORY (Drumoak 1638 bis 1675 Edinburgh):
52— (s Es)sh .

2u.v
: . JEr . s B 1
. a) Zeige: Uy, = YU, Vyy, b) Zeige: v =——
g ) . u, + v,
(geometrisches Mittel) (harmonisches Mittel)
Die Formeln von J. C. SCHWAB:

Sind R, und r, die Radien von Um- und Inkreis eines n-Ecks und R, und r,, die ent-

sprechenden Radien beim 2n-Eck mit gleichem Umfang (u, = u,,), so gilt

| —
T2, ey (rn + }'{nj R"n = \"IRH * Tap

lg |
Beweise die Formeln von SCHWAB.

Zeige: AB = Sis
B(\ .L;”;
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2. Kapitel
Kreismessung




= 5

2.1. Umfang

Die Frage, wie man bei gegebenem Durchmesser den Umfang eines Kreises bestimmt, hat
den Menschen schon immer beschiiftigt. So finden wir in der Bibel im ersten Buch der K&-
nige, Kapitel 7, Vers 23: »Hierauf fertigte er ein kreisrundes Becken an, das von einem
Rand bis zum andern 10 Ellen mal ..., eine Schnur von 30 Ellen umspannte es.«

Will man bei beliebigen Kreisen den Umfang aus dem Durchmesser ermitteln, so braucht
man eine Formel. Um sie zu finden, erinnern wir uns zuerst daran, dass alle Kreise dhnlich
sind und dass in dhnlichen Figuren gleich liegende Stiicke im gleichen Verhiltnis stehen.
Man kann zeigen (aber das ist hier zu kompliziert), dass diese Stiicke auch krummlinig
sein diirfen. Demnach ist das Verhiltnis Umfang : Durchmesser bei allen Kreisen dieselbe
Zahl. Seit 1737 verwendet man nach Leonhard EuLer (1707 bis 1783) fiir diese Zahl als
Symbol den kleinen griechischen Buchstaben .

Ist u der Umfang, d der Durchmesser und r der Radius eines Kreises, so gilt

u 5 u
q st konstant, als Gleichung e oder u=dm

Gewdhnlich ersetzt man d durch 2r und bekommt so die Umfangsformel wu=2nr.

Wie grof} ist 7?

Wir machen einen kleinen Spaziergang durch die Geschichte der Berechnung von Niherungswerten fiir 7. In den
folgenden Dezimalzahlen sind die fiir w giiltigen Werte fett gedruckt.

o~ \_
Basu$&n,

KREIS =

f—
—
-

x=3

i ®

Die Bibel verwendet fiir 7 den Wert 3. Und mit diesem Wert rechnet man auch im alten
Babylon. Eine einfache Uberpriifung (MaBband rumlegen oder Kreis abrollen) zeigt, dass
der Wert in Wirklichkeit etwas grofer ist.

Schon um 1900 v. Chr. kennen die Agypter den Wert (16/9)* = 3,1604..., wie im Papyrus
RHIND nachzulesen ist.

Um 500 v. Chr. rechnet man in den indischen Sulbasutras (das sind Schnurregeln zur
Konstruktion von Altdren) mit dem Wert (26/15)* = 3,0044...

PLATON (427 bis 348) gebraucht y2 + 3 = 3,1462...

Als erster berechnet ARCHIMEDES (287 bis 212) die Kreiszahl i systematisch, indem er den
Kreis zwischen regelmiBige Vielecke einzwingt:

Man sieht leicht ein, dass der Umfang eines einbeschriebenen Vielecks kiirzer ist als der
Kreisumfang, denn eine Strecke ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte. Man kann
auch zeigen (aber das ist hier zu kompliziert), dass der Umfang eines umbeschriebenen
Vielecks groBer ist als der Kreisumfang. Beim Verdoppeln der Eckenzahl wird der Um-
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fang u, des einbeschriebenen n-Ecks groBer, der Umfang v, des umbeschriebenen n-Ecks
kleiner

S. < 255 S San t = 2w < 2% § t i
. . x W oW o x .
ns, < 2ns, A4F Sn ; t, = 2w+ 2x>2t, |/ t,; - \Q
S Ual ' nt, > 2nt, / \
I3 o S .'l
' L Y% > / Y
innen: u,,>u, aullen: v,,<v,, alsoistzum Beispiel
Ug <Up < Uy < Ugg Sl <o UL L, Vg < Vg < Vg <V < Vg
ARCHIMEDES rechnet bis zum 96-Eck. Daraus folgt: 6,282063... < u < 6,285429 ...

wegen r = 1| 1st u = 2w, und es ergibt sich fiir m die Ungleichung
3,141031... < w <3,1422714...
Weil ARCHIMEDES rationale Niaherungswerte fiir die Wurzeln verwendet, findet er die Un-

: 10 I - s . 22
gleichung 3—<m<3—=. Noch heute schitzt man als gute Niherung w= oder

71 S 7
m=3,14.
Der chinesische Astronom ZHANG HENG (78 bis 139) und der indische Mathematiker
BRAHMAGUPTA (7. Jh. n. Chr.) verwenden den Wert 10 =3,1622...
Eine ausgezeichnete Naherung findet der chinesische Mathematiker Zu CHONG-ZHI (430

bee 5 355
bis 501): 13 - 3,1415929203...
In der Folgezeit entwickelt sich ein regelrechter Wettkampf um mdoglichst viele giiltige
Stellen von 7.
LEONARDO Pisano, auch LEonarRDO FiroNacel genannt, (etwa 1180 bis um 1250) berech-
net aus dem 96-Eck den Ndherungswert 3,141 818 ...

1427 arbeitet der arabische Astronom AL-KASI mit dem 6-2"-Eck und bekommt
3,141592653589873...

1610 erreicht der Fechtmeister und Mathematiker Ludolph van CEeuLEN mit einem
4 - 260-Eck 35 Dezimalen. Viele sind von dieser Leistung so beeindruckt, dass sie m
fortan als Ludolf’sche Zahl bezeichnen.

1699 bringt es Abraham Suarp (1651 bis 1742) auf 71 Dezimalen.

1841 schafft William RuTHERFORD in mithseliger Rechnung 208 Stellen, von denen leider
nur die ersten 152 richtig sind.

1873 stellt William SHANKS einen neuen Rekord auf: Fleill und Ausdauer lassen ihn bis
zur 707. Stelle vordringen, doch ach, blof3 die ersten 527 Stellen stimmen!

Bis jetzt sind alle Néherungswerte noch Ergebnisse anstrengender Kopf- und
Schreibarbeit.

1949 schliel3lich treten die ersten elekironischen Grolirechner in die Arena. Und nun iiber-

schlagen sich die Ereignisse:



1949 2073 Stellen in 70 Stunden

1958 10000 Stellen in 100 Minuten
1961 100000 Stellen in 8,75 Stunden
1973 1000000 Stellen in 23,3 Stunden

1983 16000000 Stellen in 30 Stunden
Fiir m-Fans geben wir hier nur die ersten tausend Dezimalen an:

3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 6939937510
5820974944 5923078164 0628620899 8628034825 3421170679
8214808651 3282306647 0938446095 5058223172 5359408128
4811174502 8410270193 8521105559 6446229489 5493038196
4428810975 6659334461 2847564823 3786783165 2712019091
4564856692 3460348610 4543266482 1339360726 0249141273
7245870066 0631558817 4881520920 9628292540 9171536436
7892590360 0113305305 4882046652 1384146951 9415116094
3305727036 5759591953 0921861173 8193261179 3105118548 —
0744623799 6274956735 1885752724 8912279381 8301194912 /! = e
9833673362 4406566430 8602139494 6395224737 1907021798 | i e e e S S
6094370277 0539217176 2931767523 8467481846 7669405132 3 2184 BELCPIEL TICS. DORETE 211 MERKEN, st | )
0005681271 4526356082 7785771342 7577896091 7363717872 ~—  —— ————
1468440901 2249534301 4654958537 1050792279 6892589235
4201995611 2129021960 8640344181 5981362977 4771309960
5187072113 4999999837 2978049951 0597317328 1609631859
5024459455 3469083026 4252230825 3344685035 2619311881
7101000313 7838752886 5875332083 8142061717 7669147303
5982534904 2875546873 1159562863 8823537875 9375195778
1857780532 1712268066 1300192787 6611195909 2164201989

Wer sich die ersten 23 Stellen merken will, lerne Geobolds Gedicht und zdhle die
Buchstaben.

Fiir die Praxis ist eine Rekordjagd nach moglichst vielen Dezimalen vollig unniitz: Um
den Umfang eines Kreises von der Grofle des Erdidquators auf 1 mm genau zu berech-
nen geniigen 11 Dezimalen. Trotzdem sind solche Rekordergebnisse sinnvoll:

Man testet damit die Computer und die Programme.

Heute verwendet man zur 7-Berechnung nicht mehr regelmiBige Vielecke, sondern
zum Beispiel unendliche Summen oder unendliche Produkte wie:

! B e R e o Lo e
(570 Jprac <8 == Seis SN G e e es s NG (o

T 2:2 4-4 66
q .fl i e 0 Zh
1655 WALLIS: 5 B T T
Vo e b |_+|-3 | [EgEst il
BREWION e Gl g Vi 530 2ws 1408
i A
T 5.4-6:8 9512
T s rEte ) |

1671 GREGORY: :; = ]_,_ f— 4 —
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T 1 | 1 1
: : L =t —F—+—+
1734 EULER: 6 E > 5 T
T 1 1 | 1
=—+—+4+—+—+
8 1= 3 =R
i — L £ _I + I e I_
(;][] |-|- 2-‘. 3-; 4-‘. T
L I_ i I i I i 1

1766 beweist Johann Heinrich LAMBERT (1728 bis 1777), dass 7w eine irrationale Zahl
ist, sich also nicht als Quotient zweier natiirlicher Zahlen schreiben lisst.

1882 weist Ferdinand LINDEMANN (1852 bis 1939) nach, dass »die Zahl i iiberhaupt
nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung irgendwelchen Grades mit rationa-
len Coefficienten sein kann«. Das bedeutet: Es gibt keine Gleichung der Form

e i S Sl ot s s R DS G T e e e
mit rationalem Koeffizienten a,, a,, a,, ..., die 7r als Losung hat.

Solche Zahlen nennt man transzendent.

Mit seinem Beweis findet LINDEMANN auch die Antwort auf die uralte Frage, ob
es allein mit Zirkel und Lineal maglich ist, einen Kreis in ein flichengleiches
Quadrat zu verwandeln (Quadratur des Kreises). Weil 7 transzendent ist, gilt:

Die Quadratur des Kreises ist unméglich. WT;;-?}

Ké\ 6,28
Noch heute verwendet man den Ausdruck »Quadratur des Kreises< fiir schein-
bar oder tatsdchlich unlosbare Probleme.

—
[="]
=
o

Nun aber zu einem lésbaren Problem. Es zeigt eine verbliiffende Folgerung aus der Kreis-
umfangsformel.

Wir haben einen Globus von 0,25 m Radius. Um seinen Aquator biegen wir einen Draht
so, dass er eng anliegt. Die Drahtldnge ist (in Meter) s = 2mir = 1,57... . Dann nehmen wir
einen Draht, der 1 m ldnger ist, biegen auch ihn zu einem Kreis und legen ihn konzen-
trisch in die Aquatorialebene. Wie groB ist der Abstand a zwischen Kreis und Kugel?

Neuer Umfang: s*=1+ 1,57... =2,57...
neuer Radius: r* = —— = 0,409...
2n

Abstand: a=r*-—r=0,159....
Der lingere Drahtring steht also etwa 16 cm ab.
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Jetzt machen wir dasselbe mit der grofien Erdkugel.

Radius (in Meter); r = 6378388
Aquatorlinge: u = 2rm = 40076 593,765 ...
um | m lingerer Umfang: u* =1+ 40076 593,756... = 40076 594,756...

u*

neuer Radius: r* = 6378 388.159...

2
=]

i

Abstand: a =r*—r=0,159....

im Bild ist
im Bild ist I 2. -| r=0,25
: = - r=0,25 a | £ ' %= 2,57...
s =1,57... r* = 0,409...

a = 0,159...

Jl.l.rl
AL
AT

Seltsam: Obwohl die Verlingerung von 1 Meter bei einer Linge von 40 Millionen Meter
praktisch nicht erkennbar ist, steht der Drahtring wieder 16 cm von der Erde ab! Was ist
da los? Das Ritsel 16st sich, wenn wir die Rechnung allgemein machen.

Radius: r

Umfang: u =2rm
neuer Umfang: v*=u+1=2rn + |

) : u* Zrit 1 |
ST 1T P 1 * — et - = 4 —
neuer Radius: r 5 S r o
1 1
Abstand: a =r*—r=r+ =T =0.159...
2T 27

Der Abstand a hingt nicht vom Radius ab, er ist bei jeder Kugel gleich grof3!

Mathematischer Hintergrund

Wir haben so getan, als ob es klar wire, was unter der Lénge einer krummen Linie zu ver-
stehen sei. Bisher konnen wir aber eigentlich nur die Langen von Strecken bestimmen. Be-
vor der Mathematiker Kreisumfinge berechnet, muss er sich iiberlegen, was ein Kreisum-
fang iiberhaupt sein soll. Weil ARCHIMEDES keinen Anspruch mehr auf Copyright erheben
kann, benutzen wir seine gute Idee zu folgender Definition:
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Der Kreisumfang ist das Ergebnis der Intervallschachtelung [u,; v,] fiir unbegrenzt
wachsendes n. u, und v, sind die Umfinge des ein- und umbeschriebenen n-Ecks.

Fiir den Sonderfall der Verdopplung der Eckenzahl sieht man leicht, dass eine Intervall-
schachtelung vorliegt:

Von Seite 22 wissen wir u,, > u, und v,, < v,

auflerdem gilt s, <t,

und damit n-s,<n-t, also u,<v, und schlieilich wegen

2 2 2
e C_n | n; Vo= U, " L— [ == Vo 0 =y (\ c =S
tr\
Sn
{ \
? - r;__;2
s
Sp<ty I 1

Wenn n immer groler wird, kommt s, dem Wert 0, das heif3t, ¢, dem Wert 2 beliebig nahe.

Weil u, auf alle Fille kleiner als v, ist, wird das Produkt u, |— - 1) beliebig klein und
‘n J

damit auch die Differenz v, — u,.

Fiir die 3-er Serie ergibt sich fiir den halben Umfang die Intervallschachtelung:

Eckenzahl Innen: Aullen: Unterschied
n I I o
Euﬂ 5 V., 5 (V= 1,)
3 2.59808... 5,19615... 2.59807. ..
6 3,000 00... 3,464 10... 0,464 10...
12 3,105 82... 3,21539... 0,109 56...
24 3,13262 3,15965... 0,02703. ..
48 3,13935... 3,146 08... 0,00673...
96 3,14103... 3.14271... 0,001 68...
192 3,14145... 3,14187... 0,00042. ..

Die abstrakte und komplizierte Definition des Kreisumfangs ist deshalb notig, weil an-
schauliche Uberlegungen in die Irre fithren konnen, wenn das Unendliche mit im Spiel ist.

Dazu zwei Beispiele: - |

m=4 (7) Beim Viertelkreis ist die Linge der AuBentreppe Lﬁ :
auch bei beliebiger Verfeinerung immer gleich 2. :
Folglich ist der Kreisumfang gleich 8 und damit
m=4.




et

m=2 (7) Die Wellenlinie besteht aus lauter Halbkreisen. Bei einer Unterteilung in drei

Halbkreise gilt zum Beispiel (Durchmesser d):

1
Lange der Wellenlinie = < d,m + .]) d.m+ ,i) dim
| 1
) (d, +d;, +dy)m ?dr

Das gilt auch bei beliebig vielen, beliebig
kleinen Halbkreisen. Schlielflich kann das
Auge die Wellenlinie nicht mehr vom Durch-
messer unterscheiden. Also ist

1 :
= don=d undsomit 7w=2.
Fa

Das letzte von Geobold: Er meint, alle Kreise hétten denselben Kreisumfang. Zum Beweis

rollt er eine Kreisscheibe ab, auf der eine kleine (rote) Kreisscheibe befestigt ist.

.\"E«I;E KREISE HAEEH‘\L-\._ —. . /,
| DEWSELBEN UMFANG ! | = — —
\‘--.__ —\ — ﬁ) / \\\ ( |"/-— \‘II
* ¥ & | | 5
: J =t




2.2. Bogen und Bogenmal}

Zeichnet man in einen Kreis zwel Radien ein, so entstehen zwei Sektoren (Ausschnitte).
Ein Sektor besteht demnach aus zwei Radien und einem Kreisbogen. Die Bogenlinge b
hdngt bei einem Kreis mit festem Radius nur vom Mittelpunktswinkel p ab. Zum Winkel
p = 360° gehort der ganze Umfang 2rm als Bogen. Weil sich die Langen zweier Bdgen ver-
halten wie die zugehdrigen Mittelpunktswinkel, gilt

Sektoren
Einheitskreis

b

u u =
= i — ]t=
2rm 360° H

360°

. L
und damit b =2rm-- =
180°

Weil bei festem Radius Bogenlinge und Mittelpunktswinkel eindeutig zusammengehoren,
verwendet man den Bogen als Mal fir den Winkel: Der Einfachheit halber nimmt man
die Bogenlinge im Einheitskreis gleich als Winkelmal3.

Definition

Das Bogenmall eines Winkels ist die Lange des zugehorigen Bogens im Einheitskreis.

Im Alltag verwendet man zur Winkelmessung auch heute noch das babylonische Grad-
mall. Weil aber die Mathematik nur mit Zahlen misst (hier gibt es keine Benennungen!),
stellt sich die Frage, welche reelle Zahl 360° ist. Jetzt wissen wir’s: Es ist die Zahl 27! In
einer Tabelle vergleichen wir Grad- und Bogenmal3:

Gradmal} = Bogenmal}

3608 = 21

180° = bl
90° /2
plE = 7i/3
LT /4
3 = /6

1°=—2——0,017...

180
180°
1 = ~ 57,3°
T
Der hochgestellte Kringel im babylonischen Winkelmaf lisst sich als Faktor ‘1;{0 deuten.

So kann man einen Winkel leicht von einem Mal ins andre umrechnen:
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Mit dem Bogenmal} wird die Formel fiir die Bogenlidnge viel einfacher:

s T
b=1u-—=, wegen —5—==1 ergibtsich
% 180° b ST 5
Bogenlinge | b=r-p | pim Bogenmal : \\
Zwei Beispiele: b 2\
Wie lang ist die Kurve? b=150m-63°=150m-63-7/180 = 165 m =i
» B li
i =15l ] 'I
Wie lang ist eine Eine Seemeile (1 sm) ist so lang wie ein Bogen eines Lingenkrei-
Seemeile? ses der Erde (Meridian), der zum Mittelpunkiswinkel 1° gehort.

| sm=6368km-1"=6386 km-(1°/60)
6386 km - (1/60) - (7t/180)
= 1,852 km

2.3 Fliche

Seit 1882 (LINDEMANN!) wissen wir, dass die Quadratur des Kreises unmdoglich ist: Mit Zir-
kel und Lineal allein ldsst sich kein Quadrat konstruieren, das denselben Inhalt hat wie ein
gegebener Kreis. Wir suchen jetzt eine Formel, mit der wir den Kreisinhalt wenigstens be-
rechnen kénnen.

Auf Seite 12 steht die Formel F, = u_h,_ /2 fiir ein regelmibiges n-Eck, das einem Kreis ein-
beschrieben ist. Wiichst n tiber alle Grenzen, so kommt der Umfang u, des n-Ecks dem
Kreisumfang u = 2rm beliebig nahe. Ebenso kommt die Hohe h, des Bestimmungsdreiecks
dem Kreisradius r beliebig nahe. Die Fliache F, wird zur Kreisfliche und es gilt:

-~ —

FP;\\ //f
\ | /
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n=20 n=40
= ____rf’/
F=3-2rm-r Inhalt der Kreisfliche | F=r’x :
Ein anderer Weg zu dieser Formel kommt ohne Vielecke
aus: Man zerschneidet zwei gleiche Halbkreise in kon-
gruente Sektoren und verzahnt diese wechselweise, so-
dass ihnen ein Parallelogramm umbeschrieben ist.
Wiichst die Sektorenzahl iiber alle Grenzen, so kommt
die Grundseite dem halben Kreisumfang rm und die
Hohe dem Kreisradius r beliebig nahe und es gilt Kreis-
fliche = halber Kreisumfang mal Radius:
F=rr-r=r1%1.
Einheitskreis
A= 3,65
N g s \\
n=4 \\ ‘-\ 1,29
i 4
— 282 — :
Aws=3,181
III - T ™ 1II
" REIBS) VA \ 1018
S A
: 3,121 :
LT bbbttt hid .-’a._:3_|£.rlf
[TITTTTTT T LTI T T T T T _|
. P T AR AARAAARARRRRAAN I.I.I.I.I-I.I.I.I.I.'.I.I|I.I.I. | | 10012..
LLLELEERTC LT AERRRRRRARE
3,1403-




In der Tabelle stehen einige Parallelogrammwerte, wie sie sich beim Aufschneiden des
Einheitskreises ergeben:

Sektorenzahl Parallelogramm- Parallelogramm- Parallelogramm-
linge héhe fliche
4 280 1,29... 3,695
16 % 7 1 [ 1,019... 3,181...
64 3,1403... LOg12. . 3,1441...
256 3,14151... 1,000075... 3,14175...
1024 3,141 587... 1,0000047... 3,14160...
4096 3,14159234... 1,000 000 29... 3,1415932...
16384 3,141592634... 1,000000018 ... 3,141592692 ...

Der Faktor r° in der Flichenformel sollte nicht tiberraschen. Weil alle Kreise dhnlich sind,
kann man sich vorstellen, dass der Kreis mit Radius r durch zentrische Streckung (Streck-
faktor r) aus dem Einheitskreis entstanden ist. Ist F, der Inhalt des Einheitskreises, so er-
gibt sich fiir den Inhalt F, des Kreises mit Radius r die Formel F, = r’F,. Die Konstante F,
entpuppt sich als die Kreiszahl m, als die Zahl also, die schon bei der Umfangsbestim-
mung die entscheidende Rolle gespielt hat.

Sektorfliche

Den Flicheninhalt Fg,, ., eines Sektors berechnen wir so dhnlich wie die Linge eines Kreis-
bogens: Zum Winkel u = 360° gehort der ganze Kreisinhalt r’m als Flidche. Bei gleichem
Radius verhalten sich zwei Sektorflichen wie die zugehorigen Mittelpunktswinkel. Deswe-
gen gilt

Fsektor L u
— s und damit Bt = Fli=—=
r'r 360° : 360°
] F=3rb
mit 71/180° = 1 ergibt sich Forr r’u
Ersetzt man ru durch die Bogenlinge b, so ergibt sich
F ] br
"Sektor — A
T 2 b b
LS ~
/ N,
i i
A W
b
/& )\
i S il

Die letzte Formel erinnert an den Fliacheninhalt eines Dreiecks mit der Grundlinie b und
der Hohe r.

Mit Kreisbogen lassen sich reizvolle Figuren bilden. Die Berechnung ihrer Fliache und
ihres Umfangs erfordert manchmal Blick und Geschick. Dazu ein Beispiel:
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Gegeben ist eine Kreisbogenfigur im Quadratgitter mit der Gitterkonstante a. Berechne

Umfang und Flicheninhalt in Abhiingigkeit von a.

Umfang: Die Figur besteht aus vier Viertelkreisen, davon haben
zwel den Radius a, die andern beiden den Radius 2a.

u =2'%-22177 i 2-%-2(23};—1 dam

Fliche: Den Flicheninhalt F findet man, wenn man vom Qua-
drat der Seitenlinge 3a die Flichenstiicke A und B
zweimal abzieht

A = Rechteck — Viertelkreis
A=33-2a “(2a)mw = 6al — am

2l
4
. . : e
B =1(3a)-—2A4—2B Viertelkreis B 7 an

F =9a’— 2 (6a*— a*m) — 2- A a-m

. : 2 - I
E =09a%— 12a%+ 03ty —— 4%y
“
AN Sl B
T oyt AR DR S T 2)

Es geht auch anders: Weil die Figur punktsymmetrisch ist.
wird sie von der Diagonale halbiert, das heifit F = 2C.
D = kleiner Viertelkreis — kleinesDreieck
I

i

I
4
C = groller Viertelkreis — grof3es Dreieck — D
I
4

; . I 5 1
C=-—Q2an 5 2a-2a — q a T ?d ) / /
; I ] 3 3
C=a’m—2a’— —anm+ —a2="g2r— 242
1 1 4 171 3 | 4 =TT 3 1
(3 3 3 3
? — ey T, o 2 — — nlf—
[_ - (\ 4 a7 : d ) 2 d 2 d {pi :.]]

2.4 n-Berechnung

Weil die Kreiszahl i auch in der Flichenformel auftaucht. eignen sich zur -Bestimmung
auch alle Verfahren, mit denen man die Kreisfliche niherungsweise berechnet, zum Bei-
spiel:

Treppenverfahren

Wir zerschneiden einen Viertelkreis mit Radius 1 in n gleich breite Streifen. Jeder Schnitt
bestimmt zwei Rechtecke der Breite 1/n. Die Rechtecke bilden zwei Treppen: Die innere
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liegt ganz im Viertelkreis, sie fiillt ihn um so besser, je groBer die Anzahl der Rechtecke
ist — und die duBere enthilt den Viertelkreis, auch sie gleicht sich diesem mit wachsender
Streifenzahl immer besser an. Die Inhalte von Innen- und AuBlentreppe kommen sich bei
wachsender Streifenzahl beliebig nahe, bilden also eine Intervallschachtelung fiir den
Viertelkreis-Inhalt. Die Bilder zeigen Aufientreppen mit acht bzw. 20 Streifen und die zu-
gehorigen Innentreppen.

Flicheninhalt der Innentreppe Fi..

Nach PyTtHAGORAS eilt fiir die Hohe y; des i-ten Rechtecks
g i

12 ( A | | e
P=12—-—) =—— alsg Y=gk
}I i n v

LY In In-
: e L
Das i-te Rechteck hat den Inhalt F, - Fy = 5 yn? — i2
e
Fil1|‘.-\'|' I-l | F_‘ aF Fx == + F"
] i ( T 5 [ .= o |""'—-_'
[—i!!n-:n ) VI — 1 + yIl-— 24 4 (%= 32 4+ .
n2
P
T
VR A ¥
Sy 1

Flicheninhalt der AuBentreppe F, g,

Die AulBentreppe unterscheidet sich um ein Rechteck von ihrer kleineren Schwester, es
ist das Rechteck mit der Hohe 1 (= Radius); sein Inhalt ist 1/n.
|

IIL‘:[IL‘-L‘II E I—-m‘u! T n_

4:F, ... und 4-F, ;. sind Niherungswerte fiir den Inhalt des Einheitskreises und deshalb
zugleich auch fiir m:
4-F

<< 4 . F aulben

innen




Die Tabelle machts deutlich: der Kreis im Wiirgegriff von Innen- und AuBentreppe:

Anzahl n vierfacher Inhalt vierfacher Inhalt Unter-
der Streifen der Innentreppe der AuBentreppe schied
8 2,83... 3.33... 0,5
10 2.90... 3.90... 0.4
20 31025 3,20... 0,2
100 3,120... 3,160... 0,04
1000 3395 3,1435... 0,004
10000 3,14139... 3,14179... 0,000 4
100000 3,141572... 3,141612... 0,000 04
1 000000 3,1415906... 3,1415946... 0,000 004

Die Mittelwerte von Auflen- und Innentreppe ergeben bessere Niherungswerte fiir 7, so
zum Beispiel 3,14159226524... bei einer Million AuBenstreifen.

Gitterpunktverfahren

Wir zéhlen alle Gitterpunkte mit ganzzahligen Koordinaten in oder auf einem Kreis mit
Radius n(n € N). Jeder Gitterpunkt reprisentiert ein Einheitsquadrat. Die Anzahl g der
Gitterpunkte ist deshalb ein Naherungswert fiir die Kreisfldche: g = n’n, also m = g/n

Wir zeichnen den Kreis mit Radius n in ein Koordinatensystem um M (0|0). Zuerst zihlen

wir alle Gitterpunkte mit positiven Koordinaten. Uber dem x-Wert i liegen alle Gitter-
: : Fr = A - ; 5

punkte, deren y-Wert kleiner oder gleich yn®> — r* ist. Solche Werte lassen sich bequem mit

der TRUNC-Funktion der Computersprache Pascal berechnen.

TRUNC(X) schneidet von der Dezimalzahl x alle Nachkommastellen ab,

Beispiel: TRUNC(1,87) = 1 oder TRUNC(—3,1415) = —3.

Folglich liegen TRUNC (y/n? — i2 ) Gitterpunkte {iberm x-Wert i im Viertelkreis. Insgesamt

liegen v = TRUNC (yn®— 1? ) + TRUNC |yn? = 22 ) + ... + TRUNC |yn? — (n — 1)? | Gitterpunkte

mit positiven Koordinaten in oder auf dem Viertelkreis.

Zahlt man die Achsenpunkte noch dazu, so ergibt sich fiir alle Gitterpunkte in oder auf

dem Kreis die Anzahl g=4-v +4-n+ 1. Die Ndherungswerte g/n’ zappeln unregelmilBig

um 7, kommen aber auf lange Sicht der Kreiszahl 7 dennoch beliebig nahe.
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Radius n Anzahl g der Niherungswert B
Gitterpunkte o* fir
2 13 3.25 —0,10...
3 29 309 .. —0,080...
4 49 .06, 0,079...
5 81 3,24 0,098...
6 113 3,138... 0,0027...
7 149 3,04... 0,10...
8 197 3,07... 0,063...
9 253 423 0,018...
10 317 347 0,028
100 31417 31417 —-0,00010...
1 000 3141549 3,14159 0,000043...
10000 314159053 3,141590 53 0,0000021...
100 000 31415925457 3,14159254... 0,000 000 10...
[ 000000 31451592649625 3,141592649... 0,000 0000039...
i -
01

0= ||| “ll ‘hl :‘II. |||i ||.. ||| Tl |I||. 1, a1 Bt o B st et

|n=10 n=50 n=100 ne 150 n=200

=014

‘ VergroBerung

] | | [ |
|}

Il naz0 n=50 n=100 n=150 n=200

"
LN




Zufallsregen (Monte-Carlo-Methode)

Mit einem Computer erzeugen wir Paare von Zufallszahlen zwischen 00 und | und deuten
sie als Punktkoordinaten. Solche Zufallspunkte liegen in einem Quadrat mit den Gegene-
cken (0|0) und (1]1). Weil der Zufall auf lange Sicht keine Gegend im Quadrat bevorzugt,
verhélt sich die Anzahl v der Punkte im Viertelkreis zur Anzahl q der Punkte im Quadrat
annihernd wie der Inhalt des Viertelkreises zum Inhalt des Quadrats

1
v 4 '

—=—— also w=4—,

Die Tabelle enthilt die Ergebnisse dreier Versuche mit je 10 Millionen Tropfen und die
Zwischenergebnisse in Abstinden von Zehnerpotenzen. Der Zufall verteilt die Tropfen
nicht so gleichmifig, wie die Gitterpunkte liegen. Deshalb sind die Niherungswerte im
Durchschnitt nicht so gut wie die im Gitterpunktverfahren.

Anzahl q Niherungswert

Niherungswert Néaherungswert

der Punkte 1. Versuch 2. Versuch 3. Versuch
im Quadrat
10 4 1,6 3.6
100 3,24 3.4 3.56
1 000 3,124 3,132 3,184
10000 3,1556 3.1104 3,146
100 000 3,147 76 3,14524 3,14592
1 000 000 3,142 904 3.1434 3,141 104
10000 000 3,141 5644 31418716 3,1412184

Aufgaben zu 2.1

1. Berechne den Umfang eines Kreises mit Radius 10. Verwende dazu
a) m=3 b) w=3,14 ¢) m~=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.
2. Berechne den Durchmesser eines Kreises mit Umfang 10. Verwende dazu
a) m=3 b) m=3,14 ¢) m=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.
3. Miinchen bewegt sich in 24 Stunden auf einem Kreis mit 4260 km Radius um die
Erdachse. Wie grof3 ist die Geschwindigkeit?

4. Die Erde lduft in einem Jahr um die Sonne auf einer kreisihnlichen Bahn vom Ra-
dius 150 Millionen Kilometer. Wie grof3 ist ihre Geschwindigkeit?




——ti . ——

B ——

Historische m-Niherungen
Bestimme mit dem Taschenrechner Dezimalzahlen der angegebenen Nidherungswerte fiir
m und gib die Anzahl der richtigen Stellen an. Berechne jeweils den relativen Fehler auf
Naherung — wahrer Wert

wahrer Wert

Promille genau. Der relative Fehler ist der Quotient

5. m=3

L=

In der franzésischen Artillerie verwendet man beim Zielen das »milliemex, es ist der
Winkel, unter dem man einen Meter in | km Entfernung sieht. Man nimmt an, dass
der Kreis mit Radius | km einen Umfang von 6400 m hat.

1
s =3
6 8

Babylonischer Niherungswert aus dem 2. Jahrtausend v. Chr.

T. = \ﬁ BrRAHMAGUPTA-Wert
Schnelle Konstruktion als Hypotenusenlinge (Kathetenlidnge 1 und 3)

8 m=g
g ist hier nur die Malzahl der Fallbeschleunigung: g = 9,81, praktischer Nihe-

rungswert in der Physik (Drehbewegungen)

AN
9. = (—1) Agyptischer Wert aus dem Papyrus RHIND _ L

Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene
Niherungswert fir 77

Ll she halber Urnf:
10. w= y2 + 3 PraTon-Wert Ungefab fabar Thrfag 72

Welcher Niiherungswert (mit Wurzeln ohne Bruchstrich) ergibt sich fiir den Kehr-
wert von 7?

11. n=—=2+v2y5—2 CHEOPS-Wert
VT
Nimmt man an, dass die Seitenflichen der CHEoPs-Pyramide aus zwei halben Golde-
nen Rechtecken bestehen, dann ergibt sich der Ndherungswert.

22 :
12. = - ARCHIMEDES-Wert N 2 =
20 1,-"5 . ;
13. = =% WaRUSFEL-Wert (1961)
W
3°8'30" : : 5 3 N
14, m=- =i ProLEMAIOS-Wert im 60iger System
R KOCHANSKY
o 15, = — — 243 KocHaNsky-Wert (1685) MW 118
2
Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene : i
Niherungswert fiir 7? A 1 T 1B
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€ e
* 16. JT**%(Z Eg)y, =5 5 = 1)

Suche dafiir eine moéglichst einfache Konstruktion. ( 7ip: Goldener Schnitt)
17. n=1.8+ \,W VieTe-Wert (16. Jh.)

Zeige, dass dieser Wert der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
1.2 und 0.6 ist.

18. m~3,1416 3
Indischer Wert aus dem 5. Jahrhundert
13—
19. m~—— 146
50 ! 2
Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene
Niherungswert fiir m?
] a
20. m=~— (10 + 229 )
8 & e

Suche dafiir eine moglichst einfache Konstruktion.
(Tip: 229 =225+ 4)
355
21. = TE
Chinesischer Wert (um 500 n. Chr.), Kettenbruchwert
Zeige, dass dieser Ndherungswert gleich dem Kettenbruch k ist, wenn man den sehr
kleinen Wert fiir d = 1/292 vernachlissigt.
Was ergibt sich, wenn du auch noch den Niherungswert fiir d beriicksichtigst?

Kettenbruch k=3+a
o
T 70
1
2 IS+¢
- — ]
| +d
d —
Zusammengefasst ergibt das
1
k=3- I
Jis l
5+ —
s 1 +d

22. Bestimme mit dem Taschenrechner die Niherungswerte fiir 7, die sich ergeben,
wenn man die Summen- bzw. Produktdarstellungen von Viere, WaLLIS, NEWTON,
GRrREGORY und EULER von Seite 23 auswertet.
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Aufgaben zu 2.2

1. Gib den Winkel im BogenmaB an als Vielfaches von 7t und als Dezimalzahl mit zwei

e 7.

. Gib den Winkel auf 0,1° genau an:

. Berechne die fehlenden GroBen eines Kreissektors

Dezimalen:
a) 90° b) 15° c) 45° d) 30°
e) 60° f) 1° g) 1988° h) —540°

i) —2000° ) (90°? k) y100°

a) 2 b) 22/7 ¢) 0,8 d) 05 e) 10
T+ 180°

27

fj —2+43 @ltlr W

a) | b)Y | © d)|e | D | g ‘ h) | i) |

EEAEAEA R |

1 1° [ | 120° 1 | 45° | 60°

b | [An [ RS S a1 m’Z‘.‘
| 1 ! |

Der Minutenzeiger der Turmuhr Big Ben ist 4,27 m
lang, der Stundenzeiger 2,75 m. Welchen Weg legen die
Zeigerspitzen zuriick in 1 Sekunde, 1 Minute, 1 Stunde?

. Der Umfang eines Kreises ist um 2 groBer als der des einbeschriebenen Quadrats.

Wie lang ist die Quadratseite?

a) Wie groB ist der Radius der Erde (des Monds, der Sonne), wenn der Aquator un-
gefihr 40000 km (10900 km, 4370000 km) lang ist?
b) Die Erdbahn ist ziemlich genau ein Kreis von 9,43 - 10° km Umfang.
Wie weit ist also der erdnichste Stern von uns entfernt?
Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit (in km/s) der Erde bei ihrem
Lauf um die Sonne?
¢) Pluto, der duBerste Planet unsres Sonnensystems, bewegt sich mit einer mittleren
Geschwindigkeit von 4,75 km/s in 248 Jahren einmal um die Sonne.
Wie groB3 ist der Durchmesser unsres Sonnensystems?
Das Auge sicht zwei Punkte als einen, wenn der Sehwinkel kleiner als 1 Winkelmi-
nute ist. In welcher Entfernung scheinen sich die Schienen eines geraden Gleises zu
schneiden. wenn der Schienenabstand 1435 mm ist?

Wie lang ist der Kreisbogen, den ein Bestimmungsdreieck aus dem Umkreis eines re-
gelmiBigen n- {Lk'-‘ mit Radius 10 ausschneidet?

a) n=3 b) n= ¢) n=50
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9.

10.

11.

=12,

13

14.

15.

e 16.

40
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Zeichne die Punkte A (0]0), b(4]0) und C (2243 ).

a) Welches besondere Dreieck 1st ABC? (Begrindung!)

b) Die drei Kreise um die Eckpunkte des Dreiecks mit r = 4 bilden ein Kreisbogen-
dreieck. Berechne seinen Umfang.

RENNBAHN Ideallinie

Die Laufbahn in einem Leichtathletikstadion / \
ist innen gewdhnlich von einer 5cm breiten - 84,39m-
Betoneinfassung begrenzt. Gemessen bis zur : '—aa.sm—)
Innenkante dieser Einfassung ist der Radius

der Halbkreise 36,50 m, die sogenannten Ge- __ Betnsinfassung -

raden sind jeweils 84,39 m lang.

a) Wie weit von der Aullenkante der Einfassung entfernt wird die Innenbahn ver-
messen, wenn sie 400 m lang ist?

b) Ein 10000-m-Liufer hilt die Ideallinie ein, das heilit, er lduft genau 400 m pro
Runde: Sein Freund lduft stindig neben ihm her in 1 m Abstand von der Idealli-
nie. Wie viel m lduft er mehr?

Zeichne die Kreise um A(0|0) mit r;, =4 und um B(2|2) mitr, =2 y2 .
Welchen Umfang hat die Schnittfliche der beiden Kreise?

BOGENGLEICH

a) Im Dreieck ABC ist b=c<a und «<90°. Cx Bse
Der Kreis um B mit Radius a schneidet AB in D, der \\ Zeige: DESFG
Kreis um C mit Radius CD schneidet AC in E, AB in F \\\a
und BC in G. by N
Zeige: Die Bogen DE und FG sind gleich lang. o

b) Begriinde: Die Aussage von a) gilt auch, Al : A
wenn b =c>a und « < 90° ist. b=t i -

¢) Begriinde: Die Aussage von a) gilt auch,
wenn b =c <a und o < 90° ist.

d) Bei einem besonderen Dreieck fallen A und F zusammen. Gib die Besonderheit
an (Winkel, Seitenverhaltnisse!).

Ein Auto fihrt 100 km. Welche Streckenlidnge misst der Kilometerzihler, wenn der
Durchmesser der Reifen wegen Abnutzung statt 50 cm nur 49,5 cm betrigt?

Welchen Umfang darf eine Tonne haben, damit sie durch eine 2 m breite Kellertiir
passt?
Zum Ausmessen krummer Wege auf Landkarten verwendet man Messradchen.

Wie groll muss der Raddurchmesser sein, wenn eine Umdrehung bei einem MaBstab
1: 100000 einem Kilometer entsprechen soll?

RIEMENTRIEB

In einem Quadratnetz mit Gitterkonstante a sind diinn Kreise gezeichnet: Jeder
Kreis geht durch mindestens zwei Gitterpunkte oder beriihrt vier Gittergeraden. Die
Kreise bedeuten Rader, die dick gezeichneten Kurven bedeuten Riemen oder Ketten.




a) Verglichen mit dem grofiten Rad — wie viel mal so schnell dreht sich das kleinste
Rad?
b) Berechne die Riemenlinge abhéangig von a.

B[]

17. ERDUMFANG

Der griechische Mathematiker ERATOSTHENES (Alexandria, 275 bis 194) hat den
Erdumfang mit folgender Uberlegung bestimmt: Wenn in Syene (heute Assuan) die
Sonne zur Sommersonnenwende (hochster Sonnenstand) einen tiefen Brunnen
genau ausleuchtet, also senkrecht tiber
Syene steht, dann wirft eine Sdule im
800 km nordlich gelegenen Alexandria
ginen Schatten. Nimmt man an, dass die
Sonnenstrahlen parallel sind, dann folgt
daraus, dass die Erdoberfliche krumm
sein muss. Wenn ERATOSTHENES weiter
annimmt, dass die Erde eine Kugel 1st,
dann kann er aus dem Winkel p, den die
Sonnenstrahlen und die Sédule bilden, g
Umfang und Radius der Erdkugel be-
stimmen; fiir pu gibt er »ein Fiinfzigstel
von vier Rechten« an.

Welcher Wert ergibt sich fiir den Um-
fang, welcher fiir den Radius
(m=22/7)?

arn 22.Juni

—
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Aufgaben zu 2.3

I. Berechne die fehlenden Griflen (F Kreisinhalt)

LI ICIDIE LR
r|1]os|2]y5[n | I
T T T T elels
2. Berechne die fehlenden GrofBen (F Sektorinhalt)
a) (n|ola| o [n]e|wn|i]j)
r | 22 I _
u | 45° 60° | 120° ST [
b 1 1 1 |
E | | 2 3 [ | 1 |

L

Berechne die Fliche eines Kreises mit Radius 10. Verwende dazu

a) m=3 b) m=3.14 c) m=22/7

und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.

.

- Berechne den Durchmesser eines Kreises mit Inhalt 10. Verwende dazu
b) m=3,14 c) m=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.

a) =3

5. Der Inhalt eines Kreises mit Radius r ist ungefihr so groB wie der eines Quadrats
mit der Diagonallange 2,5 r. Berechne den relativen Fehler auf 0.1 % genau.

6. Wie verhalten sich die Inhalte von In- und Umkreis eines
a) Quadrats?
b) gleichseitigen Dreiecks?

7. Aus einer quadratischen Platte (a = 31,5 cm) soll jemand entweder einen Kreis oder

vier kongruente Kreise so ausschneiden, dass moglichst wenig Abfall entsteht. Be-
rechne jedesmal den Inhalt der Restfléichen.

e

Bestimme Inhalt und Umfang
a) eines Pfennigs

b) einer Zehnpfennigmiinze
¢) eines Fiinfmarkstiicks.

°

Ein Kamel trabt mit sechs Kilometer je Stunde durch die Wiiste. Welche Kreisfldache
kénnte es in einem Achtstundentrab umrunden?

10. Drei Tische, ein kreisférmiger, ein quadratischer und ein rechteckiger (Seitenverhilt-
nis | :2) haben gleichen Flicheninhalt. Welcher hat den kleinsten Umfang, um wie
viel Prozent sind die Umfinge der andern beiden grolier?

42




s 11.

b

! g !

14.

16.

18.

«19.

Eine Ziege ist an einem Pflock angeleint und weidet alles ab, was sie erreichen kann.
Am ersten Tag ist die Leine 4 m lang. Um wie viel Meter muss man sie tiaglich verlan-
gern, wenn die Ziege jeden Tag gleich viel Fliche abweidet?

Zwei konzentrische Kreise bilden einen Kreisring. Berechne Umfang und Inhalt des

Kreisrings mit AuBenradius R und Innenradius r. Gelten die Formeln auch fir
nicht konzentrische Kreise?

. Welchen Inhalt hat der Kreisring zwischen Um- und Inkreis eines regelméfligen n-

Ecks, das dem Einheitskreis umbeschrieben ist, falls

a) n=4 b) n=3 ¢) n=6?

THUKYDIDES (griechischer Geschichtsschreiber 460 bis 400) hat behauptet, dass sich
die Flichen kreisformiger Inseln genauso verhielten wie die Zeiten, die man zu ihrer
Umschiffung braucht. Was ist davon zu halten?

Leonardo PisaNo, genannt FiBoNaccr (italienischer Mathematiker- 1180 bis 1240)
hat behauptet: Die Spur eines Rads bei einer Umdrehung ist gleich dem Kreisinhalt,
wenn die Auflagenbreite halb so groB wie der Radius ist. Was ist davon zu halten?
Eine Pizzeria verkauft Pizzen in drei GréBen: 30 cm, 20 cm und 15 cm Durchmesser.
Die kleinste kostet 6 Mark. Wie teuer sollten die andern (derselben Sorte) sein, wenn
sich der Preis nur nach der Fliche richtet?

Der Sektor oma hat denselben Inhalt wie das Quadrat maus. Berechne den Mittel-
punktswinkel p.

Wie groB} ist bei einem Kreis mit Radius r der Mittelpunktswinkel u eines Sektors,
der denselben Inhalt hat wie das einbeschriebene Quadrat?

In einem Sektor mit Mittelpunktswinkel p ist ein moglichst groBer Kreis gezeichnet.
Wie viel Prozent der Sektorfliche bedeckt die Kreisscheibe fur
a) u=90° b) u=60° ¢) u=120° d) u=180°7?
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20. Zeige, dass die schwarze Kreisfliche und der schwarze Kreisring

gleichen Inhalt haben.

® 21. DRAUSSEN = DRINNEN

.22,

»23.

Berechne x in Abhingigkeit von r so, dass die schwarzen Flichen auBerhalb des
Kreises denselben Inhalt haben wie die schwarzen Flichen innerhalb des Kreises.

¢)

LUNULAE
Der Pythagorder HiPPOKRATES von Chios (um 440 v. Chr.) ist bei der Suche nach der
Quadratur des Kreises auf eine verbliiffende I—ILLLhcng]cmhhut gestolien: Die beiden

amhellormtgc,n Mondchen (Lunulae) iiber den Katheten haben zusammen denselben
Inhalt wie das rechtwinklige Dreieck. Beweise dies.

ARBELOS

ARCHIMEDES hat gezeigt: Die schwarze, von drei Halbkreisen begrenzte Fliche (Ar-
belos = Schustermesser) hat denselben Inhalt wie die schwarze Kreisfl: iche. Zeige
durch Rechnung die Flichengleichheit.

LUNULAR ARBELOS 24

24. Berechne den Inhalt der schwarzen Fliche in Abhingigkeit von a und b.
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25. FLACHENGLEICH
Zeige: Die beiden schwarzen Flichen haben jeweils gleichen Inhalt.

a

GEOBOLD

26. GEOBOLD (A% : el
a) Berechne Inhalt und Umfang von Geobold.
b) Zeige, dass die gestrichelte Gerade den Geobold in zwei flichengleiche Teile zer-
legt.
* ¢) Welche Gerade zerlegt den Geobold in zwei umfanggleiche Teile?
27. SCHWARZWEISS

Berechne den Inhalt der schwarzen Fldche in Abhdngigkeit von der Gitterkonstante
a (= Abstand zweier Nachbarparallelen im Gitter).

c) d)

b)
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28.

29.

33.

34.

46

Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien 4 und 6. Konstruiere einen Kreis,
a) dessen Umfang die Summe der beiden Umfinge ist

b) dessen Umfang die Differenz der beiden Umfinge ist

¢) dessen Inhalt die Summe der beiden Flicheninhalte ist

d) dessen Inhalt die Differenz der beiden Flicheninhalte ist.

Konstruiere einen Kreis, dessen Inhalt

a) dreimal b) viermal ¢) siebenmal

so grof} ist wie der eines gegebenen Kreises.

Zeichne einen Kreisring mit den Radien 3 und 5 und verwandle ihn in einen fli-
chengleichen

a) Kreis b) Kreissektor mit Mittelpunktswinkel 60°.

Teile eine Kreisfliche mit konzentrischen Kreisen in

a) zwei b) drei flichengleiche Teile.

. a) Verwandle einen Kreis in einen flichengleichen Halbkreis.

b) Verwandle einen Halbkreis in einen flichengleichen Kreis.

Zeichne einen Kreis mit r = 4 und konstruiere einen konzentrischen zweiten, sodass
der Kreisring denselben Inhalt hat wie der gegebene Kreis.

(QUADRATGITTER

Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhingigkeit von der Gitterkonstante a.

¢)
T ?




= r)
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35. DREIECKGITTER
Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhiéngigkeit von der Dreieckseite a.

a) b)

»

48




e

36. GERADEKRUMM
Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhingigkeit von der Gitterkonstante a.

=

e 37. Drei zum Durchmesser [AB] parallele Sehnen unterteilen einen Halbkreis in vier
Flichenstiicke. Die Sehnen sind die Seiten dem Kreis einbeschriebener regelméliger
Drei-, Vier- und Sechsecke. Berechne Inhalt und Umfang jedes Flichenstiicks.

=

.l'-ll - LE —B

38. Welche Figur hat den groBeren Inhalt, welche den lingeren Umfang:
a) Kreis oder Quadrat? Gib den relativen Fehler bezogen aufs Quadrat an.
b) Kreis oder Achteck? Gib den relativen Fehler bezogen aufs Achteck an. (Agypti-
sche Kreisnidherung vor 4000 Jahren)

1) = by T
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39. Die Figur ist aus lauter Halbkreisen zusammengesetzt, deren Mittelpunkte auf dem-
selben Durchmesser liegen (vgl. Aufgabe 27a). Wie viel Prozent der Kreisfliche sind
schwarz?

SALINON
L
e = S
e \

\.\..
| g o~ "-,':
[ \ll [ 1

\ ',."
N, o

® 4(. SALINON
Diese achsensymmetrische Figur, die aus vier Halbkreisen besteht. heiit Salinon
(= Salzfass) von ARCHIMEDES. Mach’s wie ARCHIMEDES und beweise. dass unabhiin-
gig von der Wahl der Radien das Salinon flichengleich ist dem Beriihrkreis.

*41. DIE MUTTER VON ARCHIMEDES
Zeige: Der Inhalt der schwarzen Sicheln ist gleich dem der schraffierten Mutter.




3. Kapitel
Zylinder und Kegel

i




3.1 Der Zylinder

Neben dem Quader ist der Zylinder die hdaufigste regelmidBige Korperform in unserer Um-
welt: Gaskessel, LitfaBsdulen, Miinzen usw. In der Mathematik versteht man unter einem
Zylinder einen Korper, der entsteht, wenn man eine Gerade parallel zu sich lings einer ge-
schlossenen ebenen Kurve im Raum verschiebt; die Gerade darf nicht in der Ebene der
Kurve liegen. Man kann sich auch vorstellen, dass das von der Kurve begrenzte Flichen-
stiick parallel zu sich im Raum verschoben wird. Die ebene Kurve heif3t Leitkurve, die Ge-
rade heilit Erzeugende oder Mantellinie des Zylinders. Es gibt also unendlich viele ver-
schiedene Zylinderformen. Wir definieren nur den einfachsten, aber wichtigsten Fall:

_ Leitkyrve | |

= \-lwm'g\uﬂ_‘ﬂ

Definition

Ein Zylinder, der einen Kreis als Leitkurve
hat und dessen Mantellinien senkrecht auf
der Kreisfliche stehen, heil3t gerader Kreis-
zylinder.

Im Folgenden beschrianken wir uns auf endliche : .
gerade Kreiszylinder, die von zwei parallelen DECKFLACHE ™\
Kreisflichen begrenzt sind, und nennen sie der
Einfachheit halber kurz Zylinder. So ein Zylinder %
entsteht auch, wenn ein Rechteck um eine Seite als
Drehachse rotiert.
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Schaut man schrig auf den Zylinder, so siecht man Grund- und Deckflache als Ellipse.
Beim Zeichnen eines Schrigbilds muss man also die Kreise von Deck- und Grundfliche zu
Ellipsen stauchen.
Bezeichnungen am Zylinder: D Deckfliche r Radius

G Grundfliche h Hohe

M Mantelfliche m Mantellinie

S Oberfldche

Oberfliche
Schneidet man den Mantel lings einer Mantellinie auf, so lasst er sich zu einer Rechteck-
fliche aufbiegen. Die Rechteckseiten sind die Héhe h und der Grundkreisumfang 2rr.
Deshalb gilt fiir

Mantelinhalt | M = 2rrh

Oberflicheninhalt | S =2rh + 2r’a |
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Volumen

Den Kreisinhalt haben wir bestimmt, indem wir die Kreisfliche zwischen ein- und umbe-
schriebene regelmdlfige Vielecke eingesperrt haben. In dhnlicher Weise nihern wir den Zy-
linder durch ein- und umbeschriebene Prismen an. Die Prismen entstehen, wenn man
Grund und Deckfliche des Zylinders durch ein- und umbeschriebene regelmiflige n-Ecke
ersetzt. Fiir alle diese Prismen gilt: Volumen = Grundfliche mal Hiohe. Weil sich bei genii-
gend grofler Eckenzahl die Prismen beliebig wenig vom Zylinder unterscheiden, verwen-
den wir diese Formel auch fiir Zylinder:

Yolumen | V= Gh = r’xh e g L —T—~_

Beispiel: Ein Blatt Papier im DIN-Format ldsst sich auf zwei Arten zu einem Zylinder-
mantel biegen. Wie verhalten sich Oberflichen- und Rauminhalte dieser beiden
Zylinder?

Zuerst der Kurze-Dicke:

e r L a2
Umfang 2rm=a 2 Radius r, = -,51'_—
il
. : = a’ o~ G SRt
Oberfliche S, =a-ay2 +2-—— n=3a2 f V2 + ]
2 \ iy
a’ a’ e i Sy
Volumen V,=——-m-a= \ ay2
LR T 2n 1\_//
|a
|

i

Lh
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Jetzt der Lange-Diinne:

: § a
Umfang 2rm=a Radius r,=——
- LTT
= 12 |
yoerfliche S, =a-ay2 +2-— -m=a%(42 + 5=
Oberfliche S,=a-a y 4 a .___‘ e | T
, i a’ — a2 — . —
Volumen V,=——'mma 2 = - — a
| 4j' y ‘-I-_l ."/
e A
Oberflachen-Verhiltnis: laﬁ
!
(.I [ 'Ir'l‘_. ]| _) [ —.
S \ T 2my2 +2
= = - = -= 110
S == I 242 +1
a (1,:2 f Ve
27
Volumen-Verhiltnis: &
al
e o e b1 5
e — o = = 1..-"_ = i ik
vV a2 V2
47

Der Kurze-Dicke hat also etwa 10 % mehr Oberfliche und etwa 41 % mehr Rauminhalt.
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3.2 Der Kegel

Kegelformen finden wir in der Baukunst als Turmdicher und sonst zum Beispiel bei
Schul-, Eistiiten, Kopfbedeckungen, Schiittkegel usw. In der Mathematik versteht man un-
ter einem Kegel einen Korper, der entsteht, wenn man eine Gerade, die durch einen festen
Punkt geht, an einer geschlossenen ebenen Kurve entlangfiihrt; der Punkt darf nicht in der
Ebene der Kurve liegen. Der Punkt heif3t Spitze, die ebene Kurve heifit Leitkurve, die Ge-
rade heillt Erzeugende oder Mantellinie des Kegels. Es gibt also unendlich viele verschie-
dene Kegelformen. Wir definieren nur den einfachsten, aber wichtigsten Fall:

L Leithurve \_ GRUNDFLACHE _/
gk e
Definition =

Ein Kegel, der einen Kreis als Leitkurve hat und bei dem die Spitze senkrecht iiberm
Kreismittelpunkt liegt, heiBt gerader Kreiskegel.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf endliche gerade Kreiskegel, die von einer Kreisflii-
che und der Spitze begrenzt sind, und nennen sie der Einfachheit halber kurz Kegel. So
ein Kegel entsteht auch, wenn ein rechtwinkliges Dreieck um eine Kathete als Drehachse
rotiert.

Wie beim Zylinder erscheint auch hier im Schriigbild die i
Grundfldche als Ellipse.

Bezeichnungen am Kegel: G Grundfliche r Radius
M Mantelfliche h Héhe /
S Oberfldche m Mantellinie .~ / / 4\ —
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Oberfliche

Schneidet man den Mantel lings einer Mantellinie auf, so lasst er sich zu einer Kreissektor-
fliche aufbiegen: Die Mantellinie m wird zum Radius r des Sektors, der Umfang des
Grundflichenkreises wird zur Bogenlidnge b des Sektors. Im Bild sehen wir einen Kegel
auf der Zeichenebene liegen; sein Mantel wird oben lings einer Mantellinie aufgeschnitten
und in die Zeichenebene aufgebogen.

Wegen Fsepor = % Bogenldnge - Sektorradius gilt M = % 2rm-m.

i

Mantelinhalt | M = rrm B

Oberflicheninhalt E= rom + I'ETTJ
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Volumen

Ahnlich wie beim Zylinder ndhern wir den Kegel durch ein- und umbeschriebene Pyrami-
den an. Die Pyramiden entstehen, wenn man die Grundfliche des Kegels durch ein- und
umbeschriebene regelméBige n-Ecke ersetzt. Fiir alle diese Pyramiden gilt:

Volumen = T Grundfliiche - Hohe. Weil sich bei geniigend groBer Eckenzahl die Pyrami-
den beliebig wenig vom Kegel unterscheiden, verwenden wir diese Formel auch fiir den
Kegel:

1 1
Volume V=— Gh=—r’nh
= 3 3
) ™
o — - /",’ ST > E-h\\

i o ,r'./ \

) l:\ ‘.i

b "\\\ Fi

= = G 7

Wir wenden die neuen Formeln an und berechnen Volumen und Mantelinhalt eines Kegel-
stumpfs. Ein Kegelstumpf entsteht, wenn man von einem Kegel einen Kegel abschneidet.
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Die begrenzenden Kreisflichen mit den Radien R und r heiflen Grund- und Deckfliche,
ihr Abstand h heil3t Héhe des Kegelstumpfs; die Mantellinien des Stumpfs sind die Reste
der Mantellinien des urspriinglichen Kegels.
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Volumen V.‘x:u:n;*l - V;—'Iuri;' Kegel Vi.l;.'im'! Kegel

I = | S
s R (h x)—?r X

] (P2 4 P JEEE
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T T(Rh+ xR =1))  (#)

Aus der Ahnlichkeit der schwarzen Dreiecke folgt

x _h e i hr
h g T R

hr - ey
I’ aprene o |
i (R*¥—1t

eingesetzt in (e) ergibt

1 .
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(m + y)Rm —yrm
=m(mR + yR —yr)=w(mR + y(R — 1)) (®)

M kleiner Kegel

grolier Kegel

Aus der Ahnlichkeit der schwarzen Dreiecke folgt

Y m rm

T Rt also y= R eingesetzt in (®) ergibt
rm
Moo = 7 | mR 4 e (R=r1)| =nm(R +r1) f




Wenzel JAMNITZER, 1568, Perspectiva Corporum Regularium

Aufgaben zu 3.1

Berechne die fehlenden Stiicke eines Zylinders

a) [ |o D] |D|a|w|D
e o (S| TEh[F
h | 2 10 | 5 m ]
vV | T ‘; _?_ 20m 1
S T_I I 2 |
M ; = ‘%Tﬁ—l T :

Ein Rechteck mit den Seiten x und y lisst sich auf zwei Arten zu einem Zylinder-
zeugt so jedesmal einen Zylinder. Berechne die Verhiltnisse der Volumina, der Man-
telflichen und der Oberflichen dieser Zylinder.

a) x=10, 20

b) x:y=y

¢) allgemein in Abhingigkeit von x und y

[ il..r_:

Ein Rechteck mit den Seiten x und y ldsst sich auf zwei Arten zu einem Zylinder-
mantel biegen. Wie verhalten sich Oberflichen und Rauminhalte dieser Zylinder

= | + \-;5_
a) x=10, y=20 b) x:y=—7p —

¢) allgemein in Abhingigkeit von x und y?




e d,

11.

60

Ein Rechteck mit den Seiten x und y rotiert einmal um x und einmal um y und er-
zeugt so jedesmal einen Zylinder; die zugehdrigen Volumina sind V, und V,. Wie
grof} sind x und y? _

a) V,=V,=100m

b) Vi:V,=1:2, y=4

¢) allgemein in Abhéingigkeit von V, und V,

Eine oben offene Regentonne aus diinnem Blech fasst 800 Liter, ihre Hohe ist dop-
pelt so grol3 wie thr Durchmesser. Berechne den Radius der Tonne. Wie viel kg Farbe
braucht man, um sie innen und auBen anzustreichen, wenn 0,1 kg etwa fiir 1 m? aus-

reicht?

Eine zylindrische Blumenvase aus Glas (Innenradius = 3,6 cm, AuBenradius
= 4,2 cm) ist insgesamt 30 cm hoch, ihr Boden ist 1 cm dick.

a) Wie viel Wasser passt in die Vase?

b) Welche Masse hat die Vase? (Oc1s = 2,2 g/cm?)

Berechne Volumen und Oberfliche des Zylinders, der einem Wiirfel mit der Kanten-
ldnge a

a) einbeschrieben b) umbeschrieben ist.
Ein Wiirfel hat dieselbe Oberflache wie ein Zylinder, dessen Durchmesser und Hohe

gleich lang sind. Welcher Korper hat das groBBere Volumen? Um wie viel % ist sein
Volumen gréBer?

. Yon einem Eisenzylinder (r =5cm, h = 15 cm) werden von
der Rundung auf beiden Seiten 2,5 cm weggefeilt (im Bild gestrichelt).
a) Welche Oberfliche hat der Restkdrper? ST e
b) Welche Masse hat der Restkdrper, welche haben die i > \\E:LN
Feilspdne? o> \

o
(Cr. = 7,9 g/cm?) .__/

e

Ein Messzylinder hat einen Innendurchmesser von 25 mm. In welchem Abstand lie-
gen die Teilstriche fiir 1 cm??

[n einem Messzylinder mit der Wandstiirke 2 mm stehen 500 cm? Wasser 25 ¢cm hoch.
Berechne den Innendurchmesser.

. Durch einen Wiirfel bohrt jemand ein zylindrisches Loch parallel zu einer Kante.

Wie verhalten sich Lochdurchmesser und Kantenlinge, wenn der Wiirfel dann nur
noch halb so schwer ist?




e

13

*17.

Eine Rolle Kupferdraht hat 14 kg Masse. Wie lang ist der Draht, wenn er 1,8 mm
dick ist? (pc, = 8.8 g/cm’?)
Ein 30 cm langer Spaghetto hat 0,3 g Masse. Wie dick ist er? (Ospugneni = 1,2 2/cm’).

Ein 1 m langer, 0,5 mm dicker Kupferdraht soll mit 0,1 g Silber versilbert werden.
Wie dick wird die Silberschicht? (g, = 10,5 g/cm?).

Die Bilder zeigen Schnittbilder von Drehkérpern. Die Schnittebenen (schraffiert)
schneiden sich rechtwinklig in der Symmetrieachse des Drehkorpers.

Berechne Volumen und Oberfliche des Drehkérpers sowie den Inhalt der Fliche,
die den Drehkdrper erzeugt, wenn sie sich um die Symmetrieachse (gepunktstrichelt)

dreht.
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DupenEys Fliege
Von Englands groBtem Ritselerfinder Henry Ernest DUDENEY
stammt folgendes Fliegenproblem: Auf der Auflenseite eines Glas-
zylinders sitzt eine Fliege F und will auf kiirzestem Weg zum Ho-

nigtropfen H krabbeln. Wie lang ist ihr Weg?
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18.

19.

Schneide von einem zylindrischen Korken (Radius r) zwei kongruente Stiicke so ab,
dass der Rest als Stépsel genau hineinpasst in ein Rohr mit

— kreisformigem Querschnitt (Radius r),

— guadratischem Querschnitt (Seite 2r),

— dreieckigem Querschnitt (gleichschenklig, Basis = Hohe = 2r).

Wie schaut dieser Allzweckstopsel aus? Welches Volumen hat er?

Oberfldache des Menschen

In der Medizin berechnet man die Oberfliche A eines Menschen mit der Formel
A = 71,84 - m®¥% - h%425 yon Dusois/DuBois aus dem Jahr 1916,

m ist die Masse in kg und h die Kérperhohe in cm, A ist die Oberfliche in cm®. Um
eine einfachere Formel zu finden, ersetzt man den menschlichen Kérper durch einfa-
chere geometrische Kérper mit gleichem Volumen und gleicher Héhe. Weil aber die
Formel statt des schwer messbaren Volumens die Masse enthalten soll, rechnet man
mit einem bewihrten Mittelwert der Dichte von 1,05 10 % kg/cm’.

a) Ersetze den menschlichen Kérper durch einen Zylinder und zeige:
16 /nmh

N

Verwende die Naherung 1 +r/h = 8/7 (schlechtes Modell).

A

b) Ersetze den menschlichen Korper durch zwei gleich hohe nebeneinander ste-
hende Zylinder und zeige, dass dann gilt
e 0 /:rmh
R =
7 \, T
Verwende die Ndherung Schulterbreite/Hohe = 4r/h = 2/7
dell).

(brauchbares Mo-

Aufgaben zu 3.2

b

Berechne die fehlenden Stiicke eines Kegel

gels
) Dol d|g|n|a|m|D
r | 5|10 4| 03 04 | 2
h 12|10 R e
m 5 | 2
Sl l001r|60m | =
S | 207 | 3
M | [ ] T

Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten x und y rotiert einmal um x und ein-
mal um y und erzeugt so jedesmal einen Kegel. Berechne die Verhiltnisse der Volu-
mina, der Mantelflachen und der Oberflichen dieser Kegel.

a) x=35, y=284

b) x:y =42

¢) allgemein in Abhéngigkeit von x und y
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* 8.

9.

» 10.

*11.

Man biegt einen Sektor mit Mittelpunktswinkel p und dem Radius R zu einem Ke-
gelmantel. Berechne das Kegelvolumen:
pn=90° R=1 by u=270°, R=1
¢) u=180°, R=1/r d) pu=120°% R=3
Eine Symmetrieebene eines Kegels schneidet aus ihm ein gleichschenkliges Dreieck
aus. Der Winkel an der Spitze heilt Offnungswinkel » des Kegels. Entscheide mit
Rechnung, ob die folgenden Kegel spitze, stumpfe oder rechtwinklige Offnungswin-
kel haben.
a) r=1, m=y2
b) r=1, h=,3
¢) r=12, m=17.
Man biegt einen Sektor mit Mittelpunktswinkel u zu einem Kegelmantel. Entscheide
mit Rechnung, ob die folgenden Kegel spitze, stumpfe oder rechtwinklige Offnungs-
winkel haben.
a) u=270° b) u=180°
c) u=240° d) p=42m
Welcher Zusammenhang besteht zwischen m und r bei einem Kegel, wenn der abge-
wickelte Mantel ein Kreissektor ist mit dem Mittelpunktswinkel
a) u=90° b) u=180°7
Bei einem Kegel ist eine Mantellinie so grofi wie der Durchmesser. Wie verhalten
sich Volumen und Oberfldche?
Bei einem Kegel ist die Mantelfliche doppelt so grol3 wie die Grundflache. Wie hoch
ist er, wenn das Volumen 100 ist?
Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a rotiert um eine Gerade. Berechne Volumen
und Oberfliche des Rotationskérpers, wenn
a) die Gerade eine Hohe des Dreiecks enthalt,
b) die Gerade eine Seite des Dreiecks enthdlt,
¢) die Gerade durch eine Ecke geht und parallel zur Gegenseite ist.
In welcher Hohe x muss man einen Kegel (r, h) mit einer Ebene parallel zur Grund-
flache schneiden,
a) um das Volumen, b) den Mantel zu halbieren?
Ein kegelformiges Sektglas hat eine Trichtertiefe von 15 cm und eine Trichterweite
von 6 cm. Ein vorsichtiger Gast mdchte nur ein »halbes Glas«.
a) Der Gastgeber fiillt das Glas bis zur halben Hohe. Wie viel Sekt trinkt der Gast?
b) Der Gastgeber macht das Glas halb voll. Wie hoch steht der Sekt, wie viel trinkt
der Gast?
¢) Der Gastgeber fiillt das Glas, bis die Sekt»ober«fliche halb so groB3 ist wie die
Kreisfliche, die der Glasrand bildet. Wie hoch steht der Sekt, wie viel trinkt der

Gast?
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17.

64

Ein Kegel mit m = 3r hat dieselbe Grundfliche wie ein anderer, groBerer Kegel. Wie
verhalten sich die Hohen, wenn

a) der gréfiere doppeltes Volumen hat,

b) der grillere doppelte Mantelfliche hat,

¢) der grollere doppelte Oberflache hat?

Ein Kegel mit h = 4r und ein Zylinder haben gleiches Volumen und

a) gleiche Héhe b) kongruente Grundflidchen.

Berechne das Verhiltnis der Mantelflichen und das der Oberflichen.

Einem Kegel mit dem Grundkreisradius r und der Hoéhe h soll ein Wiirfel so einbe-

schrieben werden, dass der Wiirfel auf der Grundfliche des Kegels steht. Berechne
die Kantenldnge k in Abhingigkeit von r und h.

Einem regelmiBigen Tetraeder der Kantenlinge k ist ein Kegel ein- und ein Kegel
umbeschrieben. In welchem Verhiltnis stehen die Rauminhalte dieser Kegel?
Aus einem Kegel (R, H) wird ein konzentrischer Kegel (r, h) mit gleichem Offn ungs-

winkel so ausgebohrt, dass die Spitzen die Entfernung s = H/2 haben. Welches Volu-
men hat der Restkdrper,

- R + = ZR
e b =2
W A
\ e f \ e i
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a) wenn man von der Grundfliche zur Spitze bohrt,

b) wenn man von der Spitze zur Grundfliche bohrt?

Ein Kegel (r,h) wird lings seiner Achse um s verschoben. Welches Volumen iiber-
streicht der Kegel,

a) wenn s = h ist,
b) s=h/2 ist?
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*18.

19.

21.

22

Ein Kegel (R, H) wird zylindrisch (Zylinderradius r) so durchbohrt, dass Kegel- und

Zylinderachse zusammenfallen.

a) Berechne das Volumen des Restkorpers.

b) Wie groll mul} r sein, damit das Volumen des Restkorpers halb so grof3 ist wie
das des Kegels?

Der Boschungswinkel eines Kegels ist der Winkel zwischen einer Mantellinie und der

Grundfliche. Ein Schiittkegel entsteht, wenn man korniges Gut aufschiittet. Der Bo-

schungswinkel von Kohle ist 45°, der von Getreide 30°. Der Grundkreisumfang eines

Schiittkegels sei 12 m. Welches Volumen hat er wenn es

a) ein Kohlekegel b) ein Getreidekegel 15t?

Das gleichschenklige Trapez ABCD rotiert um die Achse
a) AB b) CD ¢) BC

Berechne Volumen und Oberfliche der Rotationskorper.

o) ) -y ¢ B) o 3a c

B
=
o
b
ﬁ\.
o

Die gezeichneten Vielecke rotieren um die Achse x. Berechne Volumen und Oberfld-
che der Rotationskorper.

x X
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Gib Volumen und Mantelfliche des Kegelstumpfs in Abhdngigkeit von a, b und ¢
an, -—C




23. Ein Kegel (Mantellinie = Durchmesser) soll durch eine zur Grundfldche parallele

Ebene so geschnitten werden, dass beide Teile gleiche Oberflidche haben. In welchem
Verhiltnis muss man die Mantellinie des Kegels teilen?

24. Ein Kessel von 500 Liter hat die Form eines Kegelstumpfs. Wie muss man seine

Malle (auf cm gerundet) wihlen, wenn gelten soll:
obere Weite: untere Weite: Tiefe=4:2:37

25. Ein 10 m langer Baumstamm hat die Form eines Kegelstumpfs. Berechne sein Volu-

men (auf dm?® genau), wenn sein dickes Ende einen Umfang von 1,95 m hat, sein
diinnes Ende einen von 1,64 m.

26. Berechne das Volumen der Garnrolle.

Ilrf \."'7

Bem | | Jem |

15em

27. Das Volumen eines Kegelstumpfs (r, R = 3r, h) soll zwecks einfacherer Rechnung

angenihert werden durch das Volumen eines gleich hohen Zylinders, dessen Radius
das arithmetische Mittel der Kegelstumpfradien ist. Wie grof} ist der prozentuale
Fehler ?

e VKC

gelstumpf

; v

Kegelstumpf

28. Die Bilder zeigen Schnittbilder von Drehkoérpern. Die Schnittebenen (schraffiert)

schneiden sich rechtwinklig in der Symmetrieachse des Drehkdrpers.

Berechne Volumen und Oberfliche eines Drehkorpers sowie den Inhalt der Fliche,
die den Drehkorper erzeugt, wenn sie sich um die Symmetrieachse (gepunktstrichelt)
dreht.
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c)

€)

29. KURZESTER WEG
a) Ein Midchen (kleine Made!) sitzt auf einem zylindrischen Baum von 30cm
Durchmesser und will ihn umrunden. Wie lang ist der kiirzeste Weg?
eb) Ein Midchen (keine Made!) steht am Ful eines kegelférmigen Hiigels und will
ihn umrunden. Der Weg soll um die Kegelachse fiihren. Der Hiigel ist 10 /35 m
hoch und hat den Umfang 20t m. Wie lang ist der kiirzeste Weg? Auf welche
Hohe fiihrt er? Gibt es bei jedem Kegel einen solchen kiirzesten Weg?
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4. Kapitel
Kugel




Eine Kugel k mit Mittelpunkt M und Radius r ist die Menge aller Punkte im Raum, die
von M die Entfernung r haben. Sie entsteht, wenn ein Halbkreis um seinen Durchmesser
als Drehachse rotiert. Die Kugel ist also eine Fliche im Raum, vergleichbar einer Seifen-
blase.

4.1 Volumen

Das Kugelvolumen zu berechnen, hat den alten Mathematikern einiges Kopfzerbrechen ge-
macht. EUKLID (um 300 v. Chr.) wusste zwar schon, dass sich die Inhalte zweier Kugeln so
verhalten wie die dritten Potenzen ihrer Radien, aber die genaue Formel kannte er nicht.
Etwa ein halbes Jahrhundert spiter ist es ARCHIMEDES (285 bis 212) gelungen, das Volu-
men einer Kugel zu bestimmen; er verwendete physikalische Uberlegungen, niamlich das
von ihm selber gefundene Hebelgesetz. Bevor wir seine Methode vorfiihren, suchen wir
das Kugelvolumen zunichst mit rein mathematischen Mitteln.

Scheibenmethode

Wir schneiden eine Halbkugel mit Radius r parallel zum Grundkreis in gleichen Abstan-
den r/n. Die Zylinderscheiben bilden zwei Stufenkdrper: Der innere liegt ganz in der
Halbkugel, er fiillt sie um so besser, je grofer die Anzahl der Scheiben ist — und der du-
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ere enthdlt die Halbkugel, auch er gleicht sich dieser mit wachsender Scheibenzahl im-
mer besser an. Die Rauminhalte von innerem und duflerem Stufenkdrper kommen sich bei
wachsender Scheibenzahl beliebig nahe, bilden also eine Intervallschachtelung fiirs halbe
Kugelvolumen. Die Bilder zeigen duflere Stufenkdrper mit acht bzw. 20 Stufen und die zu-
gehorigen inneren Stufenkorper. Diese Stufenkdrper entstehen auch, wenn in einem Vier-
telkreis ein- und umbeschriebene Rechteck-Treppen um die x-Achse rotieren.

Volumen des inneren Stufenkorpers V..

= & - a r ¢ 3 E'_ Eee—nl S
Nach PYTHAGORAS ist 17 = r* — (1-—) I (I = —)
n, In- — T Y
/ E e .ﬁ
Vi'.nll.'n V F v.’" i S Vn ,'; \
f i
r < r f f _,Z \\.,
Gl St e e B ) f i R
n n 1 f - {0 ™
| Wi [ [k
1° I : 22 r |I IS ) I
B ifl== f—+1 |l =——m | [ | \
n? n n’ n (= | \
1
: |
3 ! n r e L @ | e
3 e | e s ' |
n-, n | |
3 | ; | | v | /
7 | e - | s | E=20,
= T e o e A B e SR e S U | = o
n —_— . || s ;'I /
n (wegen n Summanden) | = |
| \ ! f
: T % & \ \\ \\7//
= e e POLE e S \ e
n ".\ ,/
l'| LI 21 + ‘i oy \-__ " =
Vi:ml.'n el o (1 = n: ) (*}
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Volumen des dufleren Stufenkorpers V, ;..

Der duflere Stufenkorper unterscheidet sich um eine Scheibe von seinem kleineren
Bruder, es ist der Zylinder iiberm Grundkreis der Halbkugel mit dem Volumen
V' =1 -1/n=rn/n.

'

aulfen

T st 12422+ ...+ 0 r
= V.m-.vn +V=rn ( = : ar
n

Y

=

: 12+ 22+ ... +n? 1)
T = = _+_

n n
Anzahl n der | Innenvolumen Aulenvolumen Unterschied
::il.] [5[:'-@“ Scheiben V||||',-;I‘_ V:ml_h:ll v:l'.).":t,‘!’l = Villl;\'[:
8 r’mr- 0,601... r’r-0,726... r*m- 0,125
10 rir- 0,615 rr-0.715 tam a0,
100 - 0,661 65 rim- 0,671 65 r’m+ 0,01

1 000 i - 0,666 166 5 rim - 0,667 1665 rirr- 0,001
10000 . - 0,666616 665 r’m - 0,666716 665 rim- 0,000 1
. ST R

S ERE TR : ( 3] 20 6t n

Die Werte in den ersten fiinf Zeilen der Tabelle lassen vermuten, dass das Volumen der

Halbkugel r*r- 0,6 r‘ﬁ-i- ist. Letzte Sicherheit geben uns die Formeln fiirs Innen- und

AuBenvolumen in der letzten Zeile: Wichst n iiber alle Grenzen, dann unterscheiden sich
in jeder Formel die beiden von n abhingigen Briiche beliebig wenig von 0, das Halbkugel-
Volumen wird immer mehr in die Enge (= r’n/n) getrieben

N e e G
EENT T O Gne) - e STy P o

und unterscheidet sich immer weniger vom Wert r’m-—. Eine Kugel mit Radius r hat des-
3

halb das Volumen

4 3
K'Kll;ln‘!l = ? rm

Doch wie findet man die beiden Formeln? Mit Geduld und Algebra! Was wir brauchen,
ist eine Formel fiir die Summe S der Quadratzahlen im Term (¥):
S=12+22+32+ ... + n? und die kriegen wir so:
In die Formel
a®—(a—1y=3a*—3a+1

setzen wir der Reihe nach fiir a die Zahlen 1, 2, 3, ..., n ein:

a=| P=—@=3-12—3-1+1
a=2 2-12=3-22-3-2+1
a=3 P—p =33 — G531
u' = In-: ..... 1‘15'-.—”(}1_ LI.)}".' ".n— Wn +1 und addieren alle Gleichungen.
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Auf der linken Seite fallen bis auf n® alle Potenzen (Differenzen!) raus
m=3(1A+22+ 3+ ... Fn) =30 +2+3+..Fn)+n

3

nd = 3S 38’ tn  (#)

die erste Klammer enthilt die Summe S der Quadratzahlen, die zweite die Summe S’ der
natiirlichen Zahlen. S8’ findet man schnell mit dem Vorwirts-Riickwirts-Trick:

VOTrWATLS : 5 = Ii=t 2} 3=kl = 2=k tn—= 1) == 1n
rickwarts: S'= ntm— 1+n—2)1 ettt 23 2 1=l
28 =n+ D+m++m+DH+ ...+ttt hH+rm+D+rm+FD=nn+1)
S = %n(n + 1)
Gleichung (#) nach S aufldsen: S %n-" = -l-n +8
e e
S—3n 3n-2n(n 1)
eyl e :
S=—n*+—nt+—
5 3:1 211 6 n
Z 152 4 | 2
Vi:1|1-.‘:1= r'\,'—l'(] : : — 2 )
\ iTJ
den Zihler ersetzen wir durch den Term von S
1 5
=Nk —ntt—mn
2 rs 8

Wenzel JAMNITZER, 1568, Perspektiva Corporum Regularium




Korpervergleich nach SEGNER

Der deutsche Mathematiker und Physiker Johann Andreas von SEGNER (Preflburg
9.10. 1704 bis 5.10.1777 Halle) hat 1747 einen Weg zur Bestimmung des Kugelvolumens
beschrieben. SEGNER wandelt zwar in Archimedes’ Spuren, doch sein Weg ist leichter ver-
stiindlich. In seinem Buch »Vorlesungen iiber Rechenkunst und Geometrie« vergleicht er
eine Halbkugel (Radius r) mit einem kegelformig ausgebohrten Zylinder (Radius r, Hohe
r). Er stellt die beiden Kérper wie im Bild nebeneinander und schneidet sie in gleicher
Hahe h mit einer Ebene parallel zu den Grundflichen. Bei der Halbkugel ergibt sich als
Schnittfigur ein Kreis (Radius p) vom Inhalt ¢’ = (r* — h*)7t und beim ausgebohrten Zy-
linder ein konzentrischer Kreisring (Radien r und h) vom Inhalt r’m — h*r. Die beiden
Schnittfiguren sind in jeder Hohe flachengleich. Denkt man sich beide Kdérper aus diinnen
Scheiben aufgebaut, dann haben zwei Scheiben in gleicher Hohe auch gleiches Volumen.
Folglich haben Halbkugel und ausgebohrter Zylinder denselben Rauminhalt (Prinzip von
CAVALIERI).

V!l Ibkugel - VZ\ linder VKU.\U" 4

1 " l 2 ‘.Fﬁuul'l =7 r"ﬂ'
N SR = T BT 3

2 v 3 3

[ flichengleich |

=t i
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Zufallspunkte (Monte-Carlo-Methode)

Mit einem Computer erzeugen wir Tripel (x|y|z) von Zufallszahlen zwischen —1 und 1
und deuten sie als Punktkoordinaten. Solche Zufallspunkte liegen in einem Wiirfel der
Kantenldnge 2, der Ursprung ist der Mittelpunkt des Wiirfels. Wenn e* = x? + y* + 2? das
Entfernungsquadrat Punkt— Ursprung ist, dann liegen Punkte mit e = | in oder auf der
Kugel. Weil der Zufall auf lange Sicht keine Gegend im Wiirfel bevorzugt, verhélt sich die
Anzahl k der Punkte innerhalb der Kugel zur Gesamtanzahl n der Punkte im Wiirfel an-
ndhernd wie das Volumen der Einheitskugel zum Wiirfelvolumen:
V]'.illhui!:iku:_-'ul y k - k

it s = ST
ann;--, - n’ V“'url':l 8 L} also 1"'IFI-i|:1|i1;:1'Ix.k".'.t'-:l =10 n

Weil alle Kugeln &hnlich sind, gilt fiirs Volumen Vi, einer Kugel mit Radius r

v}{uu'l [.3
= das heiBts N = -
vl-inl-.cit-.kllg_-.tl 1 a = s ; 1 :

Von den beiden Verfahren (Scheiben- und
SEGNER-Methode) kennen wir schon den
exakten Wert Ur Vigpeiskuger:

g
Vlfir::'m't‘.:-ku!:cl. ?TT 4. 1887902047...

Die Tabelle zeigt Naherungswerte fiir

S
Vlinh:-ilukugﬂ =8 I;-' die mit dem

Zufallszahlen-Generator eines Computers erzeugt worden sind.

Anzahl n der Niherungswert Niherungswert Niherungswert
Punkte im Wiirfel 1. Versuch 2. Versuch 3. Versuch
10 5,6 4 3.2
100 4,8 4,56 4,48
1 000 4,2 4,16 4,312
10000 4,177 4 4,140 8 4,2232
100000 4,195 68 4,177 76 4,19376

1 000 000 4,193 48 4,188 568 4,186616

10000 000 4,188726 4 4,189 304 8 4,1892224

Die Methode von ARCHIMEDES

In seinem Buch »Uber Kugel und Zylinder« hat ARCHIMEDES um 250 v. Chr. durch eine
ausgekliigelte Anwendung seines Hebelgesetzes die Formel fiirs Kugelvolumen hergeleitet.
Der Durchmesser 2r eines Kreises ist die Seite eines Quadrats. Ein Lot auf dem Kreis-
durchmesser schneidet den Kreis und die Diagonale des Quadrats. Es gilt
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x2+ y* = g? (PYTHAGORAS) Zylinderkreis
s?=2rx (EukLiD) : i <
also X*+y?=2rx | :2rm sk —
(x%m + y*m) 2r = 2rym-x  (m)
SO 2r
Rotiert die Figur um den Durchmesser, so entstehen 2o IR
ein Zylinder, ein Kegel und eine Kugel. q N\,
!
(2r)*r ist der Inhalt eines Zylinderkreises, A4 iy
] - = . H - . L.-.—-,.x_.
x%m ist der Inhalt eines Kegelkreises, e
y’m ist der Inhalt eines Kugelkreises. ' =
- ok Bt Kugelkreis
Die Gleichung (m) bedeutet dann
(Kegelkreis + Kugelkreis) - 2r = (Zylinderkreis) - x
Nach dem Hebelgesetz von ARCHIMEDES heil3t das: x )

Die Kreisscheiben von Kegel und Kugel, die im Abstand 2r vom =
Drehpunkt hingen, sind im Gleichgewicht mit der Zylinder- oREiare
kreisscheibe, die den Abstand x vom Drehpunkt hat. Dies gilt fiir jedes x zwischen 0 und
2r. Folglich halten auch Kegel und Kugel, die im Abstand 2r vom Drehpunkt hingen, das
Gleichgewicht dem Zylinder, dessen Schwerpunkt den Abstand r vom Drehpunkt hat.

inderkreis
By Tt 750
\ ,'- \ \‘.
II| |'I II| I'I
e | | |
I| | | |
r | | |
e e i
s e I | | |
-~ = | |
|I P 4 ‘H\\\ I| || | I| ar
I|I T \'-. | { | |
| N /
> I'. I \\_f/ = .J 1 |
i §o K 1k \ y s ¢ - i i
= ] e s
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Von Euboxos (408 bis 355) wusste ARCHIMEDES, dass Ve = 5 Vayinder 1t (falls Zylinder
und Kegel gleiche Radien und gleiche Héhen haben).
1 I 1

) V"'f‘“"'il" € _‘;_ V/'.Eil'.-«.lu.' EV.’.\iimls‘r

AUS Vyinger = (2r)- 2r = 8’ folgt

V Kugel =

4

ugel = T

\ '

Vergleicht man das Volumen einer Kugel mit dem \-/
Volumen des ithr umbeschriebenen Zylinders, so

ergibt sich Vi, = i'l"aﬁ und Viyinge = 171 2r = 2’1, oder als Verhiltnis geschrieben

: 4
v Kugel :\"'r?._'riinﬂer = T :2=4:6=2:3
Auf diese Entdeckung war ARCHIMEDES sehr stolz. Auf seinen Wunsch hin meiBlelte man
in seinen Grabstein ein Sinnbild. Es zeigt eine Kugel mit dem umbeschriebenen Zylinder
und das Volumenverhiltnis 2: 3. Daran erkannte anderthalb Jahrhunderte spiter CICERO
bei Syrakus das Grab von ARCHIMEDES und liel die verwahrloste Stiitte restaurieren.

e —
|”‘l .
7 AR =
| b
If /s \
/ \
'
| ]
f
A X
/ 7 \
[

Als Krénung seiner Uberlegungen fasst ARCHIMEDES seine Erkenntnisse iiber die Volumina
von Kugel, Kegel und Zylinder in einer Proportion zusammen. Im Bild sehen wir ein Qua-
drat mit Inkreis und einem einbeschriebenen Dreieck. Wenn nun diese Figur um ihre Sym-
metrieachse rotiert, dann entstehen ein Zylinder, eine Kugel und ein Kegel — fiir sie gilt

7 « %] e
V Zylinder * V Kugel =32
i . T — .
\" Lylinder ¥ ‘th'lzcl = 3 1

rusammengefasst Vi 0 Vg ! Vikwa =312 1
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4.2 Oberflache

Auch den Inhalt der Kugeloberfliche hat ARCHIMEDES als erster bestimmt. Kern seiner
Uberlegung ist die

Pyramiden-Methode

Wir denken uns die Kugeloberfliche in n kleine Flichenstiicke A; zerlegt. Verbindet man
alle Randpunkte mit dem Kugelmittelpunkt, so entstehen pyramidenartige Korper mit der
»Hohe« r. ihre Grundflichen ergeben zusammen die Kugeloberfléche S, und ihre Raum-
inhalte bilden zusammen das Kugelvolumen:

i r 1 4
A R T B T i
| I 4 3
Ar+—A+ ...t A =TT =
3= 3= 3 3 r
A AL b *"\” 4r’m
S =~ drim
7 N
/ r
aj ]
FKrm-_, a‘,t'l ] FDre.:e-r.k ! _
\ ab.-"' = 3, == 3, _;.-. — — U= 3+ @ By* 8.+ =
L G
SR 1
FKreiq = Flllr(—eck =aur
( e tu
= v!(egel = —
aan Ah_"-.
- | r
Vs { _,/ - \‘
N T eI — " - )
e AT e e e b Sxdyshyr Ayt Aen o
- S~
VKugei.

_A
vKug-F.'. = Kegel = 3 Sr




Je kleiner die Flichenstiicke werden, desto besser wird die Naherung, und man kann be-
weisen, dass gilt

- oz 2 - = = '_.'.l‘ - "" b
SH:mL‘i = dr°m | 5 : i ~

ARCHIMEDES findet dieses Ergebnis so: Er iibertriigt einen Flichenvergleich bei Kreis und
Dreieck auf einen Volumenvergleich bei Kugel und Kegel. Seine Uberlegung im Wortlaut:

»... ist mir der Gedanke gekommen, dafi die Oberfléiiche einer Kugel viermal so grof ist
wie deren grofiter Kreis, indem ich mir vorgestellt habe, dafi, wie ein Kreis einem Drei
eck gleich ist, dessen Grundlinie der Kreisumfang und dessen Héhe der Kreisradius ist,
ebenso die Kugel einem Kegel gleich ist, dessen Grundfliche die Kegeloberfliche und
dessen Hohe der Kugelradius ist.«

Als Gegenstiick zur Pyramidenmethode fiithren wir ein eher physikalisches Verfahren vor.
Wir nennen es

Seifenblasenmethode

Wir berechnen das Fliissigkeitsvolumen der diinnen Haut einer Seifenblase auf zwei Ar-

ten:

1. als Schicht der Dicke d und der »Grundfliche« S: V=§-d

2. als Unterschied zweier Kugelinhalte (Radien r und r — d)
4

V—?rﬁ 3(r dyn

4 3 3
?JT(I' =it —dr)

- . : : .
T?T{I"‘ =(t"—3r'd +3rd*—d%)

78




4

— 71 (3r2d — 3rd* + d%)

L3

%ﬁd(i%rf — 3rd + d?)
o T : . 4
Es gilt ndherungsweise: S-d= 37 nd (3r2 — 3rd + d°)

4
S = ,%— {F’nl‘—'{IdJ‘d}

: 1 4
S =d4rir — 4rnd + = md:

Wenn nun d beliebig klein wird, dann werden auch 4rmd und erst recht 3 mid® beliebig

klein im Vergleich zu 4r’m. Die Oberfliche S der Kugel unterscheidet sich dann um belie-
big wenig von 4r’m und es gilt wiederum =

*4.3 Kugelteile

Schneidet eine Ebene eine Kugel, so entsteht als
Schnittfigur ein Kreis. Geht die Ebene durch den Ku-
gelmittelpunkt, so ergibt sich ein GroBkreis (Kreis-
radius Kugelradius), andernfalls ein Kleinkreis
(Kreisradius < Kugelradius).

Kugelzweieck  Kygelzweieck

Zwei GroBkreise begrenzen vier Kugelzweiecke, da-
von sind je zwei kongruent. Als Winkel o des Zwei-
. ecks bezeichnet man den Winkel zwischen den bei-
den GroBkreisebenen, er ist auch der Winkel
zwischen den Kreistangenten im Schnittpunkt. Der
Flicheninhalt des Zweiecks ist proportional zu «,

-! FZ\\'{E\:L"& oz 9

deshalb gilt S = 360°

2 C‘: = 3
Fo st =4|"3T-¥00 oder wegen 2w = 360°

l_.}-,'u.rn-uk ZF_G{'
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Kugelkeil

Verbindet man alle Punkte eines Zweiecks mit dem Kugelmittelpunkt, so entsteht ein Ku-
gelkeil.

Der Rauminhalt des Kugelkeils ist proportional zu ¢, deshalb gilt

4 X = B Kugelkeil
¥ icugeiked = e e O 360° oder wegen 27 = 360° Vo = 3 o
] r

Oder ldUCh VKII;__‘I.":‘-\'i‘- = T E-K\\\':\'L'k 2 5

Kugeldreieck

Drei Groflkreise begrenzen im Allgemeinen acht Kugeldreiecke, davon sind je zwei punkt-
symmetrisch, also flachengleich. Fiir den Fliacheninhalt eines Kugeldreiecks gibt es eine
verbliffend einfache Formel. Die acht Dreiecke ergeben zusammen die Kugeloberfliche

D+D+@+@+ @+ @+ @D+ @ =4r'n  Kupoldroisk_——
wegen (D =0G), @ und @=@®
git @O+@+@
Zwel Kugeldreiecke mit gemeinsamer Seite bilden
ein Kugelzweieck: -'
(O+@D)+HDO+@A)+HO+@)-D - ®=2r |
2riu i 2rp &+ 2ry,  — 2-() =27

@ =r(@+p+y—m

i I‘.Hu-,',ullir:'ifcl-. = rl (f}( + ﬁ = 5 Y A ]8{]ud - e _, -

Auf ein und derselben Kugel bestimmten allein die Winkel
die GrofBe eines Kugeldreiecks. Weil Flicheninhalte positiv
sind, muss die Winkelsumme in einem Kugeldreieck gréBer als
180° sein. Der Fldcheninhalt ist sogar proportional zum Uber-
schuss (Exzess) der Winkelsumme iiber 180°.

Als Beispiel berechnen wir den Inhalt eines Oktanten; das ist
ein Kugeldreieck mit drei rechten Winkeln:

Fokuan = 1(90° + 90° + 90° — 180°) = 1 = (
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Kugeldreikant

Verbindet man alle Punkte eines Kugeldreiecks mit dem Kugelmittelpunkt, so entsteht ein
Kugel-Dreikant. Wir finden die Formel fiir sein Volumen mit der gleichen Uberlegung wie
oben bei der Berechnung des Inhalts von Kugeldreiecken. (1), @), (3 ... bedeuten jetzt

Dreikantvolumina.

o
- = = . Z; = -
D+@)+H(D+@)+H(D+@)-O-O=Frn
2 2 L ol L 3
20 2 6 2 AL N A
—T5EK AF el T s ) Pl B 1) ] o 1
3 3 g LA
1 : Yo+ P
8 B =t 18 1 =
5 3 Y
|__ : mm— Kugeldreikant
- 1

1
r] {[x + B + Y T= H) = T I.Hu'l,!i'h"l‘l'il'l.'k o &

V Kugeldreikant = T

Der letzte Ausdruck im Kasten erinnert (zu Recht!) an die Formel fiirs Pyramiden- bzw.
Kegelvolumen,

Kalotte (Kugelhaube) und
Kugelsegment (Kugelabschnitt)

h Kugelhaube Kugelabschnitt

= Schneidet eine Ebene eine Kugel, so entstehen zwei Kugelhauben. Jede Haube begrenzt
> zusammen mit der Schnittkreisfliche ein Kugelsegment. Wir bestimmen das Volumen des
Segments mit der SEGNER-Methode.
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V.‘iugmcnf = V'.{_»h:hltr 7 vKl:;-.:iﬂ.l:lnpl'

1 1.
rimth — 3 wh [r* + (r — h)r + (r — h)?]

S ph 32— —-rtth=—r+2th kY
= l—h [3rh — h?]
s 1
: 1
V.‘-\.rgmrm = ? n.h? (31’ T h) (‘)
; |
L |
h

Wegen op’=r’—(r—hy=2rh—h?> gilt 3p*’=6rh—3h> oder 3p?+ h?=6rh—2h’

=

2h(3r— h). h(3r — h) (307 + h?) in (e) eingesetzt, ergibt

]
2

vﬁ(‘::illl‘1ll = % ‘-{h (3Q2 i hi}

Kugelausschnitt

Ergidnzt man den Kugelabschnitt mit einem Kegel, dessen Spitze der Kugelmittelpunkt ist,
so entsteht ein Kugelsektor (Kugelausschnitt). Fiir sein Volumen gilt
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o T

V.‘it-.'r:'.:'ur = VHc:_'|11u|Ll + VKuj_'L'l

I 2 o :_L 2
qh--:r(_ﬂ h) 4 3g,l{r h),

wegen o°=r?>— (r — h)*=2rh — h? ergibt sich

V\ukm: — %W |.3I'h: —heof (2|-h — h-*} (r hjl

,l%--n'h [3rh — h? + 2r*> — 2rh — rh + h?]

2

7 e 2
" Sektor — 3 T[h r

Mit dieser Formel bestimmen wir den Flicheninhalt einer Kalotte. Wir gehen so vor wie
bei der Pyramiden-Methode zur Berechnung der Kugeloberfliche und bekommen
|

V.‘iukln: B i.‘”;lllhl.' L=

3

\jﬁluho = ZI'T[h

Kugelzone und Kugelschicht
Zwei parallele Ebenen schneiden aus einer Kugel eine Kugelzone aus. Die Zone und die

ar’h, also

| kD

beiden Schnittkreisflichen begrenzen eine Kugelschicht.
Kugelschicht

Kugelzone

Fv’-l\-r'--: = SKU;_;L'I 7 F‘H:nlhu X FHqu*L‘ v
= 4r*n — 2rxm — 2ryn
2enlZr—%—y)

F!.mtt = zrﬂ-h ‘

Erstaunlicherweise hingt der Fliacheninhalt einer Zone nur von ihrer Hohe und gar nicht
von ihrer Lage auf der Kugel ab. Die Formel enthilt auch den Sonderfall der Kugel-

haube.
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l gleich groBe Kugelzonen

Die Herleitung der Formel fiirs Volumen der Kugelschicht dagegen ist miihsam und trick-
reich. Vom Segment der Hohe h + x schneiden wir das Segment der Héhe x ab: iibrig
bleibt die Schicht der Héhe h

1 7 . | . :
Vsehin = 7 m(h + x) [307 + (h + x)*] — G nx(3p; + x7)

6
= [3e1h + 3p7x + h* + 3h?x + 3hx* + x3—3plx - x|
I g 7. ] ) o i
-.-Err|3l_7-h+h-‘—- 3x (@7 — 03) + 3hx(h + x)] (*) ——
Hohensatz: ol =(h + x)y
h
e;=(h + y)x |
ol —oi=h(y—x) eingesetzt in (*) ergibt | | Q.
[ e |
Vsenicne = 7 7 [307h + h* + 3xh(y — x) + 3xh(h + x)]
&) - ¥
—th [3p} + h? + 3x (y 4
g th [30} +h X (y + h)

o’

1 2 2
‘v"u'llithr = E Tfh (3@i A hl T 395)

Zum Schluss wenden wir diese Formeln in zwei Beispielen an.

1. Eine kugelige Perle mit Radius r wird zentrisch so durchbohrt, dass der Restkérper die
Hohe h hat. Berechne das Volumen des Restkérpers.
Den Restkorper stellen wir uns vor als Kugelschicht, aus der ein Zylinder herausge-
bohrt worden ist

] == -
\'IIQ;-xI — V‘\'L‘!li\'lll V?'.Ell'.d:-:'

1 . . : I y
= 7 ith (6p° + h?) — p’rrh = “ mh’
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Der Kugelradius r kommt im Ergebnis tiberhaupt nicht vor! Das heift, bei allen Ku-
geln haben gleich hohe Restkérper dasselbe Volumen. Im Grenzfall h = 2r ist der
»Restkorper« die Kugel selber, sein Volumen ist




2. In der Hohe H iiberm Aquator umkreist eine Raumfihre die Erde
(Erdradius R = 6400 km).
a) Wie viel Prozent der Erdoberfliche fotografiert eine Kamera?
b) Wie viel Prozent der Erdoberfldche sieht der Raumfahrer wihrend seines Umlaufs?

Losung zu a):
Die Kamera fotografiert eine Kalotte.
Die Kalotte hat die Hohe h und den Flicheninhalt F = 27Rh.
h finden wir mit dem Kathetensatz.
R."

R?= (R —h) (R + H), -R+H:R h

eingesetzt in F =2mRh ergibt R &

BT S B e

R+H ~—° 2(R+H)
Erdober- Anteil
fliche

: % ; R 1
In H=R (=6400 km Hohe ‘afie s Kz a————=—=25% = Erd-
n (= 6400 km Hohe) fotografiert die Kamera 2(R+R) 1 # der Erd

oberfliche.

Lasung zu b):

Der Raumfahrer sieht eine Kugelzone.

Die Kugelzone hat die Hohe d und den Flicheninhalt F = 2nRd.
d finden wir mit dem Satz von PYTHAGORAS:

RH
R+H
_ 2R RH?__ 2R°H + 2R’HR - R°HP

R+H (R+ H) — |

(von a)

(d )4 )
(7) =R?—(R—h)?=2Rh—h?, hi=

d R+H VH (2R + H) eingesetzt in F = 27Rd ergibt R'“_ R

VH (2R + H)

Sg i e ey \

Erdober- Anteil
fliche

In H=R (= 6400 km Hohe) sicht der Raumfahrer wii ==

~ 86,6 % der Erdober-

] | ._;;-i

flache.
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Aufgaben zu 4.1 und 4.2

1. Berechne die fehlenden Stiicke einer Kugel (Durchmesser d):

Al 9| & | e |[D] 2 WD
| 10

0.02 | 12740 i
201 | 1| 2257

|1 2w

[}:{|C}_.I-1

Gib fiir die Kugel eine Formel an fiir

a) das Volumen V in Abhingigkeit vom Durchmesser d
b) das Volumen V in Abhiingigkeit von der Oberfliche S

¢) die Oberfliche S in Abhingigkeit vom Durchmesser d

d) die Oberfliche S in Abhingigkeit vom Volumen V

e) die Oberfliiche S in Abhiingigkeit vom der maximalen Querschnittsfliche A
f) das Volumen V in Abhiingigkeit von der maximalen Querschnittsfliche A
g) die Oberfliche S in Abhdngigkeit vom Umfang u

h) das Volumen V in Abhingigkeit vom Umfang u.

Berechne Oberfliche und Volumen

a) einer Erbse von 5 mm Durchmesser

b) einer Seifenblase von 7 cm Durchmesser

¢) eines Tischtennisballs von 12 cm Umfang

d) eines Tennisballs von 30 cm Umfang

e) eines FuBballs von 70 cm Umfang.

. Welche mittlere Dichte hat ein Golfball von 13 cm Umfang und 46 g Masse?

Welche mittlere Dichte hat die Erde? (Radius 6370 km, Masse 6 10** kg)

. Wie viel Prozent der Erdoberfliche sind von den Meeren bedeckt, wenn die gesamte

Landflache 148,8 Millionen km? betrdgt?
(Rechne mit der Aquatorlinge von 40075 km.)

Der Erdiquator ist 40075161 m lang, ein Meridian aber nur 40007813 m. Nimm
jede dieser Zahlen als Umfang einer Kugel und berechne damit Oberfliche und Vo-
lumen. Um wie viel Prozent sind die groBeren Werte gréBer als die kleineren?

Ein zylindrischer Kochtopf (r = 15 cm, h = 12 cm) ist dreiviertel mit Wasser gefiillt.
Jemand legt fiinf kugelige Tomaten von 5 cm Radius hinein. Wie hoch steht dann
das Wasser oder wie viel Wasser lduft heraus?

. 1000 Schrotkugeln verdringen in einem Messzylinder 4 cm?® Wasser.

Wie grof} ist der mittlere Durchmesser einer Schrotkugel?
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10.

11.

13.

3333 Schrotkugeln von 3 mm Durchmesser werden zu einer Bleikugel verschmolzen.
Welchen Durchmesser hat diese?

Wie viele Kugeln lassen sich aus einer Bleikugel von 8 cm Radius gielien, wenn ihr
Radius

a) die Hilfte

b) der vierte Teil

¢) der achte Teil des urspriinglichen Radius ist?

In einem Wiirfel der Kantenléinge a liegen

a) eine Kugel vom Durchmesser a

b) acht gleiche Kugeln vom Durchmesser a/2.

¢) 27 gleiche Kugeln vom Durchmesser a/3

d) n? gleiche Kugeln vom Durchmesser a/n.

Wie viel Prozent des Wiirfelvolumens nehmen die Kugeln ein?

Ein kugeliger Turmknopf von 1,12 m Durchmesser trigt eine 0,1 mm dicke Gold-
schicht. Wie viel Gramm Gold sind das? (19.2 g/cm?)

Fine Seifenblase von Aullendurchmesser 8§ cm ist aus einem Seifenlosungstropfen
vom Volumen 2 mm® geblasen worden. Wie grof3 ist die Wanddicke?

Ein Basketball von 76 cm Umfang besteht aus 0,5 cm dickem Kunststoff der Dichte
0=0,72g/cm’.
Welche Masse hat der Ball?

Ein Hundertstel mm® Ol verbreitert sich auf einer Wasseroberflache zu einem kreis-
formigen Olfleck von 13 em Durchmesser. Welchen Durchmesser hat ein Olmolekiil,
wenn man annimmt, dass die Molekiile nur nebeneinander liegen?

17. Eine Kugel mit V = 41°/3 wird von einer Ebene

19.

a) durch den Kugelmittelpunkt
b) im Abstand /2 vom Kugelmittelpunkt geschnitten.
Wie groB ist die Schnittfldche?

n gleich groe Kugeln haben zusammen dasselbe Volumen wie eine groie Kugel.

Wie verhilt sich die Oberfliche der grolen Kugel zur Gesamtoberfliche der kleinen

Kugeln?

Welchen Radius hat eine Kugel,

a) deren Oberfliche dasselbe Mal} hat wie der Rauminhalt

b) deren Oberfliche das doppelte Mali hat wie der Rauminhalt

¢) deren Oberfliche das n-fache Mal hat wie der Rauminhalt?

e d) Wir nehmen vereinfachend an:

Der Wirmeinhalt einer Kugel ist proportional ihrem Volumen, die Wiarmeabgabe
ist proportional ihrer Oberfliche. Welche von zwei verschieden groflen Kugeln
aus gleichem Material kiihlt schneller aus?




e 20.

21.

22.

23.

24,

25.

27.

28.

29.

2 30.

Das Schwerefeld der Sonne zieht Teilchen an mit einer Kraft Fg, die proportional ist
dem Teilchenvolumen. Der Strahlungsdruck der Sonne stoBt dasselbe Teilchen ab
mit einer Kraft Fp, die proportional ist dem Teilchenquerschnitt. Sind (kugelige)
Teilchen denkbar, bei denen sich die Wirkungen von Schwerefeld und Strahlungs-
druck aufheben?

Eine Kugel vom Radius r wird von einer Ebene in zwei Teile zerlegt. In jedem Ku-
gelteil ist eine groBtmogliche Kugel einbeschrieben. Die Inhalte der einbeschriebe-
nen Kugeln sind zusammen 1/n des Volumens der groBen Kugel. Welche Abstande
haben die Kugelmittelpunkte von der Ebene? Wie muss die Ebene liegen, wenn die
einbeschriebenen Kugeln zusammen ein mdglichst kleines Volumen haben sollen?

Ein Kreis und ein Quadrat — beide flichengleich — rotieren so, dass eine Kugel und
ein Zylinder entstehn. Wie verhalten sich

a) die Oberflichen

b) die Rauminhalte der Drehkorper?

Ein Kreis und ein Quadrat — beide umfangsgleich — rotieren so, dass eine Kugel und
ein Zylinder entstehn. Wie verhalten sich

a) die Oberflichen

b) die Rauminhalte der Drehkorper?

Ein Wiirfel und eine Kugel haben dasselbe Volumen. Zeichne diese Figuren so, dass
ihre Mittelpunkte zusammenfallen und eine Wiirfelfliche parallel ist zur Zeichen-
ebene.

Ein Wiirfel und eine Kugel haben gleich grofie Oberflichen. Zeichne die Figuren so,
dass ihre Mittelpunkte zusammenfallen und eine Wiirfelfliche parallel ist zur Zei-
chenebene.

Die Oberfliche eines Zylinders ist so groB wie die einer Kugel vom selben Radius.
Welcher Koérper hat das groBere Volumen?

Ein Kegel mit Grundkreisradius r hat dasselbe Volumen wie eine Kugel vom selben
Radius. Welcher Korper hat die groBere Oberfliche?

Eine Viertelkugel (Radius R) hat dasselbe Volumen wie ein Zylinder mit h = 9r.

a) Berechne R in Abhingigkeit von r.

b) Wie verhalten sich die Oberflachen beider Korper?

Eine geschilte Orange von 6 cm Radius besteht aus 16 gleichen Schnitzen. Berechne
Volumen und Oberfliche eines Schnitzes.

Bei den Platonischen Kdrpern

— geht die Umkugel (Volumen V,, Oberfliche S) durch die Ecken,

— beriihrt die Inkugel (Volumen V,, Oberfliche S) die Flachen,

— beriihrt die Kantenkugel (Volumen Vi, Oberfliche Si) die Kanten.
Berechne fiir Tetraeder, Wiirfel und Oktaeder die Verhiltnisse

a) ViV Vg b) Sy:S;:Sk.
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34.
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. Die platonischen Korper Tetraeder, Wiirfel und Oktaeder haben die Kantenlinge a.

Wie verhalten sich

a) die Volumina der Umkugeln von Tetraeder und Wiirfel

b) die Oberflicheninhalte der Umkugeln von Tetraeder und Wiirfel
¢) die Volumina der Umkugeln von Tetraeder und Oktaeder

d) die Oberflicheninhalte der Umkugeln von Tetraeder und Oktaeder
e) die Volumina der Umkugeln von Wiirfel und Oktaeder

f) die Oberflacheninhalte der Umkugeln von Wiirfel und Oktaeder
g) die Volumina der Inkugeln von Tetraeder und Wiirfel

h) die Oberflicheninhalte der Inkugeln von Tetraeder und Wiirfel

i) die Volumina der Inkugeln von Tetraeder und Oktaeder

j) die Oberflicheninhalte der Inkugeln von Tetraeder und Oktaeder
k) die Volumina der Inkugeln von Wiirfel und Oktaeder

1) die Oberflicheninhalte der Inkugeln von Wiirfel und Oktaeder.

. Einer Kugel (Radius r) ist ein Zylinder einbeschrieben, dessen Oberfliche halb so

grol} ist wie die der Kugel. Berechne Zylinderradius und Zylinderhéhe.

. Einer Kugel mit Radius 1 ist ein Kegel einbeschrieben, dessen Oberfliche halb so

grof} ist wie die der Kugel. Berechne die Kegelhdhe h. Leite dazu fiir h die Glei-
chung h*— 2h* + 4h? — 8h + 4 = 0 her und suche durch Probieren mit dem Taschen-
rechner die beiden Niherungswerte fiir h.

Ein Zylinder von quadratischem Lingsschnitt hat

a) dasselbe Volumen

b) denselben Oberflidcheninhalt

wie eine Kugel mit Radius r. Berechne den Zylinderradius.

. Einem Kegel mit m = 2r ist eine Kugel einbeschrieben. Welchen Radius hat sie?

Einer Halbkugel ist ein Zylinder umbeschrieben und ein Kegel einbeschrieben. Wie
verhalten sich die drei Volumina?

. Die Mantellinie eines Kegels mit Radius r ist unter dem Winkel @ gegen die Grund-

fliche geneigt. Auf der Grundfliche liegt eine Kugel, sie beriihrt den Mantel. Auf

ihr liegt wieder eine Kugel, auch sie beriithrt den Mantel usw. Rechne mit ¢ = 45°

bzw. mit @ = 60°.

a) In welchem Verhiltnis steht die Summe der Volumina der (unendlich vielen) Ku-
geln zum Kegelvolumen? (Betrachte die erste Kugel im Kegelstumpf?!)

b) In welchem Verhéltnis steht die Summe der Oberflichen der (unendlich vielen)
Kugeln zum Kegelmantel? (Betrachte die erste Kugel im Kegelstumpf!)

¢) Berechne Gesamtvolumen und Gesamtoberflache aller einbeschriebenen Kugeln.




38.

Der

hat

Die schraffierte Figur rotiert um die gepunktstrichelte Achse. Berechne Volumen
und Oberfliche des Rotationskorpers.

Schweizer Mathematiker Habakuk (Paul) GuLpIN (St. Gallen 1577 bis 1643 Graz)
1641 in seinen »Centrobaryca< die nach ihm benannten Guldin’schen Regeln aufge-

stellt:

1L

Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem Inhalt der ro-
tierenden Fliche und dem Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt der rotieren-
den Fliche beschreibt.

Die Mantelfliche eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus der Linge des
rotierenden Kurvenstiicks und dem Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt des
rotierenden Kurvenstiicks beschreibt.

Die gegebene Fliche (Kurve) muss ganz aufl einer Seite der Drehachse liegen und darf

mit

der Drehachse nur einzelne Punkte gemeinsam haben.

Diese Regeln waren schon PAPPOS von Alexandria (um 320 n. Chr.) bekannt.

a) b) c)
i - ! , |
) N 1 |
i | R | I\ i
’.-’ '5_ _ \‘_ | I
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- 1
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e | |/ ! / .
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39.

40.

41.

42.

43.

Rotiert ein Kreis mit Radius r um eine Achse, die in der Kreisebene liegt und den
Kreis nicht schneidet, so entsteht ein Torus. Berechne Volumen und Oberfldache des
Torus, wenn der Kreismittelpunkt von der Achse den Abstand a hat.

Ein gleichseitiges Dreieck der Hohe h =6 rotiert um eine Achse; die Drehachse ist
parallel zur Hohe und hat von der Hohe den Abstand 5. Berechne Volumen und

Oberfliche des Drehkorpers.
Bestimme fiir das Dreieck ABC mit A (1[1), B(4|1) und C(15) die Koordinaten des

a) Flichenschwerpunkts
b) Kantenschwerpunkts.

Berechne den Abstand des Schwerpunkts vom zugehdrigen Durchmesser fiir

a) einen Halbkreisbogen

b) eine Halbkreisfliche.

( Tipp: Rotationskorper?)

Berechne mit Hilfe der Guldin'schen Regeln Volumen und Oberfliche eines Zylin-
ders mit Radius r und Héhe h.
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44. Zwei Bilder zeigen Darstellungen von Kugeln mit Lingen- und Breitenkreisen. » Der

Astronom« von Albrecht DURER, Holzschnitt, Niirnberg, 1504,

»Ein Taschenspieler mit den Planeten« von GRANDVILLE, Zeichnung, Paris 1844,
Vergleiche beide Darstellungen.

Welche ist korrekt? Woran krankt die nicht korrekte?

Aufgaben zu 4.3

92

&

Der Winkel o« bestimmt ein Kugelzweieck mit der Fliche F, der zugehorige Kugel-
keil hat das Volumen V. Berechne F und V fiir
a) =45, r=1 by x=270°. r=5 ¢) o=7/3, r=10

. Berechne die Fliche eines Kugeldreiecks auf der Einheitskugel aus

a) o =50° f=100°, y=100° b) o=p=y=100°
¢c) x=p=y=60"

3. Berechne die Volumina der Kugeldreikante von Aufgabe 2.

Ein dreieckiges Gebiet auf der Erde (Erdradius 6370 km) habe die Fliche F.
Berechne seine Winkelsumme fiir

a) F=1km? b) F= 100 km? ¢) F=1000000km?

Berechne das Volumen eines Kugelsegments, wenn bekannt ist
1

a) |'=1,h=z b) r=10, h=3 ¢)r=h=1

d) h=1,p0=10 &) h=1, =2 f) h=0=1.




6.

10.

1hi

13.

14.

16.

17.

18.

Rerechne das Volumen V des Sektors und die Fliche F der Haube fir
ayr=1,h=— b)r=h=1 ¢) r=2 h=3().

Wie hoch ist eine Haube, wenn

a) ihre Fliche ein Drittel der Kugelfliche betragt

b) das Volumen des zugehorigen Sektors ein Drittel des Kugelvolumens betrigt?
Wie lauten die Formeln fiir das Volumen des Sektors bzw. die Fliche der Haube in
Abhingigkeit von

a) h und o b) rund p?

Berechne die Fliche der Kugelzone fiir

1
a) r=1,h 7 b) r=1,h=1/n ¢c) r=h=1.

Berechne das Volumen der Kugelschicht der Hohe 1, deren Begrenzungskreise die
Durchmesser 5 und 6 haben.

Die Hohe einer Kugelschicht ist gleich dem Kugelradius, ihre beiden Begrenzungs-
kreise haben zusammen dieselbe Fliche wie ein Grofikreis der Kugel. Wie viel Pro-
zent des Kugelvolumens nimmt die Schicht ein?

Eine 10 cm hohe, von zwei gleichen Kreisen begrenzte Kugelschicht hat die Zonen-
flache 260 m cm?. Berechne das Volumen der Schicht.

Wie viel Prozent des Volumens einer Kugel nimmt ein Sektor ein, wenn

a) die Haubenfliche gleich der Fliche eines Grofikreises ist

b) die Gesamtoberfliche des Sektors gleich der Kugeloberflache ist?

Ein Kreissektor mit dem Mittelpunktswinkel o rotiert um die Symmetrieachse. Be-
rechne Oberfliche und Volumen des entstehenden Kugelsektors.

a) r=10, o= 60° b) r=1, x=90°

Berechne den Radius r eines Kreises, der dieselbe Fliche hat wie eine Haube der
Hohe h einer Kugel mit Radius R. Fiir welches h gilt r =42 R?

Wie groB (in Abhéngigkeit von R) kann r hochstens werden?

Eine Kugel mit Radius r soll durch zwei ebene, parallele Schnitte so geteilt werden,
dass die Oberfliche der Kugel gedrittelt wird. In welchen Abstinden vom Kugelmit-
telpunkt liegen die Schnittebenen?

Fine Melone von 10 cm Radius wird durch drei parallele Schnitte in vier gleich hohe
Stiicke zerschnitten.

a) Wie verhalten sich ihre Volumina?

b) Welche Oberfliche hat jedes Stiick?

Ein kugeliger Heizoltank hat einen Innendurchmesser von zwei Meter.

a) Wie viel Liter fasst der Tank?

b) Wie viel Liter passen noch in den Tank, wenn das Ol 70 em hoch steht?
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19.

e2].

*22.

.23,

.24,

26.

94

Welches Volumen schneidet ein Kegel (h > 2r, Offnungswinkel 60°) aus einer Kugel

mit Radius r, wenn die Spitze

a) mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfallt

b) auf der Kugeloberfliche liegt und der Kugelmittelpunkt M auf der Kegelachse
liegt?

Ein kegeliges Glas von 10 cm Héhe und 5 cm Radius ist bis zur halben Hoéhe voller
Saft. Jemand wirft eine Kirsche von 1ecm Radius hinein, ohne dass was raus-
schwappt.

a) Mach eine Zeichnung!

b) Wie grofi ist die Entfernung des tiefsten Kirschpunkts vom Glasboden?
¢) Wie hoch steht der Saft mit Kirsche?

d) Wie viel Saft ist unter der Kirsche?

e) Wie viel Saft muss man nachgieBen, damit das Glas halb voll wird?

RUNDKOLBEN i
g . i " 5
a) Wie viel Kubikzentimeter fasst der Rundkolben? [ {m

b) Welche Glasfliche benetzt das Wasser, wenn er randvoll ist? / a
o X
.": Y

12—
~ 20em

Ein Stehaufweiberl besteht aus einer Halbkugel (Radius r, Dichte p) mit aufgesetz-

tem Kegel (Radius r, Héhe h, Dichte o). Der Schwerpunkt der Halbkugel hat vom

Kugelmittelpunkt die Entfernung 0,375r, des des Kegels 0,25h.

a) Was macht das Weiberl (bei seitlicher Auslenkung), wenn py = ox und h =ry3
ist?

b) Welche Beziehung besteht zwischen h, r, o;; und oy, wenn das Weiberl aufsteht?

Man spreizt einen Zirkel so, dass Spitze und Mine die Entfernung r haben. Mit die-

ser Einstellung zeichnet man einen Kreis auf einer Kugel (Kugelradius R > r).

a) Welchen Radius hat dieser Kreis?

b) In welchem Verhiltnis teilt der Kreis die Kugeloberfldche?

¢) In welchem Verhiltnis teilt die Kreisfliche das Kugelvolumen?

Eine massive Holzkugel von 5 cm Radius schwimmt im Wasser. Die trockene Kugel-
haube hat 8 cm Durchmesser. Welche Dichte hat das Holz?

. Welche Fliche der Erdkugel (R = 6370 km) iiberblickt man in der Héhe von

a) 2m b) 100 m ¢) 3000 m?

Ein Sender soll ein Gebiet von 10000 km” versorgen. Welche Héhe muss die Sende-
antenne mindestens haben.
(Erdradius R =6370 km)?
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28.

29.

2 30.

Zwei Kugeln (Radius r) liegen so, dass jede ihren Mittelpunkt auf der andern hat.

Wie grof} sind Oberfliche und Volumen des gemeinsamen Raumteils?

Ein Seifenblasen-Pirchen bestehe aus zwei gleich groen Blasen von 3 cm Radius.
Aus statischen Griinden bilden sich iiberall, wo sich drei Seifenhédute treffen, 120°-
Winkel. Berechne

a) den Flicheninhalt der Trennwand
b) den Inhalt der Parchenoberflidche (ohne Trennwand!)
¢) das Volumen des Pirchens.

Eine punktférmige Lichtquelle beleuchtet eine Kugel von 10 cm Radius. Kugelmit-
telpunkt und Lichtquelle haben die Entfernung

a) 11 cm b) 20 cm c¢) 10 m.

Wie viel Prozent der Kugeloberfliche ist im Licht?

KONKAVKONVEX

Die Linse einer Lesebrille ist von zwei Kugelflichen begrenzt. Welche Masse haben
beide Gliser? (Glasdichte von 2,5 g/cm?)

2005
20/
o e § e (5 e el

Malle n mm




Higer

(=

Zahnradbahn bei Miirren, im Hinteregrund der E

5. Kapitel
Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck




Bei vielen geometrischen Problemen sucht man die Langen von Seiten oder die Grofie von
Winkeln einer Figur, die durch gegebene Stiicke festgelegt ist — zum Beispiel: Wie lang ist
a und wie groB ist y im Dreieck mit b = 4, ¢ = 6 und o = 70°? Solche Aufgaben haben wir
bisher durch Konstruktion gelost. Die Genauigkeit der Ergebnisse hingt dabei von der
Zeichen- und Messgenauigkeit ab. Meistens kann man Strecken hdchstens auf 0,5 mm und
Winkel hochstens auf 0,5° genau zeichnen und messen. Will man die Genauigkeit steigern,
dann hilft nur noch rechnen. Der Strahlensatz und die Flichensitze fiirs rechtwinklige
Dreieck haben uns manchmal schon die Méglichkeit gegeben, Streckenlangen rechnerisch
exakt zu bestimmen.

Die Trigonometrie ist der Zweig der Mathematik, der sich mit der Berechnung von Seiten
und Winkeln im allgemeinen Dreieck befasst. Konstruktionen sind dann entbehrlich. Man
l6st eine Aufgabe algebraisch, das Ergebnis ist ein Rechenausdruck, eine algebraische For-
mel. Solche Formeln erlauben eine schnelle, sichere und beliebig genaue Berechnung der
gesuchten Stiicke. Die Trigonometrie ist eine unerldssliche Voraussetzung fiir viele Berech-
nungen in der Astronomie, der Landvermessung, der Navigation, im Bauwesen, im Ma-
schinenbau und in der Elektrotechnik.

Das rechtwinklige Dreieck ist die Grundfigur der Trigonometrie. Mit ihm fangen wir
dll.

Steigung m=%-£-2 -5

5.1 Tangens

In dihnlichen Dreiecken sind entsprechende Seitenverhiltnisse gleich. Beim Steigungsdrei-
eck einer Gerade (m > 0) haben wir ein solches Verhiltnis schon kennen gelernt: Den Quo-
tienten von senkrechter und waagrechter Kathete haben wir Steigung m genannt. Je grofier
die Steigung ist, desto gréBer ist der Winkel o zwischen Gerade und x-Achse. Zu jedem
Neigungswinkel o gehort eindeutig eine Steigung m, in der Trigonometrie nennen wir sie
den Tangens von «, kurz m = tan . Dieses Kathetenverhiltnis verwenden wir auch in an-
dern rechtwinkligen Dreiecken. Wir bezeichnen die Kathete am Scheitel von o als Anka-
thete (von o) und die gegeniiberliegende als Gegenkathete (von ) und definieren:

9
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Im rechtwinkligen Dreieck mit y = 90° ist:

tan 4
no=-—
b
Gegenkathete
Merke: Tangens=—/—"————
2 € Ankathete
z
E Nimmt man ein Dreieck mit der Ankathete 1, dann ist die Linge der Ge-
¢ genkathete gleich dem Tangens des Winkels; man kann also schon aus
& der Zeichnung Tangenswerte unmittelbar ablesen, wenn auch nur grob
Y A mit Zeichengenauigkeit:
Ankathete
o ‘ 107 20° | 30° 40° 50° 60° 70° 80° | 90°
tan o ‘ 0,18 0,36 | 0,58 0,84 1,19 L33 | 295 5,67 | gibts nicht
w 6
=
QL
BD
=
@ L
Bl
-—5
=
a3 i
L B
o
T -
15 I : _
1 1 1 1 §

Genauere Werte musste man frither in umfangreichen Tabellenwerken. _
den »Zahlentafeln«, nachschlagen; einen Eindruck davon vermittelt ein B
Ausschnitt aus den beriihmten vierstelligen Zahlentafeln von F. G. GauB.
Heute liefert der Taschenrechner Tangenswerte auf Knopfdruck. 'F

G o 10 z0' 30 40’ 5o’ 6o’ d. E.P. / '.2
0| ¢, vovo o029 o058 ooly l o118 0I4s 0175 Bg | 29 ! K
I 0175 0204 0233 ozba 0291 0320 0349 88 | 29 20 28 ; A E
2 0349 0378 0407 0436 0465 0494 o523 | 87 |29 3 3,0 2,9 T E
3 0523 0552 0581 | obro | ob4o o6b6g o698 | 86 |25 2| & 5:3 it
4 o6p8 o727 0756 | 078% | 0814 o843 oB7z | 85 |25 3 9,0 7

- 4 | 12,0 11,6 ! 00 prl.
5| o, 0872 ogo1 obgag ugs8 0987 1016 1045 | B4 |29 5| 150 14,5 -
é 1045 1074 1103 | 1132 | 1161 1190 1219 | B3 |29 6| 180 17,4 il
7 1219 1248 1276 | r3es | 1334 1363 1392 | 82 |20 7|20 =203 —~ -
8 1392 1421 1449 | 1478 | 1507 1536 1564 | 81 |z29 8 240 23;2 St
g9 1564 1593 1622 1650 1670 1708 1736 | 8O |zv $lianns akb, (0T
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Von einigen besonderen Winkeln finden wir leicht die exakien Tangenswerte:

; . 5 e : 1
Gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck: tan 45° = i 1.

Halbes gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge 2:
die eine Kathete ist 1,
die andere Kathete ist nach Pythagoras
V2i-12 =43

-

und tan 60° =

_
—
>

tan 30° = =—

-5 "3

-1&
.gr

Schrumpft o und damit die Gegenkathete auf null, so ergibt sich als Grenzfall tan 0° = 0.
Nihert sich o« dem Wert 90°, so wachst tan « iiber alle Grenzen, das heilit, tan 90° ist keine
(endliche) Zahl.

Weil diese speziellen Tangenswerte oft vorkommen, merkt man sie sich:

o 0° 30° 45° 60° 90°

tan o 0 %,,/37 1 3 i
| ) |

Andere Werte beschaffen wir uns gewohnlich mit dem Taschenrechner. Arbeiten wir mit
dem GradmaB, dann muss der Rechner im DEG-Modus sein (DEGree = Grad). Man gibt

den Winkelwert ohne das °-Symbol ein, die |E_n|—Tas[e liefert dann den Tangenswert.
tan 37.8% = 0,78
Tastenfolge: [DEG] [37.8] [tan]

Anzeige: [0.7756795

Umgekehrt finden wir mit dem Taschenrechner auch einen Winkel, dessen Tangens be-
kannt ist. Zustindig fiir die Umkehrung ist die INV|-Taste (INVers = umgekehrt).

tangp=024; 0="17
Tastenfolge: !I_jt(:; [0.24] [INV] [tan]
Anzeige: [13.49573328] ¢ =~13,5°

Wir vereinbaren: Néaherungswerte fiir Winkel geben wir auf Zehntelgrad gerundet an.
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Arbeiten wir im Bogenmall, dann muss der Rechner im RAD-Modus sein (RADius
= Strahl).

tan 0,83 = 1,09
Tastenfolge: [RAD][0.83] [tan|

Anzeige: [1.0934329
umgekehrt:
tangp=271; =7
Tastenfolge: [RAD] [2.71][TNV] [tan]

Anzeige: [1.217293 =32

Wir vereinbaren: Ndherungswerte fiir Winkel im BogenmaQ geben wir auf Hundertstel ge-
rundet an.

Wie findet eigentlich der Taschenrechner diese Werte? Weil er nur die vier Grundrechen-
arten beherrscht, muss er mit einer Formel arbeiten, die tan x durch ein Polynom anniihert
zum Beispiel

£}

: 2 e AT 62
tanx=x+—x3+ —x"+——x"+

) = ‘-‘F i
3 5 315 2835

Hier muss x im Bogenmal sein. Gibt man einen Wert im Gradmal ein, dann wandelt ihn
der Rechner vorher erst ins Bogenmall um. Wir berechnen einen Niherungswert fiir
tan 0,5 und vergleichen ihn mit dem Knopfdruck-Wert des Rechners:

tan 0,5 = 0,5462977 (Polynom vom Grad 9)
tan 0,5 = 0.5463024 ... (Knopfdruck-Wert)

Die Umkehrung des Tangens |INV||tan| heil3t in der Mathematik arc tan (Arkus Tangens).
Der Rechner bewiltigt sie mit der Formel

arctan x=x——x*+—x*——x"+—x

Auch hier ist arctan x ein Bogenmal-Wert. Wir berechnen einen Ndherungswert fiir
arc tan 0,456 und vergleichen ihn mit dem Knopfdruck-Wert des Rechners:

arc tan 0,456 = 0,427846 (Polynom vom Grad 9)
arc tan 0,456 = 0,427832 ... (Knopfdruck-Wert)

Die letzte Formel klappt nur fiir x-Werte zwischen —1 und +1 und zwar um so besser, je
naher der x-Wert bei null liegt.

Die Steilheit von Strecken gibt man mit der Steigung an, also dem Tangens des Neigungs-
winkels, in Prozent oder Promille. Die beriihmt-beriichtigte Zirlerbergstrae hatte vor dem
Umbau eine maximale Steigung von 24 7%, als groBBten Neigungswinkel also 13,5°. Wegen
der vielen Unfélle hat man sie entscharft und auf eine Hochststeigung von 17 % (9.,6°) ab-
geflacht. Im Folgenden sehen wir eine Ubersicht iiber die iiblichen Hochstwerte von Stei-
gungen:
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Passstralie: 30 %

Nebenstralle: 20%

Autobahn: 3 % (wegen langer Bremswege von Lastziigen bei Abwartsfahrt)
Eisenbahn: 3 % fiir Personenverkehr, 1 % fiir Personen- und Giterverkehr

U-Bahn: 10 % (wegen Allradantrieb und wetterunabhéngiger Schienenoberfliche)

Zahnradbahn: 25Y%, Idealwert (Zugspitzbahn, Jungfrau-Bahn)
48 % Hochstwert auf der Pilatus-Bahn (Schweiz)

Kabelbahn: 20 % (San Francisco)

Standseilbahn: 90 % (GroBglockner-Gletscher-Bahn)

Drahtseilbahn: 100 % und mehr

Ein Beispiel aus der Landvermessung zeigt, ‘)
was der Tangens noch alles kann. Vom I
Punkt U am Ufer des Eibsees (980 m) iiber "-._}‘q
NN) sieht man einen Berggipfel unter einem
Neigungswinkel o = 22,23°. Vom gegeniiber- =
liegenden Uferpunkt G aus misst man den
Neigungswinkel p = 28,18°. Wie hoch liegt der
Gipfel iber NN, wenn die Messpunkte eine
Standlinie von UG = 1150 m Linge festlegen?
(NN ist die Abkiirzung fiir Normalnull, das
1st der Meeresspiegel.)

==NRHibsee

h h
Losung: tan o = e also I e+d= tan o
h
h also Ile
tan [ tan f
e
h h
=l = ST
tano tan P
d tan o tan p
h — — ——————= it 1 ,7
I I tan f — tan o

tanc tan p

Messwerte einsetzen:
7 o lo) O, o
tan ,____‘_23 tan 28,18 — 1982 m

h=1150m: L
m tan 28,18° — tan 22,23°

Der Berggipfel liegt 1982 m + 980 m = 2962 m iiber Normalnull.

Fiir Wanderer und Reisende sind Landkarten das wichtigste Hilfsmittel, um sich in unbekannter Umge-
b““l—'. zurechtzufinden. So g_|b[ es je nach VL‘]’WCHdL]ETgHi’.\\-'CCk Wanderkarten, Autokarten, Seekarten usw.
Karten zeigen Landschaften im Grundriss. Alle Merkmale, die eine Landschaft prigen: Berge, Fliisse,
Seen, Strafien und Ortschaften sollen gut erkennbar sein. Gewisser und Verkehrsnetze machen keine
Schwierigkeiten: Weder dem Benutzer beim Studium der Karte noch dem Kartografen beim Entwerfen der
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Karte, denn Fliisse, Kiisten, Ufer, Straien und Bahnlinien verlaufen im Wesentlichen zweidimensional,
und zweidimensional ist ja der Grundriss, ist die Karte. Was der Grundriss aber nicht wiedergibt, das sind
die Gelindeformen: hoch oder tief, steil oder flach, Berg und Tal, also die Hohenunterschiede in der drit-
ten Dimension. Die dritte Dimension auf dem ebenen Kartenblatt festzuhalten, dem Betrachter einen még-
lichst rdumlichen, wirklichkeitsnahen Eindruck von Berg und Tal zu vermitteln, das war seit eh und je die
grilite Herausforderung an die Kartenzeichner. Erst im letzten Jahrhundert hat man diese Schwierigkeiten
gemeistert. Heute verwenden die beiden wichtigsten Techniken Farben oder Héhenlinien zur Darstellung
von Geldndeformen.

Farben

Das Gelédnde ist in Hohenschichten gegliedert. Jede Schicht ist mit Schicht (Meter) Farbe

einer eigenen Farbe gekennzeichnet. Fir die Tiefenschichten in 0— 100 Blaugriin

Gewdssern reicht die Palette von hellblau (seicht) bis blauviolett 100— 200 Gelbgriin

(tief). Markante Punkte, zum Beispiel Berggipfel, sind mit Héhen- 200— 500 Gelb

zahlen (Koten) versehen. 500—1000 Hellbraun
1000-2000 Braun
2000—4000 Rotbraun
4000—... Braunrot

(Zwischenstufen sind méglich)

Héhenlinien (Schichtlinien, Isohypsen)

Eine Hohenlinie verbindet gleich hohe Punkte einer Geldndefliche. Man kann sie sich auch vorstellen als
Kurve, die entsteht, wenn eine waagrechte Ebene die Gelindefldche schneidet. Die Héhenlinien sind die
Schnittkurven der Gelidndeflidche und einer Schar gleichabstindiger, waagrechter Ebenen. Die senkrechte
Projektion dieser Hohenlinien in die Kartenebene ergibt das Héhenlinienbild. Die Héhenlinien sind mit
den Hoéhenlinienzahlen versehen. Die Hohenlinienzahl 200 bezichungsweise die Kote 200 bedeutet
200 Meter iiber Normalnull. Deswegen heillt die Hohenlinien-Darstellung in der Mathematik auch ko-
tierte Projektion. Sie geht zuriick auf Alexander von Humboldt, 1804.

gleich steil gleich hoch
verschieden hoch verschieden steil

=R,
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Aus der Dichte der Héhenlinien schlieBt der Kartenleser zuriick auf die Gestalt der Gelédndefldche: je en-
ger, desto steiler — je weiter, desto flacher. Das Hohenlinienbild erlaubt es, ein Gelindeprofil zu zeichnen
(das ist der Verlauf des Gelidndes in einer senkrechten Ebene, siche Bild mit Eibsee und Zugspitze 5. 101).
Das Gelindeprofil gibt die verschiedenen Neigungswinkel in wahrer Grélle wieder, es zeigt auch, ob es
iiberhaupt moglich ist, vom Punkt G den Berggipfel optisch anzupeilen, ob also kein andrer Gipfel die
Sicht behindert.

Ein Gelindeprofil konstruiert man so;

Durch die waagrechte Grundlinie UG geht eine zur Karte senkrechte Ebene S. S schneidet die Gelidndefla-
che in der Kurve p, diese Schnittkurve p heilit Gelindeprofil. Man schneidet UG mit den Héhenlinien;
tiber den Schnittpunkten trigt man senkrecht zu UG die Héhenunterschiede an. Die Linie, die die End-
punkte verbindet, beschreibt niherungsweise den Verlauf des Geldndes in dieser Schnittfliche, also das
Gelindeprofil und zwar um so besser, je kleiner der Unterschied benachbarter Héhenlinien ist.

2000

P | l | ] I EEEIEEa }-1000

e s ——

~ 1km
Mit dem Tangens konnen wir leicht den mittleren Neigungswinkel eines Hangs zwischen
zwei Orten P und Q bestimmen. Die waagrechte Ankathete w messen wir in der Karte ab
(MaBstab beachten!), zum Beispiel w = 190 m. Die senkrechte Kathete s ist der Héhenun-
terschied, ihn zihlt man an den Hohenlinien ab, zum Beispiel s = 100 m. Der mittlere Nei-

gungswinkel ist dann arc tan = oder im Beispiel arc tan 190 = 278"




5.2 Sinus

Pythagoras: w= VeT-ART = 1470 m:; tanm = 3': =(0,2041

o= 115"

An manchen Passstraflen zeigen Schilder die Hohe an. Hat man am Kilometerzéihler die
gefahrene Strecke s abgelesen, dann findet man auch mit diesen Werten den Neigungswin-
kel, sieche Bild. Will man den Neigungswinkel aus den gegebenen Werten direkt berech-
nen, dann braucht man einen Zusammenhang zwischen Winkel, Gegenkathete und Hypo-
tenuse. Wir definieren:

s : ; N ¢
Im rechtwinkligen Dreieck mit y =907 ist: :
b a
. 4 ;
sin ot = — o
- A G B
‘Gegenkathete

Merke: Sinus=——
Hypotenuse

Nimmt man ein Dreieck mit der Hypotenuse I, dann ist die Linge der
Gegenkathete gleich dem Sinus des Winkels; man kann also schon aus
der Zeichnung Sinuswerte naherungsweise ermitteln:

Gegenkathete

o [ dge 20 1 ape ann ] sE | eos | il sE | oo
== | | | ! ! . | B
sin o 0,17 0,34 0,5 0,64 0,77 | 0,87 0,94 0,98 1 é
w
| = ]
—
kel P : |
1! [ A A !c-s
e ¥ I& {150 ; | : | ol
. c 1 ‘T un | £ ‘ I | l [
n y 4
3 . 1A Zeil,

Weil die Gegenkathete immer kleiner ist als 1, ist der Sinus nicht gro3er als 1. Schrumpft
o und damit die Gegenkathete auf 0, so ergibt sich als Grenzfall sin 0° = 0. Nihert sich «
dem Wert 90°, dann néhert sich die Gegenkathete der Hypotenuse und ist im Grenzfall
o = 90° so lang wie sie. Deshalb legt man fest sin 90° = 1.

Von den drei Winkeln 30° 45° und 60° finden wir leicht die exakten Sinuswerte:

Gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck:

1 o=
i D= =
sin 45 \,? 5 V2
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Halbes gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge 2:
die eine Kathete ist 1,

die andre Kathete ist nach Pythagoras y22 — 12 = /3 i
2 1
sin 30° und

1
) 73
R P '
sin 60° = —— = —3 . £l
sin 60 ) 5 cos30°= 343
cosB0°= 1

Weil diese speziellen Sinuswerte oft vorkommen, merkt man sie sich:

o 0° 30° 45° 60° 9(0° ‘
e T =in . ___1 . I __. | | il .
Sin 0 . ? —2 Jz ?5 1
\_ bl leee | | |
‘ Eselsbriicke 1 .'H I T 1_ fa .'_); l L .':1__
selsbriicke 7V ?\'1 ‘ e B 5V i

Andere Werte beschaffen wir uns wieder mit dem Taschenrechner. Arbeiten wir mit dem
GradmaB. dann muss der Rechner im DEG-Modus sein. Die [sir}_;Tastc liefert den Sinus-
wert.

sin 37.8° = 0,61
Tastenfolge: [DEG]| [37.8] [sin] Anzeige: [0.612907053]

Umgekehrt finden wir auch einen Winkel, dessen Sinus bekannt ist. Zustandig fiir die
Umkehrung ist wieder die |[INV|-Taste.

singp=024; =72
Tastenfolge: [DEG] [0,24] [INV] [sin] Anzeige: [13.88654036
p=13,9°
Arbeiten wir im BogenmaB, dann muss der Rechner im RAD-Modus sein.
sin 0,83 = 0,74
Tastenfolge: [RAD][0.83] [sin] Anzeige: [0.737931371]

und umgekehrt:

sin @ =0,51; p=1

Tastenfolge: [RAD][0.51] [INV][sin] Anzeige: [0:53518479]

p=0,54
Taschenrechner und Computer berechnen den Sinus und seine Umkehrung, den Arkus
Sinus, mit Niherungspolynomen; x bzw. arc sin x ist der Winkel im Bodenmal3.
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Beispiel:

) TEnan 1 =t | ?
IMA=RTTES C 0a45 190349567
1 : -
2 - x beliebi
59 3-4-5-6-7 -89 ( &)
.7 o } I I -?_|. L3 I "_|_]3li _!.a?n,ll_}‘ﬁl?._]."l_i_ {!1,;'.«"'}
aresinX=x+ ook o X b e st X s o e x| <

Mit dem Sinus lassen sich Umfang und Flidche eines regelmiBigen Vielecks berechnen.
Gegeben ist ein regelmidfliges Neuneck, das einem Kreis mit Radius r einbeschrieben ist.
Gesucht sind Umfang u und Flicheninhalt F in Abhingigkeit von r sowie die Verhiiltnisse
Vieleckumfang : Kreisumfang und Vieleckfliche : Kreisfliche.
Losung: Weil das halbe Bestimmungsdreieck rechtwinklig ist, gilt sin20°=—— also
: r
s = 2rsin 20°

der Umfang u ist dann u = 9s = 18r sin 20°.

Aus sin 70° = % folgt h = rsin 70°,

der Inhalt F ist dann
. 1 l - L :
F=9. 5 h=9: = 2rsin 20° - r- sin 70° = 9r? sin 20° sin 70°.

18rsin 20°  9sin 20°
2rm K T

Umfangsverhiltnis = =08 %

= 9r? sin 2{}” sin 70° 2 9 sin 20° sin ?Uf_ ~92.1%

Flachenverhiltnis
rim i

5.3 Kosinus

Eine Bergstral3e hat laut Autokarte eine Steigung von 18 %, das heiB3t einen Neigungswin-
kel von 10,2°. Der Karte entnimmt man eine waagrechte Linge w von 4,8 km. Will man die
wirkliche Streckenlidnge s wissen, dann wire es giinstig, wenn man einen Zusammenhang
zwischen Winkel, Ankathete und Hypotenuse hitte. Wir definieren ihn:

Py : : as C
! Im rechtwinkligen Dreieck mit y = 90° ist: 5
| b b, g
CoS ot = — R
C A T B
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Ankathete

Merke: Kosinus=———
Hypotenuse

Nimmt man ein Dreieck mit der Hypotenuse 1, dann ist die Lange der An-
kathete gleich dem Kosinus des Winkels; man kann also schon aus der
Zeichnung Kosinuswerte niherungsweise ermitteln:

Ankathete

o 10° ‘ 20° 30° ‘ 40° ‘ 50° ‘ 60° ‘ 70° 80° 90°
COS o 0,98 ‘ 0,94 | 0,87 \ 0,77 ‘ 0,64 0,5 | 0,34 | 0,17 | 0
1
1 ] {5
“ / L Lh
- /e ) = I M i '5 = | . Kosinus
cos cos cos C0S o [T R e

Weil die Ankathete immer kleiner ist als 1, ist der Kosinus nicht groBer als 1. Wenn o im-
mer kleiner wird, dann nihert sich die Ankathete der Hypotenuse und ist im Grenzfall
« = 0° so lang wie sie. Deshalb legt man fest, cos 0° = 1. Nihert sich o dem Wert 90°, dann
schrumpft die Ankathete auf 0 und als Grenzfall ergibt sich cos 90° = 0.

Von den drei Winkeln 30°, 45° und 60° finden wir leicht die exakten Kosinuswerte:

" I 1
Gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck: cos45° = —= = V2

i
'\I‘_
Halbes gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge 2:
die eine Kathete ist 1, i :
die andere Kathete ist nach Pythagoras V22— 12 =43
B 1 3
ey e S s 60° = —
cos 30 ) 3 ﬁ und cos 60 5 . .
: : i tan 30°= 13
Weil diese speziellen Kosinuswerte oft vorkommen, merkt man sie sich: iy
g s tan60°=/3
o 0° 30° ‘ 45° ‘ 60° ‘ 90°
[T EoaE B hall 1
-2 - = == = 0
coS o 1 ‘ > 1,[3_; 2 «,E 2 :
Baiae | Lye |t i) Lt
‘selsbriicke 33,-4 7 V- i 5 ¥ 3
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Andre Werte beschaffen wir uns wieder mit dem Taschenrechner. Das funktioniert so wie
beim Sinus, blof3 driickt man statt der |sin|-Taste jetzt die !E;L_asn—Taste,

Taschenrechner und Computer berechnen den Kosinus und seine Umkehrung, den Arkus
Kosinus, mit Ndherungspolynomen; x bzw. arc cos x ist der Winkel im Bogenmal3.

Beispiel:
cosx =1 l x* I 5 : P
sx=1-— X x"+
-2 1-2-3-4 1-2-3:4-56
1
e i __ = 3 alip '-
23456785 (x beliebig)
o T e L L5
HesiiT eSS gt T D6 T
Rl B TR i
2 A8 9 (xi=h)

Der offene Riementrieb ist ein Getriebe, bei dem ein Treibriemen eine Kraft von einem
Rad auf ein andres Rad iibertrigt. So treibt beim Auto ein Keilriemen den Ventilator und
die Lichtmaschine, beim Fahrrad tubertrigt die Kette die Antriebskraft aufs Hinterrad.
Zwel Rider mit den Radien R=11cm und r=4cm haben einen Achsabstand von
z =17 cm. Wie lang ist der Treibriemen?

Losung: Die Riemenlédnge | setzt sich zusammen aus einem groBen Bogen B, einem klei-
nen Bogen b und zwei Tangentenstiicken t: 1 =B +b + 2t.

_ = s : R—r
Der Winkel o ergibt sich aus sin ¢ = :
Z

Fiir ein Tangentenstiick t gilt — = cos e, also t =z cos o.
Z

Der Bogen B gehort zum Mittelpunktswinkel 7 + 2ex,

also B = R(m + 2w),

der Bogen b gehdrt zum Mittelpunktswinkel 7 — 2c,

also b = r(m — 2w).
Der Riemen hat die Linge

|=B+b+2t=R(m+ 20) + r(m — 2x) + 2z cos o,

setzen wir die gegebenen Werte ein, so ergibt sich

: 11 -4 7
SIN&C=—7— ==, also «=04243... (Bogenmal!)
1=4389...+9,17...+3098...=84.04...

Der Riemen ist etwa 84 cm lang.

Weil Hypotenuse und ein anliegender Winkel die Katheten festlegen.
bietet sich die Merkregel an:
Gegenkathete = Hypotenuse mal Sinus
Ankathete = Hypotenuse mal Kosinus
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5.4 Das trigonometrische Sextett

Mit den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks lassen sich sechs Seitenverhiltnisse bil-
den. Drei kennen wir schon, nimlich:

a . a b
tan ot = — sin ot = COS 0L = —
b c (v
i ! A ] . 2 - sino
Die drei Neulinge sind davon die Kehrwerte: &
K ] Kosek ]
otangens = ——— osekans = ——— a
& Tangens Sinus petanx %:cosm
b COSEC K =
cotor=— a
a
- 1
Sekans = ——
Kosinus b =
c 5 -coto p = secw
Sec ol = —
h
C.
= cosec o

Weil sich Kotangens, Kosekans und Sekans so einfach mit Tangens, Sinus und Kosinus
ausdriicken lassen, verwendet man sie kaum. Auch wir werden kiinftig nur mit den drei
wichtigen Verhiltnissen Tangens, Sinus und Kosinus arbeiten; auch sie sind eng miteinan-
der verwandt.

Zusammenhang zwischen Tangens, Sinus und Kosinus

a a/c sin o

tan o = = ——
b b/c COS X
sin o
tan o = , 0°= o< 90°
coS o

Zusammenhang zwischen Sinus und Kosinus

Pythagoras: a’+b’=c¢’

4

() - () -

(sin &)* + (cos x)* =1

Trigonometrischer Pythagoras

Die Schreibung (sin «)* bedeutet (sin «) - (sin o). Aus Bequemlichkeit verwendet man je-
doch leider oft eine »schnellerec, aber leicht missverstindliche Abkiirzung und schreibt
(sin o0 - (sin o) = sin? o. Hilt man sich aber an die Regeln, dann ist sin’ o = sin(sin o). Ent-
sprechend ist sin~' o = arcsina; sin™! ist also die Umkehrung von sin, aber nicht der
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Kehrwert - ! Der Taschenrechner liefert sin~' « entweder iiber eine eigene Taste |sin |
si —

: : s, il 1 :
L)der mit der Ta_n.itenfﬂige Isinl. Fiir (5”] 'D() 1 — gin C{' \.-'EI'IElﬂgi der Taschenrechner d'lt?
Tastenfolge |sin||1/x|.
Mit diesen beiden Formeln ldsst sich jedes der drei Verhiltnisse tan, sin und cos durch

eines der beiden andern ausdriicken, zum Beispiel der Sinus durch Kosinus oder Tangens.
Aus der 2. Formel folgt

(sine)*=1—(cos®)®, also sino=4y1— (cosx)’ (sin ot = 0)

Nachdem der Sinus mit dem Kosinus beschrieben ist, driicken wir ihn mit dem Tangens
aus:

erste Formel quadrieren:

] sin o) sin o) ,
(tan o)’ ( ], =il - ) - (or < 90%)
(coso)® 1 — (sino)?
. sin ¢)? ; ’
(tan &)’ = {—) nach sin & auflésen
1 — (sin o)’
(tan «)* — (sin )’ (tan «)® = (sin &)?
(tan o)’ = (sin e0)? + (sin &) (tan e)’
(tan &)® = (sin c)*[1 + (tan c)?]
(tan o) ; : ; tan o :
—}, = (sin¢)”, also sino=—fF— (0° = ot < 90°)
1 + (tan &)? Jl + (tan «)?
Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber alle Verwandtschaftsverhiltnisse
von sin, cos und tan. s
= =
E o 8
0° = o < 90° sin o COS o tan o <
tan o 0 V1-(sinay . H : S

sin oc y[-]. — (-cos ot)® W&:)—z L

AOHR ~ AOST

] / s A i sl e tane
LOS 4 I — (gln 0()2 ‘\Ill + (taﬂ C‘:}z ! 4 ;':-Fi-(tan:r'l’

oS 1 1

1 ~ y1+(tana)®

Siﬂ x Ji —_(CQS 0{)2 ) __sina

tﬂﬂ o I 3 e
| - b yl-{gina)' [ _ tano
== (SI[II O()E COS y1- r‘:-uur.n: Fr i

COsL

Diese sechs Beziehungen findet man auch mit einem Blick auf eine passende Figur. Die
drei Wurzeln liefert uns Pythagoras, den Rest die Ahnlichkeit.

Mit diesen Formeln kann man zum Beispiel tan & und sin « exakt aus cos o« berechnen,
ohne sich um den Winkel ¢ zu kiimmern:

110




T

TR T~ 3 . . ﬁ-l 1 . I = 9 j— i -1 v e 4;;5 o 4

cosx=—7; esgilt sinc 25 =5 und tana=—Ze =
Es gibt einige Winkel, deren sin-, cos- und tan-Werte rational sind, zum Beispiel
T

e 0 und tan 45° = 1. Manchmal sind die Werte zwar irrational, aber we-

]
sin 30° : EX cOS

: : s . 3l Fres o 1 =
nigstens mit Wurzeln darstellbar, zum Beispiel sin 18- I(qﬁ - 1), cos 30 '71.-'3,

tan 15° =2 — /3. Wihlt man aber einen Winkel auf gut Gliick, so wird sein sin-, cos- und
tan-Wert im Normalfall eine transzendente Zahl sein (wie ), also nicht einmal mehr mit
Wurzeln darstellbar sein. Der Taschenrechner arbeitet mit nur endlich vielen Stellen,
kennt also keine irrationalen Zahlen, kann also nicht zwischen rationalen und irrationalen
(oder sogar transzendenten) Werten unterscheiden. Unser Rechner kann zum Beispiel die

transzendente Zahl sin 257 [_(_)_._422&8261 nicht mehr unterscheiden von der rationalen

9604 -
H —_— = ')
Zahl 33735 0,422618261|.

Ist y im Dreieck ein rechter Winkel, dann sind &« und p komplementar, das heil3t, oc und p
erginzen sich zu 90°, also « + p = 90°. & ist der Komplementwinkel von f§ und umgekehrt
ist p der Komplementwinkel von ¢« Fir Komplementwinkel gelten die Komplementfor-
meln:

COS Ot = — 1 :
also | sin(90° — ox) = cos ot

sin (90° = &) = cos 37° = sin (90° — 37°) = sin 53°

o|lo o

sin ME I Bl
- also | cos(90° — )= sinﬂ
sin 22° = cos (90° — 22°) = sin 68°

cos (90° — o)) =

l
cot o ° =
tan o

o > LA
tan (90° — ) ot (90° — )

- also | tan(90° — )= = cof o

tan o

»lo p|lo ol|lp of®
o

1
— =13 ]C'_ ?30 = 13 o
an 73° tan (9C )=tan 17

1
also | cot(90° —x)=——=tanu
cot o

cot (90° — &) =

tan (@U“ — &) = b

Die Komplementformeln erkliren auch die Vorsilbe »Ko« bei Kosinus, Kotangens und
Kosekans, denn: Der Ko-Sinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Ko-Winkels. Ent-
sprechendes gilt bei Tangens und Sekans.
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Die Bezeichnungen Tangens und Sinus stammen aus dem Lateinischen.
Am Einfachsten ist die Erkldarung von Tangens. Die Schenkel des Winkels « schneiden aus
der Tangente am Einheitskreis eine Strecke der Linge tan ¢t aus.

tan o !

Sin o

Tangent:

Der Sinus ist auf abenteuerliche Weise zu seinem Namen gekommen. Der indische Astro-
nom und Mathematiker ARYAaBHATA bezeichnete die halbe Sehne des doppelten Winkels
im Einheitskreis — also den Sinus des Winkels — mit ardhajiva oder auch kurz jiva (ge-
sprochen dschiva). Die Araber, die einen GroBteil ihrer Mathematik von den Indern ge-
lernt haben, ibernahmen das Sanskritwort jiva als Fremdwort ins Arabische. Weil die ara-
bischen Buchstaben nur Konsonanten sind, besteht dieses Wort nur aus den beiden
Buchstaben dsch und b: dschb (gesprochen dschiba). Doch es gibt auch ein arabisches
Wort, das man genauso schreibt, aber anders spricht: dschaib und das bedeutet Busen.
Bei der Ubersetzung vom Arabischen ins Lateinische hielt man dschiba (Halbsehnenver-
haltnis) fiir dschaib (Busen) und iibersetzte es mit sinus, sinus ist das lateinische Wort fir
Busen.

Aufgaben zu 5.1

I. Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im GradmaB!)

] 1Lk | 1" | 89,9° | | | |
o N R |E-tle-E 2B E—2F | =2F
2. Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im Bogenmaf!)
X 110100123 | a/10 | /4 | n/2 | |
tan x | | ' | . | 1,55741 [ 2 | 1990
3. Berechne Niherungswerte fiir tan x mit dem Niherungspolynom von Seite 100 und

ta n|—Wcr1 des Taschenrechners.

a) x=0,1 b) x=1,l c) x=0,785 d) x =30°

vergleiche sie mit dem

4. Berechne Niherungswerte fiir x mit dem Nidherungspolynom von Seite 100 und ver-
gleiche sie mit dem [INV] [tan]-Wert des Taschenrechners.

0.546 b) tanx = 0,1

¢) tanx =23 d) tanx =11

a) tanx




.

10.

12,

Bestimme mit dem Taschenrechner.

a) tan 20° + tan 30° — tan (20° + 30°)

b) tan 2° +tan 3° —tan(2° +3°)

¢) tan0,2° +tan 0,3° — tan (0,2° + 0,3a)
tan 20° + tan 30° tan 2° + tan 3°

tan (20° + 30°) 05 tan (2° + 3°)

tan 0,2° + tan 0,3°
~tan {iU,Z" +0,3%

Berechne ohne Taschenrechner.
a) tan 30° + tan 30° — tan (30° + 30%)
b) tan 45° + tan 45° — tan (45° + 45°)
2 -tan 30°
tan (2 - ‘s(ﬁ

Bestimme « mit dem Taschenrechner.

= 178 92
. . b ) . = =
a) tancc— y3 =2 b) 3tan« 757 c) TR O 369
| 33 o 352 177
=l e 7t ot = =0
d) 3 tan 3o 38 e) 2tan 2 =353 = 27
tan —-

Lase auf nach tan o und berechne o ohne Taschenrechner.

a) |l —tanx =0 b) 3tano — MT =0 c) -,-"FB tanoc —3 =0
d) (Y3 —tan)tano =0 e) (tan o)’ = tan o

f) 1,.-'?5_ tan « = (tan «)? g) 3(tanx)*+ 3 = 1,.-'r43_ tan o

h) (tan o) + 3 = (1 + 43 ) tan o

Berechne die Neigungswinkel der Strecken, deren Steigungen auf Seite 101 angegeben
sind.

Berechne die fehlenden Stiicke eines rechtwinkligen Dreiecks ABC mit y = 90°

o | 15° | 60° ‘ 89° | 1° |

ki | el o
15 | 3 E | ‘ 1 | 93 | 373 ‘9 146 }3542 294269
| = | allie” S [ L | :
1 | 4 |

o

b | ‘3: 373 93% 65 | 1577 | 131017
il CfEy e ..__‘_ 2 i = i - . _

Eine Treppe soll einen Neigungswinkel von 32° bekommen. Die Stufen sind 15 cm
hoch. Berechne die Stufenbreite.

JAKOBSTAB

Der Jakobstab ist ein einfaches Gerit zum Messen von Winkeln. Er ist um 1300 er-
funden worden und war im Mittelalter ein viel gebrauchter Winkelmesser in Astro-
nomie. Seefahrt und Landvermessung. Er besteht aus einem Langsstab mit Skala;

113

T




14.

auf diesem lisst sich ein dazu senkrechter Querstab bekannter Lange verschieben.
Man peilt das Ziel von einem Ende des Langsstabs aus so an, dass es genau zwischen
den Enden des Querstabs liegt.

Beschreibe, wie man damit die GrélBe eines Winkels findet, und wende die Metho-
den an auf die Messwerte: Linge des Querstabs 30 cm, Abstand des Querstabs vom
Auge 1,42 m.

Eine Fichte wirft einen 30 m langen Schatten; die Sonnenstrahlen sind 35° gegen die
Waagrechte geneigt. Wie hoch ist die Fichte?

Unter Mittagshohe u der Sonne versteht man den gréfiten Neigungswinkel der Son-
nenstrahlen an einem Tag. Die Mittagshohe erreicht ihren groBiten Wert zur Sonnen-
wende am 21. Juni mit 113,5° — @ und ihren kleinsten Wert zur Sonnenwende am
22. Dezember mit 66,5° — ¢; der Winkel @ ist die geografische Breite des betreffen-
den Orts.

Schlage ¢ deines Wohnorts nach und berechne die kleinste und grofite Linge eines
Schattens, den ein 1,80 m langer Mensch mittags in deinem Wohnort wirft. In wel-
cher geografischen Breite wirft man am 21. Juni mittags keinen Schatten?

Unter welchem Neigungswinkel treffen Sonnenstrahlen auf, wenn ein senkrechter
Pfahl einen Schatten wirft, der

a) doppelt so lang
b) halb so lang
wie der Pfahl ist?

Die Hohe h der unteren Grenze einer Wolke iiber einem Flughafen kann man so fin-
den: Ein Scheinwerfer strahlt sein Licht senkrecht nach oben. In der Entfernung d
vom Scheinwerfer sicht man den Lichtfleck unterm Neigungswinkel ct.

Driicke h allgemein aus mit d und .




o The s

17.

19.

20.

21.

22.

25,

26.

27.

B T

PINAKOTHEK
a) Unter welchem Blickwinkel f; schaut Pummel
aufs Bild?

PINAKOTHEK

b) Unter welchem Blickwinkel §, betrachtet Pummel
das Gemailde, wenn der untere Bildrand nur 1 m
iiberm Boden ist?

Den héchsten deutschen Kirchenturm (162 m) hat das
Ulmer Miinster. In welcher Entfernung erscheint die
Turmspitze unter einem Hohenwinkel von 13°7

LeoNARDOS Mona Lisa

sitzt auf dem Schiefen Turm zu Pisa.
Sie staunt und schweigt,

der Turm ist ja um 4,6° geneigt,

sie schaut aus 55 m Héh herunter

und ldchelt nicht gerade munter,
wihrend sie dartiber nachdenkt,

wie weit sie von der Vertikale weghédngt.
So lichelt sie ewig und findet nicht,
weils ihr an GEQO 10 gebricht.

5 mm dicke Regentropfen fallen mit einer Geschwindigkeit von ungefahr 8 m/s. Un-
ter welchem Winkel klatschen sie auf die Fensterscheiben eines mit 79,2 km/h fah-
renden Zugs?

(Der Klatschwinkel ist 0°, wenn der Zug steht.)

In einer Karte (1 :25000) liegen die Hohenlinien mit den Koten 700 und 800 im Ab-
stand von 9 mm. Welchen Neigungswinkel hat der Hang?

Ein Hang hat einen Neigungswinkel von 8,5°. Welchen Abstand haben die Hohenli-
nien mit den Koten 500 und 600 in einer Karte mit dem MaBstab 1:10000?

In einem rechtwinkligen Dreieck haben die Katheten die Langen a= 12 und b =5
Berechne den Winkel, den die Seitenhalbierende

a) s, mit der Seite a b) s, mit der Seite b

¢) s. mit der Seite ¢ einschlief3t.

In einem rechtwinkligen Dreieck haben die Katheten die Lingen 5 und 12. Berechne
die Teilwinkel, in die die Hohe den rechten Winkel zerlegt.

Die Diagonalen einer Raute haben die Langen 178 und 771.

Bestimme die Winkel der Raute.

Eine Raute mit einem Winkel von 10° hat einen Flacheninhalt von 102. Wie lang
sind die Diagonalen?

Ein 3.5 m hoher Bahndamm hat ein achsensymmetrisches Trapez als Querschnitt.
Der Damm ist mit 10 m oben halb so breit wie unten. Bestimme den Béschungswin-
kel.
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28.

29.

30.

32.

33.
34.

36.

38.

In einem Rechteck schneiden sich die Diagonalen unter 52°, eine Seite hat die Linge
82. Wie grol} ist der Flicheninhalt?

(Zwei Losungen!)

Bestimme die Schnittwinkel der Diagonalen eines

a) DIN-Rechtecks b) Goldenen Rechtecks.

In einem Parallelogramm misst ein Winkel 18° eine Diagonale der Linge 13 steht
auf einer Seite senkrecht. Bestimme die Fliche.

. Falte einen rechteckigen Papierstreifen mit den Seitenldngen 3 und 17 so, dass sich

gegeniiberliegende Ecken decken. Welchen Winkel bilden Knick und Seite?

Ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Spitzenwinkel 64° hat den Flicheninhalt 40.
Wie lang ist die Basis?

Zeige: In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC gilt: tan «-tan p = 1.

In einem bei C rechtwinkligen Dreieck sind p und g die Hypotenusenabschnitte.
: )
Zeige: tano = IH

. a) Ein regelmifiiges n-Eck habe den Inkreisradius 1. Driicke Umfang und Fliachen-

inhalt mit dem Tangens des Mittelpunktswinkels aus und berechne die Verhilt-
nisse Umfang(n-Eck)/Umfang(Inkreis) und Fliche(n-Eck)/(Inkreis).
ne {3, s, 8
b) Ein regelmiliiges n-Eck habe den Inkreisradius 1. Driicke Umfang und Flichen-
inhalt allgemein mit dem Tangens des Mittelpunktswinkels aus und berechne mit
dem Taschenrechner niherungsweise die Verhiltnisse Umfang(n-Eck)/Um-
fang(Inkreis) und Fliche(n-Eck)/Fliche(Inkreis) fiir n € {45, 90, 180, 360].
THALES
[AB] ist die gemeinsame Seite von sieben rechtwinkligen Dreiecken. Bestimme die
Winkel o, bis o.
THALES RECHTE WINKEL IM GITTER

. RECHTE WINKEL IM GITTER

Wie kannst du zu einer Gerade, die durch Gitterpunkte geht, allein mit dem Lineal
ein Lot zeichnen?

SCHNITTWINKEL I
Alle Strecken gehen durch Gitterpunkte und schneiden sich in Gitterpunkten.

Berechne die Schnittwinkel einmal als Kombination zweier Neigungswinkel und
einmal direkt mit der gestrichelten Hilfsstrecke (Lot).




SCHNITTWINKEL 1

39. SCHNITTWINKEL II
Alle Strecken gehen durch Gitterpunkte und schneiden sich in Gitterpunkten. Be-
rechne die Schnittwinkel.
40. Bestimme die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks, bei dem eine Kathete
a) das arithmetische Mittel
b) das geometrische Mittel der beiden andern Seiten ist.

41. TRAPEZWINKEL TRAPEZWINKEL
Bestimme die Winkel « bis 8. (Rechte Winkel!)

- LETRN . M
|M 5 (Y W -
4| X
e — | - i
R T = i
1 <y
-y .
1 i I é
. ) T e i

42. QUADRATWINKEL
In jeder Aufgabe ist ein Quadrat der Seitenlinge a die Ausgangsfigur — firs Nach-
zeichnen sind 6 cm ratsam. Bestimme die Winkel c bis 8. (Rechte Winkel im Gitter
lassen griilen!)
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+43. SEHWINKEL

Will man eine Ansicht zeichnen oder malen, in der Strecken und Winkel vorkom-
men, also Hiuser und Strallen, so wird man ein perspektives Bild konstruieren. Per-
spektive Bilder geben den Raum so naturgetreu wieder wie Fotografien (das sind
auch perspektive Bilder), solang man sich an eine bewihrte Regel hélt. In dieser
Faustregel kommen einige Grundbegriffe der Perspektive (Zentralprojektion) vor:

Augpunkt O:  Ort des Maler- oder Betrachterauges oder Kameraobjektivs
Sehstrahl: Gerade durch O

Bildebene m: Zeichenebene; in ihr zeichnet man, auf sie schaut man
Hauptpunkt H: Punkt in i, der O am néchsten ist, senkrechte Projektion von O in 7

Horizont h: Waagrechte in m durch H

Distanz d: Abstand Bild—Auge, Linge der Strecke [OH]: d = OH
Sehkreis: Kreis um H mit Distanz als Durchmesser

Sehkegel : Sehstrahlen durch Auge und Sehkreis

Sehwinkel: Offnungswinkel des Sehkegels

Im Sehkegel liegen die Dinge, die das (starre) Auge mit einem Blick in Richtung H
noch wahrnimmt.
Im Distanzkegel liegen die Dinge, die das bewegliche, das Bild abtastende Auge bei
starrer Kopthaltung noch wahrnimmt.
Faustregel: Der Bildinhalt soll im Sehkreis liegen.

Die Distanz soll mindestens 25 cm sein.

Beim Fotografieren bedeutet die Distanz d die Brennweite f des Objektivs und der
Sehwinkel den Aufnahmewinkel des Objektivs.




a) Bestimme den Sehwinkel im Bild Seite 118.

b) Bestimme den Aufnahmewinkel fiir Kleinbildkameras (24 X 36) mit den Brenn-

weiten

35 mm (Weitwinkelobjektiv), 50 mm (Normalobjektiv), 300 mm (Teleobjektiv)
¢) Bestimme den Aufnahmewinkel fiir 6 X 6-Kameras mit den Brennweiten

50 mm (Weitwinkelobjektiv), 80 mm (Normalobjektiv), 500 mm (Teleobjektiv)
Was ist da so »normal« am Normalobjektiv?

Mit dem Hauptpunkt H und der Distanz d legt der Zeichner die Perspektive fest,
der Fotograf mit dem Objektiv und der Vergrdlerung. Damit liegt in beiden Fillen
der Augpunkt fest. Wo dieser Augpunkt nun genau vorm Bild liegt, weill der Be-
trachter zwar meistens nicht, doch rein gefiithlsméBig sucht er sich einen Standort so,
dass er das Bild gut iiberblickt, unbewusst bringt er so sein Auge in die Nihe des
Augpunkts. Denn im Augpunkt hat er den besten Blick aufs Bild, hier sind die Seh-
winkel von Maler (Fotograf) und Betrachter gleich. Wenn das Bild nach den »Re-
geln der Kunst«, sprich Faustregel hergestellt worden ist: Kein Bildteil ist vom
Hauptpunkt weiter weg als die halbe Distanz, dann ist der richtige Standort schnell
gefunden; und sollte der Abstand vom Bild grofer sein, wirds kaum als storend emp-
funden — das Auge ist geduldig.

Aber die Geduld des Auges hat ihre Grenzen — und die liegen auBlerhalb des Di-
stanzkreises: Je weiter Bildteile iibern Sehkreis hinausragen, je mehr also der Seh-
bzw. Aufnahmewinkel die 50°-Grenze iiberschreitet, desto weniger natiirlich, desto
verzerrter wirken sie. Das liegt daran, dass der Betrachter von seiner Sehgewohnheit
nicht abgeht und seinen Blickwinkel von 50 beibehilt. Weitwinkelaufnahmen wir-
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44,

45.

46.

120

ken um so verzerrter, je kleiner die Brennweite ist. Doch keine Weitwinkelaufnahme
ist verzerrt, kein perspektives Bild ist je verzerrt: Sobald ndmlich der Betrachter das
Auge im Augpunkt hat, muss er es zwar rollen, um alles zu erfassen, aber was er
dann sieht, ist nicht verzerrt.

d dfz *H

WURFEL
a) Warum bildet jede Raumdiagonale mit jeder Seitenfliche
einen gleich grolen Winkel? Wie grol3 ist dieser Winkel?

b) Warum schneidet jede Raumdiagonale eine andere in einem
gleich groBlen Winkel? Wie grol} ist dieser Winkel?

Welchen Winkel bilden die Seitenflichen eines regelmiBigen
a) Tetraeders

b) Oktaeders?

WINKEL IM WURFEL I

Bestimme die e ———F ey

Winkel o bis 8. ' '




247.

48.

* 49,

* 50.

WINKEL IM WURFEL 11

Bestimme die Winkel « bis 8 (zwischen der Raumdiagonale und der Fliche im Wiir-

fel).

Die vier Raumdiagonalen eines Wiirfels bilden zusammen mit Seitenflachen des

Wiirfels eine Doppelpyramide. Bestimme die Winkel
a) Pyramidenkante—Wiirfelfldche

b) Pyramidenfliche—Wiirfelflidche.

PYRAMIDEN IM WURFEL

In einem Wiirfel ABCDEFGH sind vier Pyramiden. ABCD ist die Grundfliche. Be-

stimme die Winkel

a) Pyramidenkante—Grundfliche

b) Pyramidenfliche—Grundfliche

¢) Pyramidenfliche—Pyramidenfliche

WOLKENHOHE

Von einem 70 m hohen Turm sicht man eine Wolke unter
dem Hohenwinkel 45° und ihr Spiegelbild im See unter
dem Tiefenwinkel von 50°. Wie hoch schwebt die Wolke
iberm See?

| winkel

Hohen-

Tiefen-
winkel

e




Aufgaben zu 5.2

[d
)

|

Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im Gradmaf3!)

a |15°]37°|1°| 1| 899 | | |

. ; /10 + 245 /10 — 245 [2—+3 | V10445
sin o ’ | ’ I4\,I y 4\,| 2y lz\r V3 ‘\' v

Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im Bogenmal3!)

X | 1]0,1]0,0123 | /10 | /4 | /2 | | JE=2
sinx | | | i | | ©/10 | 7/4 | n/2

Berechne Niherungswerte fiir sin x mit dem Néiherungspolynom von Seite 106 und
vergleiche sie mit dem [sin|-Wert des Taschenrechners.
a) x=0,1 b) x=1,1 ¢) x=0,785 d) x=30°

. Berechne Naherungswerte fiir x mit dem Niherungspolynom von Seite 106 und ver-

gleiche sie mit dem W W-Wcrl des Taschenrechners.

a) sin x = 0,546

b) sinx=0,1

¢) sinx=10.3

Bestimme mit dem Taschenrechner.

a) sin 20° + sin 30° — sin (20° + 30%)

b) sin2° + sin 3° — sin (2° + 3%)

¢) 5in0,2° + sin 0,3% — sin (0,2° + 0,3%)

d) riiI_‘t 20° + sin 3[)"' . 511‘1 2= u sin_?;"' ) Hil_l 0?2"‘ + sin (}13“
sin (20° + 30%) sin(2° + 3% sin (0,2° + 0,3%)

. Berechne ohne Taschenrechner.

a) sin 30° + sin 30° — sin (30° + 30°)
b) sin 45° + sin 45° — sin (45° + 45%)
2 -sin 30°
sin (2 30°)
Bestimme ¢ mit dem Taschenrechner.
a) 4sinu+ 1= 5 b) 4sin2c—1 =45

e - = dhe . =
¢) 242 sin3x— 1 =43 d) o LR 6

sin o

. Lose auf nach sin ¢ und berechne o ohne Taschenrechner.

a) 1 —2sina=0 b) 2sinx— 43 =0
¢) V2 sina—1=0 d) ({2 —sine)sina=0
e) (sino)®=sina f) 2(sin @) =sin«

g) 2(sine)’ + 1 =3sinae  h) @sino)? + 2 = (2+ 2) sin «




s

10.

.

s 13.

14.

15.

16.

19.

20.

Berechne die fehlenden Stiicke eines rechtwinkligen Dreiecks ABC mit y = 90°

o 15° | 60° 1° | 89°
a 15 31| 1 | 239 | 191 | 489061 | 560123
c s 638 | 1001 | 564719 | 579882

Das obere Ende einer 5 m langen Leiter erreicht an einer Hauswand eine Héhe von
4.5 m. Wie grolB ist der Neigungswinkel der Leiter?

. Eine Leiter bildet mit einer Hauswand einen Winkel von 20°, das untere Ende der

Leiter ist 20 dm von der Hauswand entfernt. Wie lang ist die Leiter?

Im Deutschen Museum hingt ein 60 m langes Pendel. Jeden Tag wird es 140 cm
waagrecht ausgelenkt. Berechne den Auslenkwinkel und die maximale Hubhdhe des
Schwerpunkts.

Zeige: In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC gilt

o =D e (BE T e==1
a) 5111?— e b) sin FEs o

Ein regelmiBiges n-Eck habe den Umkreisradius 1. Driicke Umfang und Flachenin-
halt mit dem Sinus des Mittelpunktwinkels aus und berechne die Verhiltnisse Um-
fang(n-Eck)/Umfang(Kreis) und Fliache(n-Eck)/Fliche(Kreis).

a) n=72: b) n=5

¢) n=38 d) n=180

Eine Raute hat einen Winkel von 100°, die Diagonale, die diesen Winkel halbiert,
hat eine Lange von 7. Wie groB3 sind Inkreisradius und Flicheninhalt der Raute?

Ein gleichschenkliges Dreieck hat einen Spitzenwinkel von 30° und einen Umfang
von 30. Wie groB sind Basis und Flacheninhalt?

. In einem Kreis mit Radius 8 misst der zu einer Sehne gehorende Mittelpunktswinkel

144°. Wie lang ist die Sehne?

. Der Einheitskreis sei Inkreis eines achsensymmetrischen Tangententrapezes, eine

Basis habe die Linge 1.

a) Wie grol ist ein Basiswinkel?

b) Wie lang sind die Schenkel?

¢) Wie lang ist die andre Basis?

In einem Rechteck haben die Diagonalen die Linge 25 und schneiden sich unter 50°.

Wie lang sind die Seiten?

Ein Kreissektor mit Mittelpunktswinkel u und Radius m wird zum Mantel eines

Kreiskegels gebogen.

a) Berechne den Offnungswinkel w des Kegels fiir p e {90°% 180°, 2707}

b) Welchen Mittelpunktswinkel u muss der Sektor haben, wenn der Offnungswinkel
w GroBen aus {60°, 90°, 120°} annehmen soll?




21. Vor dir liegen eine Kugel und eine Kreisscheibe, beide vom Durchmesser 1 m. Die
Entfernung Auge—Mittelpunkt ist jeweils 1 m.
a) Unter welchem Sehwinkel erscheint die Kugel?

b) Unter welchem Sehwinkel erscheint die Scheibe, wenn du senkrecht drauf-
schaust?
22. Ein Tischtennisball von 4cm Durchmesser rollt in einen Trichter mit einem Off-
nungswinkel von 50°. Wie weit sind Trichterspitze und Ballmitte voneinander ent-
fernt?

23. Unter Hohen-Parallaxe eines Himmelskor-
pers versteht man den Winkel @, unter dem i
der Erdradius R (=6370km) vom Zen-
trum Z des Korpers aus erscheint. Sie ist S
null, wenn der Kérper genau tiberm Beob- . Tiohers
achter B »im Zenit von B« steht, und hat il
ithren grofiten Wert, wenn der Korper im = W4
Horizont des Beobachters ist; deswegen
heiB3t der Maximalwert der Hoéhen-Paral-
laxe Horizontalparallaxe. Die Horizontal- .
parallaxe ist ein MaB fiir die Entfernung (S RN R e
Erde—Gestirn, sie ist um so kleiner, je gro- Horizontal- i r
Ber die Entfernung ist. Der Mond hat 57, el {
die Sonne 8,80"” Horizontalparallaxe. pErae
Bestimme die Entfernungen Erde—Mond
und Erde—Sonne. Die Entfernung Erde—
Sonne ist eine astronomische Langenein-
heit, abgekiirzt 1 AE.

* 24, KERNSCHATTEN
Unter Abstand zweier Himmelskorper vesteht man die Entfernung der Mittel-
punkte. Die Sonne hat einen Radius von 696 000 km, der Abstand Erde—Sonne be-
tragt ungefihr 149 Millionen Kilometer. Der Erdradius ist 6370 km. Die Erde wirft
einen Kernschatten, der weit ins Weltall reicht. Der Kernschatten der Erde ist das
Gebiet, in das kein Sonnenlicht dringt.

T

a) Berechne Offnungswinkel und Hohe des Kernschattenkegels der Erde.

Auch der Mond wirft einen Kernschatten. Wo der Kernschatten des Monds die Erde
trifft, ist eine totale Sonnenfinsternis. Mond und Erde haben 384000 km Abstand, der
Mondradius betrigt 1735 km. =

e
b) Berechne die Hohe des Mond-Kernschattenkegels. T
L R "_"'-\.- i T ; I &
: )
mafistiblich Erde Mond FeEnman,, Pt o Sonne o

25. Welchen Winkel bildet die Hohe in einem regelmiBBigen Tetraeder
a) mit einer Seitenflidche b) mit einer Kante?
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Aufgaben zu 5.3

1. Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im Gradmal3!)

o 157|377 1| 111899 | 1 |
| T = = T —
COS X ‘ ‘ I 'l.:' 10+ 2 \,-'5 % 'l,-" 10—2 \."5 % \."2 = 1,-"3 ) 10—4 1,-"5
2. Bestimme mit dem Taschenrechner die fehlenden Werte (Winkel im Bogenmaf3!)
X | 1 ]0,1[0,0123 | n/10 | /4 | /2 | | |
cosx| | | | ; n/10 | n/4 | /2

3. Berechne Niherungswerte fiir cos x mit dem Nédherungspolynom von Seite 108 und
vergleiche sie mit dem |cos|-Wert des Taschenrechners.
a) x=0,1 b) x=1,1 ¢) x=0,785 d) x=30°

4. Berechne Niherungswerte fiir x mit dem Naherungspolynom von Seite 108 und ver-
gleiche sie mit dem [ﬂ cos|-Wert des Taschenrechners.
a) cos x = 0,546 b) cos x = (0,1 ¢) cosx =103

5. Bestimme mit dem Taschenrechner
a) cos 20° + cos 30° — cos (20° + 30°)
b) cos 2°+ cos 3° — cos (2° + 3°)
¢) cos 0,2°+ cos 0,3° — cos (0,2° + 0,3°)
cos 20° + cos 30° cos 2° + cos 3°
) cos (20° + 30°) 5 o5 (2°+ 3°)
0 cos 0*2.3 + cos 0,3°
cos (0,2° + 0,3°

6. Berechne ohne Taschenrechner
a) cos 30° + cos 30° — cos (30° + 30°)
b) cos 45° + cos 45° — cos (45° + 45°)
2 cos 30°
cos (21 -30°)

Bestimme o mit dem Taschenrechner.

=]

a) 4cosat 1 =y5 b) dcos2c— 1 =5

1 — 42 cos & =

¢) 22 cos3c— 1= 3 d) —

COS X

8. Lose aufl nach cos o und berechne o ohne Taschenrechner.

a) 1 —2cosa=0 b) 2cos o — ,,5-_()
c) {2_ cosae—1=0 d) (V"? — COS cx) cos =0
e) (cosx)’ = cos o f) 2(cos )’ = cos o

g) 2(cosa)* + 1 =3cos & h) (2cos «)* + 1,3 =(2+ 5,5) COS o




9.

= 10.

11.

12.

1155

* 14,

16.

17.

2 18.
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Berechne die fehlenden Stiicke eines rechtwinkligen Dreiecks ABC mit y = 90°

o | 15° | 60° 1° | 89°

b 15 A 10 1 | 239|191 | 489061 | 560123

c 1 |5 638 {1001 | 564719 | 579882

Zeige: In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC gilt
e c+b s

a) cos e % b) cos 5

In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC ist b =2 {13 und der zugehérige Hypo-

tenusenabschnitt g = 4. Berechne der Reihe nach &, a und p.

Zeige: Im spitzwinkligen Dreieck ABC hat das Hohenfulipunkt-Dreieck die Seiten-
ldngen acos &, beos f und c cos y.

Mainz liegt auf dem 50. Breitengrad. Wie viel Prozent des Erdumfangs muss man zu-

riicklegen, wenn man auf diesem Breitenkreis die Erde umrundet? (Erdradius
6370 km)

Neapel und New York liegen ziemlich genau auf dem 41. Breitengrad. Neapel hat
etwa die geografische Linge 14° Ost, New York 74° West. Wie weit ist es von Neapel
nach New York

a) auf dem Breitenkreis
b) durch einen geraden Tunnel
¢) auf dem GroBkreis?

. Ein Haus mit gleichschenkligem Satteldach ist 10 m breit (von Dachrinne zu Dach-

rinne) und 20 m lang. Wie grof3 ist die Dachfliche bei einer Neigung von 50°?
PROJEKTIONSSATZ
Zeige: In einem beliebigen Dreieck ist ¢ =acos ff + beos «.
Wie lauten die entsprechenden Ausdriicke fiir die andern Seiten?
ABSCHNITT
a) Berechne Basis und Fliache des Dreiecks ATC.
b) Wie groll muss p sein, damit CT die c
Dreieckfliche halbiert?

GEKREUZTER RIEMENTRIEB
Kreuzt man den Riemen, so laufen die Ridder gegensinnig. Berechne die Riemen-
linge fiir die Riader im Beispiel aul Seite 108.




* 19. PROJEKTIONSSATZ IM RAUM

Bei der senkrechten Projektion einer Strecke auf eine Gerade multipliziert sich die

Linge mit dem Kosinus des Neigungswinkels.

Ein entsprechender Satz gilt im Raum:

Bei der senkrechten Projektion eines Dreiecks auf eine Ebene (Bildebene) multipli-

ziert sich der Flicheninhalt mit dem Kosinus des Winkels ¢ zwischen der Bildebene

und der Dreieckebene.

Zeige das in drei Schritten:

a) Bei einem Rechteck vom Flidcheninhalt A ist eine Seite parallel zur Bildebene;
eine andere Seite ist unter ¢ gegen die Bildebene geneigt. Dann gilt fiir den Fli-
cheninhalt A’ der senkrechten Projektion: A" = Acos @.

b) Bei einem Dreieck vom Fldcheninhalt A ist eine Seite parallel zur Bildebene; die
zugehorige Hohe ist unter ¢ gegen die Bildebene geneigt. Dann gilt fiir den Fla-
cheninhalt A’ der senkrechten Projektion: A" = A cos ¢.

¢) Beweise den oben formulierten Projektionssatz.

*20. ABCS ist eine dreiseitige Pyramide. Die Grundfliche ABC hat den Inhalt G, die
drei Seitenflichen haben die Inhalte K, L und M. Sie bilden mit der Grundflédche
die Winkel x, 2 und p. Diese Winkel konnen auch stumpf sein!

Zeige: G=Kcosk+ Lcosh + Mcos
Verwende den Projektionssatz von Aufgabe 19. Denk dran, dass die Projektion der
Spitze nicht in der Grundfliche liegen muss.
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Aufgaben zu 5.1/2/3

1. Berechne die fehlenden Stiicke des bei C rechtwinkligen Dreiecks

a b|c |h|p|lg]| F | o B |

0 | |

» | |iezlia

0 | {13 [

d) 5 >

B 2
.f) BE 15 |

g) 24 : 9558
« h) | 50| [s3.13°

2. Berechne die fehlenden Stiicke eines gleichschenkligen Dreiecks ABC mit Spitze C.
r ist der Umkreisradius.

a C h, h; r o
a) | J468 | 24 _ ~t
b) | 200 J160
e 24 8
d) ' 16 53.13°
¢) 10 | 26,57°

3. In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit Spitze C ist jeder Basiswinkel 58,5°,
die Flidche 12. Berechne die Seiten und die Hohen.

4. 3EXTUCKE
Berechne in Abhiingigkeit von a, € und w die Lingen der iibrigen Strecken.

e 9 /N ¢)
¥ u X 2 7 .g, X

N ] t ; a

A S ) z L
E a
a v a ol
€ il
b) ¢
W a ; z
x w l'_'.
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5. Bei einer Raute ist der Inkreisradius 10 und eine Diagonale 40. Berechne ihren Um-

fang und ithre Winkel.

6. GEWOLBE

Die Decke eines Raums von 6 m Breite und 10 m Tiefe ist zylindrisch gewdlbt. Be-
rechne ihren Flicheninhalt.

an &Em

-t -pm——

. GEFAHRENKREIS

Riffe und Sandbiinke sind fiir Schiffe gefidhrlich. Eine einfache Moglichkeit sie zu
umschiffen, besteht darin das Schiff auf einem Kreisbogen drumherum zu leiten:
Vom Schiff S aus visiert man zwei Uferpunkte A und B an und steuert das Schiff so,
dass der Winkel ASB immer denselben Wert hat. Wie lang ist der Weg auf dem
Kreisbogen in Abhingigkeit von AB und ¢ ?

Y
e
A

Bei einem Nachtflug iiberm Bodensee leuchtet man von der Spitze eines Zeppelins
mit einem Richtscheinwerfer senkrecht nach unten. Der Lichtfleck auf dem Wasser
erscheint vom 80 m entfernten Heck des Schiffs unter dem Tiefenwinkel 81,4°. In
welcher Haohe fliegt der Zeppelin?

Bei einem Flugzeug ist in 10 km Hohe das Triebwerk ausgefallen. Der Pilot versucht
eine Notlandung aus dem Gleitflug. Er liest die Geschwindigkeiten ab: 200 km/h
gegen Grund und 8 m/s im Sinken. Wie groB ist der Gleitwinkel? Welche Entfer-
nung {iber Grund legt die Maschine zuriick?
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= 10.

11.
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Das Auflésungsvermdgen des Auges entspricht einem Blickwinkel von etwa 1" unter
Normalbedingungen (Sonnenschein und klare Luft).

a) In welcher Entfernung erkennt man gerade noch einen 1 cm groen Gegenstand?

b) Wie groll muss ein Gegenstand mindestens sein, damit man ihn in 100 m Entfer-
nung gerade noch sieht?

¢) In welcher Entfernung treffen sich scheinbar die Schienen (Abstand 1435 mm)
eines geraden Gleises?

HALBMOND N

Zum Zeitpunkt des Halb- [ [anhe

monds misst jemand den Win- '

kel Mond — Erde— Sonne

89.,85°, Welche Entfernung ha-

ben Sonne und Erde, wenn

der Abstand Erde—Mond

384400 km betrigt? o
Berechne den Durchmesser der Sonne, wenn V

man ihn von der Erde aus unter 31’ sieht und die
Entfernung Sonne— Erde 150 Millionen Kilome-

S Hot? _f".-’-
ter betrigt? 'i,,Erde

13. FIXSTERNENTFERNUNG

Man misst den Winkel Fixstern — Erde — Sonne (g,)

und nach einem halben Jahr wieder (g,). Als Jah-

resparallaxe ¢ des Fixsterns bezeichnet man den
by Winkel 0,5 (180° — g, — g;). Der Erdbahnradius be-
tragt 150 Millionen Kilometer (1 Astronomische

Einheit, abgekiirzt 1 AE).

a) Der Fixstern Proxima Centauri hat die Jahres-
parallaxe 0,765". Bestimme seine Entfernung
von der Erde. Nimm zur Vereinfachung an,
dass die Strecken [E,F] und [E,F] gleich lang
sind.

b) Wie weit kann man so trigonometrisch messen,
wenn die mittleren Fehler der Sternparallaxen
0,016"betragen ?(Mess-und Fehlerstrecken sind
dann gleich lang.)

¢) 1parsec (Parallaxensekunde) ist eine weitere
astronomische Lingeneinheit. Sie gehort zur

e Jahresparallaxe von 1”. Wie viel Kilometer misst
S s L, ein | parsec?




A

14.

15.

DREIECKSTRECKEN
Gegeben sind die dick gezeichneten Stiicke. Berechne die gestrichelten Strecken.
a) b) ,

)

& )
c
c) d)
a a

DREIECKMESSUNG

Gegeben = 37° und a = 10. Berechne h, g, v und w sowie die Winkel w, 5 und den
Schnittwinkel von v und w.

L) g
A

. WINKELTEILUNG

Die Strecke [AB] hat die Linge 1. Berechne die Lingen der Strecken [AM], [SM] und
[MP]. Wie groB3 ist der Winkel CMP?

C
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e 17. WINKELSCHNECKE

a) Berechne allgemein in Abhiingigkeit von w und ¢ die Lingen der Strecken [OA ],
[OA,] und [OA]] sowie [OB,], [OB,] und [OB].

b) Wie grof3 muss @ sein, wenn [OB,] doppelt so lang sein soll wie w?
¢) Wie groB3 muss ¢ sein, wenn [OA,] ein Viertel so lang sein soll wie w?

d) Berechne den Flicheninhalt des Vierecks A,B,B,A, und den des Vierecks
ABB:. A -

e) Warum haben die Vierecke von d) Umkreise, wie grol} sind die Radien?

¢ 18. GLEICHSEITIG
Berechne x und y in Abhingigkeit von s.

19. KREIS & QUADRAT
Berechne den bezeichneten Winkel.

b)

a) b)
20. HALBKREISLICH 10 -

a) Berechne ¢ und yp im Rechteck.

b) Berechne x und £ im Quadrat.




e e e S e

21. TRAPEZLICH
Berechne die bezeichneten Strecken und Winkel.

D
FonE
g

22. KRAFTIG
a) Berechne Druck- und Zugkraft in den beiden Stangen in Abhingigkeit von G

und o.
b) Berechne Druck- und Zugkraft in den beiden Stangen in Abhéngigkeit von F
und p.

¢) Berechne die Seilkrifte in Abhdngigkeit von y und vom Lampengewicht L.
Welche Kraft (senkrecht zur Wand) zieht an den Halterungen?

d) Ein Paket (80 cm breit, 90 cm hoch) wird an einem 342 cm langen Spagat gehal-
ten.
Welche Kraft muss er aushalten, wenn das Paket 10 kg Masse hat?

a) b) c)
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23. SCHIEFEBENE .

a) Berechne Hangabtrieb H und Normalkraft N in Abhingigkeit von ¢ und G.

b) Welche waagrechte Kraft W hilt die Kugel?

¢) VergroBert man den Neigungswinkel, so fangt ein Korper bei einem bestimmten
Winkelwert @, zu rollen oder zu rutschen an. Dieser Wert hangt ab von der Haft-
reibungszahl p.
Zeige: p=tan g,
Wie groB3 ist @, fir u= 0,027 (Stahl auf Eis)?

s m——

24. Im Deutschen Museum héngt ein 60 m langes Pendel von 40 kg Masse. Welche
Kraft (waagrecht) braucht man um es 140 cm waagrecht auszulenken?

Aufgaben zu 5.4

1. Bestimme die fehlenden Werte

) [k || & | e nH| 9
1 s
sinee | 0,6 5 v0,5 |
5 S
COS = v0,75
tan o | ‘ 1827 ‘ o \."rj-
Vereinfache
_.' .‘ 1
2. a) tan o - COS o b) SRS Cliesee— ]
tan o (cos o)”
(sin c)* ! y 1
& 1 — cosa ® Gna+1 sina—1
tan o — | | +tan o
f) g)

5in & — COS & sin o + cos o




3. a) y1+cosox 1 — cos

Ln

I — sine ] 4 ~.1nu

1 + sin o I — sin o

a) [1 + (tan «)*] cos o
¢) tan o - sin & + cos o
sin o l.ii‘l(ﬁ.‘
a)
(cos o — i}amcr

(1 — cos of)?- t (sin o)’

c) = -k

(1 — cos &)* — (sin &)?

. a) 2 (1 + coser) — (sin &)?
¢) sinoc (cos o)? + (sin o)

. Forme so um, dass im Ergebnis nicht 90°

a) tanec-tan (90° — &)

¢) V1 + [tan (90° — o)
cos (90° — o)
COS X

b) ._-"'si n o+ Iu \,"'_sin (e 1]

8
0 \/l—cewf & | — cos &

(sin &)* — (cos x)*

0 (1_ Lyt
COS O COS

b) 1 __sinec

Il —sinax  (cos «)?
Dy | —[(sin o0)* + (cos 0)*]
[ (cos o)

b) (sin o + cos ¢)* + (sin o — cos ©)?
d) (2cosc)’ + 12sinee— 13

o vorkommt.
]

- = _|. i {
J; tan (90% — o) i

d) sin o + cos o tan (90° — &)

T S SRR A S —
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6. Kapitel
Trigonometrie fiir beliebige Winkel

Winkelmessung mit dem Theodolit im Gebirge




6.1 Trigonometrie am Einheitskreis

Trigonometrie treibt man nicht nur mit spitzen Winkeln. Weil man auch negative Winkel-
malle und Winkel tiber 360° zulésst, arbeitet man mit dem Drehwinkel. Drehwinkel ver-
anschaulicht man am Besten am Einheitskreis. Zur Erinnerung: Winkel zidhlen wir negativ
bei Rechtsdrehung (Uhrzeigersinn!) und positiv bei Linksdrehung (Gegenuhrzeigersinn!).
Wir werden sin, cos und tan neu definieren, [reilich aber so, dass sich fiir spitze Winkel
dasselbe ergibt wie bisher. Dazu brauchen wir den Einheitskreis um den Ursprung eines
Koordinatensystems. Den Drehwinkel messen wir von der positiven x-Achse aus. Schnei-
det der zweite Schenkel von Winkel ¢ den Einheitskreis in Punkt P, dann definieren wir:

Definition 4y
«Plcosp]siny)
cos ¢ ist der x-Wert von P | P(cos ST
: : : COS p|sin @ .
sin ¢ ist der y-Wert von P | [ V% 3 W
- . sin @
tan @ ist der Quotient von y- und x-Wert, also tangp =——-.
COS @
e —— 3 - e |
‘l‘l
[ ——_Pleos iplsiny) )
sinyg i siny i
NI gy g
= =t \,kp\l."" ' | X
T -cosyp | costEo-w
cosy
[1. Quadrant  sing>0 | [IL Quadrant  sing>0 _
07 < p < 90° cos ¢ >0 90° < p < 180° cos @ <0 |
tan @ >0 tan o <0 |

Wir unterscheiden die Fille:
0°< < 90°, das heilt, P liegt im I. Quadranten; die neue Definition liefert dasselbe
wie die alte.
90° < ¢ < 180°, das heif3t, P liegt im II. Quadranten; aus der Zeichnung lesen wir ab:

singp = sin(180° — )
cos @ = — cos (180° — )
tang = —tan (180° — @)

zum Beispiel sin 150° = sin(180° — 150%) = sin 30 = 0,5

Beachte: Streckenlingen (MaBpfeile!) sind positiv (zum Beispiel —cos ¢ > 0), Koordina-
ten dagegen konnen auch negativ sein (zum Beispiel cos @ <0).
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180° < ¢ < 270°, das heilt, P liegt im IIl. Quadranten; aus der Zeichnung lesen wir ab:

sin @ = — sin (@ — 180°)
cos qp = —cos (p — 180°)
tang = tan(p — 180°)

zum Beispiel cos 240° = —cos (240° — 180°) = —cos 60° = —0,5

¥ y:
3 T
A n
2 &
A B 2
cosip N Ll |[®
| ~cosip I'/;" l:l.ﬁl\l-ece | X _/lp 1“5'% ! %
| i W e '\\“ cosyp | ,u'l
i‘. g ."I
g 4 1 "-"/,f’
1 - ! 1
Plcosp|sing] it T Preosglsing
| III. Quadrant sinp<0 [ IV, Quadrant sinp <0
180° < ¢ < 270° cos p<0 ! 270° < @ < 360° cos ¢ >0
tan @ >0 tan ¢ < 0

270° < ¢ < 360°, das heiBit, P liegt im 1V. Quadranten; aus der Zeichnung lesen wir ab:

sing@ = —sin (360° — @)
cosp = cos(360° — )
tangp = — tan (360° — @)

zum Beispiel tan 315° = —tan (360° — 315°) = —tan 45°= — |

@ € {0° 90°, 180°, 270° 360°}, das heildt, P liegt auf den Koordinatenachsen: an den vier
Zeichnungen iiberlegen wir uns:

. Kosinus Sinus
o 0° 9(0° 180° 270° 360° =] T
- ” ™ ¥, ',
: ' (= \ +\
singe | 0 1 0 =1 0 [ _+ | +. 5
coso | 1 0 -1 0 |1 2 A =
tanox | 0 nicht def. 0 nicht def. | 0 Tangens
Die drei Kreise zeigen die Vorzeichen der Quadranten. SRR
Die Fiille der Formeln ist halb so wild! Im Ernstfall geht man so vor: |\ + - )

¢ Der Quadrant liefert das Vorzeichen.

* Als neuen (spitzen) Winkel @ nehmen wir den Unterschied zwischen @ und 180° bzw.
zwischen ¢ und 360°.

138




1o

Beispiel: cos 243° = 7 111. Quadrant, also Vorzeichen » — «
243" liegt ndher bei 180° als bei 360°, also ist © = 63° der Unterschied zwischen
243° und 180°
cos 243° = —cos 63°

Weil zusitzliche Volldrehungen — linksrum oder rechtsrum — zum selben Bild fiihren, gilt:
sin 1470° = sin (1470° — 4 - 360°) = sin 30° = 0,5

singp = sin(yp —z-360°
cos g = —cos (p — z-360°
tang = —tan (p — z - 360°) zeZ

Jetzt werden wir auch mit negativen Winkeln fertig:

, ) o 1 =
cos (—30%) = cos (—30° + 360°) = cos 330° = > V3
Wir kombinieren diese Formeln:
sin (—@) = sin (—@ + 360°) = sin (360° — @) = —sin
cos (—g) = cos (—p + 360°) = cos (360° — @) COSs @
tan(—q) =tan (—@ + 360°) =tan (360° — @)= —tanp

zusammengefasst

sin(—@)= —sing
cos(—p)= cosp
tan (—gp)= —tang

Die bisherigen Uberlegungen zeigen, dass verschiedene Winkel denselben Sinuswert haben
kénnen:

sin 60° = sin 120° =sin 420° = sin 480° = sin (—240°) = sin (—300°) = sin (—600°) = 1_"%_

I
2
Also hat die Gleichung sin o - 5 y3 unendlich viele Losungen:
600°, —300°, —240°, 60°, 120°, 420°, 480°, ...
Ubersichtlich geordnet sind das die beiden Serien
60°+2z-360° und 120°+z-360°, wobei ze Z
Es geniigt also, die Losungen im Intervall [0°; 360°] zu suchen, denn hier liegen die ent-

scheidenden Winkel. Die restlichen Winkel ergeben sich durch Addition ganzer Vielfacher
von 36°. Der Summand z-360° bringt nichts wesentlich Neues.

g : i e x
Die Gleichung cos ot = ——- y2 l6sen wir so:

“

—

. 1
Cos &t=—+/2 .
2 ¥ s

o = 45° ist der zugehorige spitze Winkel




Welche beiden Quadranten nun in Frage kommen, hdngt vom Vorzeichen ab; weil der ge-
gebene Kosinus negativ ist, sind es der II. und I1I. Quadrant.

[1. Quadrant: o, = 180° — & = 135°
[11. Quadrant: ¢, = 180° + &= 225°

Die vollstindige Losung lautet:
otz = 135°+2-360°, o, =225°+2-360°, zeZ

Der Taschenrechner gibt hdchstens eine Losung an. Sie liegt beim Kosinus im 1. oder
II. Quadranten 0 =« = 1807), beim Sinus und Tangens im 1. oder »—1.« Quadranten
(—90° = o = 90°).

Beispiel: tan o = —0,7
o = —35,0° (gerundeter Wert des Taschenrechners)
o= 35,0°
Der Tangens ist negativ im Il. und IV. Quadranten
II. Quadrant: o, = 180° — & = 145,0°
[V. Quadrant: ¢, = 360°— & = 325,0°

Die vollstindige Losung lautet:

Gz — 145%+ 7-360%, o, =325"+z:360°, zcZ.

Am Schluss des vorigen Kapitels haben wir Formeln zusammengestellt, die die Zusam-
menhénge zwischen sin, cos und tan eines Winkels im ersten Quadranten wiedergeben. Bis
aufs Vorzeichen gelten diese Formeln in allen Quadranten. Der Quadrant legt das Vorzei-
chen fest. Kennt man den Quadranten nicht, muss man Fallunterscheidungen machen.
Beispiele:

: 3 .
1. Quadrant bekannt tan ¢ = 4 und o 1m I1. Quadranten

L%

L an o tan o
dann ist sin « positiv und es gilt sin ot = ——

V1 + (tan o0)? J
: ; ; ] 4
dann ist cos « negativ und es gilt cos x = — ——m——x-—x= — —
v1 + (tan x)? J
3
2. Quadrant unbekannt oS = —
dann liegt o« im I1. oder 11I. Quadranten.
. : : : — 4
Liegt o« im II. Quadranten, dann gilt sino= + 41 — (cos &)? = =
V1 — (cos o) 4
und tang=——7—"—"—=——
COS 3
. - - . T e 4
Liegt o 1im 1II. Quadranten, dann gilt sinoc= — 41 — (cos &)® = — =

v 1 — (cos «)? 4
COS 3

und tane=
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Polarkoordinaten

Wir haben cos ¢ und sin ¢ kennen gelernt als die x- und y-Werte des Punkts auf dem Ein-
heitskreis in Richtung @. Durch eine zentrische Streckung mit Zentrum O und Streckfak-
tor r erreichen wir jeden Punkt in Richtung . Ein Punkt P in Richtung @, der von O die
Entfernung r hat, hat demnach die Koordinaten x =r-cos @ und y =r-sin@. r und ¢ le-
gen seine Lage genauso eindeutig fest wie x und y. Man kann also auch r und ¢ als Koor-
dinaten verwenden. Sie heillen Polarkoordinaten des Punkts. Der Punkt O, von dem aus
man die Entfernung misst, heilit Pol; die Achse, gegen die man die Richtung misst, heift
Polarachse, das ist bei uns die positive x-Achse. Zwischen den Polarkoordinaten und den
kartesischen Koordinaten bestehen folgende Zusammenhinge:

(r comglr sl «

fasyl :-'IV__ --..\
Yi
\

r-cos® r=qyx:+y°

rsing (r=0, 0°=¢p<360°) tangp= : (x +=0)

X

y

Sind r und @ gegeben, dann ergeben sich x und y sofort eindeutig. Sind aber x und y gege-
ben, dann muss man aus den Vorzeigen zuerst auf den Quadranten schlieBen, um @ ein-
deutig festzulegen; r ergibt sich immer eindeutig. Beim Pol O(0|0) ist ¢ beliebig. Ist x =0
und y positiv, dann ist ¢ = 90°. Ist x = 0 und y negativ, dann ist ¢ = 270°.

Beispiele:

§
¥

e | }- e o
Qh0*S)= AE2SI 53] PlLLL b= PILEHLE)

P(4]|4)=P(45°|442 ).
— Wz
Q(120°|5) = Q(—2,5]2,53 ), 8 /

R(0|—6) = R(270°]6).

=%

RIDI=5} = REZA0SIE]
Manchmal sind Polarkoordinaten zweckméfiger als die kartesischen Koordinaten. Zum

Beispiel beim Wandern nach Kompass: »Geh vom Tiimpel 3 km in Richtung SSW, dann
bist du bei der Polizei.«
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6.2 Berechnungen am allgemeinen Dreieck

Trigonometrie heifit Dreieckmessung, sie beschrdankt sich nicht auf rechtwinklige Drei-
ecke. So, wie man ein Dreieck aus drei gegebenen Stiicken konstruiert, so berechnet man
die restlichen Stiicke trigonometrisch. Zuerst leiten wir eine neue Flichenformel her.
Wegen h.=b-since beziehungsweise

h,=b-sin(180° — &) = b-sino gilt fiir den

. 3 l | ;
Flicheninhalt F = EC +h,= 5 C* b-sina
bEing,
=bsin(180°- o)
bsino, _ =bsingy
ie o
c 3 =
Weil Entsprechendes auch fiir die andern beiden Winkel gilt, lautet die Flichenformel
F : be - si I in 1 b -si
.= be-sinc=—_-ac-sinff = ab-sin

In Worten: Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus zwei Sei-
ten und dem Sinus des Zwischenwinkels.

Dividiert man durch gemeinsame Faktoren, so ergibt sich zum Beispiel:

| 1 | !
Eac-smﬁ' 5hC'HII10€
a-sinp=b-sino

a sin
i : 1d ebens
h sin !fl- ut cbhenso
a sino ¢ siny
e = oder = =20
¢ siny b sinf

zusammengefasst zum

|
Sinussatz | a:b:c=sinx:sinB:siny

In Worten: Im Dreieck verhalten sich die Seiten wie die Sinuswerte der Gegenwinkel.

anders formuliert

a ‘b e
sinee  sinf  siny

Sinussatz

In Worten: Im Dreieck ist der Quotient von Seite und Sinus des Gegenwinkels konstant.
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Diese Konstante hidngt vom Dreieck ab und hat sogar eine einfache geometrische Bedeu-
tung. Machen wir uns das an einem Dreieck und seinem Umkreis klar! Der Mittelpunkts-
winkel BMC ist doppelt so groBl wie der Umfangswinkel BAC. Deshalb lesen wir ab

: a’/?2 a
sinc=—— oder ———=72r
T

//
SII X \

Diese Beziehung ergibt sich wegen sin(180° — «) = sin « auch, wenn der Mittelpunkt au-
Berhalb des Dreiecks liegt.

Seite
sin (Gegenwinkel)
kann man auch als Sehnenformel deuten:

Ist s eine Sehne im Kreis mit Durchmesser d und @ ein zugehériger Umfangswinkel, dann

gilt

Die Konstante hat sich als Durchmesser des Umkreises entpuppt. Das

Sehnenformel s=dsing

ds;nlp‘

dsinip

p=180°-y

Wegen sin (180° — @) = sin ¢ gilt diese Formel auch, wenn der Scheitel des Umfangswin-
kels auf dem kiirzeren Kreisbogen liegt.

Mit dem Sinussatz lassen sich Dreiecke berechnen, von denen zwei Winkel und eine Seite
(WWS, WSW) beziehungsweise zwei Seiten und der Gegenwinkel einer Seite (SsW, sSW)
bekannt sind. Ist der gegebene Winkel der Gegenwinkel der kleineren Seite, so ergeben
sich (wie bei der Konstruktion) zwei Losungen. Dazu nun zwei Beispiele:

1. Beispiel: Im Dreieck ABC ist «=25°, a=4 und b=6.
Wie grof3 sind, ¢, p und y?
Aus 22 B 5|:{.-: folgt sin o sina,

b
Werte eingesetzt: sin o = 0,63392...
Der Taschenrechner liefert p = 39,3°.
Sinnvolle Werte sind
f; =39,3° und B, = 180° — 39,3° = 140,7°

(Dreieckwinkel sind kleiner als 180°.)
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Aus der Winkelsumme im Dreieck ergibt sich
y; = 1807 —39.3° — 25° = 115,7°
und y, = 180° — 140,7° — 25° = 14,3°,

Weiter geht’s wieder mit dem Sinussatz.

c a ! a :
aus — —— folgt c=— sin y;
siny  sin S11 o
a b . : A b. ,-{’
o * P S el
C; =— siny, = 8,5 &
S Y1 =0, i
an
=— siny, = 2.,3. .
Sin o k;

Im Bild sehen wir die beiden Losungsdreiecke. Weil die Lésungsdreiecke in o

d

und a tbereinstimmen, ist der Umkreisdurchmesser d jedesmal

SIn &
gleich. Die Elementargeometrie sagt uns auch warum: B, und B, sind Um-
fangswinkel iiber der Sehne [AC] im Kreis k, beziehungsweise k.. Wegen

2 i 7 g z = L =
B, = 180° — B, miissen die Radien beider Kreise gleich sein.

Wenn man Winkel (#90°) mit dem Sinussatz ausrechnet. so ergeben sich zundchst immer
zwei Winkelwerte im Bereich [0°; 180°[. Brauchbar sind aber nur Ergebnisse, die der Be-
dingung geniigen: Im Dreieck liegt der groBeren Seite der groBere Winkel gegeniiber. Im
Beispiel oben ist b > a, f, > o« und B, > «. Deswegen sind beide Ergebnisse auch Lésun-
gen.

Jetzt vertauschen wir die Lingen von a und b.

2. Beispiel: Im Dreieck ABC ist & =25°, a=6 und b = 4.

Wie grof} sind ¢, § und y?

sinf  sing : b . . :

Aus = b By i = folgt sin f = - Sina, Werte eingesetzt: sin f = 0,281 74...
Der Taschenrechner liefert p = 16.4°.
Mogliche Werte sind ;, = 16,4° und B, = 180° — 16,4° = 163.6°.
Wegen b < a muss aber § < « sein, und das ist nur fiir f; der Fall! (Dies sieht
man auch durch Kontrolle der Innenwinkelsumme.)
Also gibt es nur die Losung f, = p = 16,4°.
Aus der Winkelsumme im Dreieck ergibt sich y = 180° — 16,4° — 25° = 138,6°

¥

c a : T
Aus — === talel e st —giny—104)
siny  sine sin o

Wenn von einem Dreieck die drei Seiten (SSS) oder zwei Seiten und der Zwischenwinkel
(SWS) bekannt sind, dann findet man die restlichen Stiicke mit dem Sinussatz nur mit
grollem Aufwand. In solchen Fillen springt der Kosinussatz ein.
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¢’ = a’+ b* — 2abcosy ‘
Kosinussatz | b?>=¢?+ a’ — 2cacosp
a’ =b?+ ¢ — 2bccos ‘

In Worten: Das Quadrat einer Seite ist so grol3 wie die Quadrate der beiden andern Seiten
zusammen — vermindert um das doppelte Produkt dieser Seiten und des Kosi-
nus ihres Zwischenwinkels.

Beweis: Der Satz von PYTHAGORAS ergibt jeweils fiir das dunkle Dreieck
c¢’=(a-siny)’ + (b — a-cos y)?

= a*(sin y)* + b? — 2ab cos y + a?(cos y)’

= a2 [(sin y)* + (cos y)’] + b*—2abcosy

T A

¢’=a’+ b?>—2abcosy

¥ spitz

asinlIa0.
=asing

Der Kosinussatz ist eng verwandt mit dem Satz von
PYTHAGORAS, er ist der »Pythagoras fiir allgemeine f"‘-,l
Dreiecke«. Fiir y=90° ersteht Pythagoras in alter Vi i \\, \
Pracht! Fiir y+90" korrigiert der Summand it \ i \
—2abcosy den Unterschied zum rechtwinkligen /o 3 |\ 3 3
Dreieck. a’=3%44 -6 al=3". 47

Beispiel: Im Rechteck ABCD mit den Seitenldngen a =5 und b = | liegt ein Punkt P auf
Seite [CD] im Abstand 2 von Ecke D. Wie grof} ist der Winkel ¢ = < APB?

D

i T
i | Y
Wir lesen ab: tan@, =3, also ¢, =71,6°
tang, =2, also ¢,~634° L =

P+ @, =¢ =135

Ist @ exakt 135°7
Entlocken wir dem Taschenrechner mehr Dezimalen

@, =71,565051177...°
P, = 63,434948822 ...°, so ergibt sich
© = 134,999999999 ...°

Mit einem Rechner finden wir die Antwort nicht — auch nicht mit einem GroB3-
rechner! Wir wissen ndmlich nicht, was nach der letzten angezeigten Dezimale
noch kommt.

Da hilft nur noch der Kosinussatz.

Nach Pythagoras ist u =5 und v =410 .

Im Dreieck ABP gilt 5%...u? + v? — 2uv cos @, also
S+ 1l=25 —10

COS tp — - = — = I = — \
2 V2 1,-'“:] 2o 5D

@ =45°, o ist exakt gleich 135°

r3]

J
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Der Kosinus taucht immer dann auf, wenns um die senkrechte Projektion von Strecken
geht. Bilden eine Gerade (oder Ebene) und eine Strecke s den Winkel ¢, dann hat die senk-
rechte Projektion von s auf die Gerade die Linge s cos .

T Scos\p :

senkrechte Projektion von s auf g
In einem Dreieck projizieren wir zwei Seiten senkrecht auf die dritte; es ergibt sich der
Projektionssatz c =acosf + b cos o

b=acosy + ccos
a=Dbcosy+ ccosp

acosf

b cosa acosf) beoseo

c c

Der Projektionssatz gilt auch, wenn die Hohe auBBerhalb des Dreiecks
liegt.
Mit dem Projektionssatz ist der Kosinussatz im Nu hergeleitet :

c=acosptbeose | (—c) = = —accos f — beccos o

b=acosy+ccosax | -(—b) = —b2= —abcosy — be cos «

a=bcosy+ccosp | -a = a’= abcosy+accosf i
a’—b’—c?= 2bccos «

a’=h*+¢?— 2beccos o

Mit CC0s o = b, (Projektion von ¢ auf b) geht der Kosinussatz iiber in a2 =b? + ¢ 2bb.,
das ist der verallgemeinerte Pythagoras — vielleicht hast du ihn in der 9. Klasse kennen ge-
lernt. 5
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Aufgaben zu 6.1

]

n

Was kannst du iiber die Lage der Punkte P(rcos @|rsin ¢) sagen?

Der Punkt P liegt auf dem Einheitskreis. Bestimme die fehlende Koordinate.

1
(i)
d) P (cos90°|y)

g) P(cos 135%]y)

a) sin 120°
d) sin315°
g) sin 240°
i) sin330°

m) sin 225°

a) sinl110°
d) sin 36 045°
g) sin 100

b) P(x

e) P(x|sin 135

1 — =
1) ar(-La])

i

o ofi-4

h) P(x|-1)

. Berechne durch Zuriickfithrung auf spitze Winkel:

b) cos 150°
d) cos 360°
h) cos225°
k) cos 300°
n) tan315°

¢) tan 135°
f) tan 330°
i) tan210°
1) tan 360°
0) cos 240°

. Berechne durch Zuriickfiihrung auf spitze Winkel:

¢) tan1110°
f) tan 36045°
i) tan 1007

b) cos 1110°
e) cos36045°
h) cos 1007

T
e 201 =201
)] sm( G ﬁ) k) cm( 4 rl) I) tan (— . ﬁ)
Bestimme die Losungsmenge der Gleichung fiir ¢ € R im Grad- und Bogenmal3:
: | —
a) sing = —1 b) cos @ =— 3 ¢) tan g = |
o R = S o
d) sing i V2 e) cosp = > f) tanp=—+3
. | -
g) sing = 5 '.,-!3_ h) cosp = 1 i) tang = — £ V3
- T
j) cosp=—1 k) cosg=—— 43 1) tanp= —1
Bestimme die Losungsmenge der Gleichung fiir ¢ € [0; 2n] :
: 1 = 1 =
a) sing= — 5 V3 b) cosgp = — £ ¢) tang = — 3 V3
d) singp =1 e) cosp=—1 f) tanp =1
3 l 1 =
g) sing = — — h) cosop = = V2 i) tangp= —43
R L = I — =
J) sin(—g)= 5 V2 k) cos(m— @)= I V3 ) tan(—g@) = T V3
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).

11.

12.

14.

Berechne o € [0°; 360°] auf 0,1° genau:
a) singp=0,8 b) cosp = —0,95 ¢) tangp =4
d) singp=—0,2 e) cosp =06 ¢) tangp = —1,7

. Bestimme die Lésungsmenge der Gleichung fiir ¢ € [0; 2n]:

a) 6(sing)’ +sing =4sing

b) (sing —y3)(2-cosp—+2)=0
¢) 2(singp)*=3+3cosy

d) (tang)* =3

: |
e) (sing—1)tangp = — 2 SO

. Berechne tan @, wenn

A 4 B
a) sin @ =5 und ¢ spitz ist

q
b) cosp = — F und @ € [907; 1807] ist.

; 3 e
Berechne sin ¢ und cos ¢, wenn tan @ = 7 und @ spitz ist.

Berechne fiir den spitzen Winkel @, den cos ¢ und tan @, wenn gilt

(
a) .~;in:;;=—4i b) singp=—

41 &
o, p und y sind die Innenwinkel eines Dreiecks. Vereinfache:
a) sin% oo m;ﬁ
b) (sin %‘) 2 (sin i ; Y )
¢) tan {—; ‘tan ﬁ ;__‘!'_
d) (Sin —;—(-)P + (Sin P ;_‘r)J i % - er B

. o, B, y und & sind die Innenwinkel einer Raute. Vereinfache:

a) sin +sinf +siny +sind

b) cosw+cosf +cosy+ cosd

Berechne (Fallunterscheidung) fiir ze Z:
T | T

a) sin (7_ ?) b) cos (zm) ¢) tan {;E)

X
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15. Bestimme die fehlenden Werte (Fallunterscheidungen!)

o m] B et g NN g
sine | 0,6 —% - ,’m| ‘

COS o | 1—2 ‘ — 40,75

tan o ‘ ‘ | | —1,827 | 2+ 43

16. Auf Seite 110 siehst du eine Tabelle, in der die Verwandtschaftsverhéaltnisse von sin,
cos und tan fiir einen Winkel des I. Quadranten dargestellt sind. Mache die analoge
Tabelle fiir einen Winkel des

a) Il. Quadranten b) III. Quadranten ¢) IV. Quadranten

17. Berechne die kartesischen Koordinaten

) [ |9|d|eg D |
' [ R
r 6 | 06 | 10 | JSEINNGE(ES | 0
.= Bl |
“ 1
® 30° | 135° 240“‘ w0757 - 1

18. Berechne die Polarkoordinaten
| [ B | |d|e | D | g

X 3 |2 |-1i5| -7 1 |5 o

y 4 | -5 8 |-24| 1 | -1 l

19. Berechne die Polarkoordinaten der Eckpunkte eines regelmidBigen n-Ecks im Ein-
heitskreis mit Startecke (1|0) fiir

a) n=3 b) n=4 ¢c) n=6 d) n=17.

¢ 20. Zeichne punktweise die Kurve, deren Punkte der Gleichung geniigen
5

sing

a) r=>5 b) ¢ =210° c)r=op d) r=5sing e)r

Aufgaben zu 6.2
Berechnungen
I. Berechne die fehlenden Winkel und Seitenldngen im Dreieck ABC
a) c=6, a=350°, f=65 b) c=9, a=7, y=110°
¢) a=5, b=8, o=30° d) c=6, b=343, p=60°
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2. Berechne die fehlenden Winkel und Seitenlédngen im Dreieck ABC.
a) c=10, b=6, a=40" b)) c=8 b=5 a=6
¢) a=165 b=22, c=2715 d) a=8 b=442, p=45°

-

Berechne die restlichen Stiicke und den Flicheninhalt vom Dreieck ABC.
a) r=8 p=73°, =44 (rist Umkreisradius)
b) c=6, h,=5, y=737

4. RECHTECK
Vom Rechteck ABCD sind b und w bekannt.

A B

a) Drucke den Fliacheninhalt des Rechtecks mit b und w aus.

b) Driicke die Seiten und den Flidcheninhalt des Parallelogramms EBFD mit b und
W aus.

¢) Berechne g, falls w = 31,75° ist.

d) Bei welchem Seitenverhélinis b:a des Rechtecks ist ¢ = 45°? (Tip: Ersetze sin
und cos durch Seitenverhiltnisse.)

Ln

. a) C b) ¢

6. Wie lautet der Sinussatz fiir
a) ein bei C rechtwinkliges Dreieck ?
b) ein gleichschenkliges Dreieck mit Spitze C?
. In einem Parallelogramm ABCD ist a =7, d = 4 und « = 55°. Wie lang sind die Dia-
gonalen?

8. In einem Trapez ABCD mit AB||CD ista=10,b=5,c¢=4 und d =6.
Wie grol} sind die Innenwinkel?
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9. QUADRATE a) TR b) =
Beide Quadrate haben 3 A N A B |
die Seitenliinge 1. S e Nl
a) Berechne ¢ und y. il v e B
b) Gegeben ist w. Vi ' /
W) ;

oc) Berechne v und w in Abhingigkeit von .
B) Warum sind die gestrichelten Figuren Quadrate?
y) Wie grol3 ist w, wenn die gestrichelten Quadrate flichengleich sind?

10. : b) - 26 - c)

11. KREIS & DREIECK
Berechne die Inhalte der schwarzen Fldchenstiicke aus den angegebenen Seiten und
Winkeln.

a)

d)

Z)




12. KREIS & QUADRAT
Gegeben sind die Einheitsquadrate. Berechne Inhalt und Umfang der schraffierten

Fliachenstiicke.

13. FLACHENGLEICH
a) Im Quadrat sind die beiden schwarzen Flichenstiicke zusammen so grof3 wie das
schraffierte Linsenstiick,

) Bestimme @. b)

B) Unter welchem Winkel ¢
schneiden sich die
Viertelkreise?

Zeige
F=Fa

14. HOHENFUSSPUNKT-DREIECK
Berechne die Seitenldngen, Winkelmafle und den Flicheninhalt des HéhenfuB-
punkt-Dreiecks aus a, b, ¢, &, p und v.

15. Drei Bille mit 6 cm, 8 cm und 10 em Radius beriihren sich. Berechne Winkel und
Flicheninhalt des Dreiecks, das ihre Mittelpunkte bilden.

16. KEP
Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck vom Umfang u; = 1. Der Umkreis dieses Drei-
ecks ist Inkreis eines Quadrats vom Umfang u,. Berechne u,. Das Verfahren lisst
sich beliebig fortsetzen, wenn man die Eckenzahl immer um | vergroBert. Bestimme
den allgemeinen Zusammenhang zwischen u, und u, . ,.
(Tip: Verwende den Mittelpunktswinkel des Bestimmungsdreiecks.)
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Vom 3-Eck zum 7-Eck Vom 3-Eck zum 100 000-Eck

17. LER
Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck vom Umfang u; = 1. Der Inkreis dieses Drei-
ecks ist Umkreis eines Quadrats vom Umfang u,. Berechne u,. Das Verfahren ldsst
sich beliebig fortsetzen, wenn man die Eckenzahl immer um 1 vergréBert. Bestimme
den allgemeinen Zusammenhang zwischen u, und u,. .
(Tip: Verwende den Mittelpunktswinkel des Bestimmungsdreiecks.)
Der deutsche Mathematiker und Astronom Johannes KepLEr (Weil der Stadt 1571
bis 1630 Regensburg) versuchte mit einer solchen Konstruktion die Verhiltnisse der
Radien der Planetenbahnen auf regelmiBige Vielecke zuriickzufithren. Sein Versuch
ist gescheitert. '

3-Eck zum 100000-Eck

3-Eck zum 7-Eck

—— e




Beweise

154

1.

[ ¥

I_-:l..)‘\(_'il[.i]\'GL]ZI(TI--[
Uber den Seiten eines Dreiecks ABC sind die Quadrate gezeichnet.
Zeige: Die numerierten Flichen sind gleich grof3.

Beweise die Formeln fiir das Dreieck ABC mit Umkreisradius r.
a) h,=2rsin ¢ sin P
abc

b) F=2r’sina sinf siny c) F=——
) sin f§ sin y ) P

. Beweise den Tangenssatz:

Die Differenz zweier Dreieckseiten verhilt sich zur Summe (dieser Seiten) wie der
Tangens der halben Differenz der Gegenwinkel (dieser Seiten) zum Tangens der hal-
ben Summe dieser Winkel.

Beweise den Satz:
Im Dreieck teilt die Winkelhalbierende eine Seite im Verhiiltnis der beiden andern.
Verwende dazu: a) den Sinussatz
b) die Flichenformel.
(Tip: Teildreiecke!)

. Leite die Gleichungen von E. MoLLWEIDE (deutscher Astronom, 1774 bis 1825) fiir

das Dreieck ABC her.
B

2

-y

¥4 .
(b — ¢)cos— = asin

. %
+ ¢} sin— = a cos .
(b + ¢)sin 5 a cos 5

Zeige: Im Parallelogramm ABCD (Diagonalen e, f) gilt:
e f2=3(a* +b.

. Im Dreieck ABC gelten drei Halbwinkelsitze, zum Beispiel

s—b)(s—c .
2 ( M s ist der halbe Dreieckumfang.
2 si(s —a) =
a) Wie lauten die beiden andern Sitze?

b) Beweise den obigen Satz.
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10.

11.

Im konvexen Viereck ABCD schneiden sich die Diagonalen e und f unter dem Win-
kel @.

a) Begriinde: F = %e- f-sing

b) Begriinde: a’+c*—b?—d*=2-e-f-cosgp

¢) Folgere aus a) und b):

2 16

, 2
Zeichne ein Sehnenviereck ABCD mit den Diagonalen e und f.
a) Beweise den Satz von PTOLEMAIOS:
Die beiden Rechtecke aus den Gegenseiten sind zusammen so groB wie das
Rechteck aus den Diagonalen: ac + bd = ef.
(Tip: Driicke e* auf doppelte Art mit dem Kosinussatz aus und eliminiere cos p
und mache dasselbe mit f7.)
} e ad+tbc
b) Beweise: it

a) Beweise die Formel fiir den Inkreisradius ¢ im Dreieck ABC

\/(5 a)(s—b)(s—¢)
o S s

s ist der halbe Dreiecksumfang,. ( Tip: Halbwinkelsatz!)
b) Begriinde mit a) die Formel von HEroN fiir die Dreieckfliche F

F.-' - (Lt‘ E‘)L - L{'.dl' T C.‘: — h:’ - d.").?

F=+/s(s —a)(s — b)(s — (,)

GEOMETRISCHES MITTEL
Zwei Geraden beriihren einen Kreis in A und B. Von einem Kreispunkt fdllt man
das Lot | auf die Beriihrsehne [AB] und die Lote v und w auf die Tangenten.

Zeige: Das Sehnenlot | ist geometrisches Mittel der Tangentenlote 1 = yvw.




§12. PROJEKTION
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Vom Endpunkt Z eines Kreisdurchmessers (d = 2) aus projiziert man zwei Kreis-
punkte A und E auf die Gerade, die den Kreis im andern Endpunkt des Durchmes-
sers beriihrt: Die Projektionen sind A" und E’. Die Kreistangenten durch A und E
schneiden sich in T.

a) Berechne die Linge von [A'E’] in Abhdngigkeit von o und &.
b) Zeige: Die Projektion T’ von T auf die Tangente halbiert die Strecke [A'E’].

Z

o

e,

Zeige

1A
"I. J J
ET-TA e W N
LA

dé Zeige
BT=TC+CA

. BERUNI
Die Mittelsenkrechte m,; einer Dreieckseite schneidet *
den zugehdrigen lingeren Umkreisbogen in U; das Lot
durch U auf der Dreieckseite a hat den Lotful3- B
punkt T.
Beweise den Satz von Abu-r-Raihan Mohammed ibn al-Beruni (persischer Astro-
loge, Mathematiker, Geograf, Mineraloge, Religionswissenschaftler, 973 bis nach
1050):
T halbiert den Streckenzug [ABC].
. PYRAMIDE

a) Zeige: Zwei (gestrichelte) Katheten der Thaleskreis-Dreiecke, die einen Dreieck-
punkt gemeinsam haben, sind gleich lang.

b) Wegen a) bilden die drei rechtwinkligen Drei- AN

ecke zusammen mit dem Dreieck ABC das Netz i -
einer Pyramide ABCS: Klappt man die recht- .

winkligen Dreiecke hoch, dann treffen sich A’, B }
B’ und C’ in der Spitze S. Der HohenfuBpunkt / % \
H ist dann die senkrechte Projektion von S in die N A
Dreieckebene. A

Berechne die Hohe dieser Pyramide aus a, b, c, :

¢, p und vy des Grundflichendreiecks. Zeige
AB'=AC




Niherungen

Bei einigen Konstruktionsaufgaben waren sich die Geometer lange Zeit nicht im Klaren,
ob die Ausfiihrung allein mit Zirkel und Lineal, die klassische Konstruktion also, moglich
sei. In die Geschichte eingegangen sind die berithmten Probleme:

Wiirfelverdopplung:
Wie konstruiert man zu einem gegebenen Wiirfel die Kantenlinge eines andern Wiirfels,
der doppelten Rauminhalt hat?

Winkeldrittlung:
Wie konstruiert man den dritten Teil eines Winkels?

Rektifikation des Kreises:
Wie konstruiert man eine Strecke, die so lang ist wie ein gegebener Kreis?
Wie konstruiert man eine Strecke, die so lang ist wie ein gegebener Kreisbogen?

Quadratur des Kreises

Wie konstruiert man ein Quadrat, das einem gegebenen Kreis flichengleich ist?

Wir wissen heute, dass diese Probleme allgemein klassisch nicht losbar sind. Alle Kon-
struktionen zu diesem Thema sind zwar keine Lésungen im geometrischen Sinn, sie ver-
kennen nimlich die Losungsidee, wohl aber sind sie Losungen fiir den Praktiker, den Bau-
meister, den Ingenieur. Man nennt sie deshalb Niherungskonstruktionen. Mit ihnen
erreicht man oft eine Genauigkeit, die die Zeichnung von der angestrebten Figur fiirs Auge
ununterscheidbar macht.

1. WURFELVERDOPPLUNG
Von den beiden Wiirfeln hat der untere doppelt so groBes Volumen wie der obere.
Der obere Wiirfel hat die Kantenldnge 1.

a) Berechne die Kantenlinge des unteren Wiirfels.

MASCHERONI: K
GK= {2 ;

VA

b) MascHERONI (Lorenzo, italienischer Mathematiker und Lyriker, Castagnetto
1750 bis 1800 Paris) hat eine Konstruktion angegeben, die den Wert y2 sehr gut

anndihert. ‘ . :
Berechne die Linge von [GK]. Um wie viel Prozent weicht sie vom exakten Wert
ab?
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2. m

HuyGens (Christiaan, niederlindischer Physiker und Mathematiker, Den Haag

1629 bis 1695 Den Haag) hat eine Naherungskonstruktion fiir m angegeben. Be-
rechne die Linge des Streckenzugs [HUY]. Um wie viel Prozent weicht sie von m ab?

H
a) b)
zl t
o ]
2z —
OP=0OP"
HU+UY =7
*3. ABWICKLUNG
NikoLAaUs voN KUES (deutscher Phi-
losoph und Theologe, Kues an der ™ M*—_
Mosel 1401 bis 1464 Todi) und i { e
LAaMBERT (Johann Heinrich, deut- ¢
scher Philosoph, Mathematiker und Y
Physiker, Miilhausen [Elsass] 1728 1
bis 1777 Berlin) haben eine Strecke -—; = :) =

e 4,

konstruiert, die etwa genau so lang

ist wie ein gegebener Kreisbogen (Einheitskreis).

Wie lang ist der Kreisbogen OP, wenn der zugehorige Mittelpunktswinkel OMP 307,

60°, 90° ist? Um wie viel Prozent weicht jeweils die Lange von [OP’] von der des ent-

sprechenden Bogens ab? (Additionstheorem notig!)

FUNFECK

a) LEONARDO DA ViINCI konstruiert in einen gegebenen Kreis die Seite s eines fast re-
gelmifigen Fiinfecks in fiinf Schritten. Um wie viel Grad weicht der Mittel-
punktswinkel der Sehne s von 72° ab?

b) DURER dagegen konstruiert ein Fiinfeck aus einer gegebenen Seite.
Sind alle Seiten des Fiinfecks gleich lang? Ist das Fiinfeck regelmaBig?

a) b)




-
e

B T

¢ 5. SIEBENECK
a) LEONARDO DA VINCI konstruiert in einen gegebenen Kreis die Seite s eines fast re-
gelmilBigen Siebenecks in drei Schritten. Um wie viel Grad weicht der Mittel-
punktswinkel der Sehne s von 360°/7 ab?
b) Berechne den Unterschied von 360°/7 und &.

3
a) " b) i
/E
. Fa L
S5=5; sas 1
o
E= 36?0 .
| 5 is 25 :
¥ N .
5
\ | !
|l - |
z k)
it

*6. NEUNECK
a) DURER konstruiert in einen Kreis mit r = 1 die Seite s eines regelmifigen Neun-
ecks. Um wie viel Grad weicht der Mittelpunktswinkel der Sehne s von 40° ab?

b) Um wie viel Grad weicht der zu s gehorige Mittelpunktswinkel von 40° ab?

a)
a]'.
%/ b) -
5x5g s=s,
1-_;“ 211'
2
7. ELFECK

DOURER nimmt 9/32 des Kreisdurchmessers als Naherungswert fiir ein diesem Kreis
einbeschriebenes regelmiBiges Elfeck. Um wie viel Grad weicht der zu dieser Seite
gehorige Mittelpunktswinkel von 360°/11 ab?
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*8. WiLLI

Von Ernst WiLLI (Schweizer Bildhauer, geboren 1900) stammt eine dreifiltige Nihe-

rungskonstruktion fiir

a) ein Quadrat (Seitenlinge u), das einem gegebenen Kreis umfanggleich ist, be-
rechne Kreisumfang : Quadratumfang

b) ein Quadrat (Seitenldnge f), das einem gegebenen Kreis flichengleich ist, be-
rechne Kreisfliche : Quadratfliche

¢) ein regelmiBiges 13-Eck,
berechne die Differenz von 360°/13 und entsprechendem Niherungswert .

9. RENALDINI
RENALDINI (1615 bis 1698) hat eine allgemeine Niherungskonstruktion der Mittel-
punktswinkel ¢ fiir regelmdBige n-Ecke angegeben. Berechne @ firn=25, 7,9 und
11.

10. Postura
Henri PostuLa konstruiert in einer Figur Niherungswerte fiir die Seite eines regel-
méBigen 9-, 15-, 17- und 20-Ecks. Um wie viel Grad weichen die dazugehorigen Mit-
telpunktswinkel von den exakten Winkeln ab?

55
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Vermessung
I. HOHENMESSUNG

5 ®=80° [(=60°
s=671m s=45m
o=4729°
B=59°
\p =26,57° b=?

/:/BB
AT

2. UNZUGANGLICHER PUNKT
Von einer zuginglichen Strecke bekannter Lage aus bestimmt man die Entfernungen
eines unzuginglichen Punkts P.
3. UNZUGANGLICHE STRECKE
Von einer zuginglichen Strecke bekannter Lage aus bestimmt man die Linge einer
unzugidnglichen Strecke.
P

. L s=92m
o= 61°
o = 36°
[, =944°
B.=655"°
[t Bs
___—"B 4
s '1.' ___:—'-_-'_-5 b E E
A= B/ =al Mond
_e_:'? -
- '47_“-:-_"
4
Erde % E
5

*4. MONDENTFERNUNG
Die franzésischen Astronomen LALANDE und LACAILLE haben 1771 trigonometrisch
die Entfernung e Mond—Erde ermittelt. Die Messungen fanden in Berlin und Kap-
stadt gleichzeitig statt. Berlin und Kapstadt liegen fast auf demselben Lingenkreis.
Gemessen wurde jeweils die Zenitdistanz  des Monds. C ist der Winkel zwischen
Lot und Verbindungsstrecke Mond—Beobachter. Bestimme aus den Messwerten das
Verhiiltnis Mondentfernung : Erdradius.
Berlin: pp = 52°31'13" G = 4171
Kapstadt: @g = —33°55'15" {x = 46°33°37"
Erdradius: r 6370 km
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VORWARTSEINSCHNEIDEN

5. Von drei zugidnglichen Punkten bekannter Lage aus bestimmt man die Entfernungen

eines unzuginglichen Punkts P.

s=65m t=85m s =T76m t =60m £ /E s =823m
o =100,3° o=33° d A o= 97°

., B=t2e f=124° ; B,=69,5°
§ = 85° ¥ =265° k=2 o;=305°
AL f,=55°
A
P
%=1 Atk
B

$6. RUCKWARTSEINSCHNEIDEN (Aufgabe von SNeLLIUS [1617] und PoTHENOT

[1692])
Vom zuginglichen Punkt P aus bestimmt man die Entfernungen zu drei unzugingli-
chen Punkten A, B und C bekannter Lage.

. SNELLIUS—HANSEN

Von zwei zugidnglichen Punkten P und Q aus bestimmt man ihre Entfernung mit
Hilfe der beiden zugidnglichen Punkte A und B bekannter Lage. (SNELLIUS hat diese
Aufgabe gelost in einem Buch, das 1627, ein Jahr nach seinem Tod, erschienen ist;
HanseN hat die Aufgabe 1841 geldst.)

Physik

1.

162

KRAFTIG

a) Berechne Druck- und Zugkraft in den beiden Stangen in Abhiingigkeit von G, «
und f.

b) Berechne die Seilkrifte in Abhéngigkeit von y und d und vom Lampengewicht L.

¢) Berechne die Druckkrifte in den beiden Stangen in Abhingigkeit von G, &« und




:2. BRECHUNG

L1

SNELLIUS (Willebrord, niederlindischer Mathematiker und Physiker, Leiden 1580
bis 1626 Leiden) hat das nach ihm benannte Brechungsgesetz gefunden. Wenn ein

. - : i = : S & e =
Lichtstrahl von Luft in einen Ké&rper iibergeht, gilt: B n; n heilt Brechzahl, sie
sin
hingt nur vom Material des Korpers ab.
a) Geht ein Lichtstrahl durch eine planparallele Glasplatte, so sind ein- und ausfal-
lender Strahl um x parallel versetzt. Berechne x fiir d = 30 mm.
b) Geht ein Lichtstrahl durch ein Prisma, so bilden ein- und ausfallender Strahl den
Ablenkwinkel €. Berechne &.
in
n

i 1
=

=N

=

“Einfallslot
wn

X=?

= .'-F'

. ‘E)H_

im Bild ist n=15 ®=66* wp=60"

. TONARM

Der Tonarm eines Plattenspielers ist dazu da, die Diamantspitze so in der Tonrille
zu flihren, dass beim Abtasten moglichst wenig Verzerrungen entstehen. Eine Bedin-
gung dafiir ist, dass Arm und Rille am Anfang (AuBenradius R = 15 ¢m) und am
Ende (Innenradius r = 10 cm) einen gleich groflen Winkel € bilden. In welcher Ent-
fernung x vom Plattenloch muss ein 25 cm langer Tonarm seinen Drehpunkt haben?
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7. Kapitel
Summenformeln

Theodolit von Reichenbach, Utzschneider und Liebherr, um 1810, Miinchen
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Von manchen Winkeln kennen wir die exakten Sinuswerte, zum Beispiel ist sin 30° = 5

B et e : : > : i :
5 V2. Lisst sich der Sinus von 75°=45°+30° bezichungsweise

15" =45"—30° genau berechnen? Schén wire es, wenn sin (45° + 30°) gleich
% 2 4 % = % (2 +1)~ 1,2, das
ist mehr als 1 — also kann'’s so einfach nicht gehen! Wir brauchen eine Formel, die einen
Zusammenhang zwischen sin (e + f8) und sin & und sin p herstellt.

Zunichst soll & + B < 90° und o = p sein.

Wir tragen an einen Schenkel von o« den Winkel f einmal nach auBen und einmal nach in-
nen so an, dass der neue Schenkel die Lange 1 hat: Jedesmal entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse 1 und den Katheten sin f und cos .

und sin 45° =

sin 45° + sin 30° wire. Nun ist aber sin 45° + sin 30° =

oy sinfisno

Sinfisinm

Sinfoosn

sin{oe+[3)

cosfising

cos [l coso

sin{o—[3)

cosfi sino

cosfl coso
cos (a-[3)

Betrachten wir die Figur fiir & + f. Beim Abtragen von p nach auBen entsteht noch ein
rechtwinkliges Dreieck mit derselben Hypotenuse 1, aber mit den (roten) Katheten
sin (e + B) und cos (ce + B). Vom Endpunkt des gemeinsamen Schenkels der Linge cos
fallen wir die Lote auf die roten Katheten (beziehungsweise ihre Verlingerungen), zwei
neue rechtwinklige Dreiecke entstehen: Das eine hat die Hypotenuse sin f und die Kathe-
ten sin P sin « und cos f cos «. Ein Blick auf die Figur zeigt:

sin (e + B) = sin o cos f§ + cos ¢ sin f§
und cos (oc+ B)=coscosf —sinesinff.

Die Figur fiir ot — f ist analog aufgebaut. Aus ihr lesen wir ab:

sin (o — ) = sin & cos f — cos o sin
und cos (e — ) =cosocos P+ sinocsinf.




Dieser Beweis stimmt nur fiir « + § < 90° und « = p. Die vier Beziehungen aber gelten fiir
beliebige Winkel, das heil3t, « und p diirfen zum Beispiel auch negativ sein. Deshalb muss
man sich blofl die Summenformeln merken. Man fasst sie zusammen als

Additionstheoreme fiir sin und cos

sin (x + p) = sin &« cos f + cos o sin

cos (ot + B) = cos ot cos f — sin ot sin |

Ein Beispiel zeigt den Beweis der Additionstheoreme fiir den Fall, dass o und f spitz sind
o+ p aber stumpf ist. Auch die dritte Figur ist analog der
ersten aufgebaut, aus ihr liest man ab:
sin (¢r + B) = sin & cos 3 + cos o sin f
und — cos (ot + B) = sin e sin P — cos o cos P, das heiljt
cos (o + ) = cos o cos § — sin ¢ sin fi.

sinfl sina

sinfo+f3)

cosfisino

-cos (o +3) cosfcosa
Sind o und f§ nicht mehr spitz, so spaltet man die spitzen Anteile & beziehungsweise B ab
und wendet auf sie die Additionstheoreme an. Beispiel: 90° < « < 180° und 0° < f < 90°

o= 180° — &
sin (o« + B) = sin (180° — & + B) = sin (180° — (& — B))
sin (180° — ) =sin g
= sin (& — B)
Additionstheorem
=sin & cos B — cos & sin f
o= 180° — &
= 5in (180° — &) cos f — cos (180° — o) sin
cos (180° — ) = —cos @
=sinoccos f+cosasinfp w.z. b.ow.

Jetzt endlich finden wir den genauen Wert von sin 75°:

sin 75° =sin (45° + 30%)
= gin 45° cos 30° + cos 45° sin 30°

1 — | I
= 51"3 : ) Ev'ff (v3 +1)

B

>R iy

\"E :
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Auch fiir den Tangens gibt es ein Additionstheorem: wir leiten es aus den Additionstheo-
remen fir sin und cos her:

sin(oe+ B)  sin o cos P+ cos o sin B

: —— kirzen mit cos o cos
cos(oc+ f)  cosccos—sinosinp [

tan (x + p) =

sin o i sin b
_cosa  cosf tan o+ tan f

| sin ¢ cos i | —tan ¢t tan
cos o cos i

Additionstheorem fiir tan

tan ot + tan p

I—tantxtanﬁJ

tan (x + p) =

Alle darin vorkommenden Tangenswerte miissen definiert sein, das heif3t, die Winkel c, B
und o + f diirfen nicht gleich /2 + km, k € Z sein.

Mit dem Tangens-Additionstheorem berechnet man Schnittwinkel von Geraden im Koor-
dinatensystem. Der Neigungswinkel « einer Gerade ist der Drehwinkel, um den man die
x-Achse nach links drehen muss, damit sie mit
der Gerade zur Deckung kommt: bei positiver
Steigung m nimmt man den Neigungswinkel o
zwischen 0° und 90°, bei negativer Steigung m
nimmt man « zwischen 90° und 180° (manchmal
auch zwischen 0° und —90°). In jedem Fall gilt

m>0

0P< o< 90° {tan [180°-m,)

=-tan o

90°< o <180° il

| m=tanux ‘
- ~90°<L < 0° :
Ly _—
& =
/ m = tano
Der Schnittwinkel @ = o, — o, zweier Geraden mit den Steigungen m, und m, errechnet
sich so:
{’ tan [.-{1 — lan [.X| lI'h = m;
tanp = tan (¢, — o) = =
¢ : ) 1 + tan o, tan o, | + mom,
AN . 5 7 e 5
Beispiel: Die Geraden g:y = S X+6 und h:y = 7 X -4 haben die Steigungen m, = >
7
und m, = ——
)
Py 8
tan o =
s 29
3 2
Die Geraden schneiden sich unter ¢ = 45°.
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Hitten wir m, und m, vertauscht, so hétte sich ergeben tan @ = —1 und deshalb ¢ 1358
beziehungsweise @ = —45°. Damit die Formel immer den spitzen Schnittwinkel liefert, un-
terdriicken wir solche Minuszeichen mit dem Betrag:

1’]!2 s mL
tan g = ——

M= My

1 + mym,

|1+m,m,

| tany =

Diese Formel klappt freilich nur, wenn der Nenner 1 + m,m; ungleich null ist. Wenn er

‘ : I . 1
aber gleich null ist, dann gilt m, = — o das heilit, tan o, = T Wegen der Kom-
plementformel : i
an (90° — ) = ilt
tan (90° — ) S gi ,
1 |
ANt =o —— ==t > — (=) an (90° + o),
tan o ) an (90° — (—w,)) = tan ( o),

also unterscheiden sich «; und o, um 90°: Die Geraden stehen aufeinander senkrecht.
Verwendet man den Kotangens, dann siecht man dies auch direkt:
| 1+ m,m, |

cotp=|———|=0, also ist @ =90°. Damit gilt
| m;—m, | ¢

Ist eine Steigung m, der negative Kehrwert einer andern Steigung m,, dann sind die zu-
gehorigen Geraden g, und g, zueinander senkrecht.

m, = —-—— = L -
! m, LB

Aus den Additionstheoremen folgen viele weitere Formeln. Besonders wichtig sind die
Doppelwinkel- und Halbwinkel-Formeln. Fiir « = f§ ergeben sich die
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Doppelwinkel-Formeln

sing.

sin 2 = 2 sin o cos of E ) h
cos 20t = (cos o)’ — (sin x)? . il | fafe),
=1— 2 (sin o)’ A
. =2 (cos x)’ — 1 '
tan 2o = % 5 ﬂ A M . Am (B
sincoset = F=311sin2a

Die erste Formel lisst sich einfach veranschaulichen.

Auch ein anderes Bild veranschaulicht einige der Doppelwinkel-Formeln. In einem Halb-
kreis (Radius 1) sehen wir ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Winkel o und der Hypote-
nuse 2. Der Radius | bildet mit der Hypotenuse den Winkel 2o (warum?). Mit den Bezie-
hungen von Seite 108:

Gegenkathete = Hypotenuse mal Sinus

F o

& B
1 : %

Z S : = b . - 1+ o8 2. -1 -00% Jo—
Ankathete = Hypotenuse mal Kosinus S s

lesen wir ab: sin 2¢t = 2 sin o COS &«
1 + cos 2o = 2 (cos &)’
1 — cos 20c= 2 (sin &)’

Die Halbwinkel-Formeln folgen aus den Doppelwinkel-Formeln: Man ersetzt o« durch
/2.

; (1 —cos o)

\“‘—-—“:l
[

|

|
*Halbwinkel-Formeln (cos ) = ?(l + cos )

» «\? 1—cosa
an— | =————

2 1+ cos o
Mit diesen Formeln lassen sich die exakten sin-, cos- und tan-Werte aller konstruierbaren

Winkel mit ganzzahligem Gradmal berechnen. Startwinkel sind 90° (Lot), 60° (gleichseiti-
ges Dreieck) und 36° (Zehneck). Fiir sie gilt:

sin 90° = 1 c0s90° =0

: 1 = | 5 -

sin 60° = —-y/3 cos 60° = 5 tan 60° = /3

: i i s o Ly 5 ) il 1 =
sin 36° = 4-\:10—2\-5 cos 36° = --4-.‘1 2t B | tan36°= {5 —245
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Den Kosinus des kleinsten dieser Winkel: cos 3° berechnen wir so:

cos 6° = cos (36° — 30°) Additionstheorem anwenden
= ¢0s 36° cos 30° + sin 36° sin 30°
Ches)lmael o
Y-/ 2 Y- 4 Il| Y- 2
! — _— _— —
=—\¥3 + 15 +y10-25 |
¥ 6° : !
cos 3 COS —~ Halbwinkel-Formel anwenden

e e
= \/E(I =T é‘{_\.‘j +4/15 4 V10 — 245 ,-|>

]

I — P
f

—V8+ 3 + 415 + y10-245
4
Ausgehend von cos 3° kann man (wenn man will) mit den Summenformeln die 5in-, cos-
und tan-Werte aller Vielfachen von 3° berechnen, also aller konstruierbaren Winkel mit
ganzzahligem Gradmal.

o sin o | COS o tamn o
y2 Y (= 9 3 y2 3 (= Y + ( T 3 )
3 e =S L2 3 —y5+245 G5 -1)0-, V5 + 245 (3.3 5—245 —4)(yi0-2y5 )
1 s r Iz
6 =S DAYI5-645 = 1) S hYS \YS— 245 +43 )
I 1 rf
L:|‘|r1|| 645 1 :l "_l_llﬁ V3 + 43 I'\1 o LI, vl v x|“j
| 1
9 G0 +2)(1-5-245 ) (10 +42) (14 V5245 )
| |
h[" D+ 42 =293 ) ,‘l:\"' v 2y35 ") S5 41 =5+ 245
[ 1 = 1 7 |
| 4 VE—2Y10 3245 T\VE+ 2910 +245
12 | L5 D52 ) Leg i 5 ) (2 [ )
| R ¥ Lya V3 raG LINY IS5+ 6y 164, R E AT R T V5
I/ \ 1 | = |
| ==(yI0+245 5 =415 \{\?»I 645 +45—1) : = (35 =15 =50-225)
4 == |
= / - (e ( :
15 = ¥ 7 Ve =y =ty | ] Ll oy 2—4/3
J 1 2 |
I8 (V5 - 1) F(Vi0+25 ) l Y25 - 1043
o) & | 5
2 3 - | A b
2 1A I R B 1) y3 2+ 45 \‘:] ‘:r\ (3 145 43+ 2495 \‘1| 4'\1\1 YIS =245 "-'[\|'5 ¥ 2}




o | sin o | COS o tan «

i Ly y = =% phari < I I f :
24° | 7 LS c1 ({3 =5-245 ) = (5 DA s=645 1) l:.?'\"‘f'[l,llf--_'.,* 243 )
I = 1 f | I
“'._.\R-Hr y 10 “..5] "-i(\'m ays -\-1-|} \I:.r-q\._‘._"_l-\ iy \|5]
= | o | \
27 (yio -2 ) (Ws+245 —1) (10 —y2 }(1++5+245 )
& &
| : ) Ly e
\r.‘v.‘ vl T R IRl g e V2Tl 10 —42) ¥ 1 = 45—2935
l‘,h ?\.iﬂ 245 I\\ 2410 = 245
4 i % = ¥
ik [ 1 = 1
30 : B 3
- 5 :
i .Ia.‘\.r‘: ACE l:ll:" 245425 ) \a;r‘l D (E -1 -2 445 -\.‘j 33 y15 B =) (Y10=245 +3)
i { o |
- 1y
A _1\\|:| 1\\) ‘ _.[n.q 1} ‘ Js—215
a3 V2 ¥ S aE / { W B 5 (410 v}
397 | A (B -5 - DL 5245 ) | ({3 + ) (5 +1) (2 -3+ ¥5-2¢5 ) | Z393 —VI5 245 ~4)A¥10+2¢5 =2/
E | - elr e \§ | i e Lif =
42 .‘I 5 IJ'k\I'\ [ 1} \l_rul'* I‘:H\w,< 5 p\j ".,‘ V15 ol \-\]
I f | =
L‘(\.“' Byd —o3 ) V10T 245 =43 yis }
= |
45 =2 =2

Zwei Formelgruppen runden dieses Kapitel ab. In der ersten werden Produkte in Summen
und Differenzen umgewandelt, in der zweiten Gruppe geht’s umgekehrt.

Additionstheoreme | sin (y + d) =sinycosd + cos y sind
11 sin(y —®) =siny cosd —cosysind
[+ 1 sin(y+d)+sin(y—90)=2sinycosd | :2

. (Lo y . /
sinycosd = = [sin(y + 8) + sin(y — 0)]

Verwenden wir wieder o und B statt y und d, so ergibt sich die erste Gruppe:

*Produkt-Summen-Formeln

[sin (e — ) + sin (cx + B)]

sinoccos f=

sin oc sin p = —=[cos («x — ) — cos (ot + P)]

b | = Ml—n N||—

cos o cos = —[cos (ot — ) + cos (e + )]

Die unteren beiden Formeln ergeben sich, wenn man die Additionstheoreme fiir cos (y + d)
und cos (y — d) addiert beziehungsweise subtrahiert.
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Jetzt zur zweiten Gruppe: Aus den Additionstheoremen I und II von oben folgt
[+1II sin(y+9d)+sin(y—98)=2sinycosd m
[-1II sin(y+2d)—sin(y—3)=2cosysind ﬁ_ﬂ

x+ B
: V=T e
otze ¥ TO=u] Zy=ut+p 2
ELze \g—ﬁ=fi] 20=0t—p . u—p
=
: . L.t L oy e o] =il
einsetzen 1n@ sin ¢ + sin p = 2 sin 5 oS 5
e a—p

3 171 60 — Sit 2 cOoS s
m._]—:;| 510 X n = 2cos 5 sin 5

Durch dhnliche Umformungen ergeben sich Ausdriicke fiir cos ¢ + cos B und cos o — cos f.

*Summen-Produkt-Formeln

- - + -
sinx—sinB= 2cos et sin — P cos o+ cos f = Zr:us(iv--ﬂms =D

2 2 2 2

+ = + -
sin ¢z + sin f = —2 sin ':-]-'Ez—ﬁi:m;—”E 3 £ cos ot — cos f = —2 sin o > P sin = 3 P

*Goniometrische Gleichungen
Neben den algebraischen Termen wie 2x + 1, x, y/x , ... haben wir jetzt auch trigonometri-

sche Terme kennen gelernt wie sin x, cos 2x, tan (x = I). Eine Gleichung heif3t goniome-
&

trisch, wenn sie die Unbekannte x in mindestens einem trigonometrischen Term enthilt.
Wir beschranken uns vorldufig auf rein-goniometrische Gleichungen; das sind Gleichun-
gen, bei denen die Unbekannte x nur in trigonometrischen Termen auftritt.

Beispiele rein-goniometrischer Gleichungen:

m (tan x)* = tan x E‘ cos2x —cosx =0
3sinx —4dcosx=0 E‘ 3sinx—4cosx=35

Beim Auflsen versucht man, auf eine Gleichung zu kommen, die nur noch einen trigono-
metrischen Term (womoglich an mehreren Stellen) enthilt. Zum Umformen dienen die
bisher abgeleiteten Formeln.

| | 5

[1] (tan x)* = tan x
Hier kommt nur tan x vor, zum Losen geniigt Algebra
tanx(tanx—1)=0, also tanx=0 oder tanx=1

T

4 +kn, keZ

X =0+ kwr oder x,=




<]

3sinx —4cosx=35 Wir driicken cos X mit sin x aus

cos2x—cosx=10

wir driicken cos 2x durch cos x aus
[2(cos x)* — 1] —cosx =0
Substitution: cosx =z

L+3
222—z—1=0, also z=—,
4
also cosx=1 oder cosx= F5
Das ergibt drei Serien von Lisungen:
X . =0+Kk-2xn oder
2
X =37 + k- 2n oder

4 .
x_m:?ﬂ."i' k-2m jedesmal ke Z

3sinx —4cosx =0

solche Gleichungen sind mit einem Trick schnell erledigt: man dividiert durch cos x = 0

3tanx =4, oder tanx 3
X, =0927... +kn, keZ

Fiir cos x = 0 ergibt sich sin x =0, das kann aber nicht sein, weil sin und cos nicht
gleichzeitig null sind.

3sinx—5=4cosx |?

(3 sin x —5)* = 16(cos x)° (cos x)> =1 — (sin x)?
9(sin x)* — 30sinx +25=16[1 — (sin x)’]

25(sinx)* — 30sinx+9=0

[5sinx —3P=0, also sinx=

Ln | W

das ergibe x,,=0,643... +k-27 (I. Quadrant)

oder X, =2498...+k-2x (II.Quadrant)
Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung!
Beim Auflosen kénnen sich deshalb Ergebnisse einschleichen, die keine Losungen der
Ausgangsgleichung sind. Also miissen wir die Probe machen; wir machen sie mit dem
exakten Ergebnis sin x = 0.,6.
x kann im 1. Quadranten liegen, dann gilt
cos X = y1 — (sin x)? = 0,8. Setzt man diesen Wert in die linke Seite der Gleichung ein,
so ergibt sich
3sinx—4cosx=18—-32=-—-14

Wegen — 1,4 + 5 gibt es keine Losung im I. Quadranten.




x kann im II. Quadranten liegen, dann gilt

cos X = —y1 — (sin x)* = —0.8. Setzt man diesen Wert in die linke Seite der Gleichung
ein, so ergibt sich

3sinx—4cosx=18+32=35

Also gibt es blol} die Losungsserie

X, =2498...+k-2n, keZ.

Aufgaben zu 7.

1.

L]
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Uberpriife die Additionstheoreme an den Beispielen

a) sin (60° + 30°) b) sin (60° — 307) ¢) sin (90° — 45°)
d) sin(210° — 60°) e) cos (90° + 30°) f) cos(90° — 30°)
g) cos(240°—60%)  h) cos(210°+90°) i) tan(60°— 30°)
j) tan(150°+60%) k) tan(240°—60°) 1) cos(315° + 45°)

. Berechne die exakten Werte von

a) sin 75° b) sin 15° ¢) cos75° d) cos 15° e) tan 15°
f) tan75° g) sin72° h) cos 72° i) tan 72°.

x und y seien spitze Winkel. Berechne

: : ; 5 : 4
a) sin(x+y) und sin(x—y), wenn sinx= e und siny =
8 5
b) cos(x+y) und cos(x—y), wenn cosx= 17 und cosy= i5)

Berechne sin 2¢, cos 2oc und tan 2«, wenn o spitz ist und

. 5
a) sino = 13 b) cosa= 0,6 ¢) tan o = 0,5.

. o 4 04 3 A
Berechne HIHE’ cmE und tan > wenn ¢ spitz ist und
a) sinoc=0,8 b) cos o =0,5.
Berechne die exakten Werte sin ¢, cos o« und tan o fir
a) a=15° b) ox=7,5° ¢) oo =225°

. Verwandle in ein Produkt.

a) sin 5x +sin x b) sin 7x—sin 3x
¢) cos3x + cos x d) cos 6x—cos x
Verwandle in ein Produkt.

a) sinx + cosy b) sinx —cosy




oo,
v

o e ——— L — % e e e

9. DOPPELHOHE
a) Driicke CD durch b und « aus, wenn Winkel ACB = 90° ist.
b) Driicke CD durch a und b aus, wenn Winkel ACB = 90° und b > a ist.

$10. DREILINSEN
Zeichne ein Dreieck ABC und den Hohenschnittpunkt H. Zeichne die drei Kreise:
Jeder geht durch zwei Ecken und durch den Héhenschnittpunkt H. Zeige:
a) Die Radien der drei Kreise sind gleich dem Umkreisradius.
b) Die drei linsenférmigen Uberlappungsflichen sind zusammen so grofl wie die
Umkreisfliche, verringert ums Doppelte der Dreieckfliiche.

$11. WINKELPLUSSECHZIG
VergroBert man einen Dreieckwinkel auf beiden Seiten um 30°, so entsteht ein Drei-
eck, das in zwei Seitenlédngen mit dem alten iibereinstimmt, die dritte Seite ist linger.
Man macht das mit allen drei Winkeln.
Zeige: Die jeweils dritten (lingeren) Seiten sind alle gleich lang.
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12. GERADLINIG
Zeichne ein (nicht gleichschenkliges) Dreieck ABC mit seinem Umkreis. Zeichne in
einem Eckpunkt die Umkreistangente und schneide sie mit der verlingerten Gegen-
seite. Mache das fiir alle Eckpunkte.
Zeige: Die Schnittpunkte von Tangente und verlédngerter Gegenseite liegen auf einer
Gerade.

i

2 13. SCHEINDRITTEL
a) Die einfachste Nidherung beruht auf der Sehnendrittelung. Wie grof3 sind p und
w, wenn @ = 30°, 60°, 90°, 120° ist?

b) Wie grof} ist £, wenn w = 30°, 45°, 60°, 90° ist?
¢) Wie groB3 ist €, wenn o = 30°, 457, 60°, 90° ist?
d) Wie groB} ist e, wenn w = 30°, 45°, 60°, 90° ist?

a) b)
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Vereinfache
i @ sin 2o sin 2c
| e =
SIN of COS
)

. a) 2(sin ¢)* + (cos &)* — (sin &)*

b) (sino + cosox + 1)(sinc + cosox — 1)

. a) 2sin (45° + &) sin (45° — &)

b) sin (60° + &) — sin (60° — o)
¢) cos (60° + &) + cos (60° — &)

sin o + sin 2o COS ¢ COS

I + cos ot + cos 2u cos — sin o COS ¢ + §in o

a) sin (o + B) cos o — cos (& + P) sin o
b) cos (¢t + B) cos o + sin (& + ) sin o
¢) sin (o + B) cos (e — B) + cos (e + B) sin (o« — B)
d) sin (o — B)cos (p — y) + cos (cx — B) sin (f — y)

i sin (o + ) — sin & cos b) ©os (o + ) — cos x cos p
; sin (et + P) — cos ¢ sin p cos (ot — ) — sin sin B
7. a) sin (ot + B) + sin (&« — ) b) sin (ot + ) + sin (x — §)
g sin (o + B) — sin (cc — B) cos (oc + B) + cos (ot — P)
0 cos (o + f) — cos (x — f)
sin (¢ + ) — sin (o« — B)
1 + cos 1 + cos o 1 |
8. a) T b) SEER ¢) — 1 d) — tan o
|l —cose (sin ) sinot tano COS ot
( Tipp: halbe Winkel!)
2 sin o — sin 2o 2 cos of + sin 2o
g- g o e el = e e e BT
2 sin o + sin 2o 2 cos ot — sin 2o
sin o + sin ¢ cos [ . :
. S < halbe kel!
sin f + cos o sin B (Zip:halbe Winkell
10. 2) 1 — cos o Hinu b 1 +coso— s?nu
1 +cos o+ sin 1 — cos o — sin &
( Tipp: halbe Winkel!)
| + cos o) sin =
e cos 2 ; b) sino —sin P 5 e f:m g 2 =
R (tan o)’ cos o + cos p sin o

cos (& + B) cos (o — B)
sin (o + B) sin (o« — ) + (cos &)’
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Beweise

. tan 3x =

. a) sin (45° + ) = cos (45° — &) =

a) sin o + sin (e + 120°%) + sin (o + 240%) = 0
b) tan o + tan (¢ + 120%) + tan (o + 240°) = 3 tan 3o

S
¢) cos o cos (o + 120°) cos (o + 240°) = T cos 3

d) tanc tan (o + 120%) tan (o + 240%) = —tan 3o

. a) sin3x = 3sin x — 4(sin x)°

b) cos 3x = 4(cos x)* — 3 cos x (Tipp: 3x = 2x + x!)

3tan x — (tan x)?
1 — 3(tan x)?

a) sin4x = 8 sin x (cos x)* — 4 sin X cos X
b) cos 4x = §(cos x)* — 8(cos x)* + 1

4 tan x — 4(tan x)*
1 — 6(tan x)* + (tan x)*

= e e S o
) Leite o 1 — cos o 1 o 1 + cos o
a) Leite her: sin—= 4/———— un 08— = —

7 > und cos— 3

tan 4x =

b) Welche Formel ergibt sich fiir Laﬂ% ?

sin & + cos «
>
V<

b) sin (45° — ) = cos (45° + o) = —= &SI K

V2
5 | +tan o
c) tan (45° + o) ==
| —tan &
] —tan
d) tan (45" — ) = o
| +tan &
8. a) tan (45° + &) — tan (45° — o) = 2 tan 2«
b) tan (45° + &) + tan (45° — &) = :
cos 2ot
1 +sina COS X s =
9. a) = : g tan ( 45° + —
COS X | —sino 2
| —sino COS o
b) ; ==c = tan | 457 — —
COS X ] +sine 2
- 2 tan o 1 — tan ool
10. a) sin200=———— b) cos 20 =— {M
I + (tan «)? 14 (tan o)
sin 2o = cos 2er

178

¢) tanx = = -
1 + cos 2t sin 2o




11. a) sin 55° + sin 5° = cos 25°

b) sin 80° — cos 50° = sin 20°
¢) cos 170°+ cos 70° + cos 50° =0
d) sin 20° + sin 40° = sin 80°

® ¢) 8sin20°sin 40°sin 80° \E

o) 8cos 20° cos 40° cos 80° = |

e o) tan 20° tan 40° tan 60° tan 80° = 3
(Teste auch deinen Taschenrechner!)

= E

12. a) sin 75° +sin 15° = 5 y6 und sin75°—sin 15" =— V2.
b) Berechne aus a) sin 75° und sin 15°.
13. tan 3¢ —tan 2o — tan o« = tan 3¢ tan 2o tan o
¢ 14. Dreieck ABC ist rechtwinklig, wenn gilt
: sin B + siny
a) s =
cos f+cosy
b) sin o= cos f + cos y
. ] : : ’ ; . ... Sinoc S
¢ 15. Welche Eigenschaft hat ein Dreieck, in dem gilt = |3'. =2cosy !

¢ 16. Fiir die Winkel eines Dreiecks ABC gilt:
a) tano +tan B +tany =tan« tan p tany
b) tan 2c¢c + tan 2p + tan 2y = tan 2¢ tan 2f tan 2y

¢ 17. Fiir die Winkel eines Dreiecks ABC gilt:

; e o 5} Y
a) sinx +sinf +siny= 40057{:0!43 co$ -
a ; / S = 5, Y
b) sinot +s5inf —siny = 4 sin — 51N — COS
2 2 2
St VI MESAL

¢) cos o+ cos P+ cosy=4sin—-sin—-sin—+ 1
2 2 2
: g B

d) cosa + cos i — cos y =4 cos 5 COS —- .*;Ln? |

¢ 18. Fiir die Winkel eines Dreiecks ABC gilt:
a) sin 2« +sin 2p +sin2y =4sino sin f siny
b) sin 2« + sin 2p — sin 2y = 4 cos & cos f siny
¢) cos 2ec+ cos 2B + cos 2y = —4cos o cos P cosy — |

d) cos 2e+ cos 2P — cos 2y = —4sinx sin f cosy + |
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20.

21.

b
[ &)
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. Fiir die Winkel eines Dreiecks ABC gilt:

a) (sin )’ + (sinB)* + (siny)’ =2 cos & cos P cosy + 2
b) (sin &)? + (sin f)* — (sin y)>* = 2sin o sin B cos y
¢) (cos o)’ + (cos B)* + (cosy)* = —2cosot cos B cosy + 1

-

d) (cos o)’ + (cos B)’ — (cosy)’ = —2sino sin f cosy + |

SUMDIFSIN
ABCD und ABEF sind Rauten.

= I I
a) Zeige: <BAH=0=—(etw), < HA]:):T:'E{UJ £)

b) Begriinde:
Fliiche (ABCD) + Fliche (ABEF) = 2 - Fliche (ABGH)
Fliche (ABCD)—Fliche (ABEF)=Fliche (ECDF)

¢) Driicke die Flacheninhalte in b) durch die Winkel w, £, ¢ und t aus und leite so
die Formeln fiir die Summe und Differenz zweier Sinuswerte her.

Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis ¢ und den Schenkelldngen 1.

a) Zeichne die Hohe h, ein und berechne sie auf zwei Wegen: einmal aus dem Drei-
eck ABH,, dann aus dem Dreieck AH,C. Beweise:

siny = 2 sin _;COS ;i

b) Fille von H, aus das Lot auf BC (LotfuBpunkt F) und zeige:

H. CF—-FB und cos v = Lcm %) = (sin ;)

¢) Folgere ausb): 1 —cosy=2 (sin %)

d) Verlingere den Schenkel [BC] iiber C hinaus bis D, sodass BC = CD ist.

Beweise mit Hilfe des Dreiecks AH,D: 1 + cosy = 2 (ms ;) .

ADDITIONSTHEOREM UND DREIECKFLACHE
Berechne die Flichen der Dreiecke PQS, PSR und PQR. Folgere das Additionstheo-
rem des Sinus aus

Fliche (PQR) = Fliche (PQS) + Fliche (PSR).
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23. ADDITIONSTHEOREM UND UMKREIS
Begriinde mit der Sehnenformel, dass die Umkreise der Dreiecke ABC und A’BC
gleichen Radius haben. Folgere aus dem Projektionssatz ¢ = acos p + b cos & und
aus der Sehnenformel das Additionstheorem des Sinus.

_Bixy)

Aly)

24. ADDITIONSTHEOREM UND KOSINUSSATZ
Berechne e einmal mit der Formel e’ = (x; — xA)> + (v — va)* und einmal mit dem
Kosinussatz. Folgere daraus das Additionstheorem des Kosinus.

EZS. a) Zeige: Fir den Flicheninhalt F des Vierecks ABCD gilt
1
F E[ad sin ¢« + besin y).
b) Begriinde mit a) die Flichenformel » HERON fiirs Viereck«
o+vy\?
F=4/(s—2a)(s—Db)(s—c)(s—d)— abcd ( cos 5 :

s ist der halbe Viereckumfang.
( Tipp: Kosinussatz fiir Teildreiecke)

26. Warum hat das Sehnenviereck unter allen Vierecken mit den Seitenldngen a, b, ¢
und d den grofiten Flacheninhalt?
(Tipp: vorige Aufgabe)

I
27, A
II II
it
\ Zeige
[ | e=30°
II II|
) 1
|II II'
| CascE |
I 1
) 1
I T |
|I II
k \
III Ill
II |I
{ \
| \
| |
I|I 4 III
LB i
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Gleichungen Bestimme die Losungsmengen in [0; 27|

1. a) 192(sinx)*+ 128 sinx =75 b) 100(cos x)* +75sinx =114

. : ;
2. a) sin x = sin 2x b) 4 Sin 2x —sinx =0
¢) 4sinxcosx= —y2 d) tan2x +tanx =0

e) cosx—cos2x=1

3. a) sinx +cos2x = | b) cos x + cos 2x = |
¢) sin2x +2(cosx)* =1

4. a) sinx +cosx =028 b) 8sinx+9cosx=12

¢) 8sinx —9cosx=12

5. a) (sin x)> + 2 sin 2x = 3(cos x)’
b) (cos x)* + 3 cos 2x = (sin x)?
¢) 24(cos x)* — 12(sin x)? = sin 2x
d) 6(sin x)* + &(cos x)* = 7 sin 2x

b

: (1T m {11 3
$6. a) sinx=3cos(——x| b) cosx =3sin |- —x)
\ 6 \ 4
7. a) 15cosx = l6tan x b) 6sin2x —3tanx=5sinx
o tan 2x tan x tan x L tan2x
8. a) et 2 b) 2 Pt ll={)
tan x tan 2x tan 2x tan x
9, a) sin 11x = sin 5x b) cos 13x = cos 5x
® ey ~ c
® c) sin 7x = cos 3x d) tan 15x = tan 9x

e) sin 5x —'sin 3x = cos 9x — cos 7X
10. a) sinx + sin 2x +sin3x =0

b) cosXx +cos2x +cos3x=0
11. a) sin X + sin 2x + sin 3x +sin4x =0

L4 » %
¢h) cos X — cos2x — cos Ix —cos 4x = ()

3




8. Kapitel
Die Graphen der trigonometrischen Funktionen

Sinus im Sinai




Sinuskurve

Die Zuordnung x — sin x fiir x € R definiert eine Funktion, die Sinusfunktion. Den Gra-
phen der Sinusfunktion finden wir, wenn wir auf der x-Achse den Winkel im Bogenmal3

und als y-Wert den zugehdrigen Sinuswert abtragen.

L

[.Quadrant | II.Quadrant | III.Quadrant

IV.Quadrant

SIN-GRUNDFIGUR

Zuerst zeichnen wir den Graphen im Bereich x € [0; 2], wir nennen ihn Grundfigur;
dazu verwenden wir die vertrauten Werte:
Winkel x D 30° 45° 60° | 90° 1205 | 135° 150° |180°
I 1 | 1 2 3 4
Winkel 0 == =] = i) =TT = s 7
inkel x L a7 3 R 3 27 rl T
55 1 L o= L i I — 5 e I
Sinuswerty | 0 5 = v2 | 3 V3 1 > V3 5 V2 B 0
3157 330° i_'ifi[]”
; 7 5 4 3 11 '
Winkel x T 5 727 37 —a | ‘—TT =l TTT | 2m
Shebmn, o 1 | l = 1 = N 1 = 1 = 1
Sinuswerty | 0 3 | 5 V2 5 V3 1 5 V3 3 V2 5 0
SINUSKURVE
-—Periode —=— —Periode--—q- -Periode——-——Periode——
1}
| i X
AN <In \/_f/\\'ﬁn 33
—Periode— J l~— Periode—

Wegen sin (x + 2) = sin X wiederholen sich die Sinuswerte im Abstand 27 nach links und
rechts, dieser Abstand heil3t Periode; die Grundfigur wiederholt sich immer wieder, wenn
man den Graphen fiir beliebige x-Werte zeichnet. Den Graphen fiir beliebige x-Werte nen-
nen wir Sinuskurve. Die Sinuskurve hat die Periode 27w, Weil die Sinuswerte des 1. Qua-
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B
T

dranten alle andern Werte bis aufs Vorzeichen festlegen, kommt das Kurvenstiick fiir Win-
kel zwischen 0° und 90° immer wieder vor.

¥,
4
Tk i ]; ""-,h o
LN, il ol W .
-hn S o ) .
S : : : : : l I
Der Taschenrechner arbeitet mit dem Teil der Sinuskurve, der zwischen ——m und +—

2 2
liegt. Als Losung der Gleichung sin x — liefert er deswegen x = —0,523 ... (RAD) be-
zichungsweise x = —30° (DEG). =

Eigenschaften der Sinuskurve

— Periode 27

— Punktsymmetrie zum Ursprung [wegen sin(—x)= —sin x]
— Nullstellen kr, ke

I =
— Hochpunkte (,} 7 -2 I), keZ

: 3
— Tiefpunkte (Tﬂ'—k-lﬂ—l), keZ

— Wertemenge W=[—1; +1]

Hochpunkte H,(31t+2km] 1)

H Hy L Hy
2 Iz T T,

T 4

Tiefpunkte T(37+2km|-1) keZ

Die Sinuskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen recht
hilfreich sein. Beispiele:

[1] sinx=-0,4 xe[0;2n]
Die Losung von sin X = 0,4 finden wir mit dem Taschenrechner: X = 0,411 ...

Der Grundfigur entnehmen wir x;,= w+X=3,553...
x;,=2n—X=5,871...

v

sinx = -0,4
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[2] |sinx|> ; x €[0; 2x[

. . | :
das heif3t sin x > = oder sinx < =
Der Grundfigur entneh- i
|- - l 5 |
men wil f.}rr<x< ﬁrr |$|n>:|>0.5
oder
7 11 _ - : R ; ) % %
6" Ve 6 " LA Jroex; 2n -1 . ;21[
~05- =3
-1
o o 1
[3] sinx=—x
= 2

Solche gemischt goniometrischen Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nur niihe-
rungsweise losen. Wir suchen also eine grafische Niherungslosung: die x-Werte der
Schnittpunkte von Sinuskurve und Ursprungsgerade y 5 X. Aus der méglichst ge-

nauen Zeichnung (Schablone verwenden!)
liest man ab .
x =10 (exakt) oder x = +1.9. sinx = 0,5x

~e-19]=-0,95) o

i -

Kosinuskurve

Die Zuordnung x— cos x fiir x € R definiert eine Funktion, die Kosinusfunktion. Den Gra-
phen der Kosinusfunktion finden wir, wenn wir auf der x-Achse den Winkel im Bogen-
mal} und als y-Wert den zugehorigen Kosinuswert abtragen.

COS-GRUNDFIGUR

[.Quadrant [L.Quadrant | IIL.Quadrant @ IV.Quadrant




R e et e O]

Zuerst zeichnen wir den Graphen im Bereich x € [0; 2], wir nennen ihn Grundfigur;
dazu verwenden wir die vertrauten Werte:

Winkel x 0° | 30° 45° | 60° 90¢ | 120l 135> S0 SliTsos
e T B el s | [ O B
Winkel x 0 A ‘ A 3 P ?IT 27 5 T TT
Kosinuswert y 5 V3 7 V2 5 0 5 | T ¥? 5 V3 1 |
Winkel x | 180%( 210% | 225° 240° 270° 300° 315° 330" |360°
| A 4 3 5 7 11 3
Winkel x T : g | —7 —1T —7 —TT — 7 21T
inkel x T T 2T 3 R 37 2T 6 T |
e et |1 = |~ 1 1 1l = | 1
Kosinuswert y i SV | —3V2 | 3 0 > 5 V2 5 V3 I
KOSINUSKURVE

. . Y 2 :
- Periode—-~—Periode——--——Periode——-—Periode—

AN

- Periode——

Wegen cos (x + 2mr) = cos x wiederholen sich auch die Kosinuswerte im Abstand von 2m

nach links und rechts: deshalb wiederholt sich die Grundfigur immer wieder, wenn man
den Graphen fiir beliebige x-Werte zeichnet. Den Graphen fiir beliebige x-Werte nennen
wir Kosinuskurve. Wie die Sinuskurve hat auch die Kosinuskurve die Periode 2. Weil die
Kosinuswerte des 1. Quadranten alle andern Werte bis aufs Vorzeichen festlegen, kommt
das Kurvenstiick fiir Winkel zwischen 0° und 90° immer wieder vor.

LAY

L i [ -2 X i)

T

Der Taschenrechner arbeitet mit dem Teil der Kosinuskurve, der zwischen 0 und 7 liegt.
iy = :

Als Losung der Gleichung cos X >~ liefert er deswegen x = 2,094..... (RAD) beziehungs-

weise x = 120° (DEG).

Eigenschaften der Kosinuskurve
— Periode 2m

— Symmetrie zur y-Achse [wegen cos (—x) = cos X] Hochpunkte H,(Zkxt|1)
Nulletellen —7t+ k keZ 2 ”‘
— MNullstellen m+ K-, P R TN 5 0 S -
-_‘ \\ £ ~ 7 \‘ P /- \ i F \ €L e,
~ ? A X . = /
— Hochpunkte (k- 2| 1), keZ “**Tf_;"/ \T- 4 :/ hff/ 4
— Tiefpunkte (m +k-2mw|— 1), ke Z B
Wertemenge W =[—1; +1] Tiefpunkte T.(y+2kit}-1) keZ




Die Kosinuskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen
recht hilfreich sein. Beispiele:
m cosx = —0,6 x €[0; 2m,
" Die Losung von cos X = 0,6 finden wir mit dem Taschenrechner: % = 0,927 ...
Der Grundfigur entnehmen wir x,=x—x%=2214...
X, =m+X=4,068...

1
!
=
(=)

Cos X

En'iszﬂ—i]

E 4eosx+x—2=10

Bei dieser goniometrischen Gleichung suchen wir eine grafische Naherungslosung:
Um zu wissen, womit wir die Kosinuslinie zum Schnitt bringen, formen wir die Glei-

: =4 | :
chung so um, dass auf der einen Seite cos x steht: cos x = - 2t Ins Koordinaten-

Fal

- s : AP | I .
system zeichnen wir die Kosinuskurve und die Gerade y = R 5 Die x-Werte
der Schnittpunkte beider Kurven sind die Nidherungslosungen. Aus der moglichst ge-

nauen Zeichnung liest man ab x ~ —0,8 oder x = 1,43 oder x ~ 4,15.
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Leosx+x-2=0

Tangenskurve

Die Zuordnung x—tanx fiir x € R und x -7+ km, k € Z definiert eine Funktion, die

Tangensfunktion. Den Gra-
phen der Tangensfunktion fin-
den wir, wenn wir auf der x-
Achse den Winkel im Bogen-
mall und als y-Wert den
zugehorigen Tangenswert ab-
tragen.

|
7 e
i gL ¢ 3N 7L

[.Quadrant | ILQuadrant

e, e o e PR T EE) ST Y B PR
IMNKEL X E.«T 4J-T 3.7!" 24! ‘ 3“ 4.' ﬁf 1

= __-—_l [ 2 BEE — Il_ : i o

Tangenswerty | 0 ‘ —7'-1,,-'% ‘ 1 V3 ‘ =z ‘ V3 I ?1.1 0 ‘

Winkel x 180°| 210° 225° | 2407 | 270° 300° 315° 330° | 36{)”‘!
i S e e e S e e ST |
Winkel x | T 57 27 3 57 37 ‘ 27 & 7 2w
Tangenswerty | 0 L} ,,? l .,.-'_T = 3 ‘ =1 ‘ % ‘f? 0
: , | : :
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Die Wertetabelle ldsst vermuten, dass die Tangensfunktion die Periode 7 hat. Tatséchlich
gilt tan (x + 71) = tan x

Yi
Das beweisen wir mit dem Additionstheorem '

tan X +tan
I —tanx-tanm

=tlan x

tan (X + @) =

st

TAN-GRUNDFIGUR

I 8
mund + = (weil sie zusammen-

P

b | =

Als Grundfigur nehmen wir die Kurve zwischen —
hiingt). Mit dieser Grundfigur arbeitet auch der Taschenrechner. Er liefert als Losu ng der

m und +—m Die Grundfigur

Gleichung tanx = a, a€ R, immer Werte zwischen — 5
wiederholt sich immer wieder, wenn man den Graphen fiir beliebige x-Werte, die Tangens-
kurve, zeichnet.

Eigenschaften der Tangenskurve

— Definitionsmenge D = {x XeER und x+ %T‘f + ki, k e )’}

— Periode
— Punktsymmetrie zum Ursprung
— Nullstellen kr, ke Z
— Wertemenge W = R ‘ ‘ ‘ I 4

[wegen tan (—x) = —tan x]

_| ol
Periode|Periode Periode Periode Periode

Periode | Periode

TANGENSKURVE
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Die Tangenskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen

recht hilfreich sein. Beispiele:
m tanx = —2,7 x € [0; 2]
Der Taschenrechner liefert: X = —1,216 ...
Der Grundfigur entnehmen wir x, =X+ m=1925...
X, =X + 21 = 5,067 ...

: Y I
| |' tanx =-27

% +1
&+ £ ! iy 2 5 __n.llr___
! / i
i /
| I [
f 21 ; I|II |
;I 1 vl |
= i |
=
5 |
2

@ tanx = —3,14 xe[—zn'.
Wegen der Definitionsmenge der Ungleichung suchen wir die Losung nur im Bereich

der Grundfigur.
Der Taschenrechner liefert: x = — 1,262 ...
J - , = 1
Der Grundfigur entnehmen wir Xx=x< 5
yh

Nimmt man aber die gro3tmogliche Definitionsmenge, :
tanx>-314 | /

dann ergeben sich die Losungsintervalle, wenn man zu
den Grenzen ganzzahlige Vielfache von 7 (Periode!) ad-

diert, zum Beispiel:
- 5
% + 2’_‘.:_:2_‘...[. '_'é_ég.r';""""“'

[i‘ i é fT|: oder

L

[iiﬂisﬂf
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[T tan X = cos x x e [0; 2m]
Diese rein goniometrische Gleichung lasst sich zwar auch algebraisch l6sen, manch-
mal genligt aber eine grafische Niherungslésung: Losungen sind die x-Werte der
Schnittpunkte von Tangens- und Kosinuskurve. Aus der moglichst genauen Zeich-
nung liest man ab x = (0,67 oder x = 2,48.

Zum Vergleich noch die algebraische Lésung:

fan X = cos X |- cos x
sin X = (cos x)?
sin x = | — (sin x)?
(sinx)’+sinx — 1 =0, nach sinx aufldsen:
: 1 +45
sinx =———
2
- == 3-"5 : ;
Der Wert e 1,62 ist kleiner als — 1, also unbrauchbar.
. 2 X 1,-';§ =dl
Die Losungen von sin x = — = sind: 1 el
= i sinxXx < x < tanx
. o - i
X, =0,666... und x;=wm—x,=2475... i (- i

=~ sinK

sinx=x=tanx
flls  Ixl <o




Abwandlungen der Sinuskurve

Bei den Parabeln gibt es eine Grundfigur: Die Normalparabel, sie hat die Gleichung
y = x’. Aus ihr erzeugt man andere Parabeln, indem man den Funktionsterm verindert.
Die allgemeine Parabelgleichung lautet y = a(x — b)* + ¢. Der Faktor a verdndert die Form
(breit/schmal), bei negativem a ist die Parabel an der x-Achse gespiegelt.

Der Summand b schiebt nach rechts oder links, der Summand ¢ nach oben oder unten.
Wir untersuchen jetzt, was solche Termabwandlungen fiir die Sinuskurve bedeuten.

Faktor bei sin: y=a-sinx

Alle y-Werte der Sinuskurve werden mit dem Faktor a multipliziert. Dadurch wird die Si-
nuskurve in y-Richtung gestaucht (|a| < 1) oder gestreckt (|a| > 1), bei negativem a ist sie
an der x-Achse gespiegelt.

Faktor bei x: | y=sinbx b>0
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I i 2
Werte der Sinuskurve werden mit b multipliziert, die neue Periode ist also = Fiirb > 1

ist die Sinuskurve in x-Richtung gestaucht, fiir 0 <b < | ist sie in x-Richtung gestreckt.
Bei negativem b kann man wegen sin(—x) = —sin x den Faktor (— 1) ausklammern,

Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus bx =km zu x = —km, ke Z. Alle x-

iy X sinfx+ in sin(x- {m)

Summand bei x:

y =sin(x +¢) |

Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus x +c=km zu x =km — ¢, ke Z. Von al-
len x-Werten der Sinuskurve wird ¢ subtrahiert, das heiBt, die Sinuskurve verschiebt sich
um —c in x-Richtung. Bei positivem ¢ haben wir eine Verschiebung um ¢ nach links, bei
negativem c eine Verschiebung um |c| nach rechts.

: I
Beispiel: y = sin (x + = ,-'r)

20
Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus
1 1 I
x+5m=kr zu .x'=kﬁ—?rr—---j-ﬁ---m,k.ztz-

Die Sinuskurve ist um ?rr nach links verschoben. Das neue Bild erinnert an die

Kosinuskurve. Tatséchlich gilt (Additionstheorem)

f

: I : "1 sl d
sin (x I-Err SI['IKCOH(STT + cos xsin | —-7r | = cos x

Yi
= CosX _sing
e /-’
3 e /_\\ = —
_ T Pl 3n

-

Allgemein gilt:

. 1 X
sin x+?n =cosx und cos|x+—m|=—sinx
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Summand bei sin x: L y=sinx+d

Zu allen y-Werten der Sinuskurve wird d addiert, das heil3t, die Sinuskurve verschiebt sich

um d in y-Richtung. y
2 L ol
_,_.;"_", : \\]]-[ \“‘ ,—-" 2]}/ an -._L‘- —'J_. 4T -
57 : ;
: ./
T== sinx -05
-2
Allgemeine Sinuskurve: | y=a-sinb(x +c¢)

Die allgemeine Sinuskurve findet man durch schrittweises Abwandeln der Sinuskurve.
: . i T
Die Periode ist T)
Start ist die Nullstelle bei x = —c.
Die y-Werte liegen zwischen — | a | und | a |. Bei negativem a muss an der x-Achse gespiegelt
werden.
Bei der Kurvey = a - sin b (x + ¢) + d muss noch um d in y-Richtung verschoben werden.

|

) |
Beispiel: y= —3sin ( -X + I'{)

4
: ; : : 2 : : : 3
Die Periode und die Verschiebung finden wir, wenn wir den Faktor 4 ausklam-
mern
: 3 i 3/ 1 )
y 3sin- (x 3 rr'
- PIES
Periode T
4
el .

Startstelle: x + FET 0, also Start bei x = 37

y-Schwankung zwischen —3 und +3
Spiegelung an der x-Achse wegen des negativen Faktors bei sin x: =3 <0

1 C _3sinlixein)




Uberlagerung zweier allgemeiner Sinuskurven
Man iberlagert zwei Kurven, indem man bei jeder Stelle x die zugehorigen y-Werte ad-
diert. Auch bei zwei Sinuskurven geht das so.
Beispiele:
l. Kurve: y= —sin2x

. 1
2.Kurve: y=2sin (x ; Tﬂ')

Uberlagerungskurve:
i 2sinlx+{m) _2sin{x+{n) - sin2x

; : 1
y = —sin2x + 2 sin (x T
i

2n

Eine kleine Abwandlung der beiden Kurventerme bewirkt eine groBe Anderung der neuen
Kurve:
‘ j yi sinfx«+ {m) sinlx+ {n) - 2sin 2x

Y= —2sin 2x Hin(x *'-7;1

Y ¢

-25in 2x

'.. M
?' + —.--@ 1|I||:
it
pT
3|L

Manchmal konnen wir mit den Summenformeln den Term der Uberlagerungskurve zu-
sammenfassen:

. Kurve: y=2sinx

ol |
2. Kurve: y 25‘::1(.& 37
v 'l

\
- { '| b
Uberlagerungskurve: y=2sinx + 2sin (:\' = 1-7)
Wegen sin « + sin § = 2 sin U’; i . cos = ; b ergibt sich
2-2 s F\: ] ) cO I 243 sin l
F=2SIn e — | C0sT—"1 s Xi=i—
¥ ]ﬂ( 6 “; 6 T 6 T
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23 sinlx-im)

2sinix-3n)

Andert man bei der ersten Kurve das Vorzeichen im Term, so ergibt sich fiir die Uberlage-
rungskurve:

; il ] 4
y= _ZHIUX_.E.‘H“(K —Tﬁj 3][ ZS0i
- / '

3 2
2sin (x Tﬁ)

Die Uberlagerungskurve ist wie-
der eine allgemeine Sinuskurve.

21 2sinfx- gn]

N

Im vorigen Beispiel haben die beiden Summanden dieselbe Periode und denselben Faktor
vor sin. Eine allgemeine Sinuskurve ergibt sich aber auch schon, wenn die beiden Sum-
manden blof dieselbe Periode haben. Wir zeigen das fiir die Periode 2.

asinx +bsin(x + 9d) = Asin(x + A)

Die Unbekannten A und A ergeben sich, wenn man auf beiden Seiten das Additions-
theorem des Sinus anwendet:

asinx + bsinxsind + bcosxsind = AsinxcosA + AcosxsinA
(a+bcosd)sinx + bsindcosx = AcosAsinx + AsinA cos x

Vergleicht man die Koeffizienten von sinx und von cos x, dann ergibt sich
bsind = AsinA (I) und a+bcosd=AcosA (II)
Quadriert und addiert man (I) und (II), dann bekommt man
b2 [sind)? + (cos )*] + a® + 2ab cosd = A®[(sin A)* + (cos A)’]
also A?=a’+b’+ 2abcosd (K)

sinA b
Aus (I) folgt ——=—+ \
usljioly sin & A )
Aus (K) und (S) findet man A und A. Deutet man (K) als Kosinussatz und (S) als Si-
nussatz fiir ein Dreieck mit den Seiten a, b und dem Zwischenwinkel (7 — 8), dann

kann man A und A leicht konstruieren.
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Aufgaben zu 8.

2

sy
/!

: : 7 . (1 =il
1. Zeige mit dem Additionstheorem: sin (—,}— X Sin[===1m =%
Was bedeutet das fiir die Sinuskurve?

* 2. Zeige mit dem Additionstheorem: sin(m + x) = —sin(m — X)
Was bedeutet das fiir die Sinuskurve?

L7

= - : A & 1
Zeige mit dem Additionstheorem: cos (?ﬂ' 3 x) = —C08 (-,) 1 x)

Was bedeutet das fiir die Kosinuskurve?

4. Zeige mit dem Additionstheorem: cos (7 + x) = cos (7 — X)
Was bedeutet das fiir die Kosinuskurve?

Ln

. Zeige mit dem Additionstheorem: tan (m + x) = —tan (7 — X)
Was bedeutet das fiir die Tangenskurve?

6. Gib alle Symmetrieachsen und -zentren der Sinus- und Kosinuskurve an.
7. Gib drei Punkte an, zu denen die Tangenskurve symmetrisch ist.
8. Zeichne die Graphen im Bereich —m<x <27

a) y=1-—sinx b) y=cosx —2 ¢) y= —tanx

-

d) y = (sinx) e) y=(cosx)’ f) y=(sinx)’ + (cos x)2.
9. Erldutere an den Graphen die Beziehungen
a) y=1—sinx b) cosx = —cos (T — x)
,)' 4L

\

: 1 )
c) 5mx=cos(7ﬁ—x) d) cosx sm( T = x).

10. Zeichne den Graphen der Funktion im Bereich [—m; 27]
a) y=3sinx b) y =sin(—3x)

S o O
c) y-—sm(.x -r-?n) d) Y“hlt](x -—?rr) +2

l
e) y=2cosx — 1 f) y= 7(:05(—23}-;- 1.

11. Zeichne den Graphen der Funktion im Bereich [~ 2r]

! l 3 - ]
a)}’:zmn(?x%- 12 ﬁ) b) }rr-?sm(—;—x—Tn)

¢) y=—2cos(2x — ) d) y —BHin(%rr—Bx) =2

\ e

12. Bestimme die Nullstellen, Hoch- und Tiefpunkte und die Wertemenge. Zeichne den
Graphen der Funktion im Bereich [ —; 27]

I 1 1 I
J =-——51 |t r=2cos|x+—m|——=
a) vy 5 hlﬂ(){ 5 "r) I b) v cm(x 1 ) 5 -
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15.

. Zeichne die Kurven von y =sinX, y =tanx und y = x im Bereich 0 = x = | (Léngen-

einheit 10 cm). Lege eine Wertetabelle mit Schrittweite 0,1 an. Aus der Zeichnung er-
kennst du, dass die Niherungen sinx = x,tan x = xundsin x = tan x fir kleine Werte
von x ziemlich gut sind. (Siehe Seite 192 unten)

Berechne fiir die Nidherungen jeweils den maximalen x-Wert, sodass der Unter-
schied der y-Werte kleiner ist als 0,01 (0,001).

. Gib bei den Funktionstermen an:

— die erste positive Nullstelle

— die Periode

— den ersten positiven x-Wert eines Hochpunkts
— die Wertemenge.

a) 5sinx b) sin 5x ¢) sin(x — 5)
| . :
d) :il_Il-;i—K e) —5sinx f) sin(—5x)
= = 2
g) sin(5 — x) h) Siil(— ?X) i) 25”1(9{ T_l)
i ’)(J __]_ ) kY —2si (..j } ]} l L +£_,
j) sin2 \x 5 rr! ) sin(—2x 5 Sl | X+

¢ 3 b ah S S0 ; (.1 ]
m) sin | 2x + S n) sin 3:\ 77 0) sin| X T

2 2
Die Sinuskurve, die Gerade x =a (0 =a = ) und die x-Achse begrenzen ein Fli-
chenstiick vom Inhalt A(a) =1 — cosa. Berechne die Inhalte der schraffierten Fli-
chenstiicke.

b/
b) 4 sinx COS X
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16. asinb(x + ¢)
Bestimme a, b und ¢ so, dass der Funktionsterm zum Bild passt. (Jede Nullstelle ist
Vielfaches von 71/6.)

b)

d)

e)

2)
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17. asin(bx +¢)
Bestimme a, b und ¢ so, dass der Funktionsterm zum Bild passt.

b)

c)

18. Die Bilder zeigen kongruente Sinuskurven in verschiedenen Koordinatensystemen.

Gib jeweils die Kurvengleichung an.

19. Kennzeichne in einem Koordinatensystem mit Farbe alle Punkte P(x|y), fiir die gilt
a) —-n=x=n und sinx—1=sy=—1-—cosX

b) 0=x=2r und 2+sinx=y=1-cosx

¢) 0=x=xw und cosx<y=m—X

d)0=x=4 und x—1<y<sinx.
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*20. Gib die maximale Definitionsmenge und die Periode an von

d
d

24,

25.

27.

202

26.

a) y =sinx + cosx

¢) y= 1+ (tanx)?

. Bestimme x € [0; 27 |

a) sinx = 0.1
¢) sin2x =0,6

]
e) |Hi|‘l(.‘i = 3-3)‘ 0,866
| .

Bestimme x € [0; 27|
a) cosx=—072
¢) cos2x =096

i

|
¢) c()s(x = n)| 0,995

Bestimme x € [0; 77|
a) tanx = —0.,5
¢) tan2x=1,158

v [

| :
e) |tan (,\' - -r)‘- 1.732
|

Fir welche x € [0; 2rr| gilt
a) sinx < —0.2
¢) sin2x = 0,96

sin(x-

\

e)

1 !
e i 5
3 rr)! > (0,995

b) y=sinx +tanx
I

sinx =

d) y=

4,

b) 2sinx = —1.,683
d) |sinx|=10,48

/ 4

9] 1
f) 35!11?(:1+ 4-.7!) 1,8.

b) 2cosx = —0,832
d) |cosx|=0,878

i | .
f) 40053 (\,\ i H) 0,283 .

b) 2tanx =437
d) [tanx|=0,143
L/ l
f) 4tan?(\.\ + 'I.‘l) =
b) cosx = —0,832

d) |cosx| > 0,878

: ‘( L R
) mn2 X 4“) i)

N

Fiir welches x gilt (grafisch 16sen!)

a) sinx =0.25x
€) cos2x = —x

b) sinx=x—1
d) |cosx|=2x

e) tanx=2—x (I Losung!) f) sin2x +tanx =079

Bestimme den Term der allgemeinen Sinuskurve, die sich bei der Uberlagerung er-

gibt.

: i |
a) sinx + 2sin (x - 7 .‘r)

I . — ]
c) Tsmx—z.wm(x f ?’IT

Zeige:

L}

X-sine+ y-cos o

r-sin (o + @)

: J==)
b) 3s F4sin(x +—m
’) 3sinx 4sm(!¢ 5 J

) d) sin(2x) + 251;12(& - ;_q)

und es gilt:

r und @ sind die Polarkoordinaten des Punkts P(x|y).







Vorbemerkung

Schneidet man einen geraden Kreiskegel mit einer Ebene, so ergibt sich eine ebene Schnitt-
kurve. Je nach Schnittrichtung entsteht

— eine geschlossene Kurve

— eine offene Kurve, die sich ins Unendliche erstreckt

— eine Kurve aus zwei Teilen, die sich ins Unendliche erstrecken.

Gerader Kreiskegel
im Normalbild

>

Gerader Kreiskegel
im Aufriss

<
o
7 Ellipse
"'.Va'
Schnittebene
In‘.
Standebong:
=
T
s Stand
b
P
v
Seor
A
L -
“A‘u’lr 3

Schnitt- und Stand-

ebene sind parallel




i
v

Geschlossene Kurven sind Ellipsen, im Sonderfall Kreise. Offene Kurven sind Parabeln
(einteilig) oder Hyperbeln (zweiteilig). Von alters her heillen solche Kurven Kegelschnitte.

Schon vor gut 2000 Jahren haben sich die griechischen Mathematiker mit diesen Kurven
beschiftigt. APPOLONIOS (262 bis 190) war der erste, der sie als Schnitte von Kegeln und
Ebenen erkannte. Die Faszination der Kegelschnitte hat sich bis heute erhalten. Keines-
wegs nur Mathematiker miissen iiber sie Bescheid wissen — auch Astronomen, Techniker,
Baumeister, ja sogar Maler.

In unserer Umwelt begegnen wir stindig Kegelschnitten:

— Schattengrenze eines Lichtkegels auf einer ebenen Wand

— Bild eines Kreises, den man schrig anschaut

— tdglicher Weg der Schattenspitze des Zeigers einer Sonnenuhr

Bahn eines schrig geworfenen Balls (Springbrunnen)

Bahnen von Himmelskorpern und Satelliten

Grundrisse von Barockkirchen und Barockgirten

gewdlbte Spiegel in optischen Geriten.

Von Kegelschnitten ist neben dem Kreis die Ellipse die wichtigste Kurve. Deshalb nehmen
wir sie uns als erste vor.

|

Hyperbel ',

LT,
3 |

Hyperbel Hebay
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I. Die Ellipse

1. Die Ellipse als Zylinderschnitt : _
e Gerader Kreiszylinder
Kreis und Ellipse entstehen auch, wenn eine {1 im Normalbild
Ebene einen geraden Kreiszylinder schneidet.
Steht die Schnittebene senkrecht auf der Zylin-
derachse und damit auf jeder Mantellinie, so R
entsteht ein Kreis; bei einem endlichen Zylin- im Auft
der ist die Schnittebene dann parallel zur
Standebene. Ein schriger Schnitt liefert eine
Ellipse. Auch der Schattenbereich einer Kugel
im Parallellicht ist ein Kreiszylinder. Trifft der
Schatten auf eine ebene Wand, so entsteht je
nach Auftreffwinkel ein Kreis oder eine El-
lipse.

¢ Sehnittebene
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Die Symmetrie des Zylinders iibertrigt sich auf die Ellipse. Sie hat zwei zueinander senk-
rechte Symmetrieachsen, diese schneiden sich im Mittelpunkt M der Ellipse. Die Ellipse
ist punktsymmetrisch zu M. Jede Sehne durch M heif3t Durchmesser der Ellipse.

Der lingste Durchmesser [A A,] heilit groBe Achse oder auch Hauptachse, der kiirzeste
Durchmesser [B,B,] heif3t kleine Achse oder auch Nebenachse. Traditionell bezeichnet man
die Linge der grolen Achse mit 2a, die Linge der kleinen Achse mit 2b. Deswegen heilit a
groBe Halbachse und b kleine Halbachse. Die Endpunkte A; und A, der Hauptachse nennt
man Hauptscheitel, die Endpunkte B, und B, der Nebenachse Nebenscheitel,

Symmetrieachsen - B, Nebersdiaital

2b | kleine Achse,
Nebenachse

grolie Achse,
Hauptachse

2a

Haupt
scheitel A,

A, Haupt-
acheitel

kleine Halb- srofe Halbachss a
achse h —

B; Nebenscheitel
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Die kleine Halbachse b ist gleich dem Zylinderradius
r, die groBe Halbachse a hdngt ab vom Winkel zwi-
schen der Schnittebene und der Zylinderachse. Aus
der Zeichnung lesen wir ab:

2 r
b=r und sing=— 3also a=—
a sin o

Kreisstreckung — Hauptkreis-Konstruktion

Eine der klassischen Grundaufgaben ist es, bei gege-
benen Halbachsen a und b einzelne Ellipsenpunkte
zu konstruieren. Dafiir gibt es mehrere Moglichkei-
ten. Eine beruht darauf, dass man die Ellipse als axial
gestauchten oder gestreckten Kreis deutet. Dieser
Kreis heilt Hauptkreis der Ellipse. Jede Ellipse hat
zwei Hauptkreise: einen mit Radius a und einen mit
Radius b.




¥

Im Bild: Streckung aufz Doppelte

a
=
K (Xy|yx) wird auf den Ellipsenpunkt E(s.|y.) abgebildet. Diese Abbildung heif3t axiale

Der Kreis mit Radius b wird in x-Richtung aufs fache gestreckt — der Kreispunkt

Streckung (in x-Richtung): Alle x-Werte sind mit dem Faktor % multipliziert, die y-Werte

dndern sich nicht. Die axiale Streckung ist von der zentrischen Streckung zu unterschei-
den.

Die Streckung des Kreises mit Radius b zu einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lisst
sich auch mit Zirkel und Lineal einfach konstruieren. Sind a und b gegeben, so zeichnet
man zwei konzentrische Kreise mit den Radien a und b. Einen Ellipsenpunkt E(x.|y,) fin-
det man so: Man zeichnet einen Radius, der den groflen Kreis in P(X,|Y,) und den klei-
nen Kreis in Q(x;|y,) schneidet. Die Parallele zur x-Achse durch Q und die Parallele zur
y-Achse durch P schneiden sich im Ellipsenpunkt E. Die Begriindung lesen wir aus dem
Bild ab.

Y= W
X d a
——aee e x’ -
Xy, b b ¥

M

Diese Gleichungen beschreiben die Streckung des kleinen Kreises in x-Richtung aufs

a
—-fache.
b b
Andere Deutung: Stauchung des groBen Kreises in y-Richtung aufs _;—I‘achc:
Xe X:\
Y. b b
=
= 4 > a
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Hauptkreis-
Stauchung

Die Streckung eines Kreises zur Ellipse beobachtet man am Schatten einer Kugel; die
Stauchung eines Kreises zur Ellipse sieht man, wenn man aus verschiedenen Richtungen
auf einen Kreis schaut.

Blick auf ein zylindrisches Gefal
unter verschiedenen Hohenwinkeln

-

30°éi(]" o\

o

|
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* Papierstreifen-Konstruktion

Aus der Hauptkreis-Konstruktion lisst sich eine besonders einfache Methode zum mecha-
nischen Zeichnen einer Ellipse ableiten, die Papierstreifen-Konstruktion: Man erganzt das
rechtwinklige Dreieck in der Ausgangsfigur zu einem Rechteck und verldngert dessen an-
dere Diagonale bis zum Schnitt mit der x- und y-Achse. Symmetrieliberlegungen zeigen,
dass der Ellipsenpunkt E diese verlingerte Diagonale in Strecken der Lingen a und b un-
terteilt.

& 4

: /) R a . b

Verschiebt man also einen Stab der Linge a + b in einem rechten Winkel s0, dass seine
Endpunkte auf den Schenkeln gleiten, so beschreibt der Teilpunkt E den Bogen einer El-
lipse mit den Halbachsen a und b.

Ellipsenbahnen der Sprossen
einer rutschenden Leiter
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*Schnitt von Gerade und Ellipse

Wir wenden die Hauptkreis-Konstruktion an und konstruieren die Schnittpunkte einer
Gerade g = PQ und einer Ellipse mit bekannten Halbachsen. P liege auf der x-Achse.

Lisungsidee : -
Wir strecken die Ellipse und die Gerade in :

y-Richtung mit dem Faktor %: Die Ellipse :

wird zum groBen Hauptkreis und die Ge- b 1Q i E
rade g zur Gerade g'. Die Schnittpunkte §' ot S
und T' von g’ und groBem Hauptkreis stau-

e a

il s b . :
chen wir mit dem Faktor o in y-Richtung

und bekommen die gesuchten Schnitt-
punkte S und T. T

Konstruktion
Der Schnittpunkt P von Gerade und x-Achse bleibt liegen: P = P". Der Geradenpunkt

Q(x,]y,) wird abgebildet auf Q’(xq|%yq}, (Achte auf die gestrichelte V-Figur!)

W ist Schnittpunkt von Hauptkreis (1) mit 'w.
Radius a und y-Achse. 2.

V ist Schnittpunkt von x-Achse und Ge- 5. g®
rade (2) durch Q und den Nebenscheitel : G
B.. _

Q' ist Schnittpunkt von Gerade VW (3) und Loy
Parallele () zur y-Achse durch Q. N

S’ ist Schnittpunkt von Gerade g' = PQ (& ——
und Hauptkreis (1). [ -P' - -

S ist Schnittpunkt von Gerade g = PQ und M
Parallele (6) zur y-Achse durch S". o\

|
e




Aufgaben

10.

e]1l.

s]2.

Eine Ebene schneidet einen Zylinder mit Radius r = 6 so, dass sie mit der Zylinder-
achse den Winkel ¢ bildet.

Berechne die beiden Halbachsen der Schnittellipse fiir

a) o =45° b) o = 60° ¢) o =90°

- Wie groll muss der Zylinderradius r und der Winkel o« zwischen Zylinderachse und

Schnittebene sein, damit eine Schnittellipse entsteht mit
a) a=5, b=3 b) a=5, b=4 ¢)a=10, b=4

. Ein Zylinder mit Radius r und Héhe h und eine Ebene schneiden sich so, dass eine

Ellipse mit maximaler groBer Halbachse a entsteht.
Gib die Halbachsen der Ellipsen an, falls

a)r=35, h=24 b) e=h ¢) 2r=h

. Ein Kreis mit Radius r = 6 wird in y-Richtung aufs %-fache gestaucht. Zeichne die

Bildellipse und gib die beiden Halbachsen an.

- Ein Kreis mit Radius r =35 wird in y-Richtung aufs %-fache gedehnt. Zeichne die

Bildellipse und gib die beiden Halbachsen an.

- Konstruiere mit Hilfe der Hauptkreise einige Punkte der Ellipsen mit den Halbach-

sen a und b
a)a=5, b=3 b) a=6, b=3 c)a=6, b=2

- Von einer Ellipse kennt man eine Halbachse und einen Punkt E. Ermittle die andere

Halbachse durch Konstruktion.
a) a=13, E(5|4) b) b=35, E(6|4) ¢c) a=10, E(6|6)

Markiere auf einem 10 cm langen Kartonstreifen einen Punkt, der 4 cm vom Rand
weg liegt. Zeichne damit eine Ellipse und gib ihre Halbachsen an.

. Wie lasst sich die Papierstreifen-Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausfiihren?
I

Konstruiere damit einige Punkte einer Ellipse mit den Halbachsen 5 und 3.

Eine 4 m lange Leiter rutscht an einer Hauswand ab.

Welche Punkte beschreiben eine Kreisbahn? Begriindung!

Wie grol3 ist der Kreisradius?

Die Gerade PQ schneide die Ellipse mit den Scheiteln A, und B, in den Punkten S
und T. Konstruiere diese Schnittpunkte und gib ihre Koordinaten an.

a) P(—1,55), Q(8,5/0), A,(6,5/0), B,(0]325)
b) P(10|-1), Q(5[-7), A,(12,5(0), B,(0]3)

Konstruiere die Tangenten vom Punkt P an die Ellipse mit den Scheiteln A, und B,
und gib die Koordinaten der Beriihrpunkte S und T an.

a) P(—12,5(0), A,(-=7,5]0), B,(0|—5) b) P(—1,5|-7), A,(—7,5|0), B,(0]|—5)
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2. Die Mittelpunkt-Gleichung einer Ellipse

So wie man die Punkte einer Gerade durch die Gleichung ay + bx + ¢ =0 beschreiben
kann, so lassen sich auch die Punkte einer Ellipse mit einer Gleichung festlegen. Beginnen
wir mit der einfachsten Ellipse, dem Kreis. k sei ein Kreis um M (0|0) mit Radius r. Nach
Pythagoras gilt fiir jeden Kreispunkt P(x|y):

Plx|v)

XX+y*=r

by

Damit ist die Gleichung schon gefunden. Nach y aufgeldst ergibt sich:

ly| = n,frr-’ —x2  das heiBt y = +4r2—x?> (oberer Halbkreis)

oder Y= — y’_r"- — x? (unterer Halbkreis)
Die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a und b und Mittelpunkt M(0|0) ergibt
: : : b
sich. wenn man einen Kreis mit Radius r = a in y-Richtung mit dem Faktor & staucht.

Aus der Kreisgleichung |y|= ya’ — x* bekommen wir die

bl
Ellipsengleichung |y| = 2 yas —x

Quadrieren und Sortieren liefert die Mittelpunkt-Gleichung der Ellipse mit den Halb-
achsen a (in x-Richtung) und b (in y-Richtung).

YA
Xy i b —
— =1 a \\
2 2z {
4 b ; %
N s
~. —
T Querformat
Liegt die groBe Halbachse in y-Richtung, _/,’-'5-...‘\
dann heilit die Gleichung: v
/! \
1 II.-' A
2 2 ( 1
N T = i' b |
b? 5 g2 =] 1 |:
\ / Hochformat
\\ : s
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Ein anderer Weg von der Kreisgleichung zur Ellipsengleichung folgt aus den uns schon
bekannten Koordinaten-Beziehungen zwischen einem Punkt (x, yi) des Hauptkreises mit
Radius a und Ellipsenpunkt (x.|y,):

X, = X, (siehe Seite 210)
T L a
Y a ¥x ¥k h ¥e

Kreisgleichung: x{ +yi =a’ eingesetzt ergibt

A
gl

Ellipsengleichung: x? +Fﬁ--yﬁ =a’ in iblicher Form: : i =1
Die Gleichung der Ellipse im Querformat mit T
den Halbachsen 3 und 5 um M (0|0) lautet also "

-_ } / 3

L

St 92

nYy

o

Diese Gleichung lasst sich umformen zu:
9x% + 25y2 — 225 = ()

Allgemein beschreibt jede Gleichung der Form px’+qy?—r=0 mit p, g,.r>0 eine
Ellipse. Die Halbachsen finden wir durch geeignete Umformung:

16X+ 9y —9 =0 s 2
16x2 + 9y2 = 9 “ N
7 \
1652 1
9 | III II' T
7 7 3 |’
2 2 | .
SR (S e i
(}4) F B I'\-,_ f
\\ y
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*Fliiche und Umfang der Ellipse

Die Idee von der Ellipse als gestauchtem Kreis fiihrt auch zu einer einfachen Formel fiir
die Fliche einer Ellipse. Man denkt sich den Kreis in sehr schmale, annihernd rechteckige
Streifen zerlegt. Beim Stauchen bleibt jeder Streifen gleich breit, seine Hohe und damit

: Y il : b
seine Fliche nehmen ab aufs ;-i’ache. Also gilt Agpipse = ;Ak,m.

AI-.]Iip.w = abrr

Wer nun nach dieser einfachen Flichenformel erwartet,
dass es auch fiir den Umfang der Ellipse eine einfache For- ;
mel gibt, der irrt. Nur mit Hilfe hoherer Mathematik findet N | [reisfliche a'n
man Ausdriicke, mit denen man den Umfang néherungs- | '
weise berechnen kann. Eine kleine Auswahl:

Elli:psenflﬁé::l:é’l.é ah L

‘:D UEEIIip.\r =T I:%(u 2 h} e \'Il’i_lb :l

@  Ugpipse =7 (d b= a

Fiir a = b = r wird aus diesen drei Formeln erwartungsgemif der Term 7 - 2r. Wer’s exakt
haben will, muss eine Summe mit unendlich vielen Summanden »berechnen«, zum Bei-
spiel

1V, [(1:3\2e*  [1:3:-5)\2 ¢
S8 e 2“{'_(3) ‘:'_(2-—4) ?_(2-4-6) 5 _]

mit e*=a>— b*.

Fiir eine Ellipse mit a =1 und b = 0,5 ergibt sich F = abm = 0,57. Das ist die halbe Flache
des groBen Halbkreises mit r = 1. Dieser Kreis hat den Umfang 2m. Die Niherungsfor-
meln fiir den Ellipsenumfang liefern (10 giiltige Dezimalen)

303 |
3 3 Ll isanesannss.
2.3 \/J 71,5428

3 5

i \/; 4
3 1/4

( | B — _—

\.3 Ll-.]l]p-:c T |: 2 2 4 - 3212 }

'@' UI'ZII'ipsc =T 1,54' 9(’!4 4251...

[:J_j [-]I-.lllpc-.c =T

- 1,5405694150...

i
o —
@ Ugipe =75

- 1,541 666 6666...
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* Ellipsenzirkel

Zum Zeichnen von Kreisen hat man als Werkzeug den Zirkel erfunden. Verbliiffender-
weise gibt es auch ein mechanisches Geriit zum Zeichnen von Ellipsen, den Ellipsenzirkel.
Seine Funktionsweise beruht auf der Papierstreifen-Konstruktion.

Zwei feste Punkte R und S eines Stabs mit ER = a und ES = b gleiten in zueinander senk-
rechten Schienen. Ein Stift im Endpunkt E zeichnet eine Ellipse mit den Halbachsen a
und b,

= 7 ) v 4x I":fxl}"J
Begriindung: sinu=-—, cospu F 4
g Ju
F
(sin p)? + (cos p)* = 1 /b |y
#
=) 2 F 4
SRR ; 4 L,
a? b? /S

das heil3t, die Koordinaten von E erfiillen

die Ellipsengleichung, A RO R

‘x“u. Stift
Der bewegliche
Arm wird von
der Hand
sefiihrt

Der Fuly 2
ruht auf der s
Unterlage. k -«
e . ORONORE aT .
o .
A
|I ..
“ A
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*Die Scheitel-Kriimmungskreise

Normalerweise hat man keinen Ellipsenzirkel zur Hand. Aber auch ein Kreiszirkel eignet
sich zum niherungsweisen Zeichnen von Ellipsen. Dazu dienen vier Kreisbogen, die die
Ellipse in der Umgebung der Scheitel am besten anniihern. Sie heillen Scheitel-Kriim-
mungskreise. IThre Mittelpunkte liegen aus Symmetriegriinden auf den Achsen. Das Bild
erkliirt die Konstruktion dieser Mittelpunkte M, und M,.

T

: '-\'11.1

Zeichnet man die vier Kreisbogen (die sich nicht schneiden!), dann hat man schon einen
verbliiffend guten Eindruck von Ellipse. Diese ldsst sich jetzt gut skizzieren — aber Obacht:
immer innerhalb der grofien und auBerhalb der kleinen Néherungskreise bleiben, denn
nur die vier Scheitel sind Ellipsenpunkte! Die Kreisradien liest man aus der Konstruk-
tionsfigur ab:

Aus ACAM, —~ ABCA folgt C
Ly = l ¥ D
b a 280 k=g El 5
L | 4
Aus ABCM, ~ ACAB folgt o
s N,
, 4 S o _H_ rh
T also b = z

Mj,
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Wer’s genauer wissen will, erfihrt jetzt den mathematischen Hintergrund.

Im Allgemeinen schneiden sich Kreis und Ellipse in vier Punkten.

Haben sie eine gemeinsame Tangente, dann beriihren sie sich: Zwei Schnittpunkte fallen in
einem Beriihrpunkt zusammen. Als Berithrpunkt wiihlen wir den rechten Hauptscheitel,
halten ihn fest und verkleinern den Radius. Dabei wandern die beiden andern Schnitt-
punkte auf der Ellipse in Richtung Beriihrpunkt.

gemeinsame Tangente
_,-——__—)- A
= T Schnitt-
.\ punkt
-
-
) .
1 4 Schnittpunkte __ Beriihrpunkt ]
F (2 Schnittpunkte) |
P = 1
= Schnitt-* |
/ purnlkt |
.-~ o
e e

Bei einem bestimmten Radius treffen sich alle vier Schnittpunkte im Berithrpunkt und bil-
den einen vierfachen Schnittpunkt. Grafisch duBert sich das darin, dass sich der Kreis jetzt
besonders innig an die Ellipse anschmiegt.
Fiir die Koordinaten der beiden beweglichen Schnittpunkte gelten zwei Gleichungen
I y¥=Qr—a+x)(a—x)
(Hohensatz im Dreieck CAP)

B
2 (a* — x?)

Ay

Pix|y)

II y*=
(Ellipsengleichung) e

Gleichsetzen liefert: c 2r JA

LES

-

(2r—a+ X)(a—x)= 2,

(a-+x)(a—x) ¥

das ergibt eine quadratische Gleichung fiir x

>

b G x)] =0

da

(a—x) [(2r—a+x]—

Eine Losung ist x; = a (gehort zum Scheitel A).

r soll nun so bestimmt werden, dass auch die zweite Losung x,, fiir die die zweite Klammer
[--.] gleich null ist, den Wert a hat. Setzen wir in [...] a fiir x ein, so ergibt sich fiir r

2 (a+a}] =0

a.’.

[{2r--a+a}—

-

b’ : : : - .
2r=2 T = r —:— , das ist der Radius r, des kleinen Scheitel-Kriimmungskreises.
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Fiir den Radius r, des groBen Scheitel-Kriimmungskreises gelten entsprechende Uberle-
gungen. Die Scheitel-Kriimmungskreise sind deshalb so besonders gute Schmiegekreise,
weil in jedem Scheitel vier Schnittpunkte zusammenfallen. Dieselbe Uberlegung fiir an-
dere Ellipsenpunkte zeigt, dass nur drei Schnittpunkte zusammenfallen: Jetzt durchdrin-
gen die Schmiegekreise die Ellipse. IThre Konstruktion ist schwieriger.

Aufgaben

Wenn nichts anderes vermerkt ist, liegt die Ellipse im Querformat. Thr Mittelpunkt ist im-
mer der Ursprung.

1. Wie lautet die Mittelpunkt-Gleichung einer Ellipse E, fiir die gilt
a) a=2, b=1 b) a=2, b=1, Hochformat c) a=+10, b=45

2. Bestimme die Halbachsen a und b der Ellipse.
Hat die Ellipse Quer- oder Hochformat?

X b 5 5
i — -— B (] S.'-\- -4 2 Jis == ?_
a) T g 1 b) 0,5x y

Th e e
¢) dx* Ty = 1 d) HK‘ —i—E‘y“:I

. Von einer Ellipse kennt man eine Halbachse und einen Punkt.
Bestimme die andere Halbachse.
a) a=545, P(10[1) b) b=5+2, P(—14|1)
¢) a=5410, P(15|-3) d) b=4413 , P(-15|-8)

4. Von einer Ellipse kennt man die Punkte P und Q.
Bestimme die Mittelpunkt-Gleichung. (Tip: Substitution von /: und %)
a) PO|—1), Q(-7|3) b) P(—1/9), Q(—9(6)
¢) P(17|4), Q(23|-1) d) P(—19(4), Q(l6]|11)

Lad
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5. Der Ellipse mit der Gleichung 16x> + 9y = 144 ist ein Quadrat einbeschrieben. Be-
rechne seine Seitenlidnge s.

6. Die Ellipse mit der Gleichung x?+ 4y?> =500 und die Gerade mit der Gleichung
3y = 2x—25 schneiden sich zweimal. Berechne die Schnittpunkte.

7. Bestimme den Flacheninhalt und niherungsweise den Umfang der Ellipse mit der
Gleichung
a) 9x? =25y =225 b) x*+ 100y? = 100

9. Von einer Ellipse kennt man den Punkt P(4.5|2) und die kleine Halbachse b =2.5.
Konstruiere die Linge der groBen Halbachse a mit Hilfe der Idee des Ellipsenzirkels.

10. Konstruiere die Scheitelkriimmungs-Kreise und skizziere die Ellipse mit den Halb-
achsen
a) a=35, b=4 b) a=5. b=3 ¢) a=5 b=2

11. Eine Ellipse, bei der die Mittelpunkte der grofen Scheitelkrimmungs-Kreise die Ne-
benscheitel sind, heilt Fagnano-Ellipse.
Der italienische Mathematiker Giulio Carlo FAGNANO, Marquis von Toschi und
S.Onorio (1682 bis 1766) hat sich einen Namen gemacht wegen seiner Bogenlingen-
Berechnungen bei Ellipse, Hyperbel, Parabel und Lemniskate.
a) Die kleine Halbachse einer Fagnano-Ellipse sei b. Berechne
— die grol3e Halbachse a
— den Radius des kleinen Scheitelkrimmungs-Kreises.
b) Zeichne eine Fagnano-Ellipse mit Hilfe ihrer Scheitelkriimm ungs-Kreise fiir b = 3.
¢) Zeige: Wenn eine Ellipse mit den Halbachsen a und b eine Fagnano-Ellipse ist,
dann ist auch die Ellipse mit den Halbachsen b und a/2 eine Fagnano-Ellipse.
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3. Die Brennpunkte der Ellipse

Der belgische Mathematiker und Baumeister Pierre Germinal DANDELIN (1794 bis
1847) hatte bei der Untersuchung von Kegelschnitten eine schone Idee aus der Raumgeo-
metrie, die uns eine sehr wichtige Eigenschaft der Ellipse vor Augen fiihrt. Dazu betrach-
ten wir die Ellipse wieder als Schnitt einer Ebene E und eines Zylinders. Auf beiden Seiten
der Ebene schiebt man eine genau passende Kugel (Kugelradius = Zylinderradius) in den
Zylinder, bis sie die Ebene beriihrt. Die beiden Kugeln beriihren auBBerdem den Zylinder
in den Kreisen k, und k,. Aus Symmetriegriinden liegen die beiden Beriihrpunkte F, und
F, auf der Hauptachse gleich weit vom Mittelpunkt M der Ellipse weg. F, und F, heillen
Brennpunkte der Ellipse. Zu Ehren von DANDELIN nennt man die beiden Kugeln
Dandelin-Kugeln.

Dandelin-Kugel
e

/',._.

£
y

8
iy

Tangentenbiischel einer Kugel

i
i
1
I
|
|
1
I
|
I
|
I
I
i
]
i
|
i

M|

o
.‘).

| Dandelin-Kugel

P sei ein beliebiger Punkt der Schnittellipse. Weil die Schnittebene auch Tangentialebene
der beiden Dandelin-Kugeln ist, sind PF, und PF, Tangenten dieser Kugeln. Die Mantel-
linie durch P schneidet die beiden Beriihrkreise k, und k; in Q, und Q,. PQ, und PQ, sind
also auch Tangenten der Dandelin-Kugeln. Alle Kugel-Tangentenabschnitte durch einen
Punkt sind gleich lang. Deshalb gilt:

PQ, = PF, und PQ, = PE, also PF, + PF, = PQ, + PQ;- Q,Q, = const.




Fir jeden Ellipsenpunkt ist die Summe seiner Entfernungen von den beiden Brennpunk-
ten die Konstante Q,Q,, der Abstand der beiden Beriihrkreise. Der Wert dieser Konstante
ergibt sich, wenn wir P in einen Hauptscheitel, zum Beispiel A,, legen, wenn also P = A,
ist:

Q,Q; = AF, + _A:r: =AF, +FlA =2a

Zusammenfassung
Fiir jeden Ellipsenpunkt P gilt

P—F|-| = P["J = 2::1

Die beiden Brennstrecken [PF,] und [PF,] sind zusammen so

lang wie die Hauptachse 2a.

Legt man P in einen Nebenscheitel B, dann gilt aus Symmetrie-
grinden F\B=F,B=a. Mit dieser Bezichung lassen sich die
Brennpunkte einfach konstruieren.

* Exzentrizititen

Y=

Die Entfernung e der Brennpunkte vom Mittelpunkt heiBt lineare Exzentrizitiit. Die
Zeichnung (Pythagoras!) zeigt:

[elzﬁﬁ_b?
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Fiir einen Kreis gilt a=b, also e = (. e ist aber noch kein Mal3 dafiir, wie die Ellipse vom
Kreis abweicht. Denn bei einer Ahnlichkeitsabbildung, zum Beispiel zentrische Streckung,
dndert sich zwar e, nicht aber die Form. Umgekehrt gibt es zu ein und demselben Wert fiir
e verschieden geformte Ellipsen. Bezieht man jedoch e auf die groBe Halbachse, dann ent-
steht eine Zahl, in der die Gestalt der Ellipse zum Ausdruck kommt, sie heil3t numerische
Exzentrizitit €:

Konfokale Ellipsen mit F,F, = 2e = const.

([ ( & : |
| \‘_\.. - f-’ ;
\\\-\\ - l/, /,,
= -
22 —p? b? _
Wegen €= X = Al —— ist O0=eg=1
' a a’
Fiir die Grenzfille gilt
g =0, das heiBt a=b: Kreis
g=1, das heiit b=0: Strecke
Konfokale Ellipsen mit F,F, = 2e = const.
~ =10
; g=08
3 _
Y = A b
ke e =05 | L)) _
" ;
) LA £=0,95 =~ =
£=099
i: ==
g=11




Die Ellipse in der Astronomie

Bis ins 16. Jahrhundert glaubte man, dass sich alle Gestirne auf Kreisbahnen oder auf
Uberlagerungen von Kreisbahnen bewegen. Als Johannes KEepLEr (Weil der Stadt 1571
bis 1630 Regensburg) auf der Grundlage der Beobachtungen von Tycho Brane die Pla-
netenbewegung mathematisch beschreiben wollte, musste er dieses Ideal der Kreisbahn
aufgeben. Er stellte fest, dass die Planeten auf Ellipsenbahnen laufen, bei denen die Sonne
in einem Brennpunkt steht.

Die Entfernung von Planet und Sonne dndert sich also wihrend des Umlaufs. Der Punkt,
bei dem die Entfernung am groBten ist (r,,.,), heiBt Aphel; der Punkt, bei dem die Entfer-
nung am kleinsten ist (r,;,), heiBt Perihel. Die Ellipsenbahnen weichen nur sehr wenig von
der Kreisform ab. Ihre numerischen Exzentrizitdten reichen von 0,007 (Venus) bis 0,25
(Pluto). Fiir die Erde gilt

a =148,65-10°km,

b =148,63-10°km, daraus errechnet sich
e =244-10°km,

g =0,016

Tmin —a— €= 146,2- 10°km

 max =t N e ]511.' ' iﬂﬁkm

o

Am 3.Juli (!) durchliuft die Erde das Aphel und am 2. Januar das Periphel.

;‘\]anm

Tp=a+e ) Erdbahn Plutobahn
Perihel L Aphel malfistéblich malistéblich

& F £=0,016 e=025

Die Girtner-Konstruktion der Ellipse

Die Beziehung PF, + PF, = 2a erlaubt ein einfa-
ches mechanisches Verfahren zum Erzeugen von
Ellipsen. In den Brennpunkten befestigt man zwei
Pflocke und an ihnen eine Schnur der Linge 2a.
Ein Stift, der so gefiihrt wird, dass die Schnur ge-
spannt ist, beschreibt eine Ellipse. Der Name die-
ser Konstruktion geht zuriick auf die Art, mit der
Girtner im Barock die Rinder der damals so be-
liebten elliptischen Blumenbeete markiert haben.
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Die Ellipseneigenschaft, die der Girtner-Konstruktion zugrunde liegt, fiihrt auch zu einer
Konstruktion einzelner Ellipsenpunkte: Man zeichnet um die Brennpunkte Kreise, deren
Radien zusammen 2a ergeben; die Schnittpunkte sind Ellipsenpunkte.

=y +(e+x) g=y =%

r,t+r,=2a
r,=2a—r1, | quadrieren
r; = 4a’> — dar, + I
Y(e + x)? = 4a% — 4ar, + ¥ + (e — x)’
2+ 2ex + 2 = da’ — dar, + 27— 2ex +X
ar, = a’ —ex | quadrieren
a’[y*+ (e—xp]=2a*— 2a%ex + e*x?
ay? + ale? — 2a%6% + a’x? = a* — 2%k + &’x’

a’y? + a’x? — e’x’ = a‘ — a’¢?

aj}fi Lt x: (al — el) — H_’ {a'." - e!}
b: h"
a’y?+ x?b?=2a%? || : (a’b?)
X* y?
P
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Ein Punkt P liegt also genau dann auf der Ellipse, wenn die Summe der beiden Brenn-
strecken r; und r, gleich der Hauptachse 2a ist. Fiir einen Punkt Q, der auBerhalb der El-
lipse liegt, ist die Summe der Brennstrecken groBer als 2a; fiir einen Punkt R, der inner-
halb liegt, ist sie kleiner als 2a. Zur Begriindung verwenden wir die Dreteck-Ungleichung.

Im Dreieck QPF, gilt: PQ + QF, > PF

+ QF, = PF, + QP + QF, > PF, + PF, = 2a
QF, + QF, > 2a

5

Im Dreieck RPF, gilt: RP + PF, > RF,

I)

RF, + RF, < RF, + RP + RF, = PF, + PF, =2
RF, + RF, < 2a
* Brennpunkt und Tangente
oder: Wie der Brennpunkt zu seinem Namen kommt. st wy Tangente

der ]*:]]I]]H_L! inP?

o W

Das Bild zeigt einen Ellipsenpunkt P und eine Winkelhalbierende w, der Brennstrahlen
[FiP und [F,P. Dem Augenschein nach ist w, Tangente der Ellipse in P. Aber nicht nur
dem Augenschein nach! Mit einem kleinen Trlck ldsst sich das beweisen: Man spiegelt
einen der beiden Brennpunkte an w, (Spiegelpunkt F¥). Wegen Achsensymmetrie ist

PF, = PF*.

PF, + PF, = 2a Qe a2
PF, + PE;* = :

REF = 2a A=




Fiir jeden von P verschiedenen Punkt Q auf w, gilt dann (Dreieck-Ungleichung!):

QF, + QF; = QF, + QFf > FiFf = 22
Also gilt m + QT >2a = Q liegt auBBerhalb der Ellipse = w, ist Tangente im Punkt
P. Weil die beiden Winkelhalbierenden einer Geradenkreuzung aufeinander senkrecht ste-
hen, ist die andere Winkelhalbierende Normale der Ellipse im Punkt P.

o '?{I_”JH |'I1'

Ty
i
4] ]-‘?r'ff”c-

Damit haben wir den Satz:

Die beiden Winkelhalbierenden der Brennstrahlen eines Ellipsenpunkts P sind Tan-
gente und Normale der Ellipse in P.

Wir haben so eine einfache Méglichkeit gefunden, die Tangenten in einem beliebigen El-
lipsenpunkt zu konstruieren: Man halbiert den Winkel der Brennstrahlen, durch den die
Ellipse geht.

Nach dem Reflexionsgesetz der Physik sind Einfalls- und Ausfallswinkel gleich groB. Alle
von einem Brennpunkt ausgehenden (Licht-)Strahlen werden an der Ellipse so reflektiert,
dass sie sich im andern Brennpunkt treffen. Weil die Wege aller Strahlen gleich lang (= 2a)
sind, treffen sich die reflektierten Strahlen auch alle zum selben Zeitpunkt. (Anwendung

dieses Effekts im Kapitel 9. II, 5)
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Aufgaben

1. Berechne die fehlenden Gralien

a|b|e|s
a) | 4 | 2
b) | 4 2
c) 7 i 0,5
d) 4 (0,8

2. Zeichne eine Ellipse mit e =b = 4, Welchen Winkel bilden die Brennstrahlen, die
durch einen Nebenscheitel gehen?

3. Bestimme das Achsenverhiltnis b/a bei Ellipsen mit
a) e=0,5 b) £=10,75 ¢) =09 d) e =095 e) €=10,99

4. Zeichne (mit Hilfe der Scheitelkriimmungs-Kreise) die Ellipse E, mit den Halbach-
sen a = 4 und b = 3,5 sowie die beiden Brennpunkte. Zeichne dann die Ellipse E, mit
der gleichen linearen Exzentrizitit wie E,, deren groBe Halbachse die Linge 2,5 hat.
Berechne flir beide Ellipsen die numerische Exzentrizitit.

5. Zeichne (mit Hilfe der Scheitelkrimmungs-Kreise) die Ellipse E, mit den Halbach-
sen a = 3 und b = 1,5 sowie die beiden Brennpunkte. Zeichne dann die Ellipse E, mit
der gleichen numerischen Exzentrizitit wie E,, deren groBe Halbachse die Linge 4
hat. Berechne fiir beide Ellipsen die lineare Exzentrizitit.

6. Der Komet Halley ldauft auf einer Ellipsenbahn um die Sonne. Ein Umlauf dauert
etwa 76 Jahre. Seine kleinste Entfernung bis zur Sonne ist 87.8 - 10° km, seine ordfite
5232,5 - 10° km. Berechne die Werte a, b, e und ¢ seiner Ellipsenbahn.

Berechne allgemein a, b, e und € aus r,,;, und r,,,, einer Planetenbahn.

8. Von einer Ellipse mit a = 5 kennt man F,(—3|0) und F,(3|0). Konstruiere die Ellip-
senpunkte, die von F; die Entfernungen 3, 5, 6 und 7 haben und zeichne damit nihe-
rungsweise die Ellipse.

9. Zeichne zwei Punkte F, und F, mit 8 cm Entfernung und um jeden dieser Punkte
Kreise mit den Radien lcm, 2c¢m, ..., 10 cm. Suche alle Schnittpunkte P mit
PF, + PF, = 12cm und verbinde sie zu einer Ellipse. Welche weiteren Ellipsen
(a=7) kannst du in dem Kreisgewirr entdecken? Zeichne sie!

Ellipsentangenten
Wenn nichts vermerkt ist, liegen Haupt- und Nebenachse in den Koordinatenachsen.

10. Gegeben: F,(—4|0), Ellipsenpunkt P(3|—2,5)
Konstruiere die Tangente in P und die vier Scheitel der Ellipse.

11. Gegeben: F,(—3|0), Tangente y=0,5x + 4
Konstruiere den Bertihrpunkt P und die vier Scheitel der Ellipse.
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12. Gegeben: Halbachse a =5, Tangente y = —0,5x +x 4
Konstruiere die Brennpunkte und die Nebenscheitel der Ellipse.

13. Gegeben: F,(4|0), a=>5, Tangente y = —3x +3,5 mit Bertihrpunkt P(3(2,5)
Konstruiere den zweiten Brennpunkt und die vier Scheitel der Ellipse. (Die Ellipse
liegt nicht symmetrisch zum Koordinatensystem!)

14. Gegeben: F,(—4|0), a =5, Tangentensteigung m = —0,5
Konstruiere die Tangenten und die Beriihrpunkte.

15. Gegeben: F,(—4|0), a=5, Punkt Q(1|4) aulerhalb der Ellipse
Konstruiere die Tangenten durch Q.

Leitkreis und Hiillgeraden
*16. Leitkreis

a) Zeige: Spiegelt man den Brennpunkt F, an irgendeiner Ellipsentangente (Spie-
gelpunkt F#), dann liegen alle so erzeugten Spiegelpunkte auf dem Kreis
um F, mit Radius 2a.

Dieser Kreis hei3t Leitkreis der Ellipse zum Brennpunkt F,.
:Jl‘l?.".’ﬁ'f'n.',a \ 'tl iJeitkre-iS

et

\

| k)
&Hﬁ_ /

b) Zeige: Der Mittelpunkt H der Strecke [F,F*] liegt auf dem Hauptkreis mit

Radius a (siehe Aufgabe a)).
I\_\-‘_‘—\—\_

L




e17.

1. Hiillkonstruktion mit Leitkreis

Man zeichnet einen Kreis; er ist der Leitkreis, sein Mittelpunkt F, ist ein Brennpunkt

der Ellipse. Den andern Brennpunkt F, zeichnet man in den Leitkreis.

Zeige: Verbindet man F, mit irgendeinem Kreispunkt L, dann ist die Mittelsenk-
rechte von [F,L] Tangente der Ellipse mit den Brennpunkten F, und F,.
Diese Konstruktion ldsst sich auch eindrucksvoll durch Falten einer Kreis-
scheibe aus Papier vorfiihren.

+18. 2. Hiillkonstruktion mit Hauptkreis
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Man zeichnet einen Kreis; er ist der Hauptkreis, sein Mittelpunkt M ist Mittelpunkt

der Ellipse. Den Brennpunkt F, zeichnet man in den Hauptkreis.

Zeige: Bewegt man einen rechten Winkel (Geodreieck!) so, dass sein Scheitel auf
dem Hauptkreis wandert und ein Schenkel durch F, geht, dann ist der andere
Schenkel Tangente der Ellipse.




I1. Kegelschnitte
1. Uberblick

In der Vorbemerkung haben wir schon erwéhnt, dass beim Schnitt von Kegel und Ebene
drei Typen von Kurven entstehen konnen. Welcher entsteht, hingt ab

vom halben Offnungswinkel @ des Kegels und

vom Winkel «, den Kegelachse und Schnittebene bilden:
fiir o« > @ entsteht eine Ellipse,

fiir x = @ eine Parabel und

fiir oc < @ eine Hyperbel.

H_-L"rm,.hflll

o]
=
)
D
(-1
()

e

Hyperbel:

x={

”-"';J{-r!'r[ N

Parabel:

=) 5 L
Ellipse: =g\ =0
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Wenn die Schnittebene die Kegelspitze enthilt, dann entarten die Schnittkurven:
die Ellipse zu einem Punkt (Kegelspitze),

die Parabel zu einer Gerade (Mantellinie) und

die Hyperbel zu einer Geradenkreuzung (zwei Mantellinien).

Auf den ersten Blick glaubt man nicht recht, dass der geschlossene Kegelschnitt tatsichlich
eine Ellipse (mit zwei Symmetrieachsen also) sein soll. Eher erwartet man eine eiférmige
Kurve, die oben — wo der Kegel enger ist — stirker gekriimmt ist als unten — wo der Kegel
weiter ist. Auch ein so scharfer Beobachter wie Albrecht DURER (Niirnberg 1471 bis 1528
Niirnberg) ist dieser Tauschung erlegen. In seiner Underweysung von 1525 beschreibt er
die Ellipse als Eierlini = darumb daf3 sie schier einem Ei gleich ist. Erst 1640 wagte der
schweizer Mathematiker Paul GuLpin (St. Gallen 1577 bis 1643 Graz), an der Autoritit
DURERs zu riitteln, indem er die wirkliche Gestalt der Ellipse mit zwei Symmetrieachsen
aufzeigte.
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Beriihrkreis

. Ellipse: a.>¢

Berihrkreis %

i
i 8 kY

Fiir uns ist der Nachweis nicht schwer, weil wir auf die Idee Dandelins zuriickgreifen kon-
nen. Analog zum Zylinder stecken wir in den Kegel zwei Kugeln, die Kegel und Schnitt-
ebene beriihren. Jede der beiden Kugeln beriihrt den Kegel in einem Kreis und die Schnitt-
ebene in einem Punkt (Brennpunkte F, und F;). Die Mantellinie durch P trifft die
Beriihrkreise in B, und B,, sie ist Tangente beider Kugeln. Es gilt

PF,=PB, und PF,=PB,
(Tangentenabschnitte von einem Punkt aus an eine Kugel sind gleich lang.)

W, 3F W = 'PIT, ar T“B_ = EB_:( = const.)

Das ist genau die Eigenschaft der Ellipse, die zur Girtnerkonstruktion fiihrt. (Siehe Kapi-
tel 9. 1, 3)
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2. Die Hyperbel

Wieder stecken wir in den Kegel zwei Dandelin-Kugeln, jetzt aber so, dass die Kegelspitze
dazwischen liegt. Jede der beiden Kugeln beriihrt den Kegel in einem Kreis und die
Schnittebene in einem Punkt: F, und F,. F, und F, heiBen Brennpunkte der Hyperbel. F,F,

ist eine Symmetrieachse der Hyperbel. Die Mantellinie durch P trifft die Beriihrkreise in
B, und B,, sie ist Tangente beider Kugeln. Es gilt
PF, = PB,

PF,=PB, und
(Tangentenabschnitte von einem Punkt aus an eine Kugel
sind gleich lang.)

B,B, ist konstant (= k) I
BB,=PB,~PB,=PF,-PF =k (D S / |

Die Hyperbel besteht aus zwei Teilen, man nennt sie auch
Aste der Hyperbel. Liegt P auf dem bei F, liegenden Ast,

dann ergibt eine entsprechende Uberlegung

e

PF, - PF,=k @
Die Gleichungen (1) und (2) lassen sich zur kennzeichnen-
den Eigenschaft der Hyperbel zusammenfassen:

|PF, — PF,|=k.
Fiir jeden Hyperbelpunkt P ist der Betrag der Differenz sei-
ner Entfernungen von F, und F, eine Konstante. Diese De-
finition unterscheidet sich von der der Ellipse nur im Re-
chenzeichen! Wie bei der Ellipse bezeichnet man die

Konstante k mit 2a

| ‘PF, — PF,|= Eﬂ Hyperbel-Eigenschaft Hyperbel:
x<ag
Aufgrund dieser Eigenschaft kénnen wir jetzt Punkte der
Hyperbel konstruieren, wenn F,, F, und a bekannt sind.
Berithrkreis
Hyperbel-Ast \
fiir r,—r.=2a ) \
.. 2a P
| II|
| L
I : T, : \‘
‘II
. i \
4 - i \
E, Fy 5] ' Beriihrkreis | 'I. 4
Hyperbel: B,
<




Der Betrag in der Bedingung |r, — ;| = 2a erlaubt eine Vertauschung von r; und r, und er-
moglicht so den 2. Hyperbel-Ast. Dieser ist symmetrisch zum 1.Ast, Symmetrieachse ist die
Mittelsenkrechte von F, und F..

Bezeichnungen

Das Symmetriezentrum M heilt Mittelpunkt der Hyperbel.
Die Schnittpunkte A,, A, von Hyperbel und einer Symmetrieachse heillen Scheitel. Dabei

gilt
AF,— AF, =2a oder wegen A_|F,' -AF,

AM — MA, =a, a heiBt reelle Halbachse.
FM = fﬁ =g, e heilt lineare Exzentrizitit,

a ' " E Y
T heif3t numerische Exzentrizitat.
Ahnlich wie bei der Ellipse definiert man eine zweite Halbachse b durch
——
bl=e?—a?

Tragt man b von M aus auf der 2. Symmetrie-

achse ab, so ergeben sich zwei Punkte B, und B, \
die aber nicht auf der Hyperbel liegen. Deshalb \
nennt man b imaginiire Halbachse. Im Gegensatz .- \e e
zur Ellipse muss hier a nicht groBer sein als b. F, A
/
i
i

237




l

Ahnlich wie bei der Ellipse lassen sich auch die Punkte der Hyperbel mit einer Gleichung
festlegen. Wir verwenden dafiir nur die Beziechung | PF, — PF,|= 2a.

Die Mittelpunkt-Gleichung der Hyperbel

| e [ [ Ko/ g
F | ite '|I X
I-Izz},ﬁ_,_{x_e)z el =al+ h? 1.5’=},;!_._(K_e}2
|t +15|=2a

r, = +*2a—r, | quadrieren
1 = 4a’ + dar, + 3
W(x + e) =4a’ + dar, + ¥ + (x — e)?
X'+ 2xe +¥ = 4a £ dar, + ¥ — 2xe +&
ele . za"cx_f_ at — a2 l)"1+(1 = e}’J
e’x? — 2a%€X + a* = a%y? + a’x? — 2a%6x + a%?
x2 (€2 — a%) — y?a? = 2% (& — a?)
—_— W
h? b?
b2x? — a?y? = a’h? | - (a?b?)

x? _Vj

5 T i
a b?

Das ist die Mittelpunkt-Gleichung der Hyperbel mit der reellen Halbachse a und den
Brennpunkten auf der x-Achse sowie der imaginiren Halbachse b auf der y-Achse.

Vertauscht man x und y, so spiegelt man die Hyperbel an der Winkelhalbierenden des
I.Quadranten. Die Gleichung der so gespiegelten Hyperbel ist

yﬂ X:
'd:' b?

Die reelle Halbachse a und die Brennpunkte lie-
gen jetzt auf der y-Achse, die imaginire Halb- - L )
- e --—ol-.—| &" =
T \
9 7

—i

e = -

achse b liegt auf der x-Achse.
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Die Asymptoten der Hyperbel

: : X° 3 . b a’ [N
Die Gleichung = i = | lésst sich umformen zu |y| F |x| 4/ 1 ——5 . Speziell im
: LY g b a’
I. Quadranten (x >0, y > 0) ergibt sich y = = = =

=

= ., af : ; : i
Fiir sehr grolle Werte von X 1st = fast null, das heiBt, die Hyperbel unterscheidet sich fast

nicht mehr von der Gerade mit der Gleichung y = 2 X Aus Symmetriegriinden gilt das

Entsprechende in den anderen Quadranten. Die beiden Geraden mit den Gleichungen
b b : o .

y=ex und y= — P heiBen Asymptoten der Hyperbel. Es gilt: Fiir grolie |x|-Werte

(also auch fiir groBe |y|-Werte) unterscheidet sich die Hyperbel kaum noch von ihren
Asymptoten.

b : : :
Wegen A T % x (fiir x > 0) verlduft die Hyperbel im I. Quadranten immer

unterhalb ihrer Asymptote. In gréBerer Entfernung von den Scheiteln geben die Asympto-
ten den Verlauf der Hyperbel im Groben wieder. Man zeichnet die Asymptoten als Verldn-
gerungen der Diagonalen des Bestimmungsrechtecks mit Mittelpunkt M und den Seiten 2a
und 2b.

yi Hyperbel

Bestimmungs- |
rechieck

S N I
Hyperbel: 7 b 1
o

Asymptoten: y=*—X
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Zu einem Bestimmungsdreieck gibt es zwei Hyperbeln mit denselben Asymptoten.

e T GO
Die eine hat die Gleichung e _b = 1
a’ g

ihre reelle Halbachse ist a, ihre Brennpunkte liegen auf der x-Achse.

¥

e g

thre reelle Halbachse ist b, ihre Brennpunkte liegen auf der y-Achse.

Die andre hat die Gleichung

* Die Scheitel-Kriimmungskreise

Wie bei der Ellipse gibt es auch bei der Hyperbel Kreise, die die Hyperbel in der Umge-
bung ihrer Scheitel recht gut anndhern. Die Mittelpunkte liegen aus .‘nmmfﬂnwlundcn
auf der reellen Achse. Das Bild erklirt die Konstruktion des Mittelpunkts und die Herlei-
tung der Formel fiir den Radius der Kriimmungskreise.
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Die mathematische Begriindung ist &hnlich wie bei der Ellipse.
Ein Kreis mit Mittelpunkt auf der x-Achse, der durch einen Hyperbelscheitel geht, schnei-
det die Hyperbel im Allgemeinen in zwei weiteren Punkten P und Q.

¥i

Pix|y)

Fiir die Koordinaten von P und Q gelten zwei Gleichungen:

. y»=(x—a)(2r—x+a) (Hohensatz im Dreieck ACP)

1. y’= : (=g (Hyperbelgleichung)

Gleichsetzen liefert: (x —a)(2r—x+a)= a_” (x—a)(x+a)

: b
das ergibt eine quadratische Gleichung fur x: (x —a) [(Zr —x-t4)— 2 (x+a)|[=0.

Eine Losung ist x, = a, sie gehort zum Scheitel. T soll nun so bestimmt werden, dass auch
die 2. Losung x, fiir die die Klammer [...] gleich null ist, den Wert a hat. Geometrisch be-
deutet das, dass die Punkte A, P und Q zusammen fallen.

Setzen wir in [...] a fiir x ein, so ergibt sich fur r
: b? b.‘ hE
@r—-at+a)——(@ta)|=0 = 2r=2— = [=—-
a’ a a

*Tangenten der Hyperbel

Bei der Ellipse ist die Winkelhalbierende des AuBenwinkels bei P im Dreieck F,F,P Tan-
gente im Punkt P.

T
Hgey, te
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Ahnliches gilt bei der Hyperbel: Die Halbierende des Innenwinkels bei P im Dreieck
F,F,P ist Tangente im Punkt P.

Fiir jeden von P verschiedenen Punkt Q auf w, gilt dann (Dreieck-Ungleichung!):

QF, - QF, = QF, - QFf < QFf + F,F¥ - QFf = F,Ff = 2a
Also gilt QF, — QF,<2a = Q liegt nicht auf der Hyperbel = w,, ist Tangente im Punkt
B

Q)
b
o "JJ of
B =
Za /SIAY
. :' \
I / F,
: ,r'|l PF,— PF;=2a W \
PF, - FF = 2a
FFF = 2a /8

Folgerungen

a) Licht, das von einem Brennpunkt ausgeht, wird an der Hyperbel so reflektiert, als ob es
vom andern Brennpunkt kime.

& =
- | . - - —
F E F
~ e o 1 =
\ \
'\_l F\
v \




b) Zeichnet man zu zwei gegebenen Brennpunkten eine zugehorige Ellipse und Hyperbel,
so schneiden sich diese in vier Punkten. In jedem Schnittpunkt sind die Tangenten von
Hyperbel beziechungsweise Ellipse die Winkelhalbierenden des Innen-, beziehungs-
weise AuBenwinkels der Brennstrahlen, das heifit, sie stehen aufeinander senkrecht.
Man sagt auch: Konfokale Ellipsen und Hyperbeln schneiden sich rechtwinklig.

Hyperbel-Aufgaben

Bis auf Aufgabe 12. liegen alle erwihnten Hyperbeln symmetrisch zum Ursprung und ha-
ben die Brennpunkte auf der x-Achse.

th

Zeichne die zwei Hyperbeln mit a=2,b=1 und a =4, b =3 in ein und dasselbe
Koordinatensystem und berechne die Schnittpunkte.

. Wie lautet die Gleichung einer Hyperbel h mit A,(4[0) durch P(5|3)?

Bestimme die Gleichung der Hyperbel: zeichne die Scheitel, die Brennpunkte und
die Asymptoten; skizziere die Hyperbel.

3) a=3,b=4 Ba=2,e=413 b=1e=12

Zeichne ein Rechteck mit den Seitenlingen 4 und 6 (waagrecht).

Skizziere die Hyperbeln, fiir die das Rechteck Bestimmungsrechteck ist.

Eine Hyperbel hat den Scheitel A,(2|0) und den Brennpunkt F, |2 .,-"'2_|l}}.
Bestimme a. b und e. Zeichne die Asymptoten und skizziere die Hyperbel.

Eine Hyperbel hat die Brennpunkte F, (£3,75/0) und geht durch P(5|3).
Konstruiere die Scheitel, die Asymptoten und skizziere die Hyperbel.

b2
=
e




10.

11.

12.

13.

14.
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Eine Hyperbel hat die Asymptoten y = £2,4x und einen Scheitel A,(—2,5|0).
Bestimme a, b und e. Skizziere die Hyperbel.

Die Gerade durch P(1|0) und Q(—2| —3) beriihrt eine Hyperbel mit den Brennpunk-
ten F, ((£3|0). Konstruiere den Beriihrpunkt B, die Scheitel und die Asymptoten;
skizziere die Hyperbel.

Die Mittelpunkte zweier Kreise mit Radius 2 haben die Entfernung 5.

Zeichne die Ellipse und die Hyperbel, fiir die die beiden Kreise Kriimmungskreise
sind. Anleitung: Berechne jeweils a und b, zeichne die Asymptoten der Hyperbel
und die andern beiden Kriimmungskreise der Ellipse. (Fiir die Ellipse: Mittelpunkt
M(0]0), Querformat)

Die Mittelpunkte zweier Kreise mit Radius 2,25 haben die Entfernung 12,5. Zeichne
die Kreise und konstruiere die Asymptoten der Hyperbel, fiir die die beiden Kreise
Kriimmungskreise sind. Skizziere dann auch die Hyperbel.

Eine Hyperbel heil3it gleichseitig, wenn a = b gilt.

a) Zeichne eine gleichseitige Hyperbel mit M(0|0) und a = 2. Berechne e und den
Krimmungskreis-Radius r und gib die Gleichungen der Asymptoten an.

b) Begriinde folgende Konstruktion fiir die Punkte (x,|y,) einer gleichseitigen Hy-
perbel.

F'"-.“)\'q. Vo

Zeichne die Halbachsen und die Lage der Brennpunkte einer Hyperbel mit der Glei-

1
chung y= = (siehe auch Aufgabe 19.).

Zeige:
F'l‘.irbdcn Punkt P(e|p) liber dem Brennpunkt von Ellipse (Mittelpunkt M (0]0), Quer-
format) oder Hyperbel gilt
e
a
p heilit Formparameter. p ist auch der Radius der Kriimmungskreise.

Gegeben sind die Hyperbel h: 4x> —9y? = 16’ und die Gerade g: y =2x — 24 .
a) Berechne die Schnittpunkte A und B der Gerade und der Hyperbel.

b) Berechne die Schnittpunkte P und Q der Gerade und der Hyperbel-Asympto-
ten.

*c) Berechne den Mittelpunkt M, von [AB] und M, von [PQ]. Folgerung?




15.

16.

. 1. Flachensaiz

Gegeben sind die Hyperbel h: b’x? — a’y* = a’b? und die Gerade g: y=mx + L. A
und B seien die Schnittpunkte von g und h, P und Q seien die Schnittpunkte von g
und den Hyperbel-Asymptoten. Berechne die x-Werte der Mittelpunkte von [AB]
und [PQ] — VIETA erspart viel Rechnerei! — und begriinde damit den Satz: Bei je-
der Hyperbel-Sekante sind die beiden Abschnitte zwischen Hyperbel und Asymptote
gleich lang.

A und B seien Punkte der Hyperbel h: b’x? — a’y? = a’b”.

Zeige mit Hilfe des Satzes der vorigen Aufgabe: Die Parallelogramme OVAR und
OSBU sind flichengleich.

Folgere dazu zundchst aus dem Satz der vorigen Aufgabe, dass die Strecken [AB],
[BQ] und [UV] gleich lang und parallel sind.

)
5

¥4 Parallelogramme .
mit gleichem ’
Flacheninhalt

Zeige:

Zeichnet man durch einen Hyperbelpunkt A die Parallelen zu
den Asymptoten, so entsteht ein Parallelogramm mit den Ge-
genecken A und M (Mittelpunkt der Hyperbel). Dieses Paralle-

=y

A 1
logramm hat fiir jeden Hyperbelpunkt den Flicheninhalt = ab.
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:18.

19;

L1
Lo}
=
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Umkehrung des 1. Flichensatzes

Zeige:

Vom |. Fldchensatz gilt auch die Umkehrung:

Zeichnet man in einen Winkel flichengleiche Parallelogramme, bei denen eine Ecke
im Scheitel liegt und die Seiten parallel zu den Schenkeln sind, dann liegen die
freien Ecken auf einem Hyperbelast.

Zeige: Der Graph der Funktion f mit f(x)= L Ist etne Hyperbel. Was sind ihre

Asymptoten? )
(Tip: 17. und 18.) '

4%
Hyperbel
1
E=1 }" T X
‘\\\:'\-
“"""--.._.
Fi=xpqv=1 === -l'-\~--_____
F.=1 —=
. 2. Flichensatz
Zeige:

Jede Hyperbel-Tangente und die Asymptoten schlieBen ein Dreieck vom Fldchenin-
te i

r
]
=5
]
e
-




3. Die Parabel

Brennpunkt und Leitgerade

Eine Ebene. die mit einem Kegel genau eine Mantellinie gemeinsam hat, heil3t Tangential-
ebene. Schneidet eine Ebene E einen Kegel parallel zu einer Tangentialebene T, so ergibt
sich als Kegelschnitt eine Parabel. In diesem Fall gibt es nur eine Dandelin-Kugel. Sie be-
rithrt den Kegel in einem Kreis und die Schnittebene in einem Punkt, dem Brennpunkt F.
Der Dandelin-Beriihrkreis legt die Ebene H fest. Schnittebene E und Beriihrkreisebene H
schneiden sich in der Leitgerade 1. Um einen Zusammenhang zwischen den Parabelpunk-
ten, der Leitgerade und dem Brennpunkt herzuleiten, miissen wir uns liber die Lage dieser
drei Ebenen und der Zeichenebene Z im Klaren sein:

o ‘
.\b\'\ i
ATh Oy
& W
LA :
'\"\\:Fx \I::;::\ 1 _\-‘}
2 & ]
K | I T LY o
f||m' / i
/'/ b
NN \ \
._‘\"-.‘- |
o 2 ;‘- \ N
i oM \ 9
e \
&

Zeichenebene Z
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Die Tangentialebene T beriihrt den Kegel in der Mantellinie m'.

m’ und die Kegelachse bestimmen die Zeichenebene Z.

Schnittebene E, Tangentialebene T und Beriihrkreisebene H stehen senkrecht auf Z:; man
sieht E, T und H deshalb als Geraden, wenn man senkrecht auf die Zeichenebene Z
schaut.

Bertihrkreia

L _a'/ 'B ‘-\.!H' Ebene H
¥ ‘;_

y i
a — -..*
Ebene W

m'

Weil 1 die Schnittgerade von H und E ist, steht sie auch senkrecht auf Z: sie erscheint als
Punkt, wenn man senkrecht auf Z schaut.

E und Z schneiden sich in der Symmetrieachse f der Parabel: deshalb steht f senkrecht auf
der Leitgerade I.

Wir wihlen einen beliebigen Parabelpunkt P. Die Mantellinie durch P trifft den Beriihr-
kreis in B. Es gilt PF = PB (gleich lange Tangentenabschnitte). Die Ebene W, die parallel
ist zu H und durch P geht, schneidet die Mantellinie m’ in B'. Es gilt PB = P'B’.

Das Lot von P auf die Leitgerade 1 erzeugt den LotfuBpunkt L. Es gilt PL||f (beide sind
Lote auf 1) und f||m’ (Z schneidet E in f und T in m’), also ist PL|m".

Die Ebenen W und H schneiden aus den Parallelen m’ und PL die gleich langen Strecken
[PL] und [P'B'] aus. Also gilt PL = P'B' = PB = PF .

Fiir jeden Parabelpunkt ist die Entfernung vom Brennpunkt so grof8 wie sein Abstand von
der Leitgerade. Anders formuliert: Eine Parabel ist der geometrische Ort der Punkte, deren
Entfernung von einem gegebenen Punkt gleich ist ihrem Abstand von einer gegebenen Ge-
rade.

Leitgerade der Parabel

- : :
L; Parameter p|*

e
e B

[FMIEIE ] I8P SRUEa LML

| Der Abstand von Brennpunkt \
! und Leitgerade heift Parameter p, \

248




Diese Eigenschaft gibt uns eine einfache Mdglichkeit, Parabelpunkte zu konstruieren,
wenn die Leitgerade 1 und der Brennpunkt F gegeben sind: Man schneidet eine Parallele
zur Leitgerade im Abstand r mit einem Kreis um F mit Radius r.

Leitgerads |

—

S ist derjenige Parabelpunkt, der von der Leitgerade den kleinsten Abstand hat. Er hal-
biert die Abstandstrecke zwischen F und | und heilit Scheitel der Parabel. Scheitel S und

Brennpunkt F haben die Entfernung 0.5p.

Die Scheitelgleichung der Parabel

Im Algebra-Unterricht haben wir die Kurve mit der Gleichung y = ax? als Parabel kennen
gelernt. Wir miissen jetzt zeigen, dass der Kegelschnitt, den wir Parabel genannt haben,
auch einer solchen Gleichung geniigt. Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in

den Scheitel und die y-Achse durch den Brennpunkt. Aus der Eigenschaft PF = PL leiten
wir die Parabelgleichung her. :

Pix|y)

24 (}, = %) —y+ % | quadrieren

Scheitelgleichung der Parabel
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*Tangenten der Parabel

apeIagie]

Wie bei Ellipse und Hyperbel ist auch die Parabeltan-
gente die Winkelhalbierende geeigneter Geraden: Im Pa-
rabelpunkt P halbiert sie den Winkel der Brennstrecke '
[PF] und des Lots [PL] auf die Leitgerade.

Beweis 1
Fiir jeden von P verschiedenen Punkt Q auf w, gilt: _
QL* <QL=0QF. T
Also liegt Q nicht auf der Parabel und w, ist Tangente. i
I:

Folgerungen

a) Licht, das vom Brennpunkt ausgeht, wird an der Parabel so reflektiert, dass es die Para-
bel senkrecht zur Leitgerade, also parallel zur Achse verlisst. (Scheinwerfer)
Umgekehrt: Strahlung, die parallel zur Achse einfillt, wird im Brennpunkt gebiindelt.
(Parabol-Antenne)

i

b) Die Tangente im Parabelpunkt P schneidet die Parabelachse im Punkt T. Weil PL = PF
und PL parallel zur Achse ist und PT den Winkel bei P halbiert, ist PLTF eine Raute.
Der Mittelpunkt M der Raute liegt auf der Scheiteltangente, weil diese Mittelparallele
im Dreieck FLL' ist.

T £ Ls)

Suhl;m;_fu-nh\ Subnormale




Auf dieser Eigenschaft beruht die Konstruktion der Parabel als Hiillkurve ihrer Tan-
gentenschar: Man zeichnet die Scheiteltangente und den Brennpunkt. Gleitet der Schei-
tel eines rechten Winkels auf der Scheiteltangente und geht ein Schenkel durch den
Brennpunkt, dann ist der andere Schenkel Tangente der Parabel.

Die Eigenschaft, dass die Parabeltangente den Winkel zwischen Brennstrecke und Lot auf
die Leitgerade halbiert, liegt auch der folgenden Faltkonstruktion zu Grunde: Auf einem
Blatt markiert man einen Punkt als Brennpunkt. Die Blattkante ist dann die Leitgerade.
Faltet man das Blatt so, dass die Kante auf dem Brennpunkt zu liegen kommt, dann ist die
Knicklinie eine Parabeltangente.

=
e o

7
A

# e

I..-i1,c_rvruci_+-| Scheitel-
tangente

TF=LP=50Q g’— X
I_—T F p T - S
TE=TS +—

also ist TS = SQ , das heifit, S halbiert die Subtangente (senkrechte Projektion der Tangen-
tenstrecke [PT] auf die Parabelachse).
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Diese Eigenschaft erlaubt eine einfache Konstruktion der Tangente in einem Parabel-
punkt: Man projiziert den Beriihrpunkt P senkrecht auf die Achse, das ist Q. Q an S ge-
spiegelt ergibt T. PT ist die gesuchte Tangente.

Die Normale in P (Lot auf die Tangente) schneidet die Achse in N.

Dann gilt TF = FEN, weil LF Mittelparallele im Dreieck TPN ist.

Damit gilt auch QN = L'F=p, und wir haben den Satz:

Die Subnormale [QN] (senkrechte Projektion der Normalstrecke [PN] auf die Parabel-
achse) hat fiir alle Parabelpunkte die Lange p.

Konstruktion der Parabeltangente mit der Subtangente
(1) Lot auf P auf Achse: Q

(2) Kreis um S mit r = SQ schneidet Achse in T
(3) PT ist Tangente

Aufgaben

1. Von einer Parabel ist der Brennpunkt F und die Leitgerade 1 bekannt.
Konstruiere einige Parabelpunkte und skizziere die Parabel.
Gib zur Kontrolle die fehlende Koordinate des Parabelpunkts P an.

a)l:y=—1 F@O[0) PE[D
b)I: x=—1 F(@1]|0) P@|?)
¢) Liy=x F(2|-2) P@|?

2. Parabelkonstruktion von WERNER
Der Niirnberger Geistliche Johannes WerNER verdffentlichte in seinem Todesjahr
1522 eine einfache Konstruktion von Parabelpunkten. Beschreibe und begriinde sie
und fiihre sie fiir B(0| —3) aus.

Vi Pix|y)

B(0|-2p)




. Zeige: Die Sehne, die im Brennpunkt senkrecht auf der Parabelachse steht, hat die
Linge 2p.

. Zeige: Fiir jeden Parabelpunkt P ist das Dreieck gleichschenklig, dessen Seiten auf
Brennstrahl, Normale und Achse liegen.

. Eine Parabel mit Scheitel S(1|0) geht durch P(4|2); ihre Achse ist die x-Achse. Kon-
struiere die Tangente der Parabel P und bestimme aus der Zeichnung den Wert von p.

. Eine Parabel mit Brennpunkt F(5|0) hat die Tangente mit der Gleichung 2y = X ihre
Achse ist die x-Achse. Konstruiere den Scheitel, die Leitgerade und einige Parabel-
punkte, darunter auch den Berithrpunkt B.

. Gegeben sind zwei konfokale entgegengesetzt gedffnete Parabeln mit
gemeinsamer Achse.

Zeige: Die Tangenten in den Schnittpunkten stehen aufeinander
senkrecht. (Dazu sagt man: Konfokale Gegenparabeln schneiden
sich senkrecht.)

. Eine Parabel mit Brennpunkt F(2|0) hat die y-Achse als Leitgerade.
Konstruiere diejenigen Parabelpunkte, die auf der Gerade mit der Gleichung
y = —x + 6 liegen.

e |
Ln
Lad




*4. Die Leitgerade

Auch bei Ellipse und Hyperbel gibt es Leitgeraden, die eine dhnliche Rolle spielen wie die
Leitgerade der Parabel. Sie ergeben sich auch dort als Schnitt von Beriihrkreisebene und
Schnittebene. Deshalb haben Ellipse und Hyperbel zwei Leitgeraden, fiir jeden Brenn-
punkt eine. Bezeichnen wir mit d den Abstand eines Kurvenpunkts P von der Leitgerade
und mit f seine Entfernung vom Brennpunkt F, dann gilt fiir alle drei Kegelschnitt-Typen

f . o d
= ist konstant R

| apetada]
]

|
|
[
|
|

|

Diese Konstante ist bei Ellipse und Hyperbel nichts anderes als die numerische Exzentri-

s C : .
zitdat ¢ = — . (Nachweis siehe unten)

a
Je nach der Grofie von € bekommt man
— eine Ellipse e 1, also f<d Allerdings lasst sich der Kreis als
Sonderfall der Ellipse (g=0)
. e =N = nicht mit Leitgerade und Brenn-
— eine Parabel e=—=1, also f=d _ E :
d punkt erzeugen, weil dann Be-
r rithrkreisebene und Schnittebene
— eine Hyperbel &= T 1. also f>d parallel sind.
.'Ill:

7 A Der Kreis
A
i / I % _hat keine
- Leitgerade.
Ellipse ]‘:lr;tln'l/ /]l:.'pr:'hri
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7Zum Beweis der Konstanz von f/d bei der Ellipse projiziert man die Strecken [PL] und
[PE] senkrecht auf die Kegelachse.

PL-cosct—-

/ ~PE-cosy
PL=4d /

/ PE=PF =f

PL:-cosw = PE-coso
f_ eosa

= (konstant)
d cos ¢ mstant

Fiir die Hyperbel lduft der Beweis entsprechend, blol3 ist hier o« = @, also cos «>cos @,
also € > 1.

g I R e im Bild ist
Nachweis fir die Gleichheit T =g 5
e )
0.8
s =025

e el [ f a
Fiir den Nebenscheitel B gilt 7 ‘T
) . - a=¢
Fiir den Hauptscheitel A gilt —=—-
di isi—=a
ot e
Also ist — =
S S—4d

as—a‘=as—es
a e

5 a

ol

¢

d

£

Fiir die Hyperbel geht der Beweis entsprechend.
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ECHEL |

Parabel
Fa=ti]
also I’]_\*’Ili’.]'hﬁ‘.]
f- = [] ~
£=
é' also
: B =
-3 " f="d
5| \
L . 1 il 1 -

256




5. Anwendungen
Auf Kegelschnitte trifft man in Natur, Technik und Architektur.

Bahnkurven

Galileo GALILEI (1564 bis 1642) hat Anfang des 17. Jahrhunderts erkannt, dass ein geworfe-
ner Korper eine Parabelbahn beschreibt. Dank KEPLER (1571 bis 1630) und NEWTON
(1643 bis 1727) wissen wir heute, dass die Bahnkurven eigentlich Ellipsen sind, die aber in
der Gegend des Scheitels, des Abwurfpunkts also, sehr gut durch Parabeln angendhert
werden. Es lassen sich sogar alle drei Kegelschnitt-Typen beim Werfen erzeugen. Ihre
Form hingt allein von der Abwurfgeschwindigkeit ab.

: : Kegelschnitte als Satelliten-Bahne
Kegelschnitte als Satelliten-Bahnen ceelsconste s pelEE

Hyperbeln: e>1 Parabel: =1
_—— = ; V=1, —
Sllipsen: £ oig: £= e
Ellipsen: e<1 _— Kreis: e=0 e
.—f

v<T,9km/s _—— = v=T,9km/s

Fluchtgeschwindigkeit

v, = 11.2km/s

Ellipsen: <1
vV, \

L]
=
=
=)
e
i

Im Makrokosmos der Astronomie findet man Kegelschnitte als Flugbahnen von Raketen,
Planeten, Kometen ...

Im Mikrokosmos der Atomphysik treten die Kegelschnitte als Flugbahnen geladener Teil-
chen auf.

Reflexionen

Die Reflexionseigenschaften von Spiegeln, deren Querschnitte Ellipsen, Hyperbeln oder
Parabeln sind, nutzt vor allem die Technik.

Mit Parabolspiegeln erzeugt man Parallelstrahl-Biindel, zum Beispiel in Sendeantennen
(Richtfunk) oder Autoscheinwerfern (Fernlicht).

Mit Parabolspiegeln empfingt man Parallelstrahl-Biindel, zum Beispiel in Empfangsan-
tennen fiir kosmische Strahlung und Satelliten-Fernsehen oder in astronomischen Spiegel-




Parabel

4 LY
e LY TPTRIVI N B,
v

fernrohren. Im Cassegrain-Teleskop ist ein Parabolspiegel mit einem hyperbolisch ge-
kriimmten Spiegel gekoppelt. Mit dieser Spiegelkombination erzielt man eine Brennweite,
die groBer ist als die des Parabolspiegels allein. (Ein Fernrohr vergréBert um so stirker, je
linger seine Brennweite ist.) Man konnte sogar ein Teleskop mit Spiegeln bauen, in denen
alle drei Kegelschnitt-Typen vorkommen.
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Cassegrain-Fernrohr

vom Stern ausgehendes
l‘zu';l]leln'! rahl-Biindel

'|'“ang5pil;;{l:|
{hyperbolisch)

F,=Fy

‘T: _______

Fotoplatte

Hauptspiegel
{parabolisch)

Seit es den Nierenlithotripter gibt, das ist ein Nierenstein-Zerbrosler, lassen sich Nieren-
steine ohne blutige Operation entfernen. Sein Funktionsprinzip ist recht einfach: In einem
Brennpunkt eines Ellipsenspiegels sendet ein starker Funke einen Knall aus — das ist eine
StoBwelle. Der Patient ist so justiert, dass im andern Brennpunkt sein Nierenstein sitzt. Die
am Ellipsenspiegel reflektierte StoBwelle konzentriert sich auf den Nierenstein und be-
wirkt, dass eine diinne Aufienschicht abplatzt. Einige hundert Funkenknalle zerbréseln so
den Stein zu GrieB.

Nierenstein-Zerbrosler
Stein
: Niere

Ellipsenspiegel

Ziindkerze
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Fliistergalerien sind raffinierte Einrichtungen in Schléssern und Residenzen: Eine ellip-
tisch gewdlbte Decke iiberspannt zwei Rdume so, dass in jedem Raum ein Brennpunkt
liegt. Findet ein (gefliistertes) Gespréich im Brennpunkt des einen Raums statt, dann kann
man es im Brennpunkt des andern Raums abhoren. Lauschangriffe sind also schon seit
der Renaissance durch trickreiche Nutzung einer Ellipsen-Eigenschaft in der Architektur
moglich!

Flistergewdlbe finden sich zum Beispiel

— in der Vorhalle der Residenz in Wiirzburg

— im Karyatiden-Saal des Louvre in Paris

— in einem Raum des Castello Sforzesco in Mailand

— in St. Paul’s in London.

Kegel-Schnitte

Mit einem Lichtkegel, der auf eine
ebene Wand trifft, lassen sich alle
drei Kegelschnitt-Typen als Rinder
von Schatten erzeugen.

Beim Anspitzen eines sechskantigen Bleistifts entstehen Hyperbeln als Schnitte eines Ke-
gels (im Spitzer) mit Ebenen (Bleistift), die parallel sind zur Kreisachse. Ahnlich kommen
auch die Hyperbeln auf Gewindemuttern zustande.

Bei der Sonnenuhr wirft ein fester Stab einen Schatten, der die wahre Sonnenzeit angibt.
Die Schattenspitze beschreibt jeden Tag eine andere Kurve (Datumslinie). Diese Kurve
entsteht als Schnitt der Bildebene und des Kegels, den die Verbindungsgeraden Stab-
spitze—Sonne bilden. Sie ist deshalb ein Kegelschnitt, und zwar meistens eine Hyperbel.
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Modebewusste Messingmutier beim
Mustern ihrer hyperbolischen
Konturen vorm Spiegel

Danga LORAN-System
Hyperbeln spielen eine grofie Rolle in der

Ortung von Schiffen. Das LORAN-Sy-

stem (LOng RAnge Navigation) ist ein
Funkortungsverfahren fiir die Langstrek-

kenpeilung (von den Amerikanern wah-

rend des Zweiten Weltkriegs entwickelt). | \Standlinie
Drei verschiedene ortsfeste Stationen sen- N
den gleichzeitig Signale aus, die ein Schiff
oder Flugzeug empfingt. Der Laufzeitun-
terschied der empfangenen Signale zweier
Sender legt eine Hyperbel als Standlinie
fest (die Sender stehen in den Brennpunk-
ten). Der Standort ergibt sich als Schnitt-
punkt von zwei oder drei Hyperbeln. Die
Genauigkeit bei Auswertung der Boden- \
wellenimpulse liegt bei 5km, bei Auswer- fg N\ Sl
tung der Raumwellenimpulse bei [Skm. |

Die Reichweite der Sender betrigt tags- |

iiber 1400 km und nachts etwa das Dop-
pelte. Das LORAN-System iberdeckt fast
vollstindig den Nordatlantik sowie grolie
Teile des Indischen Ozeans.

Standlinie

Die Sender A, B und C
strahlen synchrone Signale ab.

6. Geschichtliches

Etwa um 350 v. Chr. erfindet MENAICHMOS, der Lehrer Alexanders des Grof3en, die Ke-
gelschnitte als Kegel-Schnitte zur Losung geometrischer Probleme, bei denen man mit der
klassischen Methode (Zirkel, Lineal) nicht weiterkommt. Er 16st zum Beispiel das Delische
Problem der Wiirfelverdopplung iiber den Schnitt von Parabeln: Aus x* = ay und y* = 2ax
folgt namlich x = a V2 .
Mit den Kegelschnitten ist es auch moglich, einen Winkel in drei gleich groBe Winkel zu
zerlegen.
Nur das dritte der drei klassischen Probleme, die Quadratur des Kreises, kann MENAICH-
MOs nicht 1dsen.

261




APOLLONIOS von Perge (262 bis 190) untersucht die Kegelschnitte eingehend und schreibt
seine Konika, acht Bilicher tiber Kegelschnitte: 1 bis IV sind griechisch tiberliefert, V bis
VII liegen arabisch vor und VII1I ist verloren gegangen. Im Gegensatz zu MENAICHMOS, der
fiir jeden Kegelschnitt-Typ einen neuen Kegel braucht, weil er immer senkrecht zu einer
Mantellinie schneidet, bekommt AproLLoNiOs alle Kegelschnitte an einem Kegel durch
Schnitte unter verschiedenen Winkeln. Er treibt geometrische Algebra, indem er versucht,
quadratische Gleichungen iiber Flichengleichheiten zu losen:

Die Gleichung ax = b? ist gelst, wenn es gelingt, zu einer gegebenen Rechteckseite a die
andere Rechteckseite x so zu finden, dass dieses Rechteck flichengleich ist einem Quadrat
mit gegebener Seitenldnge b. (paraballein = vergleichen, gleich sein)

Typ: ax= b’

X ax = b b

a

Zur Losung der Gleichung ax + x? = b? braucht man die Rechteckseite x so, dass Recht-
eck- und Quadratfliche (Seite x) zusammen so grof3 sind wie das Quadrat mit Seitenldnge
b. ArPOLLONIOS bezeichnet das kleine Quadrat mit der Seite x als iiberschieflendes Quadrat.
(hyperballein = iiber ein Ziel hinauswerfen, libers Ziel hinausschief3en)

Typ: ax + x=b

Weil negative Zahlen damals noch nicht bekannt sind, schafft die Gleichung ax — x> = b?
ein neues Problem. Jetzt braucht man die Rechteckseite x so, dass der Flichenunterschied
von Rechteck und kleinem Quadrat so groB3 ist wie das Quadrat mit Seitenldnge b. APOL-
LONIOS bezeichnet das kleine Quadrat mit der Seite x als unterschieflendes Quadrat. (ellei-
pein = mangeln, fehlen)

2 ¥
Typ: ax—x =b

=
X 5 E— b

{3~

b

Schreibt man die drei Gleichungen in der Form

y? = ax

y:=ax+x°

y:=ax —x?
so ergeben sich Gleichungen von Parabeln, Hyperbeln und Ellipsen. Die Mittelpunkte die-
ser Hyperbeln und Ellipsen liegen nicht im Koordinatenursprung.

Nach den Griechen kiimmert man sich kaum noch um die Kegelschnitte. Erst Johannes
WERNER (1468 bis 1522) erweckt sie zu neuem Leben in seiner Schrift Elemente der Ke-
gelschnitte. Darin steht zum Beispiel eine einfache Parabelkonstruktion mittels einer Schar
von Kreisen mit gemeinsamem Beriihrpunkt (sieche Kapitel 9. 11, 3).
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Aufgaben aus der Besonderen Priifung (1985 bis 1988)

Planimetrie

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig-rechtwinklig mit AC = BC = a. Der Punkt M

halbiert die Basis [AB]. M ist der Mittelpunkt des Kreisbogens ACund B ist der Mit-

telpunkt des Kreisbogens DC.

a) Berechnen Sie den Umfang der schraffierten Flache
in Abhingigkeit von a!

b) Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Fliche in
Abhingigkeit von a!

Gegeben ist ein regelmiBiges Achteck, dessen Mittelpunkt M von jedem Eckpunkt 4
Lingeneinheiten entfernt ist. Dieses Achteck wird von einem Kreis mit Mittelpunkt A

und Radius r = AB geschnitten. Berechnen Sie:

a) die Linge der zwischen den Punkten H und B liegenden Strecke (Ergebnis: 4 -,f2_
Lingeneinheiten),

b) den Inhalt des Vierecks ABMH, c

¢) den Umfang des Achtecks,

d) den Bruchteil der Kreisfliche, die innerhalb des
Achtecks liegt (Angabe des Ergebnisses in Prozent),

e) die Linge der innerhalb des Achtecks liegenden e
Kreisbogens (Ergebnis auf eine Dezimale genau).

Die Figur zeigt ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenldnge 2a und der Hohe
[CD], ferner einen Halbkreis mit dem Durchmesser [AB] sowie einen Kreisbogen um
C mit Radius CD, der die Dreieckseiten [AC] und [BC] in den Punkten E und F
schneidet.

a) Berechnen Sie in Abhangigkeit von a die Hohe CD und den Flicheninhalt des
Dreiecks ABC. (Teilergebnis: CD=a43)

b) Die in der Figur schraffiert gezeichnete Fliche wird be-
grenzt vom Kreisbogen um C mit dem Radius CD, vom
Halbkreis iiber [AB] sowie von den Strecken [AE] und
[BF]. Zeigen Sie, dass diese Flache inhaltsgleich der Fla-
che des Dreiecks ABC 1st.

C




IV. Gegeben sei eine Raute ABCD mit der Seitenldnge s. Die Lidnge der Diagonale [BD]

sei ebenfalls s.

a) Berechnen Sie die Diagonalenlinge e = AC sowie den
Flicheninhalt der Raute ABCD in Abhingigkeit von s.

b) Bestimmen Sie den Abstand d des Mittelpunkts M
der Raute von der Seite [AB] in Abhidngigkeit von s.

¢) Um D als Mittelpunkt ist ein Kreisbogen mit Radius s
gezeichnet. Berechnen Sie die Linge dieses Bogens
zwischen A und C in Abhédngigkeit von s.
Begriinden Sie Ihren Ansatz!

d) Der Kreisbogen zwischen D und C geht durch M. Berechnen Sie den Inhalt der
schraffierten Fliche fiir s = 4 cm. Begriinden Sie Thren Ansatz!

Trigonometrie

I. 1. Die Entfernung zweier auf verschiedenen Seiten eines )
Flusses liegender Punkte A und B soll bestimmt wer-
den. Man wihlt dazu einen nicht auf der Gerade AB = ¥
liegenden Punkt S, féllt von S das Lot auf AB (Lotful3- i
punkt T) und misst die GroBBen und Winkel BSA und
TSB sowie die Strecke [ST].
Berechnen Sie AB, wenn
4 BSA =30,5°, <TSB=37,0° und ST=795m gilt.

2. Berechnen Sie in der Grundmenge G = [0; 2| die Lo- B ]
sungsmenge L der Gleichung
1 + 43 sinx-cos x = (cos x)2.
Ly
'I {
II l
. . = iy | |
II. 1. Berechnen Sie die Lésungsmenge L der Gleichung &g W |
% |
I : 5 = & T |]
2¢os| =m—x]—sin(=x)+cos|—m| =43 : ' '
2 6 || '
|
1 .' '
die Grundmenge ist G = [0: 5 Ti‘] osden 0L L | i sige
- ‘_ -

2. Der Schiefe Turm von Pisa hat die Neigung @ = 4,45° gegeniiber der Senkrechten
zum Erdboden. Der Mittelpunkt M der Dachplattform liegt 54,87 m iiber dem
Erdboden (h = 54.87 m: siche Skizze)

a) Welchen Abstand a hat der Mittelpunkt M von der Lotrechten durch den
Grundflachenmittelpunkt M’ ?

b) Die nordliche Seite s des Turms (siehe Skizze) betrigt 55,39 m. Wie grof} ist die
Linge | des Turmschattens, wenn die Sonne im Winkel « = 60° iiber der Erde in
stidlicher Richtung steht?
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I11.

1
. - LCIH(E T X
Gegeben ist der Term ———— ——= :
V1 —cosx - y1 +cosx
a) Geben Sie an, fiir welche x € [—m; 7] der Term definiert ist und begriinden Sie
lhre Antwort.
b) Nun sei 0 < x <. Vereinfachen Sie den Term so weit wie moglich.

Ein Turm der Hohe h = 25 m steht auf einem Hang, der unter dem Winkel p = 28°
gegen die Horizontale geneigt ist. Die Schattenldnge AB = s des Turms betrigt bei
dem aus der Skizze ersichtlichen Sonnenabstand 45 m. Berechnen Sie den Hohen-
winkel o, unter dem die Sonne erscheint, auf Grad genau. Ubertragen Sie dazu die
nachstehende Skizze auf Ihr Blatt und ergiinzen Sie diese mit geeigneten Bezeich-
nungen.

o

o

Bestimmen Sie mit Hilfe des Einheitskreises oder des Graphen der Funktion
x+>sinx die Losungsmenge der Ungleichung 2-sinx + \,;E >0 in der Grund-
menge [0; 2m].

Gegeben ist der Kreis um A mit dem Radius 35 mm; die Entfernung der Punkte A

und B betrigt 60 mm. Die Tangenten von B an den Kreis beriihren diesen in den

Punkten C und D. (Bei den Ergebnissen in den folgenden Teilaufgaben sind die

Lingen auf mm und die Winkel auf ganze Grad zu runden.)

a) Berechnen Sie die Linge des Tangentenabschnitts [BC] sowie den Winkel
= 94 BAC.

b) Bestimmen Sie den Mittelpunktswinkel d sowie die Lange des zugehorigen
Kreisbogens CD (siehe Figur). Welchen Umfang hat somit die Gesamtfigur, die
sich aus den Tangentenabschnitten [BC] und [BD] und dem zu gehorigen
Kreisbogen CD zusammensetzt?

b2
=
L




Wortkunde: Griechisch

Stamm

aElopa
axioma

| dappog
|

harmos
(Gppog

Pacic
basis

Y PapELY

grafein
YPUppa

gramim:

Wertschiatzung,
Forderung

apuovia Verbindung;
harmonia Ebenenmali

Fuge, Gelenk

15l verwandt mit
sArme und rarma
(lat.; Gerite, Waffen))

Schritt, Ful
Grundlage

Erde, Feld
Land. Grund
(Vorsilbe)

(ein)ritzen, schreiben
zeichnen

Buchstabe, (In)Schrilt
Greschricbenes,
Zeichnung

(ypapewv ist verwandt mit

YOvin
gonia

ol
dia
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rkerbent)

Winkel{mali), Ecke

(yoowio st verwandt mit »Knigc)

durch, zwischen,
auscinander

enthalten in

Axiom (das)

Harmonie
Harmonika
Harmonium

B
basieren aul

Geometrie

Geografie
| Geologie

geozentrisch

Gratik

Griffel
Fotografie

Geografic
Paragraf

Parallelogramm
Programm

Pentagramm
Diagramm

Gon
Goniometrie
Polygon (das)
Diagonale

Pentagon (das)

Trigonometrie
Diagonale

Diagramm
Diapositiv

Telegraf, -gramm

wirtlich iibersetzt

Schritt
Landmessung
Erdbeschreibung
Erdwissenschafl

erdmittelpunktig

Schreib-, Zeichenkunst

Lichizeichnung

Erdbeschreibung
Danebengeschriebenes

Mebenemandergeschnebenes

Vorhergeschrieb

Fiinfzeichnung
Fernschreiber, -schreiben
Winkel

Winkelmessung

Vieleck

Durcheck

Fiinfeck

Dreiecksmessung

Durcheck

Bedeutung

Grundvoraussetzung

Ubereinstimmung, Einklang
Musikinstrument

Musikinstrument

Grundlage, -linie, -fliche, -zahl
beruhen auf, sich grinden auf

Lehre von den ebenen und
raumlichen Figuren
Erdkunde

Lehre von Entstehung und
Bau der Erde |
auf die Erde als Mittelpunkt bezo-
gen

Sammelbegnff fur Holzschmtt,
Kupferstich, Lithografie und
Handzeichnung

Schreib-, Zeichenstift
Verfahren zur Herstellung von Bil-
dern, die durch Licht erzeugt wer-
den

Erdkunde

mit § numerierter kleiner Ab-
schnitt

Viereck mit parallelen Seiten
festgelegter Ablauf einer Veran-
staltung, von Befehlen (Computer-
Programmierung)

fiinfzackiger Stern, Drudenfuld
zeichnerische Veranschaulichung
Fernschreiber, Fernschreiben
Gradmall des Winkels:

100 Gon = 90

Rechnung mit Winkelfunktionen
Vieleck

Strecke durch (nicht benachbarte)
Ecken

Fiinfeck, amerikanisches Vertei-
digungsministerium (funfeckiger
Grundriss)
Drelecksberechnung, -messung
Strecke durch (nicht
benachbarte) Ecken
#eichnerische Veranschaulichung
durchsichtiges Positiv eines Fotos




Wortkunde: Griechisch

[
Stamm |¢mha]ten in wirtlich iibersetzt
E8pa Sitz(-platz, -flache); | Polyeder (das) Vielsitz
hedra Wohnsitz; Tempel

Tetraeder (das),

Oktaeder (das)

| Dodekaeder (das),

| Tkosaeder (das)
guvedpioy Sitzung: Rat: Sanhedrin (der)
syngdrion Gerichtshol
kabedpa  Lehrstuhl
katedra

| Katheder (der, das) Heruntersitz

| Kathedrale

émimedov Ebene, Fliche Parallelepided Parallelflach

Bedeutung

Vielflach, von ebenen Fliachen
begrenzter Korper

Vierflach,

Achtflach,

Zwolflach,

20-Flach

judischer Gerichtshof

Pult (eines Lehrers)
Bischofskirche

Parallelflach:

epipedon K.orper mit sechs paarweise

parallelen Seitenflichen
KT (her)unter, nieder Katheten Herabhingende Dreieckseiten, die einen
kata rechten Winkel bilden

Kathode Ausgang, Heimkehr

kpicic  (Unter-, Ent-) Krise

krisis Scheidung, Urteil

kpii)prov Kennzeichnen Kriterium

kritdrion Kritik
| kritisch

pétpoy  Mab Meter Mab

metron | Geometrie Landmessung

-peTpie  -messung

-metria Planimetrie Flachmessung
Stereometrie Raummessung
Symmetrie Ebenmall

dpehog  (Brat)Spield; Obelisk (der)

obelos  Spitzsiule

Opddc aufrecht, gerade orthogonal rechtwinklig

ortos recht, richtig Orthogon (das)
Orthografie

FUCL PIL (da)neben, | parallel nebeneinander

para vorbel, gegen Parallelogramm Nebeneinandergeschrebenes
Parallelprojektion
Parabel Danebenwurf
Paragraf Danebengeschricbenes
paradox gegen die Meinung

nepiodog Herumgehen, Periode

| Katheter (der) Hinablasser

Rdéhrchen, das in Korperorgane
eingefiihrt wird
negative Elektrode

Entscheidungssituation, Hohe-,
Wendepunkt

entscheidendes Kennzeichen
Beurteilung, (oft) Tadel

streng priifend, tadelnd, bedenk-
lich

i

Liangeneinheit
Lehre von den
lichen Figuren

ebenen und rium-

Lehre von den ebenen Figuren
Lehre von den riumlichen Figu- |
ren

Ebenmal, Spiegelungsgleichheit

periodos regelmaBige
Wiederkehr

freistehender Spitzpfeiler

rechtwinklig, senkrecht
Rechteck
Rechtschreibung

gleich laufend

Viereck mit parallelen Seiten
durch parallele Strahlen verur-
sachter Schatten

Wurflinie

mit § numerierter kleiner Ab-
schnitt

scheinbar widersinnig

(sich wiederholender)
Zeitabschnitt,

sich unendlich oft wiederholende
Ziffergruppe in Dezimalzahlen |
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Wortkunde: Griechi

Star

TOAD viel
poly
TpLELY Zersagen
priein
uRd unter, unterhalb
hypo

tpaneCa  Tisch

trapeza

FOpaT Darm, Darmseite

chordd

(xopdn ist verwandt mit
Kord, Kordel, Garn)

Wortkunde: Latein

Stamm

associare  verginigen,

verbinden
cavea Hohle, Kifig

Kreis, Ring

CIFCHS

commutare verindern,

vertauschen

congruens  ubereinstimmend

Contra

BCECn

(dulleres) Aussehen
Gesicht

facies
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enthalten in
&
| Polygon
| Polyeder
| Polynom

» P Pty
! Polygamie

Prisma

Hypotenuse
Hypothese

Trapez

Chordale

enthalten in
assoziieren
Assoziativeesetz
konkav

Lirkus

zirka
zirkulieren

Lirkel

Zirkelschluss
Kommutativgesetz
kongruent
Kontraposition

Facette

Fassade
Fasson (die)

wiirtlich iibersetzt

Vieleck
Vielfzache
Vielausdruck
Vielhei

Daruntergespannte
Unterlage, Unterstellung

Isch

wirtlich iibersetzt

hohl

Zirkus, Re

rahn

Kreisen

sich 1im Kreis
drehender Bewels

dbereinstimmend

B

*utung

Vieleck

Vielflach, Vielfachner
mehrgliedriger Rechenausdruck
Vielehe

ebenflichiger Korper,
dessen Deck- und Grundfliche
parallel-kongruent sind

Strecke suntere, gegeniiber
iten Winkel

unbewicsene Annahme

dem re

Viereck mut zwei par
seien

Gerade durch die Schmitt

K re

punkic zwe

Bedeutung

Vorstellungen verbinden mat
LTI

fa+bl+ec=a+(b+c)
{abjc = a(bc)

nach mnen gewalbt

Jirkus

ungefahr

mm Umlauf sein

Gerit zum Kreiszeichnen und
Streckenabiragen

Beweis, bei dem die Behauptung
in der Voraussetzung steckt

Vertauschungsregel:
a+b=b+a
ab = ba

deckungsgleich

Ableitung einer negativen
Aussage aus einer positiven

geschliffene Vieleckfliche
ber Edelsteinen

Stirn-, Vorderseite
Muster; (Zu)Schnitt




Wortkunde: Latein

Stamm

firnis Grenze, Ende

prradhies Schritt, Stule

Hum Zwischenraum

IRUETrTer umdret

linea Faden. Linie
(linea ist verwandt mit Leine)

IEnsurd Messen

At

| .':'.'r.'cn".'.'\

ordp Reihenfolge
(An)Ordnung
Rang

PaSSHS Schiritt

plents voll, vollstandig

enthalten in

Finale
Finish
definieren
definitiv

abgrenzen

Girad

degre (Franz.). degree (Engl.)

Intervall (das)

invers

Linie Linie
Lineal

linear
kommensurabel
Modus

Mode
Maodifikation
ummodeln

| Maodell

Orden
ordnen
Order

ordinir Entwicklung: ordentlic

Ordinalzahl

koordinieren beiordnen

Koordinaten

Pass
passieren

Passant
*assante

Plenum Volles
komplett
komplementar
Komplementwinkel
Supplement
Supplementwinkel

vollmachend

wirtlich ilibersetzt

» gewdhnlich — niedrig — §

Bedeutung

Schlusssatz, -teil, Endrunde
letzter Schhiff, Endkampf
begrifflich bestimmen

endgiiltig

Einheit der Winkel- und
der Temperaturmessung
CGirad

Zeitabstand, Zeitspanne,
Abstand zusammen- oder
nacheinander klingender Tone

umgekehrt

Linie
Geriit zum Zeichnen gerader Li-
Ten

linig

zerad
mit gleichem Mal} messbar

Verfahrensweise, Form,

- Wert (Statistik)
herrschender Zeitgeschmack
Anderung

dndern, umformen

M -, Vorbild

wrenzeichen
ordnen
Befehl, Aufirag

» vulgar
Ordnu
y-Wert eines Punkts im Koordina-
lensysiem
aufeinander abstimmen
auf den Ursprung bezogene Zah-

en

gszahl: 1. 2. 3. usw

amtlicher Passic

vorbeigehen, auf die andre

Gerade, die mit einem Kreis
keinen Punkt gemeinsam hal

Vollversammlung des Parlaments
vollstindig

inzend
Winkel, die sich zu 90" erganzen
Ergiinzungsband, -teil
Winkel, die sich zu 180" erginzen
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Wortkunde: Latein

Stamm

postulare  fordern

(das Stammwort ist poscere:

fordern poscere ist verwandt

mit forschen)

proicere hin{aus)werfen
nach vorn werfen

proportio  Verhiltnis

quadrum  Viereck

ratio Berechnung:
Verhiltnis

regere (gerade) richten,

lenken
rota Rad, Scheibe

(rota 1st verwandt mit Rad)
scalae

Treppe, Leiter

Secare (ab)schneiden

enthalten in

wortlich iibersetzt Bedeutung

Postulat Forderung logische und notwendige
Annahme, die unbewiesen,
aber glaubhaft ist

postulieren fordern ein Postulat aufstellen

projizieren Kdérper in einer Ebene abbilden

Prnj_ekt groBangelegte Unternchmung

Projektil Cieschoss

Proportion Verhdlinisgleichung

proportional verhdltnisgleich

Quader Korper mit lauter rechteckigen
Fldchen

Quadrat rechtwinkliges Viereck mit gleich
langen Seiten

Quadrant eines der vier Felder im Koordi-
natensystem

Ration berechneter Anteil zugewiesener Anteil,

rationale Zahlen
irrationale Zahlen

regieren

Rektor
Rektifikation

| Korrigieren
| korrekt

rotieren

| Rotation
| Rotor

Verpflegungssaiz
Verhiltniszahlen, Briiche
Zahlen, die nicht als Briiche
darstellbar sind

herrschen

Schulleiter
Bestimmung der Linge
einer Kurve
berichtigen

richtig

Leiter
Geradmachung

berichtigen

kreisformig drehen

umlaufen, sich um eine

Achse drehen

Drehung

sich drehender Teil einer elektri-
schen Maschine

Skala
Skalar (der)

eskalieren

Sekte

Sekante
Sektor
Sekans
Kosekans
Insekt

270

MaBeinteilung in Messgeriten
durch einen reellen Zahlen-
wert bestimmite Grofie

sich stufenweise steigern

kleine Glaubensgemeinschaft
die sich von einer groBeren
abgespalten hat

Gerade, die einen Kreis schneidet
Ausschnitt, (Sach)Gebiet
Hypotenuse/Ankathete
Hypotenuse/Gegenkathete
Kerbtier: Tier mit meist

drei deutlich voneinander
abgesetzten Korperteilen
(Kopf-Brust-Hinterleib)

Abschneider
schneidend

Eingeschnitienes




Wortkunde: Latein

T
Stamm |

struere schichten, aulbauen
(struere ist verwandl mit

streuen)

| tangere beriihren

iberschreiten,
hiniibersteigen

frans-
cendere

transferre  hiniibertragen.
verschichen
triplus dreifach

enthalten in

Struktur
konstruieren

konstruktiv
instruieren
instruktiv
Instrument

Tango
Tangente
Tangens

Kotangens
Takt

Kontakt

| transzendent

Transfer

Translation
Tripel (das)

Tripelkonzert

Tripelfuge
vehere fahren, tragen Vehikel

| vehement

Vektor

konvex
Griechisches Alphabet
A o Alpha L lota P p
B p Beta K = Kappa Lo
I v+ Gamma A A Lambda 3
A & Dela Mp My 3
E E Epsilon N v My g
ZL i =& A Xox
H n Eta 0 o Omikron Yoy
& % Theta H-=®: P 0w

Rho
Sigma
Tau

Y psilon
Phi

Cha

Psi

Omega

wirtlich libersetzt

». Bauwerk
aufschichien. (er)bauen

unterrichien, ausrusten

ich beruhre

Berithrende
beruhrend

tiberschreitend

Ubertrag
Ubertragung, Verschiebung

Dreifaches

Fahrzeug
auffahrend

Fahrer, Triger
Zusammengetragen

Bedeutung

Aulbau. innere Gliederung

eine Figur zeichnerisch darstellen.
die Bauart einer Maschine, eines
Ciebiudes entwerfen

aulbauend

in Kenntnis setzen. anleiten
lehrreich

Crerit

aus der Habanera entstandener
spanisch-kubanischer Volkstanz
Gerade, die cinen Kreis beriihrt
Gegenkathete, Ankathele
Ankathete/Gegenkathete
Ablauf von Ténen und
Bewegungen niach cinem
bestimmien Zeitmal
Verbindung (durch Beriihrung).
Fiithlungsnahme

nicht mit Wurzeln darstellbar,
iibers Algebraische hinaus-
gehend, die Grenzen der
Erfahrung und der sinnlichen
Wahrnehmung tberschreitend

Zahlung ins Ausland in fremder
Wihrung
Verschicbung

mathematische Grille aus
drei Elementen

Konzert [iir drei Solo-
instrumente und Orchester

Fuge mit drei selbstiindigen
Themen

klappriges. altmodisches Fahrzeug
stitrmisch

gerichtete Grolle

nach auBen gewolbt, erhaben

Das deutsche Alphabet in deutscher Schreibschrift und in Antiquabuchstaben

A @ a

B & b ¢
€ Lo 1
D &+ d ¥
E F e =
B: o B
G ¢ g 9
H &8 h ¢
| ST ]

]
kK
L

M
M
(6]
P

Q
4

7 FE 5 ¢ 5 4
& k #* T. "% L 4
o U & u s
Wom ow V U v »
 n = WO woae
d o X £ x ¢
Fpr g Y 4% v 9
o0 g Z ¥z
® r r




Additionstheoreme 166, 167
Al-Kasi 22

Allzweckstopsel 62

Aphel 226

Apaollonios 205, 262

Arbelos 44

Archimedes 21, 44, 50, 74, 78
Aryabhata 112

Asymptote 239

axiale Streckung 210

Beruni 156
Bestimmungsdreieck 6
Bibel 21

Big Ben 39
Bogenlinge 29
Boschungswinkel 65
Bradwardine 7

Brahe 226

Breidenbach 16

Cassegrain-Teleskop 258
Ceulen 11, 22

Cheops 37

Cicero 76

cosec 109

Dandelin 223

Deutsches Museum 123
Doppelwinkel-Formeln 169
Drehwinkel 137

Dubois 62

Dudeney 61

Durchmesser 208

Diirer 92, 158, 159, 234

Ellipsenfliche 217
Ellipsenumfang 217
Ellipsenzirkel 218
Eratosthenes 41
Erdinger 10
Estremow 17
Eudoxos 76

Euklid 69

Euler 21, 24
Exzentrizititen 224

Fagnano-Ellipse 222
Fermat 10

Fermat'sche Primzahl 10
Fibonacci 22, 43
Fliistergalerie 260
Formparameter 244

272

Register

Galilei 257
Girtner-Konstruktion 226
Gauss 10, 16
Gitterpunktverfahren 34
gleichseitige Hyperbel 244
goniometrische Gleichungen 172
Grandville 92

Gregory 19, 23

Guldin 234

Guldin'sche Regeln 91

Halbachse 208
Halbmond 130
Halbwinkel-Formeln 169
Halbwinkelsidtze 154
Hauptachse 208
Hauptkreis 208
Hauptscheitel 208
Hermes 10

Heron 17, 181
Hippokrates 44
Hoéhen-Parallaxe 124
Hohenlinien 102
Horizontalparallaxe 123
Hiullkonstruktion 232
Humboldt 102

Huygens 158

imagindre Halbachse 237
[sohypsen 102

Jahresparallaxe 130
Jakobstab 113
Jamnitzer 59, 72

Kalotte 81
Kegelstumpf 57
Kepler 153, 226, 257
Kernschatten 123
Kochansky 37
konstruierbare ganzzahlige
Winkel 170
Kosekans 109
Kosinussatz 145
Kote 102
Kreisring 43
Kugelabschnitt 81
Kugelausschnitt 82
Kugeldreieck 80
Kugeldreikant 81
Kugelhaube §1
Kugelkeil 80
Kugelschicht 83
Kugelsegment 81
Kugelsektor 82

e —— A T =

Kugelzone 83
Kugelzweieck 79

Lacaille 161

Lalande 161

Lambert 24, 158
Landvermessung 101
Leitgerade 247, 254

Leitkreis 231

Leonardo da Vinci 158, 159
Lindemann 24

lineare Exzentrizitit 224, 237
Loran-System 261

Mascheroni 157
Menaichmos 261
Mittagshéhe 114

Mollweide 154
Mondentfernung 161
Monte-Carlo-Methode 36, 74

n-Eck, einbeschrieben 11

n-Eck, umbeschrieben 13
Nebenscheitel 208

Neuneck 16

Newton 23, 257
Nierenlithotripter 259

Nikolaus von Kues 158

Normale 252

numerische Exzentrizitiat 225, 237

Papierstreifen-Konstruktion 212
Pappos 91

Papyrus Rhind 21

Pauker 10

Perihel 226

Periode 184

Pi () 23

Platon 21

Platonische Karper 8§89, 90
Polarachse 141
Polarkoordinaten 141

Pol 141

Postula 160

Pothenot 162
Produkt-Summen-Formeln 171
Projekiionssatz 146
Projektionssatz im Raum 127
Prolemaios 37, 155
Pyramiden-Methode 77

Quadrat 8
Quadratur des Kreises 24, 157




AT

reelle Halbachse 237
regelmifiges n-Eck 6
Renaldini 160

Richelot 10

Riementrieb 4{, 108
Riickwirtseinschneiden 162
Rutherford 22

Salinon 50

Scheibenmethode 69

Scheitel 208, 237

Scheitel-Kriimmungskreise 219,
240

Schwab 19

Sechseck 9

sec 109

Seemeile 29

Segner 73

Sehnenformel 143

Sehwinkel 118

Seifenblasen-Methode 78

Sekans 109

Sektorfliche 31

Shanks 22

Sharp 22

Siebeneck 16

Sinus, Name 112

Sinussatz 142

Snellius 162, 163
Snellius-Hansen 162

Steigung 100

Sternvieleck 7

Subnormale 252

Subtangente 251

Sulbasutras 21
Summen-Produkt-Formeln 172

Tangenssatz 154
Trigonometrischer Pythagoras 109

Vieta 23
Vorwirtseinschneiden 162

Wallis 23

Warusfel 37

Werner 252, 262

Willi 160
Winkeldrittlung 157
Wiirfelverdopplung 157

Zehneck 9
Zhang Heng 22
Zu Chong-Zhi 22
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